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Introduction

Le contact avec adhésion entre corps, lorsqu’une colle est ajoutée pour immobiliser les
surfaces, fait I'objet d’une attention croissante dans la littérature mathématique. Une mo-
délisation de base est présentée dans [7, 8]. L’analyse des modeles de contact avec adhésion
est présentée dans [1,5,6,9,20]. Les résultats sur le contact avec adhésion sans frottement
sont présentés dans [2,11,12,17,19]. Une application de la théorie du contact avec adhé-
sion au domaine médical des prothéses a été examinée dans [16]. La nouveauté de tous ces
articles réside dans l'introduction d’une variable interne a la surface, le champ d’adhésion.
Il décrit la densité fractionnaire ponctuelle des liaisons actives sur la surface de contact.
D’apres [7, 8], le champ d’adhésion satisfait les restrictions 0 < A < 1, lorsque A = 1 en un
point de la surface de contact, I’adhésion est compléte et toutes les liaisons sont actives;
lorsque A = 0, toutes les liaisons sont inactives, rompues, et il n’y a pas d’adhésion ; lorsque
0 < A < 1, adhésion est partielle et seule une fraction des liaisons est active.

Le lecteur est invité a consulter la bibliographie exhaustive sur le sujet dans [14, 18, 22].
Ce mémoire étudie le processus dynamique d’'un contact sans frottement entre un corps
thermo-élasto-viscoplastique et une base adhésive. L’effet de la température est inclus dans
la loi de comportement et décrit par une équation différentielle de la chaleur. Le contact est
modélisé par une condition de compliance normale impliquant I’effet d’adhésion des surfaces
de contact. L’adhésion est modélisée par une variable de surface, dont ’évolution est décrite
par une équation différentielle du premier ordre. Le modéle est formulé comme un systéme
impliquant le champ de déplacement, le champ d’adhésion et le champ de température.
Une formulation variationnelle du modele est dérivée. L’existence et I'unicité de la solution

faible sont démontrées. La nouveauté de ce mémoire réside dans le couplage d’un matériau



Preface

élasto-viscoplastique avec effet thermique et d’un contact avec adhésion sans frottement. De
tels problemes se posent dans I'industrie et le domaine médical.

Ce mémoire est organisé en deux parties que nous décrirons briévement afin d’en faciliter
la lecture.

La premiére partie de ce mémoire est consacrée aux résultats préliminaires nécessaires
a I’étude du probleme de contact considéré dans la seconde partie du mémoire. Elle constitue
la base de ce mémoire et comprend deux chapitres.

Le premier chapitre présente les espaces fonctionnels utilisés dans ’étude du probléme
variationnel considéré. Nous abordons briévement quelques rappels sur les espaces fonction-
nels utilisés en mécanique du contact. Nous présentons ensuite quelques résultats sur les
opérateurs fortement monotones et lipschitziens. Nous rappelons ensuite un résultat sur les
équations variationnelles d’évolution que nous utiliserons plus loin dans ce manuscrit. Pour
conclure ce chapitre, nous rappelons le lemme de Gronwall utilisé pour la démonstration et
obtenir des estimations d’erreur.

Le deuxiéme chapitre de cette partie est essentiellement axé sur la modélisation. Nous
commencons par préciser le cadre physique, puis présentons la loi de comportement thermo-
élasto-viscoplastique considérée dans le probléme de contact. Enfin, nous décrivons les condi-
tions de contact utilisées dans le probléme de contact considéré.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions un probléme de contact sans frottement entre
un corps thermo-élasto-viscoplastique et un obstacle assimilé a une fondation. Cette partie
comporte deux chapitres structurés comme suit :

Le premier chapitre est consacré a I’étude analytique d’un probléme de contact sans
frottement pour des matériaux thermo-élasto-viscoplastiques & compliance normale dans un
processus dynamique. La formulation faible du probléme est formulée comme un systéme
formé d’une équation variationnelle par rapport au champ de déplacement, d’une équation
variationnelle par rapport au champ de température et d’'une équation différentielle ordinaire
du premier ordre par rapport au champ d’adhésion. Nous établissons un résultat d’existence
et d’unicité de la solution. La preuve repose sur la théorie des équations variationnelles
d’évolution. Dans le deuxieme chapitre, nous présentons une approximation numérique de

ce probléme de contact basée sur une approximation en temps et en espace, utilisant res-
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pectivement une discrétisation temporelle uniforme et une méthode des éléments finis. A

Iissue de ces discrétisations, nous donnons un résultat sur I’estimation de I’erreur.



Notations

Notations

Si Q est un domaine de R? (d = 2,3), nous notons par :

2

vy, Ur

ct(9)
D()

v:Ly— Lr

’'adhérence de Q dans R,

la frontiére de {2 supposée réguliére.

une partie mesurable de la frontiére I'.

la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T;.

la normale unitaire sortante a I'.

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v définies
sur Q.

I’espace des fonctions réelles continment différentiables sur €.
I’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a support
compact contenu dans (2.

I’espace des distributions sur €.

l'espace {u = (u;) | u; € L* ()} .

lespace {C = (Cy;) | Cij = Cji € L2 ()}

I'espace {u € L|d(u) € L}.

I'espace {C € L | DivC € L}.

I'espace {v € L; |v=0sur I['1}.

'espace {0 € H' () |9 =0sur I'; UTy}.

I’espace de Sobolev d’ordre 1 sur Q.

I’espace de Sobolev d’ordre % sur I'.

Pespace Hz ().

Pespace dual de Hz (I') .

Pespace dual de Ly = H~2 (T)*.

I’application trace pour les fonctions vectorielles.

Si L est un espace de Hilbert réel et d € N*, nous utilisons les notations suivantes :



Notations

L? espace {x = (v;) | 7; € L, i = 1,d}.

Lixd Vespace{x = (v;;) | 755 =25 € L, i,j = 1,d}.
(g le produit scalaire de L.

., la norme de L.

2L I’ensemble de toutes les parties de L.

L Iespace dual de L.

(.,)rrr le produit de dualité entre L' et L.

x, — x la convergence forte de la suite (z,) vers I’élément = dans L.

x,— x la convergence faible de la suite (z,) vers I’élément = dans L.

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +00, nous notons par

C(0.T31L)
|-lo,z

C'(0,T; L)
AW

L7 (0,T; L)

|‘ ‘O,p,L

Wk (0, T L)
|‘ k,p,L

'espace des fonctions continues sur [0,7"] dans L.

la norme de C (0,7 L) .

'espace des fonctions contintiment dérivables sur [0,7] dans L.
la norme de C* (0,75 L) .

'espace des fonctions u mesurables de (0,7") dans L

telles que fOT lu (t) |1 dt < 400 avec les modifications usuelles

si p = 4o00.

la norme de L? (0,7;L).

I’espace de Sobolev de parameétres k et p.

la norme de W*? (0, T; L) .

Pour une fonction f, nous notons par

fof
i
Vf
o(f)
Divf
Af

les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps.

la dérivée partielle de f par rapport a la ¢+ éme composante x;.
le gradient de f.

la partie symétrique du gradient de f = %(V f+V7re.

la divergence de f.

le laplacien de f.

Autres notations



Notations

I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R? = R4*4,

le tenseur identité du second ordre sur R

le zéro de R? et celui de S%.

une constante générique strictement positive.
presque partout.

partie positive de r.

opérateur d’interpolation d’élément fini.



Premiére partie

Préliminaires



Cette partie, dans laquelle nous présentons les outils d’analyse fonctionnelle et les nota-
tions de la mécanique du contact, comporte deux chapitres. Dans le premier chapitre, nous
introduisons certains espaces fonctionnels de la mécanique nécessaires a 1’étude du probléme
de contact que nous abordons dans la seconde partie, et nous présentons un bref rappel des
opérateurs monotones. Ensuite, nous passons en revue des résultats concernant les équations
variationnelles d’évolution qui seront tres utiles pour les démonstrations. Dans le deuxiéme
chapitre, nous nous intéressons a la modélisation du probléme de contact. Nous présentons

la loi de comportement et les conditions de contact.



Chapitre 1

Elements d’analyse non-linéaire

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats concernant les espaces fonctionnels,
un théoréme sur les équations variationnelles d’évolutions qui sera d’une grande utilité pour

les démonstrations et les lemmes de Gronwall.

1.1 Espaces fonctionnels

[’analyse variationnelle des problémes de la mécanique nécessite I'introduction d’espaces
fonctionnels spécifiques. Dans cette section, nous présentons les espaces fonctionnels en
mécanique associés aux opérateurs de divergence et de déformation.

Nous définissons les espaces suivants :

( L={u=(w)|u €L*Q)},
L={C=(Cy)|C;y=CjeLl*Q)},
Ly ={u=(u)]|d(u) €L},

| Li={CeL]|DiwCel}.

(1.1)

Les spaces L, L, Ly et £, sont des espaces de Hilbert réels pourvus de produits scalaires

donnés, respectivement, par :

C, D)E = fQ OijDz'jdl’, (1 2)
u

7U)L1 = (’U,,’U)L + (6 (u’) 76 (U))L )
C,D), =(C,D), + (DiwC, DivD), ,




1.1. Espaces fonctionnels

oud: Ly — L, Div: Ly — L sont les opérateurs de déformation et de divergence, définis

par
6 (uw) = (055 (), 0i (u) = % (uij + uji), DivC = (Cyy) .

Les normes sur les espaces L, £, Ly et £, sont notées par |.|,, |.|,, ||, et ||, respecti-

vement.

Puisque la frontiére I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiére est
défini presque partout. Pour tout champ de vecteur v € L; nous utilisons la notation v
pour désigner yv la trace de v sur I'.

Nous rappelons que I'application de trace v : L; — L?(I")¢ est linéaire et continue, mais
n’est pas surjective. L'image de L, par cette application est notée par Lr = H 2 (F)d, ce
sous-espace s'injecte contintiment dans L?(T")%.

Par ailleurs, si C : Q — S? est suffisament régulier, nous rappelons la formule de Green :
/C-6(v)dx+/DivC-vdx:/Cv-vda‘v’v€L1. (1.3)
Q Q r

Nous introduisons & présent un sous-espace fermé de L, dont la définition est donnée ci-
apres

E:{UEL1|’UZOSUI'F1}. (].4)

Puisque mes I'y > 0, l'inégalité de Korn s’applique sur F, il existe une constante cx > 0

dépendante uniquement de €2 et I'y telle que
10 (V)| > ck ||, Yv € E. (1.5)
Sur F, nous considérons le produit scalaire donné par
(w,v); = (0 (u),d (v)), Yu,v € FE, (1.6)
et soit |.|; la norme associée ; c’est-a-dire
vl =10 (v)|, Yv e E. (1.7)

Par I'inégalité (1.5) de Korn et (1.7), il vient que [.|, et |.|, sont des normes équivalentes

sur E et ainsi (F, (.,.)g) est un espace de Hilbert.

10



1.1. Espaces fonctionnels

En outre, d’apres (1.5), (1.7) et le théoréme de trace de Sobolev, trouvons qu’il existe

une constante cg > 0 dépendante uniquement de €2, I'; et I's telle que
|U\L2(F3)d <c¢ylv|p Y€ E. (1.8)
Maintenant, nous définissons le sous-espace fermé de H' (Q2) par
F={aeH () |a=0sur 1 UTs}. (1.9)

Puisque mes I'y > 0, 'inégalité de Friedrichs-Poincaré est vérifiée ainsi il existe une constante

¢, > 0 dépendante uniquement de 2, I'y et I'y telle que
IVal, = ¢ lalgq) Yo € F, (1.10)
Sur F', nous considérons le produit scalaire donné par
(0, pyp = (Va, V), Va,0 € F, (1.11)
et soit |.| la norme associée ; c’est-a-dire
la| = |Va|;, Ya € F. (1.12)

En combinant I'inégalité (1.10) et (1.12), il vient que [.|; g et |.|p sont des normes équi-
valentes sur F' et ainsi (F)|.|;) est un espace de Hilbert.
En outre, d’apres (1.10), (1.12) et le théoréme de trace de Sobolev, trouvons qu’il existe

une constante ¢; > 0 dépendante uniquement de €2, I'; et I's telle que
|2,y < 1 lalp Vo € F. (1.13)

En plus, si a : 2 — R est suffisament régulier, nous rappelons aussi la formule de Green

ci-dessous :

(Aa, D)2 q) + / Va - Vide = / Va - vida, VI € F. (1.14)
Q r

L’application d’inclusion de (F,|.|) dans (L2 (Q), | LQ(Q)> est continue et & image dense.
Notant par F” I’espace dual de F et identifiant le dual de L? () avec lui-méme, nous pouvons
écrire le triplet de Gelfand

FCL*(Q) CF.

11



1.2. Equations variationnelles d’évolution

Nous utilisons la notation (.,.) ., » pour désigner le produit de dualité entre F' et F' telle

que

et |.| la norme sur F.

1.2 Equations variationnelles d’évolution

Dans cette section, nons commencgons par un bref rappel sur les opérateurs fortements
monotones et de Lipschitz. Pour ce faire, nous considérons un espace de Hilbert Y munit
du produit scalaire (.,.), et de la norme associée |.|,.

Définition 1.1. Soit B : Y — Y’ un opérateur défini sur Y. L’opérateur B est dit :

(1) monotone si

(Bu— Bv,u—U)yiy >0 Vu,veY;

(2) hémicontinu si
Vu,v €Y Uapplication t — B (u +tv) : R — Y est continue.

Nous rappelons maintenant deux résultats sur les équations d’évolution.
Equation différentielle ordinaire
Théoréme 1.2. (Cauchy-Lipschitz) Soit (Y,|.|y) un espace de Banach réel et soit

A(t,.) : Y = Y un opérateur défini p.p. sur (0,T), qui satisfait les propriétés suivantes :

il existe Ly > 0 tel que
At y1) — A y2)ly < Lalyn —y2ly Yy, €Y, pp. t €(0,7);

il existe 1 < p < +oo tel que A(.,y) € LP(0,T;Y) Vy €Y.
Alors pour tout yo € Y, il existe une fonction unique y € WhP(0,T;Y) telle que
y(t)=Ay() pp te0,T),

y (0) = yo.

Maintenant nous considérons E et L deux espaces de Hilbert réels tels que ’application

d’inclusion de (E,|.|;) dans (L,|.|;) est continue et dense. Identifiant le dual de L avec

12



1.3. Lemmes de Gronwall

lui-méme, c’est-a-dire nous pouvons écrire le triplet de Gelfand £ C L C E’. Les notations
l.lg, |-|g et (,.)erxp représentent les normes sur £, E’ et le produit de dualité entre E’ et
E, respectivement.

Equation aux dérivées partielles d’évolution

Théoréme 1.3. Soient E et L deux espaces satisfaisant les hypothéses décrites ci-dessus

et soit V : E — E' un opérateur hémicontinu et monotone qui satisfait
il existe B >0et a€R, (Vu,0)p, p> B|U\2E +~v YveE,
de >0, |Vulg <c(lv|p+1) YveE.
Alors, pour tout ug € L et f € L*(0,T; E'), il existe une fonction unique u qui satisfait
u€ L*0,T;E)NC(0,T;L), uweL*(0,T;E),
w(t)+Vu(t)=f(t) pp.t€(0,7),

u (0) = ug

1.3 Lemmes de Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes de Gronwall qui interviennent par la suite dans ce mémoire.
Lemme 1.4. Soient m et n € C(0,T;R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €10,T], a > 0 une constante et ¢ € C(0,T;R)

(1) Si t t
¢(t)§a+/0 m(s)ds+/0 n(s) 6 (s)ds ¥t € [0,T],
alors
6(1) < (a—i—/otm(s)ds) exp </Otn(s)ds) vt € [0,7].
(2) Si t
o) <mit)+a [ o(s)dsvee n.7]
alors

/Otgb(s)dsge“t/otm(s)ds‘v’te [0,7].

Dans le cas particulier a = 0, n = 1, la partie (1) de ce Lemme devient.

13



1.3. Lemmes de Gronwall

Corollaire 1.5. Soit m € C(0,T;R) telle que m(t) > 0 pour tout t € [0,T]. Si ¢ €
C(0,T;R) est une fonction telle que

gb(t)g/otm(s)ds+/0t¢(s)dsw€[O,T],

alors, il existe ¢ > 0 tel que

o (t) Sc/otm(s)ds Vt € [0,7].

r

Lemme 1.6. Soient T' > 0, donné, et N > 0, un entier. Nous définissons k = .

Supposons que {en}nj\[:0 et {gn}gzo sont deux suites de nombres non négatifs satisfaisant

n—1
eg < ¢go et e, < gy, +EZkej, n=1,..,N,
=0

avec, ¢ est une constante positive indépendante de N et k. Alors, si k est suffisamment

petit, il existe une constante positive c, indépendante de N et k, telle que

max e, < ¢ max ¢.

0<n<N 0<n<N

14



Chapitre 2

Modélisation

Dans ce chapitre, nous introduisons d’abord le cadre physique du probleme de contact
ainsi qu'un bref rappel de la mécanique des milieux continus, nous rappelons en particu-
lier ’équation de Cauchy du mouvement. Nous décrivons ensuite la loi de comportement
thermo-élasto-viscoplastique et 1’équation de la chaleur. Enfin, nous présentons les diffé-

rentes conditions aux limites de contact qui seront utilisées dans la suite.

2.1 Cadre physique et modéle mathématique

Dans cette section, nous présenterons le cadre physique et le modéle mathématique
qui serviront de base a l’étude du probléeme de contact entre un corps thermo-élasto-
viscoplastique déformable et une fondation déformable.

Cadre physique. On considére un corps matériel déformable qui occupe un domaine
borné 2 C R (d = 2,3), de fronti¢re lipschitzienne I, partitionné en trois parties mesurables
'y, s et I's, telles que mes I'; > 0. Le corps peut entrer en contact sur I's avec une fondation
déformable. On note v la normale unitaire sortante a I'. Soit 7" > 0 et soit [0, 7] I'intervalle
de temps considéré. Le corps est encastré sur I'; dans une structure fixe. Sur I'; agissent des
tractions de surface de densité f, et dans €2 des forces de volume de densité f,. On suppose
que f, et f, varient trés lentement par rapport au temps.

Notations. On note S? 'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R? (d = 2,3),

[k

, |.| représentant respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S,
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2.1. Cadre physique et modéle mathématique

Ainsi,

u-v=wv;, |v|= (v-v)%, Vau,v € R,

(NI

C-D =C;;D;;, |D|=(D-D)>, VC,D € $*,

avec la convention d’indice muet.

On note u : Q x [0,7] — R< le champ des déplacements, C : Q x [0,7] — S? le champ
des contraintes. § (u) est le champ de déformation linéarisé.

Pour le champ de déplacement w, on désigne par u, et u, les composantes normale et

tangente de u sur la frontiére donnée par
Uy =U -V, U =U—UL. (2.1)

Nous définissons de maniére similaire, C,, et C, les composantes normale et tangente du

tenseur des contraintes de Cauchy Cv

C, = (Cv),. C, = (Cv)

T

donc

C,=(Cv)wv, C,=Cv—-Cy.
En utilisant (2.1) et les égalités précédentes, nous avons la relation
(Cv)-u=Cu,+C;-u,, (2.2)

qui interviendra tout au long de ce mémoire pour établir la formulation variationnelle du
probléme mécanique.

Dans ce mémoire, pour désigner les dérivées partielles 86_; d’une fonction u, nous adop-
tons la notation u ;. La dérivée temporelle de u sera notée 1.

De plus, u désigne le champ de vitesse et % désigne le champ d’accélération.

Nous passons maintenant a la description du modéle mathématique associé au cadre
physique ci-dessus.

Modeéle mathématique. La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus,
exprimant 1’équivalence entre les forces externes et le tenseur des accélérations pour tout

systéme, conduit a I’équation de Cauchy du mouvement
DivC + f, = pii dans 2 x (0,7, (2.3)

ou p: ) — R, désigne la masse volumique.
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2.2. Loi de comportement

2.2 Loi de comportement

Dans cette section, nous considérons la loi de comportement des matériaux thermo-
élasto-viscoplastiques. Cette loi est utilisée dans de nombreux travaux portant notamment
sur I’étude mathématique des problémes de contact.

Matériaux thermo-élasto-viscoplastiques. Nous considérons ici une catégorie de

matériaux ou le tenseur de contrainte C est lié par la loi de comportement
t
C=Vé(u)+E(u) +/ P(C(s) —Vd(i(s)),d(u(s)),a(s))ds dans Q x (0,T), (2.4)
0

ou C désigne le tenseur des contraintes, u représente le champ des déplacements, 4 la
vitesse, & (u) est le tenseur des petites déformations et o est le champ de température. Ici,
V:OxS? — Shet £ : QxS? — S sont des opérateurs non linéaires décrivant respectivement
les propriétés purement visqueuses et élastiques du matériau. P : Q x S x S x R — S¢
est un opérateur non linéaire dépendant de la température et décrivant le comportement
viscoplastique du matériau.

Lorsque P = 0, (2.4) se réduit a la loi constitutive viscoélastique de Kelvin-Voigt donnée
par

C=Vd(h)+ES(u).
En particulier, nous supposons que le tenseur de contrainte C est une fonction linéaire,
c’est-a-~dire
Cij = i jk10k1(0) + €k (w),

ot V = (v;;1) est un tenseur d’ordre quatre, ses composantes v;;,; sont appelées coefficients
de viscosité. £ = (e;;i) est un tenseur d’ordre quatre, ses composantes e;;,; sont appelées
coefficients d’élasticité. Dans le cas non homogene v;ji; et e;, dépendent du point z €
et dans le cas homogene vy et e;;,; sont des constantes.

L’évolution du champ de température est régie par I’équation de la chaleur, obtenue a

partir de la conservation de I’énergie, et définie par ’équation différentielle suivante :

& —kAa=r1r (%) +q dans Q x (0,7, (2.5)

ou k; représente le coefficient de conductivité thermique; ¢(t) la densité des sources de

chaleur volumiques, et 7 (@) une fonction non linéaire de la vitesse.
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2.3. Conditions aux limites

2.3 Conditions aux limites

Dans cette section, nous présentons les conditions de contact utilisées dans le probléme
aux limites que nous aborderons dans ce mémoire. Nous nous plagons dans le contexte
physique ci-dessus. Nous définissons maintenant les conditions aux limites mécaniques et
thermiques sur chaque partie de I'.

La condition limite de déplacement. Le corps est encastré en position fixe sur I'q,

le champ des déplacements y est donc nul
u=0surly x(0,7). (2.6)

La condition limite de traction. Une traction de surface de densité f, agit sur I'y

et par conséquent le vecteur de contrainte de Cauchy ov satisfait
Cv=f,surl'y x (0,7). (2.7)

Contact avec compliance normale et adhésion. Nous supposons que la contrainte

normale satisfait la condition de compliance normale avec adhésion
—C, = py, (w,) — a, °H, (u,) sur I's x (0,7), (2.8)

ou a, est un coefficient positif, p, : I's x R — R, est la fonction de compliance normale et

H, :R — R, est 'opérateur de troncature donné par

R si s < —R,
Hy(s)=4q —s si —R<s<0, (2.9)
R si s> 0,

ici R > 0 est la longueur caractéristique des liens.

Nous supposons que la contrainte tangentielle satisfait la condition suivante
—C,=p, M) H, (u,) sur T'3 x (0,7), (2.10)

ou py : I's xR — R, est la fonction de contact tangentiel et H, : R? — R? est un opérateur

de troncature défini par
v si |v] <R,
H,(v) = [l < (2.11)
R si |v| > R.

v
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2.3. Conditions aux limites

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la forme

A=—(\[a, (H, () +a, |H, (u,)’] —e,), sur T3 x(0,T), (2.12)

+
A(0) =Xg sur I, (2.13)

ou a, et e, sont des coefficients d’adhésion positifs et A\q I’adhésion initial tel que

Remarque 2.1. Nous remarquons que sous les trois conditions précédentes le champ
d’adhésion vérifie la restriction 0 < X\ < 1. En effet, puisque A< 0 done N< )X <1. En
outre, si A = 0 quand t =ty donc A=0 pour tout t > to, et d’ou X = 0 pour tout t > ty,
p.p. © € T's. Alors, nous concluons que 0 < X\ < 1 pour tout t € [0,T] p.p. © € T's.

Les conditions limites de température. La condition limite de température sur I's
est décrite par

36!

—k:t% = kea sur I's x (0,7, (2.15)
Nyole"

ouj représente la dérivé normale de « et k. est le coefficient d’¢change thermique entre le
corps et 'obstacle.

Le champ de température sur I'y U Ty est nul, donc
a=0sur (I'1UTs) x(0,7), (2.16)

Nous utiliserons ces conditions dans le chapitre 3 de ce mémoire.
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Deuxiéme partie

Probléme

thermo-élasto-viscoplastique
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Dans cette partie, nous nous intéressons a I’étude d’un probléme thermo-élasto-viscoplastique.
Cette partie est divisée en deux chapitres. Dans le premier chapitre, nous étudions analyti-
quement un probléme de contact en thermo-élasto-viscoplasticité dans un processus dyna-
mique avec compliance normale et sans frottement. Pour cela, nous donnons la formulation
forte du probléeme ainsi que les hypothéses sur les données afin d’obtenir la formulation
variationnelle du probléme. Ensuite, nous fournissons un résultat d’existence et d’unicité de
la solution faible. Ensuite, nous démontrons ce résultat d’existence et d’unicité de la solu-
tion faible du probléme. Dans le chapitre suivant, nous estimons l'erreur de discrétisation

spatiale et temporelle.
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Chapitre 3

Analyse variationnelle du probléme

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude théorique d’un probléme dynamique de
contact sans frottement entre un corps de loi de comportement thermo-élasto-viscoplastique
et un obstacle assimilé & une fondation déformable. Le probléme est formulé par un systéme
d’équations aux dérivées partielles contenant la loi de comportement du matériau, les équa-
tions d’équilibre du corps, I’equation de mouvement de Cauchy et les conditions aux limites
auxquelles il est soumis.

Ce chapitre comporte trois sections. Dans la premiére, nous commencons par formuler le
probléme mécanique et spécifions les hypothéses appropriées sur les données afin d’obtenir la
formulation variationnelle. Ensuite, dans la deuxiéme section, nous énongons la formulation
variationnelle du probléme mécanique. Enfin, dans la troisiéme section, nous présentons
et prouvons un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible. Les techniques em-
ployées s’appuient sur les résultats des équations variationnelles d’évolution, la théorie des

opérateurs monotones et les argumentsle du point fixe.

3.1 Enoncé du probléme

Nous nous placons dans le contexte physique décrit ci-dessus. Nous considérons que le
comportement du corps est thermo-élasto-viscoplastique ; plus précisément, nous utilisons
une loi de comportement de la forme (2.4). Concernant le contact, nous modélisons par

compliance normale sans frottement avec adhésion.
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3.1. Enoncé du probléme

Compte tenu de ces considérations, le probleme mécanique que nous étudions est le
suivant.

Probléme P. Trouver le champ des déplacements u : © x [0,T] — R<, le champ des
contraintes C : Q x [0,T] — S% le champ de température o : Q x [0,T] — R et le champ
d’adhésion X : T3 x [0,T] — R tels que

C=Vé(u)+E6(u) +/0 P(C(s)—Vd(i(s)),d(u(s)),a(s))ds dans Q x (0,T), (3.1)

& — kAo =1 (%) +q dans Q x (0,7), (3.2)
DivC + f, = pit dans Q x (0,T), (3.3)
u =0 sur Iy x (0,7, (3.4)
Cv =f, sur Ty x (0,T), (3.5)
~C, = py (w) — a,\*H, (u,)

~C, =p. (N H, (u,) sur Ty (0,7), (3.6

A== (May (H, () + a- [ H (ur)P] = Aa)
—ktg—z = kea sur T3 x (0,7), (3.7)
a=0sur (T;UDy) % (0,7), (3.8)
u(0) = ug, 4(0) = vy, a(0) = ag dans Q, (3.9)
A (0) = Ao sur Ts. (3.10)

Les équations (3.1) et (3.2) représentent la loi de comportement du corps. La relation (3.3)
représente 1’équation du mouvement, tandis que les conditions (3.4) et (3.5) sont respective-
ment, des conditions aux limites de déplacement-traction. Les conditions (3.6) représentent
les conditions aux limites de contact avec compliance normale et adhésion. Les relations
(3.7) et (3.8) représentent les conditions aux limites thermiques. (3.9) et (3.10) sont les
conditions initiales.

Pour I'étude du probléme mécanique (3.1) — (3.10), nous introduisons les espaces de

Hilbert L, £, Ly et £; donnés par (1.1) munis des produits scalaires donnés par (1.2). Tout
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3.1. Enoncé du probléme

au long de ce chapitre, nous avons besoins de 'espaces E et F' définis par (1.4) et (1.9)

munis des produits scalaires donnés par (1.6) et (1.11), respectivement.

D’autre part, pour le champ d’adhésion, nous définissons I’ensemble A

A={XNeL>®(0,T;L*(T3)) |0 < A(t) <1 Vt€[0,T], p.psur I's}.

Nous considérons maintenant les hypothéses suivantes : 'opérateur de viscosité V : 2 xS? —

S? satisfait

( (a) Il existe Ly, > 0 telle que
V(x,01) — V(x,02)| < Ly |6, — 69
V81,05 € S p.p. € Q.
(b) 11 existe my > 0 telle que
0 (2,81) ~V (2,65)) . (81 — 82) > |81 — 6 (3.11)
V8,0, € SY p.p. x € Q.
(c) L’application & — V (x,d) est Lebesgue

mesurable sur €, pour tout § € S%.

\ (d) L’application € — V(z,0) appartient a L.

L’opérateur d’élasticité £ : Q x S* — S? vérifie

( (a) Il existe Lg > 0 telle que
|g(.'1'3, 61) - 5(33, 62)| S Lg ‘(51 — 52|
Véq,05 € S p.p. x € Q.
pOz =R DD (3.12)
(b) L’application & — &(x, §) est Lebesgue

measurable sur 2 pour tout § € S%.

| (c) L’application ¢ — £(x,0) appartient a L.

L’opérateur de visco-plasticité P :  x S? x S? x R — S? vérifie

( (a) Il existe Lp > 0 telle que
|P(x, C1,81, 1) — P(x, Ca, da, s)|
< Lp (|Cy — Co| + |61 — 02| + |1 — aa])
VC;, Cy, 81,8, €S Yay,as € R p.p. z €. (3.13)
(b) Pour tout C,d € S? et a € R, z — P(z, C, 4, )

est Lebesgue measurable sur ).

| (c) L’application £ — P(z,0,0,0) appartient a L.
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3.1. Enoncé du probléme

La fonction de compliance normale p, : I's x R — R satisfait

( (a) Il existe L, > 0 telle que
’pu(wa Tl) - pu(wa TQ)‘ <L, |T1 - TZ’
Vri,rs € R, p.p. ¢ € ['s.
1,72 b-p 3 (3.14)
(b) L’application & — p,(x,r) est Lebesgue

measurable sur I's pour tout r € R.

([ (¢) pu(z,7) = 0 pour tout r < 0.

La fonction de contact tangentiel p, : I's x R — R, vérifie

( (a) Il existe L, > 0 telle que
Ip-(®, 1) — pr(@,72)| < Ly [r1 — 12
Vri,res € R, p.p. ¢ € ',
(b) Il existe m, > 0 telle que (3.15)
Ip-(z,7)] <m, Vr € R, p.p. ¢ € I's,
(b) L’application  — p,(x,r) est Lebesgue

measurable sur I's pour tout r» € R.

| (c) L’application & — p,(z,0) appartient a L* (T'3).

La densité de masse p satisfait
p € L™ (Q),il existe p* > 0 telle que p (x) > p*, p.p. € (3.16)
Les coefficients d’adhésion a,, a, et g, vérifient
ay,a, € L°(T3), e, € L*(T'3), ay,ar,g, > 0 p.p. sur ['s. (3.17)
Les forces volumiques f, et les tractions surfaciques f, ont la régularité
fo € L*(0,T;L), fy€ L*(0,T; L* (L)%, (3.18)
Pour la densité de la source de chaleur, supposons que
g € L*(0,T;L*(Q)), (3.19)
Les données initiales et la limite satisfont

ug € F, vg € L, ap € L? (Q) . (320)
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3.1. Enoncé du probléme

k. >0, k, > 0. (3.21)
Finalement, le champ initial d’adhésion satisfait
Ao € L*(T3), 0 < X\ <1 p.p.sur ['s. (3.22)
La fonction r : E — L*(Q) satisfait

Il existe L, > 0 telle que
K (3.23)

7(v1) = 7(V2)] 12y < Ly [U1 — V2|, VU1, 02 € E,
()

Nous énongons maintenant quelques définitions que nous utilisons dans la suite de ce cha-
pitre.

Nous définissons l'opérateur By : ' — F' par

(Bof, 9) o pr = Ky / Ve Vida + k. / ¢dda Ve, € F. (3.24)
Q I

3

Nous utiliserons le produit scalaire modefi¢ sur L = L2 (Q)? donné par
(u,v)), = (pu,v),; Yu,v € E, (3.25)
et soit || . ||z la norme associée, c¢’est-a-dire
v |lo= (o0, v)? Yo € E. (3.26)

De (3.16), il vient que || . || et |.|; sont des normes équivalentes sur L. D’autre part,
'application d’inclusion de (E, |.|;) dans (L, || . ||1) est continue et dense. Nous notons par
E’ le dual de F . Identifiant le dual de L avec lui méme, donc, nous pouvons écrire le triplet
de Gelfand

ECLCE.

La notation (.,.) g désigne le produit de dualité entre E’ et E, nous notons par |.|, la

norme sur E’, nous avons
(w, V) p = (u,v)), Yue L, YveE. (3.27)
Nous définissons la fonction f : [0,7] — E’ par

(f (t)7’U)EfxE:/Qfo(t)"Ud$+ A fo(t)-vdap.p.te|0,T], (3.28)
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3.2. Formulation variationnelle

La condition (3.18) implique
fel?0,T;E). (3.29)

Soit a : L®(I'3) X E x E — R la fonctionnelle d’adhésion
a(\, u,v) = / Py (u,) v,da + / (—al,>\2H,, (uy) v, +pr (A) H, (u,) .’UT> da, (3.30)
I's s

les conditions (3.14) — (3.15) et (3.17) entrainant que l'intégrale (3.30) est bien définie.

3.2 Formulation variationnelle

Dans cette section, nous allons donner la formulation variationnelle du probléme P.
Nous supposons dans ce qui suit que u et C sont des fonctions suffisamment régulieres
qui satisfaisant (3.1) — (3.6) et (3.9). Soit v € E, nous utilisons la formule de Green (1.3)

et I’équation de mouvement (3.3) pour obtenir

/C-&(’U)dm—/fo.vdm+/pﬁ~vda::/(?v'vda.
Q Q Q r

Nous divisons l'intégrale de surface I'y, I's et I's. Puisque v = 0 sur I';, Cv = f, sur I'y,

nous déduisons que

(C,d(v))£+/p1'l-vd:z::/fo-vdx—l— fo-vda+ | Cv-vda.
Q Q

I I's

De (3.25), (3.27) et (3.28), nous obtenons

(C,0 (), + (,V)p.p= (f,U)E/XE“‘/F Cv - vda.

Sur I's, nous avons

Cv-v=Cu,+ C,.v,,

en utilisant (3.6), nous trouvons
Cv-v=—p,(w)v, +a H,(uw)v, —p, (\) H, (u,) v,
de cette égalité, (3.30) la définition de la fonctionnelle a et (3.31), nous avons

( C,(S (U))L + (ﬂ” U)E’xE ta ()‘7 U’?U) = (fa'U)E’xE
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3.2. Formulation variationnelle

Nous substituons (3.1) dans 1’égalité précédente afin de constater que

(i, V) prp + (VO(@),6 (v)), + (€6 (u),d (v)), (3.31)
+ (/Otp (C(s) = V(i (s)),0(u(s)),a(s))ds,d ('v))
+a (A u,v) = (f,V)pxe. ’
Ensuite, soit « € F' et pour tout ¥ € F, de (3.2), nous avons
(60 ) g — i (5, 9) gy = () + 4,9 - (3.32)
En utilisant la formule de Green (1.14), nous trouvons
(Aa, D)) + /Q Va - Vidr = /FVa - vida.
Puisque ¢ = 0 sur I'1 UT'5, nous déduisons que
(Aa,9) L2 / Va - Vide = /F 2 9da.
3
En employant (3.7), nous trouvons
(Aa, )2 /Va Vidr = —Z—t . adda.
donc
—ki (Aa, 19)L2(Q) =k /Q Va - Vidr + k., /F3 adda,
et de (3.24), il vient que
—ke (Da, 9) p2g) = (Bov, V) 2 -
En substituant cette égalité dans (3.33) afin d’écrire
(€@, 0) pryp + (Bo, ) pryp = (1 (@) + ¢, 0) pr o - (3.33)

De (3.1), (3.31), (3.33),(3.6) et (3.9) — (3.10), nous obtenons la formulation variationnelle
suivante du probleme P.
Probléme PV. Trouver le champ des déplacements u : [0,T] — E, le champ des

contraintes C : [0, T] — L, le champ de température « : [0,T] — F, et le champ d’adhésion
A:[0,T) — L?(T3) tels que

C=Vé(u)+E6(u /73 Vo(i(s)),d(u(s)),a(s))ds, (3.34)
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3.3. Existence et unicité de la solution

(0(1) ) g + (VB (1)), () + (€8 (w (1)) .6 (v)), (3.35)
s)—Vo(u(s)).d(u(s)),al(s))ds,d (v
+(/07><c<> V(i (s)), 8(u (). o (s)) ds. <))£
+a(A(t),u(t),v)=(f ), v)pxg Vv eEE, t€(0,T),
(a0, g+ (Boa,) prop = (r(0) +¢,0) pr VO € F, t € (0,T), (3.36)

() = — (A0 [aw (H, (w, () + ar [Hy (ur 0)] —24), pop t€(0,T),  (3.37)
’U,(O) = Uy, ’l.l,(()) = Vp, (O) = Qj, A (0) = )\0. (338)

L’élement { C, u, a, A} qui satisfait (3.34) —(3.38) est appellé solution faible du Probléme

La solvabilité de ce systéme fera 1’objet de la section suivante.

3.3 Existence et unicité de la solution

L’intéret principal dans cette section est le résultat d’existence et d’unicité suivant.
Théoréme 3.1. Sous les hypothéses (3.11) — (3.23), le probléme PV admet une solution

unique (u, C,a, \) ayant la régularité

we H (0, T;EYnC*(0,T;L), &€ L*(0,T; E'), (3.39)
CcL*(0,T;L), DivC € L*(0,T; E'), (3.40)
a€C(0,T;L*(Q)NL*(0,T;F), & € L*(0,T; F'), (3.41)
A€ Wh(0,T; L* (I'3)) N A. (3.42)

La démonstration du Théoréme 3.1 sera faite en plusieurs étapes, elle est basée sur
les résultats des équations variariationnelles d’évolution, les opérateurs monotones et les
arguments du point fixe. Nous supposons dans la suite de cette section que (3.11) — (3.23)
sont vérifiés, ¢ désigne une constante positive qui dépend de 2, 'y, I's, I's, K, p,, pr, ay,
ar, €4, R et T, et dont la valeur peut changer d'un endroit & un autre.

Soit n € L*(0,T; E'). Dans la premiére étape, nous considérons le probléme intermédiaire

suivant.
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3.3. Existence et unicité de la solution

Probléme PV,. Trouver le champ des déplacements w,, : [0,T] — E tel que

(i (1), V) gy + (VO(y (1)), 6 (0)) + (0 (), V)< (3.43)
=(f @), v)pxeg Vv eEE, pp.te(0,T),
u,(0) = ug, 4,(0) = v,. (3.44)

Lemme 3.2. 1 eziste une solution unique du probléme PV, qui satisfait (3.39) .

Preuve. Nous définissons l'opérateur V : E — E’ par

(Vu,v)pgxp = (Vo(u),d(v)): Vu,v € E, (3.45)

Soient w et v € E. De (3.11) et (1.7) avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

Vu - Vv, < Ly|lu—v|g, (3.46)

Donc, nous concluons que V' est continu, d’ou Iapplication t — V' (u + tv) est continue et

alors de la définition 1.1 (2), nous déduisons que V' est un opérateur hémicontinu.

En outre, de (3.45), (3.11) et (1.7), nous avons

Vu—-Vvo,u—v),,, .>my u—v2, 3.47
E'XE E

donc, E est un opérateur monotone.

Nous choisissons v = 0g dans (3.47), nous obtenons

2
(V’U;, U)E’XE > my |U|E - |VOE‘E/ |’u"E

Grage a 'inégalité

2
ab < 2y + %mvlf

nous avons

VOsl . fuly < o VO[S + g ful,
donc

(Vs )y > 2y [l — —— [VOR[2,

2 2my

et d’ou

1 1
(Vau, w) ., > Bluly+ 7, avec 8= ~my et y = ——— [VOg[%, .
2 2my
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3.3. Existence et unicité de la solution

Nous utilisons (3.46), (3.11) et (1.7), nous trouvons
Vu—VO0|y < Lylu—0|y=Lylul,,

donc

‘V’U"E/ - |VO‘E’ < Ly |U‘E’

et d’ou

|VU|E/ < C(|U|E+ 1).

En outre, de (3.20) et (3.29), nous avons

f-nel?0,T;E), vy € L.

Enfin, nous remarquons que toutes les conditions du Théoréme 1.3 sont vérifiées,

concluons qu’il existe une fonction unique v, qui satisfait
v, € L*(0,T;E)NnC(0,T;L), v, € L*(0,T; E'),
Uy (1) + Vo, () +n(t) =f () pp-t€(0,7),

v, (0) = vy.

Nous définissons la fonction u,, : [0;7] — E par

u, (t) = u0~|—/0t'vn(s)ds vVt € [0,7].

donc, nous

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

De (3.51) et (3.48) — (3.50), nous déduisons que u, est une solution unique du PV, qui

satisfait la régularité (3.39).

O

Dans la deuxiéme étape, nous utilisons le champ des déplacements u, obtenu dans le

Lemme 3.2 et nous considérons le probléme variationnel suivant.

Probléme PV,. Trouver le champ d’adhésion A, : [0,T] — L? (T'3) tel que

Ay () = = (Mg (8) [an (H, (u))” + ar |Hy (we)|*] =€), ppt € (0,7),

Pour le probléme PV nous avons le résultat suivant.
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3.3. Existence et unicité de la solution

Lemme 3.3. Le probleme PV admet une solution unique \, qui satisfait
Ay € WH(0,T; L* (T3)) N A. (3.54)
Preuve. Nous considérons I'application A, : [0,T] x L* (I's) — L*(I'3) définie par
2 2
Ay (8, XN) = = (M ay (Hy (ugy (8))” + ar [H- (uyr ()]7] = ga)+ L Vte[0,T], e L*(T3).
D’apres (3.17) et les propriétés des opérateurs H, et H . qui sont définis par (2.9) et (2.11),
respectivement. A, est de Lipschitz par rapport & A, uniformément dans le temps. Cepen-
dant, pour tout A € L? ('), 'application t — A, (¢, \) appartient a L> (0, T’; L* (T's)). Donc,
d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz (Théoreme 1.2), il existe A, € W (0, T; L* (I'3))
solution unique du probleme PV,. En utilisant des arguments similaires a la Remarque 2.1
avec (3.53), il vient que 0 < A\, <1Vt € [0,T] p.p. sur I's et d’out A, € A, ce qui conclut la
preuve du Lemme 3.3. O
Dans la troisiéme étape. Soit u,, la solution unique du PV, et nous considérons pour le

champ de température le probléme variationnel suivant.

Probléme PV,,. Trouver le champ de température o, : [0,T] — F tel que
(& (t),0) pr o p + (Bo, V) oy o (3.55)
— (q(t) + 7 (i (1) V) pr, e V9 € F, ppit € (0,T)
a, (0) = ap. (3.56)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.4. Le probleme PV, admet une solution unique o, telle que
a, € C(0,T;L* () NL*(0,T; F), ¢, € L*(0,T; F'). (3.57)
Preuve. D’apreés la définition du sous-espace F', nous pouvons écrire le triplet de Gelfand
FcL?*(Q)cF.

En utilisant la définition (3.24), 'inégalité de Cauchy-Schwarz avec (1.13), pour tout £, &,, 9 €

F', nous avons

|(Bo&y — Boay ) |

IN

ke IV (&0 = &)1 VO, + ke [€1 = Eol 1oy [0 2ry
< (kt + k’eﬁ) & — &alp |5,

A
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3.3. Existence et unicité de la solution

donc
|Bo&y — BO£2|F/ < (kt + ke%) €1 — 52|Fa

ce qui montre que By est continu et d’ou By est hémicontinu.

Ainsi, en utilisant la définition de By et (3.25), nous avons pour tout &;,&, € F

(Boky = Bobas &y = &) 2 ke |V (€1 = &)L + ke |6 = Eallary)
ke |V (& — &)
kt |€1 - 52'%‘ )

v

v

donc By est fortement monotone.

Comme By0 = 0, nous pouvons écrire

|B0§|F1 < (k?t +ke0?) |§|F7

et
(Bo&, &) g = Kt €]

Outre, de (3.19) — (3.20), (3.23) et (3.39), nous avons
q+r(4,) € L*(0,T;L*(Q)) et ag € L* ().
D’apres le Théoreme 1.3, nous concluons qu’il existe une fonction unique a, satisfait
a, € C(0,T;L* () NL*(0,T; F), ¢, € L*(0,T; F').

&y (t) + Booy, (1) = q (t) + 7 (4, (t)) p.p.t € (0,T),
a, (0) = ap.

Ce qui termine la preuve du Lemme 3.4. 0

Dans la quatriéme étape, pour tout € L*(0,T; E’) ; nous utilisons u, et a,), le champ
des déplacements et le champ de température obtenus dans les Lemmes 3.2, 3.4. Nous
construisons pour le champ des contraintes le probléme suivant.

Probléme PV, . Trouver le champ des contraintes C, : [0,T] — L tel que

C, (1) = €0 (uy (t))+/0 P(Cy (s),0(uy (s)), ay (s)) ds. (3.58)
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3.3. Existence et unicité de la solution

Pour le probléme PV, , nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.5. Le probleme PV, admet une solution unique C, qui satisfait C, €
Wh2(0,T; L). En plus, si u; et C; représentent les solutions de PV, et PV¢, , respective-
ment, correspondant a m; € L*(0,T; E"), i = 1,2, alors qu’il existe ¢ > 0 telle que pour tout
tel0,T]

[Ci(1) = Ca(t); (3.59)

< ()~ wal®: + [ a) st ds + [ o () = () ds )

Preuve. Soit l'opérateur A, : L*(0,T; L) — L*(0,T; L) défini par

A, C(t) =E0 (u, (1)) + /OtP (C(s),0(u,(s)),ay(s))ds. (3.60)
Pour tout C;, Cy € L?*(0,T; L), nous utilisons (3.60) et (3.13) afin de voir que pour tout
tel0,T] t
MG =2, Ca (02 < e [ 1C1(9) = Gl s
En réitérant m fois I'inégalité précédente, nous obtenons

(CT)

}A?Cl Amcﬂou:_ |Cy — C2|(2),2,L7

nous déduisons que si m suffisamment grand, I'opérateur A7 est un contractant sur I'espace
de Banach L*(0,7; L), donc, A} posséde un point fixe unique C, € L*(0,T; L) et par
conséquent C, est le point fixe unique de A,,.

En outre, puisque C, est le point fixe unique de A,,, donc
A, CL = C,.

Nous combinons (3.60) et I’égalité précédente pour constater que C,, est une solution unique
de PVC,]-
Soient m,,m, € L*(0,T;E’) et pour i = 1,2, nous adoptons les notations Uy, = U,

C,. = C; et ;. = ;. En utilisant (3.59), nous avons

C;(t) =80 (u; ( /77 u; (s)), o (s))ds. (3.61)

d’apres (3.11) — (3.13), nous voyons que

|C1(t) — Ca(t)]7
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3.3. Existence et unicité de la solution

<c (|u1<t> “wltf+ [ 16:106) - Cals) s

[ )~ s+ [ o ()~ s (e )

En appliquant le Lemme 1.4 de Granwall, pour voir que

[Ci(1) = Ca(t)]

¢ ¢
< (w0 = w1l + [ urls) — i ds + [ a1 ()~ ax (e ds)
0 0
Maintenant, en utilisant (3.58), (3.12) — (3.13) et la régularité de C,;, u, et a,, il s’ensuite
que
C, € Wh(0,T; L).
Ce qui termine la preuve du Lemme 3.5. O

Maintenant, pour tout ¢ € [0, 7], nous considérons 'opérateur
A:L?(0,T;E') — L*(0,T; E') (3.62)
défini pour tout p € L? (0, T; E') par I'égalité
(An(t) ,v)pxe = (C,(t),0 (V) +a(X, (t),u,(t),v) Vv e E, (3.63)

Ici, pour tout m € L*(0,T; E'); u,, \, et a, représentent le champ des déplacements, le
champ d’adhésion et le champ de température obtenus dans les Lemmes 3.2, 3.3 et 3.4 qui
vérifie (3.39) et (3.41) — (3.42).

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.6. L'opérateur A a un point fize unique n* € L? (0,T; E'), tel que An* = n*.
Preuve. Soient t € [0,7] et n,,n, € L*(0,T; E’). Nous utilisons les notations u,, = u;,
=U; = v, Ay, = N, apy, = a; et C, = C;, pour i = 1,2. En utilisant (3.63), (3.30) et

Uy,

(3.17), nous avons

[Amy(8) = Ay (1) < ¢ (|Ca(t) = Ca(t)2
+ [Py (w1 () = Do (20 () L2y + [N () Hy (1 (8) = A3 (8) Hy (20 (8) 120

17 Ot (1) L (e (8)) = pr (o (8)) H - (i () a0 ) -
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3.3. Existence et unicité de la solution

En employant (3.14) — (3.15) et (1.8) l'inégalité de trace de Sobolev avec (3.59) et les

définitions de H, et H.,, nous avons
Ay (6) — Amy () (3.64)
< (Junlt) — wal®: + [ o) — o)l s
[ s (6) — a3 0Dy ds + () = (O )
D’autre part, de (3.43), nous trouvons
(i 1) — 3 (1) 8 (8) — 02 () v (3.65)
(Vi (1)) — V(i (6), 8 (1)) — B (1))

=M (t) —m (t), 01 (t) — U2 (t) gy -

Nous intégrons par rapport au temps avec la condition initiale @, (0) = 4y (0) = o, et

utilisons (3.11), (3.16) et (3.28) pour constater que

1

/O (i (5) — iz (5) 1 (5) — 2 (5)) o s = 5 i (1) — 2 (D)3 0,

et

/0 (V8(isr (5)) — V(dia (). 8(in () — 8se (), ds > my / g () — iz (5)] s,

donc
- / i (5) — i (5)3 s < — / (71 () — M (3) i (5) — 2 (5)) g .

En utilisant I'inégalité ab < % + 2myb?, pour tout ¢ € [0, 7], nous avons

/0 i (5) — i (8)3ds < c / 70 (5) — 13 (8) % ds. (3.66)

Maintenant, nous intégrons (3.52) avec la condition initiale (3.53) pour écrire

i (t) = g — /0 (/\l- (s) [a,, (H, (u;, (s)))2 +a, |H; (u; (3))\2] — ea)+ ds
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3.3. Existence et unicité de la solution

et d’on
(0= e Ol < ([ 12 6) s 6)F = 22 6) (8 (o ()
+/0 })‘1 (s) [H7 (w1 (S))|2 — X2 (s) |[H 7 (ur (8))|2}L2(F3) ds) .

En utilisant les définitions de H, et H, avec Iécriture \; = A — Ay + Ao et l'inégalité

lu,| < |u|(r =v,7) Vu € R? pour trouver

(A1 (1) — Az (t)|iz(r3)

/|)\1 ~ )|L2(F)ds+c/ s () — w2 () o s
En combinant cette inégalité avec le Lemme 1.4 de Gronwall, nous pouvons écrire
0= Oy < ¢ [ () = 0 ()

et d’apres (1.8), nous avons

A1 (8) = Aa (D)2, < /|u1 — uy (s)[5 ds. (3.67)

En outre, de (3.55), nous déduisons que
(0n (t) = da (), on (8) = a2 (1) prop + (Boou (1) — Boaa (1), on (1) — az (1) pro

= (r (i () =7 (@2 (1), 01 (£) — 2 () oo -
En intégrant 'inégalité précédente par rapport a t avec (3.24), (1.14) et les conditions
initiales
a1 (0) = ag et as (0) = oy,

et en utilisant 1’égalité

[ (615 = 2 (5) 01 (5) = a2 (D s = 5o () = 02 (D

et I'inégalité

nous obtenons
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3.3. Existence et unicité de la solution

< [ G (5) = (i (5)) 0 (9) = 02 ()

De (3.23), il vient alors que
| () — az (t>|i2(n)
t
< [ (o) = (9] lar (5) a2 (9]0 s
0

donc

2
| (1) — a2 ()] 720

t t
< c/ |4y (s) — @y (5)|3 ds + c/ |1 (8) — g (s)]ZLQ(Q) ds.
0 0

Nous combinons l'inégalité précédente avec le Lemme 1.4 de Gronwall pour écrire

o 1) = Oy < ¢ [ i (5) = ) s
Nous savons que
u; (t) = uo—l—/ot'lli(s)ds
et
Uy (0) = u2 (0) = wuy,
donc .
()= w0 < ¢ [ i ()~ dn ()} ds

Alors, depuis (3.64) et (3.66) — (3.69), nous trouvons

Ay () — Amy (B)]% < ¢ / 11 (5) — 1 (3)% ds.

En réitérant m fois 'inégalité précédente, nous obtenons

()™
m!

2 2
|Am771 - Am"72|0727]_:;/ < |771 - 772|072,E/ :

(3.68)

(3.69)

Ce qui implique que pour m suffisamment grand, 'opérateur A™ est un contractant sur

I'espace de Banach L?(0,T;E’), donc, A posséde un point fixe unique n* € L?(0,T; E').

OJ
Enfin, nous pouvons établir la démonstration du Théoréme 3.1.

Démonstration du Théoréme 3.1.
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3.3. Existence et unicité de la solution

Existence. Soit n* € L*(0,T;E’) le point fixe de A qui est défini par (3.63), nous
adoptons les notations : u = u,+ est la solution de PV, pour n = n*, A = A« est la solution
de PV, pour n = n* et o = o~ est la solution de PV« pourn = n*. Soit C,- la solution du

probléeme PV, pour n = n*, nous posons
C=Vé(u)+ C,

En utilisant (3.58), (3.63) et en gardant a l'esprit que An* = n*, trouver que le quadru-
plet (u, C,a, ) est une solution du probléme PV. Cette solution a la régularité exprimée
dans (3.39), (3.41) — (3.42) et qui découle des régularités de la solution des problémes PV,,
PV, PV, et PV¢,. De plus, il résulte de (3.39), (3.11) et (3.13) que C € L?(0,T; £). Choi-
sissons maintenant v = +w dans (3.35), ou w € C§° (2); et utilisons (3.16) avec (3.30)

pour trouver

DivC (t)+ f,(t) =pt(t) ppte (0,T).

Maintenant, les hypotheses (3.16), (3.18), le fait que @ € L? (0,T; E') et 1'égalité ci-dessus
impliquent que DivC € L?(0,T; E'), ce qui montre que C satisfait (3.40).

Unicité. L’unicité de la solution est une conséquence de l'unicité du point fixe de
I'opérateur A, qui est défini par (3.60) et de l'unicité du point fixe de 'opérateur A qui
est défini par (3.63) et l'unicité de solution des problémes PV,, PV,, PV, et PV¢, . [
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Chapitre 4

Approximation par éléments finis du

probléme

Dans ce chapitre, nous considérerons une approximation numérique du probléme varia-
tionnel PV, basée sur une discrétisation temporelle et spatiale. Pour ces diagrammes discré-

tisés, nous obtiendrons un résultat d’estimation d’erreur.

4.1 Formulation variationnelle approchée

Soit [0, 7] I'intervalle de temps, avec 7' > 0 arbitraire mais fixé. Ainsi, soit IV, un entier

positif suffisamment grand; nous définissons la taille du pas de temps k£ = % et nous

considérons la discrétisation temporelle uniforme
t,=nk, 0<n<N,

Pour une fonction continue f(t) a valeurs dans un espace fonctionnel, nous écrivons f; =
f(t;), 0 < j < N. Pour la discrétisation spatiale, nous considérons un domaine polygonal
Q.

Pour la discrétisation spatiale, nous considérons un domaine polygonal 2. fn = f(tn)
est la dérivée de f au noeud t,,, peut étre approximée par la différence divisée vers 'arriere,
Ofn = (fu — fa1) /k, et pour la discrétisation des intégrales du Probléme PV, nous utilisons
la méthode des rectangles .

i1

(s)ds = kf;.

tj
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4.1. Formulation variationnelle approchée

Soient £ et M" les espaces des éléments finis des constantes par morceaux. Les espaces £
et L? (I'3) sont approximés par £" et M", respectivement.
Les espaces E et F' sont approximés respectivement par les espaces des éléments finis

suivants :
Eh = {uh e [C@)]" | vk € [P (K)* VK € Ty, v" =0 sur rl},

Fh={0"eC(Q) | MxeP(K)VKeT, 0 =0suw UL},

ot 7;, est un élément issu de la triangularisation de 2, P; (K) est I’espace des polynomes de
degré plus petit ou égal a un sur K et h désigne le parametre de discrétisation spatiale qui
est défini comme

h = max diam(K),

KeTy,
ou diam(K) = max{|z — y|; =,y € K}.
Pour tout D € L, nous notons P, »D sa projection orthogonale des éléments finis sur
Lh
(Pe:D,D"), = (D,D"), VD" € L".

11 est commode d’introduire le champ de vitesse v(t) = u(t) donc u(t) = wy + fot v(s)ds,
t € 10,77
Soit (ug, vhk, Cg, al, /\g) une approximation par des éléments finis de (ug, v, Co, ag, o)
et
Co = Vd(vg) + E6(uyo), (4.1)

avec

Nous considérons maintenant le probléme variationnel approché suivant.

Problem PV" . Trowver un champ des vitesses discret v = {vﬁk}fj:l C E", un
champ des contraintes discret C"* = {Czk }7]:[:1 C L", un champ de température discret
at = {aﬁk}fj:l C F" et une fonction d’adhésion discréte \"* = {)\Zk}:;l C M" tels que

pour n > 1,
n—1

ClF = PraVE(vlF) + Porfd(ul ) + kY PoaWi* (4.3)

j=0

41



4.1. Formulation variationnelle approchée

(pavﬁk,vh)L + (Cl*.6 (vh))ﬁ +a(MF ulh o) = (f 0" pxe VO € B, (44)

n

(02, 9") o+ (Boalk 9" 4, o= (r (02F) + ¢, 0") , V0" € F", (4.5)
A* = N — k nz_l <)\Z’“ [ay (H, (u")* + a, [H, (u"*) |2] - 5a>+ : (4.6)
ot ”
ult = ul + kiv?k n>1, (4.7)
et "~

Wit =P (C}* = Vé(v*), 6(ul*), o)
Nous utilisons aussi les notations
W (s) =P (C(s) =Vd(v(s)),0(u(s)) a(s)),
W; =P (C; = Vé(v;), 6(u;), ).
Maintenant, nous annoncons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 4.1. Supposons que les conditions énoncées dans le Théoréme 3.1 soient
satisfaites. Alors le probléme PV a une solution unique.

Preuve. Nous montrons qu’avec {(C?k,v;‘k,a?’“,)\?k) }jgn—1 C L' x E" x F" x M"
connu, (4.3) — (4.6) détermine de maniére unique (CL*, v alk \'¥) c £hx Eh x Fhx M.
Etant donné {(u?k,)\g’k) }jgnq € E" x M", \'* ¢ M" est calculé a partir de (4.6). En
combinant (4.3) et (4.4), nous obtenons

(povlt, 'Uh)L + (P V(vPF), 8 (Uh))ﬁ = (8p, V") prp VO" € B, (4.8)
ou
(80, V") o = (f V") prxe —a (/\Zk7 ult o) (4.9)
n—1
- (Pﬁhgé(ugﬁl) +EY PoWES (M)) .
Jj=0 L

Par un résultat standard sur les équation variationnelles d’évolution, il existe un élément
unique v'* € E" satisfaisant (4.8) — (4.9) et nous calculons C"* a partir de (4.3). Enfin,
un analogue discret du Lemme 3.4 montre que (4.5) a une solution unique o* € F™.
OJ

Nous passons maintenant a I’analyse de ’erreur entre les solutions des Problemes PV et

PV,
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4.2. Estimation d’erreur

4.2 Estimation d’erreur

Tout d’abord, nous supposons les hypothéses de régularité de la solution suivantes :

(v,C,\) € C(0,T; E x L x F), (4.10)

(v,a) € C(0,T; H*(Q)? x H*(Q)) N H? (0,T; L x L* (%)), (4.11)
CeC(0,T; H(Q)™), X e CY0,T; H*(T3)), (4.12)

uo € H*(Q)“. (4.13)

Dans ce qui suit, ¢ désigne une constante positive générique dont la valeur peut changer

d’une occurrence a ’autre, mais est indépendante des parameétres de discrétisation h et k.
Corollaire 4.2. Supposons que (4.10)—(4.13) soit vraie. Soient (C,v, o, A) et (CLF, vh*

les solutions des problémes PV et PV"% respectivement. Alors, les estimations d’erreur sui-

vantes sont vraies pour tout v" {vh}J C E"et 9" = {ﬁ?}jj{ C Fh:

i (o =024 o=+ = M)

J=N hic| 2 hik hk (4.14)
k( j=1 |CJ'_CJ' }L—FZ |UJ_U }E Z ‘O‘J_O‘ ‘)

<|vo - vO|E + |uo — '“'(}JL‘%E + |ao — agﬁz(m + | Ao — /\g‘; + (I = Ppn) C0|i)

+c (/{:Z?_l (I —Pgn) Cn\i—i- max ‘vn—UfL‘L—i- max }Oén 192‘;(9))

1<n<N
i Zj . oy — 19? — (@1 — §J+1)‘L2 + 5 Zj o 1| — v = (V41 — ’U?—H)‘i
—|—Ck2+0kz |:|Oéj a@j‘LQ(Q) + ‘aj - j}F—i_ ’IU]' _avj‘i—i_ |Uj _U?‘Z}

IN

/

Preuve. La preuve est faite en utilisant exactement les mémes arguments et étapes
utilisés dans la preuve du Théoréme 3.2 dans la Référence [13]. O
Théoréme 4.3. Supposons que (4.10)—(4.13) soit vérifiée. Soient (C, v, a, A) et (CL*, v
les solutions des problémes PV et PV respectivement. La convergence de l’algorithme est
obtenue ; autrement dit, il existe une constante c > 0, indépendante des paramétres de dis-

crétisation h et k, telle que

orél?g%v (‘Un . U?Lk‘L + {O‘” - O‘Zk‘ﬂ(ﬂ) + ‘)\" B )\Zk|L2(F3))

+ (ki [Ci - )" + (& S s - o) p SR (415)
+ (R g = at[)’
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4.2. Estimation d’erreur

Preuve. On note d’abord I1% : H*(Q)¢ — Eh T1% : H?(Q) — F" et H}£2(r3) : H*(T3) —
M" Yopérateur d’interpolation par éléments finis correspondant. On choisit ensuite dans

(4.14) les éléments
uh = Who, v = Whv, s = Thag, N = W o

et
v? = H%vj, 19? = H}}aj, j=1,..,N.
Sous les hypothéses de régularité de la solution (4.10)—(4.13), nous pouvons appliquer des es-

timations d’erreur d’interpolation par éléments finis standard (voir par exemple [3, 4, 10, 21])

pour voir que

h 2 h
12}%’3\, |'Un - 'Un|L < ch |U|C(O,T;H2(Q)d) , 12%%\{ "Un - vn‘E <ch |’U|c(o,T;H2(Q)d) g

h 2 h
X |an = Vi o) < P [aloormay s maX, |an = ulp < chlalormy)

12523\/ |Cn - Pﬁh Cn|£ S ch |C|C(0’T;H1(Q)dxd) .

De plus, & partir de la définition de I'opérateur d’interpolation par éléments finis IT", il
résulte que
|[vo — w5 < el Vol oy 1o — ug, < ol yaqya s
h 2 h 2
|Oé() - aO‘L2(Q) S ch |a0|H2(Q) ) |)\0 - )\O}L2(F3) S ch |)\0|H2(F3) ;

|C0 - PﬁhC0’£ S Ch ’CO‘Hl(Q)dXd .

En utilisant la régularité des solutions (4.10) — (4.12) pour voir que

j=N Jj=N
. 2 2 . 2 2
k Z [V; — Ovyl;, < ck? |U|H2(0,T;L) , k Z &y — 8aj|L2(Q) < ck? |a‘H2(O,T;L2(Q))
j=1 j=1

nous constatons que (voir [10] pour plus de détails)

17
k

j=N-1

1

N—-1
Z v = v = (V1 = U?+1)|i < ch? |U|§11(07T;E) ’
j=1

‘oz] —

1 b2 2
k i (O‘j+1 - ﬁjﬂ) ‘LQ(Q) < ch® |a‘H1(0,T;F) :

J

Finalement, en combinant les estimations précédentes et (4.14), cela conduit a (4.15). O

44



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons traité un probléme de contact sans frottement entre un
corps déformable et une fondation déformable & compliance normale. Nous avons considéré
le cas des matériaux électroélastiques. Dans un premier temps, nous avons proposé une
formulation variationnelle du modeéle de contact. Ensuite, nous avons obtenu un résultat
d’existence et d’unicité de la solution faible. Pour ce faire, nous avons utilisé des argu-
ments issus d’équations variationnelles d’évolution et de point fixe. Nous avons considéré
une approximation numérique du probléme de contact, utilisant une discrétisation tempo-
relle uniforme et une discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis. A issue de
cette discrétisation, nous avons démontré ’existence et 'unicité du probléme variationnel
approché. Enfin, pour ce schéma, nous avons obtenu un résultat d’estimation d’erreur sous

hypothéses de régularité de la solution.
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ADbstract: In this memoir, we are interested in the modeling, the variational analysis
and numerical analysis of a contact problem, for thermo-elasto-viscoplastics materials.
The first part of this memoir concern some preliminary results, in particular the
mathematical and mechanical tools necessary to carry out the continuation of this
work. The second part is devoted to the study of a contact problem under various
conditions of contact without friction. For this problem, we introduce strong
formulation and variational formulation. Then, we obtain existence and uniqueness
results for weak solutions. Finally, we propose a numerical approximation of a
problem using a discretized scheme. For this scheme, we obtain an error estimation
result.

Key words: thermo-elasto-viscoplastic, contact without friction, normal
compliance, variational equation of evolution, error estimate.

Resume: Dans ce mémoire, nous nous intéressons a la modélisation, a I'analyse

variationnelle et a I'analyse numérique d'un probléme de contact, pour les matériaux
thermo-élasto-viscoplastiques. La premiere partie de ce mémoire concerne quelques
résultats préliminaires, notamment les outils mathématiques et mécaniques nécessaires
pour mener a bien la suite de ces travaux. La deuxiéme partie est consacrée a I'étude
d’un probléme de contact dans diverses conditions de contact sans frottement. Pour ce
probléme, nous introduisons la formulation forte et la formulation variationnelle.
Ensuite, nous obtenons un résultat d’existence et d’unicité pour la solution faible.
Enfin, nous proposons une approximation numérique du probléme a l'aide d'un schéma
discrétisé. Pour ce schéma, nous obtenons un résultat d’estimation d’erreur.

Mots clés: thermo-élasto-viscoplastique, contact sans frottement, compliance
normale, équation variationnelle d’évolution, estimation d'erreur.
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