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إهداء

الرحيم الرحمن ال᧱ه بسم
والمؤمنون) ورسوله عملـكم ال᧱ه فسيرى إعملوا (وقل

العظيم ال᧱ه صدق
بيديه نجاحنا كان الذي المتواضع العمل هذا إنجاز في وفقنا الذي القدير العلي ل᧱ه الحمد

: المتواضع العمل هذا ثمرة أهدي
من ...إلى قدميها تحت الجنة الدين...وجعل يوم إلى يتلى القرآن في ذكرها ال᧱ه خلد من إلى

الحبيبة ...أمي وهن على وهنا حملتـني
لي ليمهد دربي عن الأشواك حصد من ...إلى حب قطرة ليسقيني ً فارغا الكأس جرع من إلى

العزيز الـكبير...أبي القلب العلم...إلى يق طر
...إخوتي.. الأم حضن شاركني من روحي...إلى من إليّ أقرب هم من إلى

... الغاليات أخواتي وعطراً...إلى ً ونقاء ً وطفولة ً حبا تفيض التي النرجس أزهار إلى
فيروز ... زينب ... سمية

والخال الخالة بنات وإخوتي أختي أختي...أبناء ...زوج إخوتي زوجات إلى
مشواري طيلة عشتها التي والأيام اللحظات أجمل وأصواتهن صورهن تسكن اللواتي صديقاتي إلى

...شاهيناز...خلود روضة ... ...كوثر الجامعي
صفاء...وسام...ندى ... أمي تلدهن لم اللواتي الأخوات إلى

عاشقتها ...إلى الـكشفية الحركة منتسبي من أسرتي كل إلى ... أحب التي النادرة الأقلية إلى
هادية القائدة

القلم نسيهم من إلى كلمتي... تذكرهم ولم قلمي من سهوا وسقطو ... مذكرتي جال من كل إلى
القلب ينساهم ولم
نزيهة بالخـير الطالبة



إهداء

تمنیتها لطالما لحظة العمر, لوحات Ǽأجمل ȑعمر لوحة أزȄن و المجد نحو تسیر أǽامي هاهي
...وȃهذا وثابرت واجتهدت أنالها أن لأجل تعبت لحظة لها, ورودا ȑارȞأف وزرعت بها وحلمت

الشاعر: فیهما قال اللذین الى ȑجهد ثمرة ȑلأهد الفرصة هذه أغتنم
ماعدا ǽضاهى لا إلیهم حبي
محمدا والنبي لرȃي حبي

Ǽالرضا علینا جادوا لو أبوǽا
ممهدا الجنان الى ȘȄالطر Ȟǽن
تناضلا الدوام على Ȟنتم أبوǽا
سیدا قومي بین تجعلوني Ȟي

" Ǽأخǽك عضدك سنشد " حقهم في الكون رب قال الذین إلى
إخواني

أختي قلبها Ȟطهر قلوǼا ǽحتاج فالعالم عنها ǽغني وطن ولا , بها تقارن دنǽا لا التي إلى
شمسة

أمیرة الغالǽة أخي زوجة إلى
رفǽقاتي إلȞǽن أصدقاء وافترقنا غرȃاء التقینا من إلى

...شاهیناز...مǻمونة...خلود روضة
قلǼه أنت Șصدی لك Ȟǽون أن وأجمل ملكه أنت قلب لك Ȟǽون أن جمیل لها أقول التى إلى

نزȂهة
ȞئیǼة حǽاة تبدو حین نبتسم تجعلنا سعیدة أشǽاء بنا یترȞون الذین إلى

ورȂدة إسلام, ,Ȏهد, جهاد,عبیر
ȑجد أبدا ترحل لم وذȞراهم رحلوا أرواح إلى

سالم وȁن العید محمد
السطور تسعهم ولم الصدور وسعتهم الذین إلى

Ȝوثر شمسة الطالǺة



شكر كلمة

" ال᧱ه يشكر لم الناس يشكر لم من وسلم:" عليه ال᧱ه صلى ال᧱ه رسول قال
له شريك لا وحده ال᧱ه إلا إله لا أن ونشهد وامتنانه توفيقه على له والشكر إحسانه على ل᧱ه الحمد
وآله عليه ال᧱ه صلى رضوانه إلى الداعي ورسوله عبده محمد ونبينا سيدنا أن ونشهد لشأنه تعظيما

وسلم. وأتباعه وأصحابه
الأخيرة خطواتنا نخطو ونحن لنا بد لا المتواضع، العمل هذا لإتمام وفقنا الذي ال᧱ه شكرنا وبعد
الـكرام أساتذتنا مع الجامعة رحاب في قضيناها أعوام إلى بها نعود وقفة من الجامعية الحياة في
جديد... من الأمة لتبعث الغد جيل بناء في كبيرة جهودا بذلك باذلين الـكثير لنا قدموا الذين
في رسالة أقدس حملوا الذين إلى والمحبة والامتنان الشكر آيات بأسمى نتوجه نمضي أن وقبل

الأفاضل، أساتذتنا جميع إلى والمعرفة العلم يق طر لنا مهدوا الذين ...إلى الحياة
عبد أحمد "د.عازب الدكتور الفاضل لأستاذنا والإحترام والتقدير الشكر بخالص نتقدم كما

والموجه المرشد نعم فكان الرسالة هذه على الإشراف فضل له كان الذي العزيز"
ما على عادل" "د.عيساوي "و السعيد "د.بلول الفاضلين الأستاذين إلى شكرنا دائرة ٺتسع كما

ومساعدة. عون من قدماه
لنا وقدموا دربنا، في التفاؤل زرعوا من كل إلى تحياتنا بالغ عن نعبر أن يفوتنا لا وأخيرا

وأخص بذلك، بدورهم يشعروا أن دون ربما والمعلومات، والأفكار والتسهيلات المساعدات
شاهيناز'. روضة'...'باللموشي فردية ' الزميلتين: منهن

وأدخلني ترضاه صالحا أعمل وأن والدي وعلى علي أنعمت التي نعمتك أشكر أن أوزعني "رب
الصالحـين" عبادك في برحمتك
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Notations Principales

Si Ω est un domaine de Rd(d = 1, 2, 3), on note par.

Ω l’adhérence de Ω

Γ la frontière de Ω, supposée souvent régulière.

Γi(i = 1, 3, a, b) une partie de la frontière Γ .

mesΓ1 la mesure de Lebesgue (d-1) dimensionnelle de Γ1.

ν la normale unitaire sortante à Γ.

vν , vτ les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v définies sur Ω.

σν , στ les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel σ définies sur Ω.

C1(Ω) l’espace des fonctions réelles continûment différentiables sur Ω.

D(Ω) l’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et à

support compact contenu dans Ω.

D′(Ω) l’espace des distributions sur Ω.

H l’espace L2(Ω)d.

Q l’espace L2
s(Ω)d×d.

H1 l’espace H1(Ω)d.

Q1 l’espace {σ ∈ Q tel que divσ = (σij,j) ∈ H}.

H
1
2 (Γ) l’espace de Sobolev d’ordre 1

2
sur Γ.

HΓ l’espace H
1
2 (Γ)d.

H−
1
2 (Γ) l’espace dual de H

1
2 (Γ).

H ′Γ l’espace dual de HΓ = H−
1
2 (Γ)d.

γ : H1 → HΓ l’application trace pour les fonctions vectorielles.
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Notations Principales

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

Hd l’espace {x = xi/xi ∈ H}.

Hd×d
s l’espace {x = xij/xij = xji ∈ H}.

(., .)H le produit scalaire de H.

〈., .〉H′×H le produit de dualité entre H ′ et H.

‖.‖H La norme de H.

H ′ l’espace dual de H.

Si de plus [0, T ] est un intervalle de temps, k ∈ N et 1 ≤ p ≤ +∞, on note par :

C(0, T ;H) l’espace des fonctions continues sur [0, T ] dans H.

C1(0, T ;H) l’espace des fonctions continûment dérivables sur [0, T ] dans H.

Lp(0, T ;H) l’espace des fonctions mesurables sur [0, T ] dans H.

telles que
∫ T

0
|u(t)|pHdt < +∞ avec les modifications usuelles

si p = +∞.

‖.‖Lp(0,T ;H) la norme de Lp(0, T ;H).

W k,p(0, T ;H) l’espace de Sobolev de paramètres k et p.

‖.‖Wk,p(0,T ;H) la norme de W k,p(0, T ;H).

Pour une fonction u ; on note par

∇u le gradient de u.

u̇, ü les dérivées première et seconde de u par rapport au temps.

∂iu, u,i la dérivées partielle de u fonction .

Div u la divergence de u.

ε(u) la partie symétrique du gradient de u = 1
2
(∇u+∇Tu).

Sd l’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur Rd.

Id le tenseur identité du second ordre sur Rd.

Λp puissance p de l’opérateur Λ.

c des constantes génériques strictement positives.

p.p. presque partout.
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Introduction générale

Les problèmes de contact impliquant des corps déformables sont assez fréquents dans

l’industrie ainsi que dans la vie quotidienne et jouent un rôle important dans les systèmes

structurels et mécaniques. En raison de l’importance de ce processus, un effort considérable

a été fait dans sa modélisation et son simulations. Une première étude des problèmes de

contact avec frottement dans un cadre d’inégalités variationnelles a été réalisée en [9]. Les

états mathématiques, mécaniques et numériques de l’art se trouvent dans [18]. Le problème

de contact bilatéral avec une loi de frottement non local pour les matériaux viscoélastiques a

été étudié dans [1]. Le but de cette mémoire est d’étendre l’étude de ce modèle avec un effet

thermique, et de plus, l’adhésion du surface de contact est prise en compte. Des modèles

pour un processus dynamique ou quasi-statique d’un contact adhésif sans frottement entre

un corps déformable et une fondation ont été étudiés dans [6, 17]. Des problèmes de contact

avec frottement pour les matériaux thermo-viscoélastiques ou thermo-visco-élastoplastiques

ont été étudiés dans [2, 8, 13, 21] et récemment dans [4, 5]. Dans [7], un problème de contact

quasi-statique unilatéral avec frottement et adhésion a été étudié, et un résultat d’existence

pour un coefficient de frottement suffisamment petit a été établi. Comme dans [10] et [11],

nous utilisons le champ d’adhésion β comme variable d’état supplémentaire, définie sur la

surface de contact de la frontière. La variable est limitée aux valeurs 0 ≤ β ≤ 1. Lorsque

β = 0, tous les liens sont inactifs et il n’y a pas d’adhésion ; lorsque β = 1, l’adhésion est com-

plète et tous les liens sont actives ; lorsque 0 < β < 1, c’est le cas d’une adhésion partielle.

Nous renvoyons les lecteurs à la bibliographie complète sur le sujet dans [16, 17, 18, 19, 20].

Cette mémoire se compose de quatre chapitres : Dans le premier chapitre, on commence

par définir le cadre physique, les lois de comportement des matériaux termo-viscoélastiques,

1



Introduction générale

les lois de contact avec ou sans frottement, les conditions aux limites et nous présentons

le problème de contact avec adhésion en termo-viscoélasticité . Dans le deuxième chapitre,

nous passons en revue quelques résultats concernants les espaces fonctionnels, les espaces

liés aux opérateurs de déformation et de divergence, les espaces des fonctions à valeurs, vec-

torielles les équations, les éléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert. Nous

rappelons sur quelques théorèmes qui seront d’une grande utilité pour les démonstrations et

le Lemme de Gronwall. Quant au troisième chapitre, nous avons abordé à la formulation du

broblème de contact avec frottement et adhésion entre un corps termo-viscoélasticite et un

fondation, Nous avons également présenté les hypothèses fondamentales pour le problème

à étudier.Enfin, nous conclusion le chapitre à l’étude de la formulation variationnelle. Le

dernier chapitre est consacré de démontrons l’existence et d’unicité d’une solution faible en

utilisant des techniques des inéquations variationnelles elliptiques et du point fixe.

2



Chapitre 1

Modélisation

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique des milieux continus ou nous allons

introduire le cadre physique utilisé dans cette mémoire, il est déstiné à rappeler l’équation

de mouvement de Cauchy, à décrire les lois de comportement thermo-viscoélastique. Par

ailleurs, nous précisons dans ce chapitre les conditions aux limites de contact avec frottement

et adhésion.

1.1 Cadre physique

Dons cette section, nous allons introduire le carde physique dans ce mémoire et la for-

mulation mathématique appropriée à l’étude de problème de contact avec frottement et

adhésion entre un corps thermo-viscoélastique et une fondation.

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné Ω ⊂ Rd(d = 2, 3) avec une surface

frontière régulière ∂Ω = Γ, partitionnée en trois parties mesurables Γ1, Γ2 et Γ3, telles que

mes(Γ1) > 0. Nous notons par ν la normale unitaire sortante à Γ. Le corps est encastré sur

Γ1 dans une structure fixe.

Sur Γ2 agissent des tractions surfaciques de densité f2 et dans Ω agissent des forces volu-

miques de densité f0 et d’une source de chaleur donnée par la fonction q. Nous supposons

que f2 varient très lentement par rapport au temps et par conséquent le processus est qua-

sistatique. Soit T > 0 et soit [0, T ] l’intervalle de temps en question. Le corps est en contact

avec frottement et adhésion avec un obstacle sur la partie Γ3. Nous prenons en considération

3



1.1 Cadre physique

les propriétés mécaniques du corps. Notre objectif sera d’étudier l’évolution de ces propriétés

dans le temps, sous l’hypothèse des petites transformations.

Nous notons par Sd(d = 2, 3) l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur Rd

(d = 2, 3),”.”et ‖.‖ représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne

sur Rd et Sd tels que :

u.v = uivi, ‖v‖ = (v.v)1/2 ∀u, v ∈ Rd, 1 ≤ i, j ≤ d,

σ.τ = σijτij ‖τ‖ = (τ.τ)1/2 ∀σ, τ ∈ Sd, 1 ≤ i, j ≤ d.

Nous désignons par uν , uτ les composantes normale et tangentielle d’un vecteur u à la

frontière tels que

uν = u.ν, uτ = u− uνν. (1.1)

Nous notons par σ = σ(x, t) le champ des contraintes, par u = u(x, t) le champ des

déplacements et par ε(u) le champ des déformations infinitésimales tels que x ∈ Ω et β =

β(x, t) le champ d’adhésion telle que x ∈ Γ3, pour tous t ∈ [0, T ].

Pour le champ des contraintes σ nous notons par σν et στ les composantes normale et

tangentielle du tenseur des contraintes de Cauchy σν

Les relations (1.1)nous permettent d’écrire la relation suivante :

(σν).v = σνvν + στ .vτ . (1.2)

qu’on va l’utiliser pour la démostration de formulation variationnelle de problème mécanique

de contact. Les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport au

temps et la virgule représente la dérivée par rapport à la variale spatiale, c’est à dire

u̇ =
du

dt
, ü =

d2u

dt2
, ui,j =

∂ui
∂xj

.

où u̇ désigne le champ des vitesses et ü désigne le champ des accélérations.Pour le champ

de vitesses u̇ les notations u̇ν et u̇τ représentent respectivement les vitesses normale et

tangentille à la frontière, c’est-à-dire

u̇ν = u̇.ν, u̇τ = u̇− u̇νν.

4



1.2 Modèle mathématique

La relation entre le champ des déplacements u et le champ des déformations ε dans

l’hypothèse des petites transformations est donnée par

ε(u) = (εij(u)), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i), Divσ = (σij,j), 1 ≤ i, j ≤ d. (1.3)

Notons qu’ici et tout au long de la mémoire, un indice qui suit une virgule indique une

dérivation partielle par rapport à la composante correspondante à la variable spatiale.

Passons maintenant à la description des modèles mathématiques associées aux cadres phy-

siques ci-dessus.

1.2 Modèle mathématique

Nous commençons avec le modèle mathématique qui décrit l’évolution du corps dans

le cadre physique. Les fonctions inconnues du problème sont le champ des déplacements

u : Ω × [0, T ] → Rd, le champ des contraintes σ : Ω × [0, T ] → Sd et le champ d’adhésion

β : Γ3 × [0;T ] −→ R, le champ de températeure θ : Ω× [0, T ]→ R.

On sait qu’en général, l’évolution d’un corps matériel est décrite par l’équation de mouve-

ment de Cauchy

Divσ + f0 = ρü dans Ω× [0, T ]. (1.4)

Où ρ : Ω → R+ désigne la densité de masse. Le processus d’évolution défini par (1.4)

s’appellent processus dynamiques. Dans certaines situations, cette équation peut encore se

simplifier. Par exemple, le ce cas, nous introduisons dans ce memoire où le champ des vitesses

u̇ varie très lentement par rapport au temps, le terme ρü peut être négligé et l’équation (1.4)

devient

Divσ + f0 = 0 dans Ω× [0, T ]. (1.5)

L’équation (1.5) s’appelle l’équation d’équilibre. Le processus d’évolution défini par (1.4)

s’appelle processus quasistatique. Nous rappelons que dans le cadre physique f2 et f0 varient

très lentement par rapport au temps. Par conséquent, nous supposons que les accélérations

5



1.3 Lois de comportement

dans le système sont négligeables. Nous nous plaçons donc dans le cas quasistatique et nous

utilisons l’équation (1.5).

Puisque le corps est encastré sur Γ1, le champ des déplacements s’annule

u = 0 sur Γ1 × [0, T ]. (1.6)

La condition aux limites en tractions est

σν = f2 sur Γ2 × [0, T ]. (1.7)

Nous allons compléter ultérieurement le modèle mathématique (1.4)–(1.7) par les conditions

de contact sur la partie Γ3 de la frontière.

Du point de vue mathématique l’équation (1.4) ne suffit pas à modéliser le problème d’équi-

libre précédent car, par exemple, les d’ui du champ des déplacement ne figurent pas dans

cette équation. Par remarquons que l’équation (1.4) exprime une loi univeselle valable pour

tout les solides. Donc, soumis à des conditions identique les divers milieux continus auraient

des comportements indentique. Ceci est naturallement absurde. Par conséquent, il faut lui

ajouter d’autre relations qui caractérise le comportement de chaque type de solide. C’est

l’objet des lois de compertement que nous décrirons dans la section suivante.

1.3 Lois de comportement

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur

des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser

pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidi-

mensionnels constituent le point de départ dans l’établissement des lois de comportement.

Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides : essais de chargement monotone,

essais de charged écharge, essais de fluage et essais de relaxation.

Dans la description des phénomènes purement mécanique, par loi de comportement (ou loi

constitutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes σ,

le tenseur des déformations infinitésimales ε et leurs dérivées temporelles σ̇ et ε̇.
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1.3 Lois de comportement

Lois de comportement viscoélastique

le corps suit une loi de compotement de Kelvin-Voigt de la forme

σ = Aε(u̇) + Bε(u) . (1.8)

où A et B sont des fonction constitutives non linéaire, tel que A représente l’opérateur de

viscosité et B est l’opérateur d’élasticité.

Pour un corps élastique, la loi se réduit à

σ = A(ε(u)) (1.9)

On rappelle qu’en visoélasticité linéaire, le tenseur de contrainte σ = (σij) est donné par

σij = aijklεkl(u̇) + gijklεkl(u) (1.10)

ou A = aijkl est le tenseur de viscosité et G = gijkl est le tenseur de viscosité d’élasticité,

pour i, j, k, l = 1, ..., d.

Dans le cas viscoélastique avec mémore long, le corps suit une loi de comportement de

Kelvin-Voigt de la forme

σ = Aε(u) + Gε(u̇) +

∫ t

0

B(t− s)ε(u(s))ds, (1.11)

ou A et G sont des fonctions constitutives non linéaires. Ici B est le tenseur de relaxation

d’ordre quatre qui définit le comportement du matérieau avec mémore long

lorsque B ∼= 0 on retrouve la visoélasticité de la mémoire courte

σ = Aε(u) + Gε(u̇) (1.12)

Lois de comportement thermo-viscoélastique

Nous citons également parmi les lois thermo-viscoélastiques, une autre loi de comporte-

ment qui est même une généralisation de la loi (1.8), et écrit sous la forme

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t))−M(θ(t)) t ∈ [0, T ]. (1.13)
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1.4 Conditions aux limites

oùM est un opérateur de dilatation thermique. L’évolution de champ de températeur θ est

régie par l’équation de la chaleur, obtenue à partir de la conservation de l’énergie, et définie

par l’équation différentielle suivante :

θ̇ − div(K∇θ) = ψ(u̇, θ) + q. (1.14)

où q(x, t) est la quantité de chaleur dans la volume Ω durant l’intervalle de temps où K =

(kij) représente le tenseur de conductivité thermique avec div(K∇θ) = (kijθ,i),i et ψ est

une fonction constitutive non linéaire qui représente la densité du volume de la source

températeure.

1.4 Conditions aux limites

Nous nous plaçons dans le cadre physique et nous présentons en détails les conditions

aux limites sur chacune des trois parties Γ1,Γ2, et Γ3, avec une discription de l’aspect

mathématique et micanique de ces conditions .

1.4.1 La condition aux limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie Γ1, le champ des déplacements

u est par conséquent nul

u = 0 sur Γ1 × [0, T ]. (1.15)

1.4.2 La condition aux limites de traction.

Une traction surfacique de densité f2 agit sur Γ2 et par conséquent le vecteur des

contraintes de Cauchy σν satisfait à :

σν = f2 sur Γ2 × [0, T ]. (1.16)

1.4.3 La condition aux limites de contact bilatérale

Quand le contact entre le corps et la base est maintenue en tout temps on dit que c’est

un contact bilatéral. C’est généralement le cas dans de nombreuses machines et entre les
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1.5 Contact avec ou sans frottement

pièces et composants d’équipement ou de machines mobiles. Comme il n’y a pas d’écart

entre le corps et la base nous avons

uν = 0, sur Γ3 × [0, T ]. (1.17)

La condition de contact bilatéral (1.17) a été utilisé dans un certain nombre de document,

pour plus de détails voir par exemple [12, 15]. On note ici que dans le le troisième chapitre

de cette mémoire nous plaçons dans ce type de contact.

1.4.4 La condition de contact avec compliance normale

Dans ce cas, la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue

à priori. La contrainte normale σν satisfait la condition dite de compliance normale

− σν = pν(uν − g). (1.18)

où uν est le déplacement normal, g représente l’interstice entre le corps et la fondation et

pν est une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale.

La rolation (1.18) est dite condition de compliance normale et singifie que la fondation

exerce une pression suivant la normale sur le corps en fonction de sa pénétration uν−g. Des

conditions de contact avec compliance normale ont été utilisées par exemple dans [11, 10, 14].

Remarque 1.4.1. Dans le cas où l’interstice entre le corps et la fondation est nul on prend

g = 0.

Pour la fonction de contrainte normale pν on prend comme exemple la fonction suivante

pν(r) = cνr+ (1.19)

où cν est une constante positive et r+ = max{0, r}. Un deuxième exemple est donné par

pν(s) =

 cνr+ si r 6 α,

cνα si r > α,
(1.20)

où α est un coefficient positif relatif à la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition de

contact (1.18) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle dépasse

α, la fondation se désintègre et n’offre plus de résistance à la pénétration.
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1.5 Contact avec ou sans frottement

1.5 Contact avec ou sans frottement

1.5.1 Contact sans frottement

Dans un contact parfait, où sans frottement, l’action mécanique transmissible par obs-

tacle entre deux solides ne peut être en tout point que normale au contact (perpendiculaire

au plan tangent commun du contact). Ceci se traduit par la relation

στ = 0.

qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle. Si ce n’est pas le cas, on dit que le

mouvement tangentielle se produit avec frottement ce qui nous oblige à introduire une loi

de frottement qui prend en considération la composante tangentielle avec les autres variables

du système.

1.5.2 Contact avec frottement

Par condition de contact nous comprenons une relation impliquant les composantes nor-

males du champ des déplacements, des vitesses ou des contraintes. Par loi de frottement nous

comprenons une relation entre la contrainte tangentielle στ et le déplacement tangentiel uτ

ou la vitesse tangentielle u̇τ .

Contact bilatéral avec frottement de Tresca

La loi de Tresca présente un seuil de frottement fixe g lorsque le solide et la base rigide

sont en contact, la base rigide exerce sur le solide un effort tangentiel qui ne dépasse pas un

certain seuil g :

‖στ‖ ≤ g sur Γ3 × [0, T ].

Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil g, le milieu continu ne peut pas

se déplacer par rapport à l’obstacle et il y’a blocage, ce qui traduit par :

‖στ‖ < g ⇒ u̇τ = 0 sur Γ3 × [0, T ].
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1.6 Lois de contact avec frottement et adhésion

Lorsque ce seuil est atteint le solide peut se déplacer tangentiellement par rapport à la

base rigide et il y’a alors un glissement. La contrainte tangentielle s’oppose à la vitesse. Par

conséquent, on a :

‖στ‖ = g ⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λu̇τ sur Γ3 × [0, T ].

En conclusion, les conditions aux limites de type frottement de Tresca s’écrivent alors comme

suit : 

uν = 0

‖στ‖ ≤ g

‖στ‖ < g ⇒ u̇τ = 0

‖στ‖ = g ⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λu̇τ

sur Γ3 × [0, T ].

où g > 0 est le seuil de frottement.

La loi de frottement associée est donnée par

−στ = Pτ (u̇τ ).

Loi de frottement de type Coulomb

C’est une des lois de frottement les plus répandues et elle est plus réaliste. Elle se

caractérise par l’intervention de la contrainte normale dans le seuil de frottement et elle

peut s’énoncer sous la forme :
‖στ‖ 6 µ|σν |,

‖στ‖ < µ|σν | =⇒ u̇τ = 0,

‖στ‖ = µ|σν | =⇒ ∃λ > 0 tel que στ = −λu̇τ .

(1.21)

où στ est la contrainte tangentielle, µ > 0 est le coefficient de frottement, uν , uτ représente

le déplacement normale et tangentielle.

1.6 Contact avec frottement et adhésion

Dans quelques modèles étudiés, nous supposons que le corps est en contact adhésif avec

frottement sur la partie Γ3 de la frontière avec une fondation. Ceci se traduit par l’intro-

duction d’une nouvelle variable interne de surface, en se basant sur les idées de Frémond
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1.6 Lois de contact avec frottement et adhésion

[10]-[11], appelée champ d’adhésion et notée par β : Γ3 × [0, T ] → R ; elle décrit l’intensité

des couches actives d’adhésion sur la surface de contact et elle vérifie 0 ≤ β(t) ≤ 1 sur

Γ3 Lorsque β(t) = 0, il n’y a plus d’adhésion, lorsque β(t) = 1 c’est le cas d’une adhésion

complète et il y a lieu à une adhésion partielle quand 0 < β(t) < 1 sur Γ3 . Pour décrire

les conditions aux limites correspondantes, nous supposons que le vecteur de contrainte de

Cauchy σν a une décomposition de la forme

σν = (σν)ad + (σν)fr. (1.22)

où (σν)ad et (σν)fr dénotent les parties de σν associées à l’adhésion et au frottement, respec-

tivement. Nous dénotons par σν , σadν , σfrν les composantes normales des vecteurs σν, (σν)ad

et (σν)fr, qui sont

σνσν − σνν, σadτ = (σν)ad − σadν ν, σfrτ = (σν)fr − σfrν − σfrν ν. (1.23)

et par στ , σadτ et σfrτ les composantes tangentielles des mêmes vecteurs, qui sont

στ = σν − σνν, σadτ = (σν)ad − σadν ν, σfrτ = (σν)fr − σfrν ν. (1.24)

Nous supposons que la composante normale du vecteur (σν)ad satisfait la condition

σν = γνβ
2Rν(uν). (1.25)

dans laquelle γν est un coefficient positif et Rν : R→ R est l’opérateur de troncation défini

par

Rν(s) =


L si s < −L,

−s si − L ≤ s ≤ 0,

0 si s > 0.

(1.26)

Ici L > 0 est la longueur caractéristique du lien, au delà de laquelle il s’étire sans offrir aucune

résistance complémentaire. L’introduction de l’opérateur Rν , ensemble avec l’opérateur Rτ

défini ci-dessous, est motivée par les arguments mathématiques mais ce n’est pas restrictif du

point de vue physique, puis qu’aucune restriction de la taille du paramètre L n’est faite que

dans ce qui suit. Ainsi, en choisissant L très grand, nous pouvons assumer que Rν(uν) = −uν
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1.6 Lois de contact avec frottement et adhésion

et, donc, nous obtenons la condition de compliance normale

σadν =

γβ
2uν si uν ≤ 0,

0 si uν > 0.

Aussi, nous supposons que la composante normale du vecteur (σν) satisfait la condition de

contact avec compliance normale

− σfrν = pν(uν). (1.27)

où uν est le déplacement normal et pν est la fonction positive préscrite telle que pν(r) = 0

pour r ≤ 0. Combinons les égalités (1.22), (1.23), (1.25) et (1.1), nous dérivons la condition

de contact de compliance normale avec adhésion,

− σν = pν(uν)− γνβ2Rν(uν) sur Γ3 × [0, T ]. (1.28)

La contribution de l’adhésion à la traction normale est donnée par le terme γνβ2Rν(uν).

Ainsi, la traction adhésive est nonnegative et proportionnelle, avec un coefficient de propor-

tionnalité γν , par rapport au carré de l’intensité d’adhésion et le déplacement normal, mais

tant que uν n’excède pas la longueur du lien L.

Ensuite, nous supposons que la composante tangentielle du vecteur (σν)ad satisfait la condi-

tion

σadτ = −γτβ2Rτ (uτ ). (1.29)

où, encore, γτ est un coefficient positif et Rτ : Rd → Rd est l’opérateur de troncation défini

par

Rτ (v) =

v si ‖v‖ ≤ L,

L v
‖v‖ si ‖v‖ > L.

(1.30)

Cette condition montre que la contrainte tangentielle adhésive sur la surface de contact est

proportionnelle au déplacement tangentiel, mais tant qu’il n’excède pas la longueur du lien L.

Le frottement est modélisé par une version statique de la loi de frottement de Coulomb.
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1.6 Lois de contact avec frottement et adhésion

Pour cela, considérons la décomposition (1.22) du vecteur de Cauchy et supposons que
‖σfrτ ‖ ≤ −µσfrν ,

‖σfrτ ‖ < −µσfrν ⇒ u̇τ = 0,

‖σfrτ ‖ = −µσfrν ⇒ ∃λ ≥ 0 telle que σfrτ = −λu̇τ .

(1.31)

où µ est le coefficient de frottement, supposé être positif. Combinons les relations (1.23),

(1.24), (1.27), (1.29) et (1.31) nous obtenons la loi de frottement avec adhésion

‖στ (t) + γτβ
2Rτ (uτ )‖ 6 µpν(uν)

‖στ (t) + γτβ
2Rτ (uτ )‖ < µpν(uν) =⇒ u̇τ = 0

‖στ (t) + γτβ
2Rτ (uτ )‖ = µpν(uν) =⇒ ∃λ > 0

tel que : στ + γτβ(t)2Rτ (uτ ) = −λu̇τ

sur Γ3 × [0, T ]. (1.32)

Notons que la condition de compliance normale avec adhésion (1.28) a été déjà utilisée dans

[18] et les conditions de frottement similaires à ceux dans (1.35) ont été considérées dans

[19] dans le cas particulier Rτ (uτ ) = uτ et Rν(uν) = −uν , pour L très grand.

Pour compléter le modèle, nous supposons que l’évolution du champ d’adhésion est gouver-

née par une équation différentielle ordinaire

β̇(t) = −
[
β
(
γτ‖Rτ (uτ )‖2

)
− εa

]
+

sur Γ3 × [0, T ]. (1.33)

A celle-ci, nous rajoutons la condition initiale

β(0) = β0 sur Γ3. (1.34)

Ici et ci-dessous, en plus des paramètres positives γν et γτ déjà introduits dans (1.25) et

(1.29), εa est un paramètre positif et r+ = max{0, r}. Notons que le processus adhésif est

irréversible, en effet, une fois que le décollement se passe le collage ne peut pas être rétabli,

puisque β̇ ≤ 0. Pour plus de détails concernant la modélisation du contact adhésif, nous

référons aux livres [15, 18, 22].
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1.6 Lois de contact avec frottement et adhésion

Contact bilateral avec frottement sec de Coulomb et adhésion

Une version quasistatique de la loi de frottement sec de Coulomb utilisée en littérature

est donnée par

uν = 0

‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ 6 µpν(uν),

‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ < µpν(uν) =⇒ u̇τ = 0

‖στ (t) + γτβ
2Rτ (uτ )‖ = µpν(uν) =⇒ ∃λ > 0

tel que : στ (t) + γτβ
2Rτ (uτ ) = −λu̇τ

sur Γ3 × [0, T ]. (1.35)

où ν, γτ est un coefficient positif, pν : Γ3 × R → R+ est la fonction de contact normale et

Rτ : Rd → Rd est l’opérateur de troncature défini dans (1.30).
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Chapitre 2

OUTILS MATHÉMATIQUES

Ce chapitre est consacré à la description des espaces fonctionnels utilisés dans ce mé-

moire et nous rappelons quelques résultats concernant les espaces fonctionnels, les équations

et inéquations variationnelles, des théorèmes qui seront d’une grande utilité pour les démons-

trations et quelques hypothèses qui facilite notre problème.

Nous supposons dans ce chapitre que Ω ⊂ Rd(d = 2, 3) le domaine initialement occupé

par un corps thermo-viscoélastique. Ω est censé être ouvert et délimité par une frontière

suffisamment régulière Γ. Γ est partitionné en trois parties mesurables, Γ = Γ1 ∪Γ2 ∪Γ3, où

Γ1,Γ2 et Γ3 sont des ensembles ouverts disjoints et mes(Γ1) > 0.

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces de fonctions à valeurs

réelles qui nous aident à comprendre les propriétés des espaces appropriés à la mécanique.

Nous allons définir les espaces de fonctions continues, continûment différentiables, les fonc-

tions intégrables et les espaces de Sobolev.

Pour tout multi-indice α = (α1, . . . , αd) d’entiers positifs ou nuls on désigne par

Dαu =
∂|α|u

∂α1
x1 ∂

α2
x2 . . . ∂

αd
xd

. (2.1)

où |α| = α1 + α2 + · · ·+ αd est la longueur de α.
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2.1 Espaces fonctionnels

2.1.1 Fonctions continues et continûment différentiables

L’espace des fonctions uniformément continues sur Ω est noté par C(Ω) et il est un

espace de Banach pour la norme donnée par

‖v‖C(Ω) = sup{‖|v(x)|, x ∈ Ω}.

Toute fonction uniformément continue est bornée et possède une unique extension continue

sur Ω. Pour tout entier m, l’espace Cm(Ω) donné par

Cm(Ω) = {v ∈ C(Ω)/Dαv ∈ C(Ω) pour |α| ≤ m}.

est l’espace des fonctions continues sur Ω dont les dérivées d’ordre au plus m sont également

continues sur Ω. Il est aussi un espace de Banach s’il est muni de la norme

|v|Cm(Ω) =
∑
|α|≤m

|Dαv|C(Ω).

L’espace C∞(Ω) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables :

C∞(Ω) =
∞⋂
m=0

Cm(Ω).

Nous pouvons maintenant parler de l’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur

l’ensemble Ω à support compact inclus dans Ω, défini par

C∞0 (Ω) = {v ∈ C∞(Ω)/supp v ⊂ Ω},

où supp v = {v ∈ C∞(Ω)/v(x) 6= 0} est le support de la fonction v. Si supp v est un sous

ensemble propre de Ω, on dit que v est une fonction à support compact dans Ω.

2.1.2 Espaces Lp(Ω)

Définition 2.1.1. (Espace de Lebesgue). Soit p ∈ R, 1 ≤ p < ∞. On appelle l’espace

de Lebesgue Lp(Ω) l’ensemble

Lp(Ω) = {v : Ω→ R/v Lebesgue mesurable sur Ω et |v|p Lebesgue integrable sur Ω}.

C’est un espace de Banach s’il est muni de la norme

‖v‖Lp(Ω) = (
∫

Ω
|v(x)|pdx)

1
p .
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2.1 Espaces fonctionnels

2.1.3 Espace de Sobolev

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur l’espace de Sobolev H1(Ω)

défeni par

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) ∂iu ∈ L2(Ω), i = 1, ..., d}.

D’abord, on note par ∇u le vecteur de composante ∂iu. On a ∇u ∈ L2(Ω)d pour tout

u ∈ H1(Ω).

On sait que H1(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) + (∂iu, ∂iv)L2(Ω).

et la norme associée

‖u‖H1(Ω) = (u, v)
1
2

H1(Ω) et on écrit ‖u‖2
H1(Ω) = ‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖2
L2(Ω). (2.2)

On a les résultats suivants :

C1(Ω) est dence dans H1(Ω).

Théorème 2.1.1. ( Rellich )

H1(Ω) ⊂ L2(Ω) avec injection compacte.

Théorème 2.1.2. (trace de Sobolev) Il existe une application linéaire et continue γ :

H1(Ω)→ L2(Γ) telle que γu = u |Γ pour tout u ∈ C1(Ω).

Remarque 2.1.1. l’espace L2(Γ) ci-dessus represénte l’espace des fonctions réelles sur Γ

qui sont L2 pour la mesure superficielle dΓ. L’application s’appelle application de trace ;

elle est définie comme le pronlongement par densité de l’application u → u |Γ définie pour

u ∈ C1(Ω).

On note que l’application de trace γ : H1(Ω)→ L2(Γ) est un opérateur compact.

Définition 2.1.2. Pour tout k ∈ N et pour tout p ∈ [1,+∞], nous définissons l’espace de

Sobolev W k,p(Ω) par

W k,P (Ω) = {u ∈ Lp(Ω) ∀α, |α| ≤ k;∃vα ∈ Lp(Ω); tel que vα = Dαu}.
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2.2 Espaces liés aux opérateurs de déformation et de divergence

Remarque 2.1.2. Nous ferons très souvent l’abus d’écriture qui consiste à identifier Dαu

et vα. La norme sur l’espace W k,p(Ω) est donnée par

‖u‖Wk,p =


(
∑
|α|≤k
‖Dαu‖Lp(Ω))

1
p si 1 ≤ p ≤ ∞,

max
|α|≤k
‖Dαu‖L∞(Ω) si p =∞.

Pour p = 2, on note par Hk(Ω) l’espace W k,2(Ω) et la norme précédente provient d’un

produit scalaire.

2.2 Espaces liés aux opérateurs de déformation et de di-

vergence

On introduit dans cette section les espaces de type Sobolev utilisés en mécanique et

associés aux opérateurs divergence et déformation, on montre leurs principales propriétés,

notamment les théorèmes de trace. On rappelle aussi quelques espaces de fonctions définies

sur un intervalle réel et à valeurs dans l’espace de Hilbert. Toutes les notations ainsi que les

espaces fonctionnels utilisés dans cette mémoire sont introduits dans cette section. Pour sa

rédaction nous nous sommes inspiré de [6, 23, 24, 25, 26] et [20]. Nous désignons par Sd

l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur Rd(d = 2, 3) ; “ . ” et ‖.‖ représentent le

produit scalaire et la norme euclidienne sur Rd et Sd, respectivement. Ainsi,

u.v = uivi, ‖v‖ = (v.v)
1
2 , ∀u, v ∈ Rd

σ.τ = σijτij, ‖τ‖ = (τ.τ)
1
2 ∀σ, τ ∈ Sd.

Ici et partout dans ce manuscrit nous utilisons la convention de l’indice muet. Par ailleurs,

l’indice après une virgule dénote la dérivée par rapport à la composante correspondante de la

variable spatiale x. Dans toute la suite, Ω ⊂ Rd est un domaine borné avec une frontière de

Lipschitz notée Γ. Pour le champ de déplacements et le champ des contraintes nous utilisons
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2.2 Espaces liés aux opérateurs de déformation et de divergence

les espaces suivants 

H = (L2(Ω))d,

H1 = (H1(Ω))d,

Q = {τ = (τij) : τij = τji L
2(Ω)},

Q1 = {σ ∈ Q : Divσ ∈ H}.

(2.3)

Les espaces H,H1, Q et Q1 sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires

donnés par 

〈u, v〉H =
∫

Ω
uividx,

〈σ, τ〉Q =
∫

Ω
σijτijdx,

〈u, v〉H1 = 〈u, v〉H + 〈ε(u), ε(v)〉Q,

〈σ, τ〉Q1 = 〈σ, τ〉Q + 〈Divσ,Div τ 〉H .

(2.4)

où ε et Div sont les opérateurs de déformation et de divergence, définis par

ε(u) = (εij(u)), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i), Divσ = (σij,j).

Les normes sur les espaces H,H1, Q,Q1 sont notées par ‖ · ‖H , ‖ · ‖H1 , ‖ · ‖Q et ‖ · ‖Q1 ,

respectivement. Puisque la frontière Γ est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur ν à

la frontière est défini p.p. Pour tout champ de vecteur v ∈ H1 nous utilisons la notation v

pour désigner la trace de γv sur Γ, Rappelons que l’application de trace

γ : H1 → L2(Γ)d est linéaire et continue, mais n’est pas surjective. et nous notons par vν et

vτ les composantes normales et tangentielles de v sur la frontière données par

vν = v · u, vτ = v − vνν.

Nous définissons de façon analogue les composantes normale et tangentielle d’un champ

régulier σ ∈ Q1 par les formules

σν = (σν) · ν, στ = σν − σνν.

Rappelons aussi la formule de Green ci-dessous :

〈σ, ε(v)〉Q + 〈Divσ, v〉H =

∫
Γ

σν.vda, ∀v ∈ H1. (2.5)
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2.2 Espaces liés aux opérateurs de déformation et de divergence

Soit Γ1∪Γ2∪Γ3 une partition de Γ, telle que Γ1, Γ2 et Γ3 sont disjoints ouverts ensembles

et soit V le sous-espace fermé de H1 défini par :

V = {v ∈ H1 : v = 0 sur Γ1, vν = 0 sur Γ3}. (2.6)

Pour le champ de températeure, nous définissons l’ensemble E de H1(Ω) par

E = {ω ∈ H1(Ω) ω = 0 sur Γ1 ∪ Γ2}. (2.7)

Aussi, rappelons que lorsque D ∈ L2(Ω)d est une fonction régulière, la formule de Green

(2.5) est satisfaite :

(D,∇ζ)L2(Ω)d + (DivD, ζ)L2(Ω) =

∫
Γ

D.νζda, ∀ζ ∈ H1(Ω). (2.8)

Théorème 2.2.1. (Inégalité de Korn)

Si mes(Γ1) > 0, alors il existe une constante cΩ > 0 dépendant uniquement de Ω et Γ1

telle que

‖ε(v)‖Q ≥ cΩ‖v‖H1 ∀v ∈ V. (2.9)

Sur V nous considérons le produit scalaire donné par

(u, v)V = 〈ε(u), ε(v)〉Q, ∀u, v ∈ V, (2.10)

et soit ‖ · ‖V la norme associée, i.e.

‖v‖V = ‖ε(v)‖Q ∀v ∈ V. (2.11)

Par l’inégalité de Korn, il vient que ‖ · ‖H1 et ‖ · ‖V sont des normes équivalentes sur V et

ainsi (V, ‖ · ‖V ) est un espace de Hilbert réel.

Preuve. On a d’après (2.4)

(u, v)H1 = 〈u, v〉H + (ε(u), ε(v))Q.

Alors

‖v‖H1 = (‖v‖2
H + ‖ε(v)‖2

Q)
1
2 ,

‖v‖2
H1

= ‖v‖2
H + ‖ε(v)‖2

Q,
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2.3 Éléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

‖ε(v)‖2
Q ≤ ‖ε(v)‖2

Q + ‖v‖2
H , (2.12)

d’après (2.9) et (2.12) on obtient

c2
Ω‖v‖2

H1
≤ ‖ε(v)‖2

Q ≤ ‖ε(v)‖2
Q + ‖v‖2

H ,

cΩ‖v‖H1 ≤ ‖ε(v)‖Q ≤ ‖v‖H1 . (2.13)

Alors ‖.‖H1 équivalent ‖.‖Q.

En outre, par le théorème de trace de Sobolev, il existe une constante dΩ > 0 dépendant

uniquement de Ω,Γ1 et Γ3 telle que

‖v‖(L2(Γ3))d ≤ dΩ‖v‖V ∀v ∈ V. (2.14)

Pour p ∈ [1,∞], nous utilisons la norme standard de Lp([0, T ], V ). Nous utilisons également

l’espace de Sobolev W 1,∞([0, T ];V ) équipé de la norme

‖v‖W 1,∞([0,T ],V ) = ‖v‖L∞([0,T ],V ) + ‖v̇‖L∞([0,T ],V ). (2.15)

Pour une fonction scalaire β, qui représente le champ d’adhésion sur la surface Γ3 du contact,

nous définissons l’ensemble B par

B = {β : [0, T ]→ L2(Γ3) tel que : 0 ≤ β(t) ≤ 1 ∀t ∈ [0, T ], p.p. x ∈ Γ3}. (2.16)

Théorème 2.2.2. (Inégalité de Hölder)

Soit f ∈ Lp(Ω) , g ∈ Lq(Ω) et 1 < p < q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1, alors fg ∈ L1(Ω), et

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω). (2.17)

Théorème 2.2.3. (Inégalité de Young)

Soient f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω) et 1 < p < q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1, alors

fg ≤ 1

p
fp +

1

q
gq. (2.18)

Théorème 2.2.4. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit H un espace de Hilbert munit d’un produit scalaire (·, ·), alors

|(u, v)| ≤ (u, u)
1
2 (v, v)

1
2 , ∀u, v ∈ H. (2.19)

22



2.3 Éléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

2.3 Éléments d’analyse non linéaire dans les espaces de

Hilbert

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans les

espaces de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations varia-

tionnelles d’évolution qui interviennent dans l’étude des problèmes mécaniques.

2.3.1 Fonctions convexes et semi-continuité inférieure

On considère une fonction ϕ définie sur un espace vectoriel réel X et à valeur dans

] −∞,+∞]. Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identiquement égale à +∞,

c’est à dire s’il existe u0 ∈ X tel que ϕ(u0) < +∞. La fonction ϕ est dite convexe si

ϕ(tu+ (1− t)v) ≤ tϕ(u) + (1− t)ϕ(v) ∀u, v ∈ X, t ∈ [0, 1].

La fonction ϕ est dite strictement convexe si cette dernière inégalité est stricte pour tout

u, v ∈ X tel que u 6= v. Pour toute fonction ϕ : X →]−∞,+∞], on définit le domaine et

l’épigraphe de ϕ respectivement par :

dom ϕ = {u ∈ X ϕ(u) < +∞},

epi ϕ = {(u, α) ∈ X ϕ(u) < α}.

Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants :

1. ϕ est propre si et seulement si dom ϕ 6= φ.

2. Le domaine de ϕ est un ensemble convexe de X si ϕ est convexe.

3. ϕ est convexe si et seulement si epiϕ est un ensemble convexe de X × R.

Nous supposons maintenant l’espace vectoriel X muni d’une topologie (en général X

sera un espace vectoriel normé ou encore plus particulièrement un espace de Hilbert). Une

fonction ϕ : X →]−∞,+∞] est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) si

lim inf
n
ϕ(un) ≥ ϕ(u),

pour tout u ∈ Xet un → u dans X. La propriété de semi-continuité inférieurement peut

être caractérisée par :
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2.3 Éléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Lemme 2.3.1. Soit ϕ : X →]−∞,+∞], alors Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. ϕ est semi-continue inférieurement.

2. L’épigraphe de ϕ est fermée dans X × R.

Puisque dans un espace vectoriel normé tout ensemble convexe est simultanément

fermé pour la topologie forte et la topologie faible, le Lemme précédent conduit au résultat

suivant :

Théorème 2.3.1. Soit X un espace de Hilbert et ϕ : X →]−∞,+∞] une fonction convexe

et propre. Alors ϕ est semi-continue inférieurement si et seulement si ϕ est semi-continue

inférieurement par rapport à la topologie faible de X.

2.3.2 Opérateurs fortement monotones

Nous commençons ici par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones et de

Lipschitz. Pour cela, on considère un espace de Hilbert X munit du produit scalaire (., .)X

et de la norme associée ‖.‖X . Soit A : X → X un opérateur non linéaire.

Définition 2.3.1. L’opérateur A : X → X est dit :

1. monotone si

(Au− Av, u− v)X ≥ 0, ∀ u, v ∈ X.

2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au− Av, u− v)X ≥ m‖u− v‖2
X , ∀u, v ∈ X.

3. de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que

‖Au− Av‖X ≤M‖u− v‖X , ∀ u, v ∈ X.

4. est dite hemicontinu si pour toute suite numérique (λn) ⊂ R telle que λn → λ lorsque

n→ +∞ on a

〈A(u+ λnv), w〉X → 〈A(u+ λv), w〉X quand n→ +∞.

En utilisant la définition précédente, on a le résultat suivant :
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2.3 Éléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Proposition 2.3.1. tout opérateur de Lipshitz est hemcontinu.

Proposition 2.3.2. Soit A : X → X un opérateur non linéaire fortement monotone et de

Lipschits, c’ést-à-dire(a)il existe m > 0 tel que (Au− Av, u− v)X ≥ m‖u− v‖2
X , ∀u, v ∈ X.

(b)il existe M > 0 tel que ‖Au− Av‖X ≤M‖u− v‖X , ∀ u, v ∈ X.

Alors pour tout f ∈ X il existe un élément unique Au = f .

Le résultat précédent est un cas particulier du théorème de Minty-Browder(Voir par exemple

[3]p.88).

Théorème 2.3.2.

Soit V ⊂ H ⊂ V ′ un triplet de Gelfand. Soit A : V → V un opérateur hemicontinue et

monotone satisfaisant.

〈Av, v〉V×V ′ ≥ ω|v|2V + λ ∀v ∈ V, (2.20)

|Av|V ′ ≤ C(|v|V + 1) ∀v ∈ V. (2.21)

Pour des constantes ω > 0, C > 0 et λ ∈ R Etant donnée u0 ∈ H et f ∈ L2([0, T ];V ), il

existe une fonction unique u satisfait

u ∈ L2([0, T ];V ) ∩ C([0, T ];V ), u̇ ∈ L2([0, T ];V ).

u̇+ Au(t) = f(t) p.p t ∈ [0, T ].

u(0) = u0.

2.3.3 Inéquations quasi-variationnelles elliptiques d’évolution

Nous allons rappeler maintenant de résultat sur l’existence et l’unicité de la solution

pour l’inéquation variationnelle.

Pour cela, nous considérons un espace de Hilbert X muni du produit scalaire (., .)X et

de la norme associée ‖.‖X et soit A : X → X un opérateur non linéaire, j : X ×X → R et

f ∈ X.
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2.3 Éléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Pour résoudre cette inéquation, nous supposons que A est fortement monotone et de

Lipschitz, c’est-à-dire

(a) il existe m > 0 tel que

(Au1 − Au2, u1 − u2)X ≥ m‖u1 − u2‖2
X , ∀u1, u2 ∈ X.

(b) il existe M > 0 tel que

‖Au1 − Au2‖X ≤M‖u1 − u2‖X , ∀ u1, u2 ∈ X.

(2.22)

et j : X ×X → R satisfait

(a) pour tout η ∈ X, j(η, .) est convexe et s.c.i. sur X.

(b) il existe α > 0 tel que

j(u1, v2)− j(u1, v1) + j(u2, v1) + j(u2, v2)

≤ α‖u1 − u2‖X‖v1 − v2‖X , ∀ u1, u2, v1, v2 ∈ X.

(2.23)

Plusieurs problèmes aux limites des équations aux dérivées partielles en mécanique des

milieux continus conduisent à des problèmes mathématiques ayant les formes suivantes :

Problème I. Trouver u : [0, T ]→ X tel que :

u ∈ K, (Au, v − u)X + j(u, v)− j(u, u) ≥ (f, v − u)X ∀v ∈ X. (2.24)

Théorème 2.3.3. Supposons que les hypothèses (2.22) et (2.23) sont satisfaites. Alors, si

α < m, pour tout f ∈ X, il existe une solution unique u ∈ X au problème (2.24).

Une démonstration du Théorème se trouve par exemple dans [27] p.83.

Problème II. Trouver u : [0, T ]→ X tel que :

〈Au̇(t), v−u̇(t)〉X+〈Bu(t), v−u̇(t)〉X+j(u(t), v)−j(u(t), u̇(t)) ≥ (f(t), v−u̇(t))X ∀v ∈ X, t ∈ [0, T ].

(2.25)

u(0) = u0. (2.26)

La différence entre le problème I et le problème II consiste dans le fait que le dernier problème

est évolutif. En effet, f et u dépendent maintenant du temps, la dérivée u̇ apparait dans la

formulation du problème et par conséquent, une condition initiale (2.26), est rajoutée.
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Pour étudier le problème II, en plus des hypothèses (2.22) et (2.23), nous avons besoin des

hypothèses suivantes.

L’opérateur non linéaire B : X → X est de Lipschitz, c’est-à-dire

∃LB > 0 tel que ‖Bu1 −Bu2‖X ≤ LB‖u1 − u2‖X ∀u1, u2 ∈ X. (2.27)

Aussi, nous supposons que

f ∈ C([0, T ];X), u0 ∈ X. (2.28)

Dans l’étude du problème II, nous avons le résultat suivant :

Théorème 2.3.4. Soient (2.22)-(2.23) et (2.27)-(2.28) satisfaites. Alors :

1) Il existe une unique solution u ∈ C1([0, T ], X) au problème II.

2) Si u1 et u2 sont deux solutions du problème II correspondant aux données f1, f2 ∈

C([0, T ];X), alors il existe c >0 tel que :

‖u̇1(t)− u̇2(t)‖X ≤ c(‖f1(t)− f2(t)‖X + ‖u1(t)− u2(t)‖X) ∀t ∈ [0, T ]. (2.29)

3) Si en plus f ∈ W 1,p([0, T ];X) pour p ∈ [1,∞[ alors la solution satisfait u ∈ W 2,p([0, T ];X).

Ce résultat d’existence, d’unicité et de régularité a été prouvé dans [14] et peut être aussi

trouvé dans [12] p.232-236.

2.4 Enoncés de certains théorèmes

Théorème 2.4.1. (Théorème de Cauchy-Lipschitz)

Soit (X, ‖.‖X) un espace de Banach réel et soit F (t, .) : X → X un opérateur défini

p.p. sur [0, T], qui satisfait les propriétés suivantes :il existe LF > 0 tel que

‖F (t, x)− F (t, y)‖X ≤ LF‖x− y‖X , ∀x, y ∈ X p.p. t ∈ [0, T ].

il existe 1 ≤ p ≤ ∞ tel que F (., x) ∈ Lp([0, T ], X) ∀x ∈ X.

Alors, pour tout x0 ∈ X, il existe une fonction unique x ∈ W 1,p(0, T ;X) telle que

ẋ(t) = F (t, x(t)) p.p. t ∈ [0, T ],

x(0) = x0.
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Théorème 2.4.2. (Théorème de point fixe de Banach)

Soit K un sous ensemble fermé et non-vide de l’espace de Banach (X, ‖.‖X). Supposons

que

Λ : K → K est une contraction, c’est à dire il existe c ∈]0, 1[ telle que

‖Λu− Λv‖X ≤ c‖u− v‖X , ∀u, v ∈ K.

Alors, il existe un unique élément u ∈ K tel que Λu = u. Pour l’opérateur Λm : K → K

défini par la relation

Λm = Λ(Λm−1), m ≥ 2.

Théorème 2.4.3.

Soit K un sous-ensemble fermé et non-vide de l’espace de Banach (X, ‖.‖X) et soit Λ : K →

K. Supposons que Λm : K → K est une contraction pour m un entier positif. Alors, Λ a un

point fixe unique dans K.

2.5 Compléments divers

Opérateurs linéaires bornés

Définition 2.5.1. Soit H un espace de Hilbert et un corps K, qui sera (K = R ou C). Une

application T : H −→ H est dite opérateur linéaire si

T (αx+ βy) = αTx+ βTy, ∀x, y ∈ H α, β ∈ K.

Définition 2.5.2. On dit qu’un opérateur T défini sur H est borné s’il existe une constante

C telle que

‖Tx‖ ≤ C‖x‖ ∀x ∈ H.

Théorème 2.5.1. Pour tout opérateur T ∈ L (H) les normes de T sont donné par

‖T‖ = sup
‖x‖6=0

‖Tx‖
‖x‖

, x ∈ H,

‖T‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖, x ∈ H,

‖T‖ = inf{c > 0, ∀x ∈ H, ‖Tx‖ ≤ c‖x‖}.
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Définition 2.5.3. Une forme bilinéaire a : X × X → R est continue s’il existe un réel

M > 0 tel que

|a(u, v)| ≤M |u|X |v|X , ∀u, v ∈ X.

Définition 2.5.4. Une forme bilinéaire a : X × X → R est dite coercive s’il existe une

constante m > 0 telle que

a(u, v) ≥ m|u|2X , ∀u ∈ X.

Théorème 2.5.2. (Lax- Milgram)

Soit H un espace de Hilbert, a(., .) une forme bilinéaire, continue et coercive sur H et

L : H −→ R une forme linéaire continue. Alors, il existe u ∈ H solution unique du problème

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H,

de plus si a est symétrique u est définie par

1

2
a(u, u)− L(u) = min

u∈H

{
1

2
(u, u)− L(u)

}
.

Théorème 2.5.3. (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet)

Étant donné η ∈ X ′, il existe f ∈ X unique telle que

(η, v)X′×X = (f, v)X ∀ v ∈ X,

on a de plus

‖η‖X′ = ‖f‖X .

Ce théorème montre que toute forme linéaire continue sur X peut se représenter de manière

unique à l’aide du produit scalaire.

2.5.1 Lemmes de Gronwall

Lemme 2.5.1. Soient m,n ∈ C([0, T ];R) telles que m(t) ≥ 0 et n(t) ≥ 0 pour tout t ∈

[0, T ], a ≥ 0 une constante, et ψ ∈ C([0, T ];R).
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1. Si

ψ(t) ≤ a+

∫ t

0

m(s)ds+

∫ t

0

n(s)ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors

ψ(t) ≤
(
a+

∫ t

0

m(s)ds

)
exp

(∫ t

0

n(s)ds

)
∀t ∈ [0, T ].

2. Si

ψ(t) ≤ m(t) + a

∫ t

0

ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors ∫ t

0

ψ(s)ds ≤ eaT
∫ t

0

m(s)ds.

Dans le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient :

Corollaire 2.5.1. Soit n ∈ C([0, T ];R) tel que n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ], a ≥ 0. Si

ψ ∈ C([0, T ];R) est une fonction telle que

ψ(t) ≤ a+

∫ t

0

n(s)ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors

ψ(t) ≤ a exp

(∫ t

0

n(s)ds

)
∀t ∈ [0, T ].

Lemme 2.5.2. Soient m,n ∈ C([0, T ];R) telles que m(t) ≥ 0, n(t) ≥ 0 ∀t ∈ [0, T ], a ≥ 0.

Soit également ψ : [0, T ]→ R une fonction telle que

1

2
ψ2(s) ≤ 1

2
a2 +

∫ s

0

m(t)ψ(t)dt+

∫ s

0

n(t)ψ(t)dt ∀s ∈ [0, T ].

Alors

|ψ(s)| ≤
(
a+

∫ s

0

m(t)dt

)
e
∫ s
0 n(t)dt ∀s ∈ [0, T ].

Dans le cas particulier n = 0, le Lemme précédent devient :

Corollaire 2.5.2. Soit m ∈ C([0, T ];R) tel que m(t) ≥ 0 ∀t ∈ [0, T ] et soit a ≥ 0. Soit

également ψ : [0, T ]→ R une fonction telle que

1

2
ψ2(s) ≤ 1

2
a2 +

∫ s

0

m(t)ψ(t)dt ∀s ∈ [0, T ].

Alors,

|ψ(s)| ≤ a+

∫ s

0

m(t)dt ∀s ∈ [0, T ].
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Chapitre 3

Position du problème thermo-mécanique

et hypothèses

Problème P

Trouver un champ de déplacements u : Ω × [0, T ] −→ Rd, un champ de contraintes,

σ : Ω× [0, T ] −→ Sd, un champ d’adhésion β : Γ3 × [0, T ] −→ [0, 1] et un champ de tempé-

rature θ : Ω× [0, T ] −→ R tels que

σ = Aε(u̇) + Bε(u)−M(θ) dans Ω× [0, T ], (3.1)

Divσ + f0 = 0 dans Ω× [0, T ], (3.2)

θ̇ − div(K∇θ) = ψ(u̇, θ) + q dans Ω× [0, T ], (3.3)

u = 0 sur Γ1 × [0, T ], (3.4)

σν = f2 sur Γ2 × [0, T ], (3.5)

− kijθ,iνj = ke(θ − θR)− hτ (‖u̇τ‖) sur Γ3 × [0, T ], (3.6)

θ = 0 sur Γ1 ∪ Γ2 × [0, T ], (3.7)
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Problème P



uν = 0

‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ 6 µ | R(σν) |

‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ < µ | R(σν) |⇒ u̇τ = 0

‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ = µ | R(σν) |=⇒ ∃λ > 0

tel que : u̇τ = −λ(στ + γτβ
2Rτ (uτ ))

sur Γ3 × [0, T ], (3.8)

β̇ = −(γτβ‖Rτ (uτ ))‖2 − εa)+ sur Γ3 × [0, T ], (3.9)

u(0) = u0 dans Ω, (3.10)

θ(0) = θ0 dans Ω, (3.11)

β(0) = β0 sur Γ3. (3.12)

Dans ce qui suit, nous fournissons quelques commentaires sur les égalités et les condi-

tions aux limites. Le équation (3.1) représente la loi de comportement du matériau thermo-

viscoélastique. Ici, A et B sont des opérateurs non linaires décrivant les propriétés purement

visqueuses et élastiques du matériau, respectivementet M représente le tenseur de diata-

tion thermique. (3.2) est l’équation d’équilibre mécanique. Le condition (3.3) représente la

conservation de l’énergie avec ψ une fonction constituve non linéaire qui représente la cha-

leur produite par la travail des forces internes. (3.4) et (3.5) sont les conditions aux limites

de déplacement et de traction, l’équation (3.6) représente la condition au bord associée à

la température dérivée de la conditions de Fourier avec θR est la températeure de la fondi-

tion, ke représente l’échange de la températeure entre le corps déformable et la fondation,

hτ la fonction tangentille. Dans (3.7) la température est nulle sur Γ1 ∪ Γ2, (3.8) décrit le

contact bilatéral avec une loi de frottement non locale, l’équation (3.9) représente l’équation

différentielle ordinaire associée au champ d’adhésion, les conditions (3.10), (3.11) et (3.12)

représentent les conditions initiales.

Pour l’étude du problème thermo-mécanique (3.1)-(3.12) on considère les hypothèses

suivantes qui facilitent notre problème.
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Problème P

L’opérateur de viscosité A satisfait :

(a) A : Ω× Sd → Sd.

(b) Il existe une constante MA > 0 telle que :

‖A(x, ε1)−A(x, ε2)‖ 6MA‖ε1 − ε2‖, ∀ε1, ε2 ∈ Sd p.p. x ∈ Ω.

(c) Il existe une constante mA > 0 telle que :

(A(x, ε1)−A(x, ε2) ≥ mA‖ε1 − ε2‖2, ∀ε1, ε2 ∈ Sd p.p. x ∈ Ω.

(d) L’application x→ A(x, ε) est Lebesgue mesurable sur Ω ∀ε ∈ Sd.

(e) x→ A(x, 0) ∈ Q.

(3.13)

L’opérateur d’élasticité B satisfait :

(a) B : Ω× Sd → Sd.

(b) Il existe une constante MB > 0 telle que :

‖B(x, ε1)− B(x, ε2)‖ 6MB‖ε1 − ε2‖ ∀ε1, ε2 ∈ Sd p.p. x ∈ Ω.

(c)L’application x→ B(x, ε) est Lebesgue mesurable sur Ω ∀ε ∈ Sd.

(d) L’application x→ B(x, 0) ∈ Q.

(3.14)

Le tenseur thermiqueM satisfait les propriétés suivantes :

(a)M : Ω× R→ Sd.

(b) Il existe LM > 0 telle que :

‖M(x, θ1)−M(x, θ2)‖ ≤ LM|θ1 − θ2| pour tout θ1, θ2 ∈ R, p.p. x ∈ Ω.

(c) L’application x→M(x, θ) est Lebesgue mesurable sur Ω pour tout θ ∈ R.

(d) L’application x→M(x, 0) ∈ Q.
(3.15)
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Problème P

La fonction constitutive non linéaire ψ : Ω×Rd ×R→ R satisfait les propriétés suivantes :

(a)ψ : Ω× Rd × R→ R.

(b) Il existe Lψ > 0 telle que :

‖ψ(x, ξ1, θ1)− ψ(x, ξ2, θ2)‖ ≤ Lψ(‖ξ1 − ξ2‖+ |θ1 − θ2|) pour tout ξ1, ξ2 ∈ Rd

et pour tout θ1, θ2 ∈ R, p.p.x ∈ Ω;

(c) L’application x→ ψ(x, ξ, θ) est Lebesgue mesurable sur Ω pour tout ξ ∈ Rd, pour tout θ ∈ R;

(d) L’application x→ ψ(x, 0, 0) ∈ L2(Ω).

(3.16)

Nous supposons aussi que la fonction tangentielle hτ satisfait
(a)hτ : Γ3 × R+ → R+.

(b) Il existe Lτ > 0 telle que ‖hτ (x, r1)− hτ (x, r2)‖ ≤ Lτ |r1 − r2| ∀r1, r2 ∈ R+, p.p. x ∈ Γ3;

(c) L’application x→ hτ (x, r) ∈ L2(Γ3) est Lebesgue mesurable sur Γ3,∀r ∈ R+.

(3.17)

Par la suite, nous supposons aussi que les forces volumiques f0, les tractions surfaciques, f2

et la densité de la source de chaleur externe satisfont les régularités

f0 ∈ C([0, T ];H), f2 ∈ C([0, T ];L2(Γ2)d), q ∈ W 1,∞([0, T ];L2(Ω)). (3.18)

Les coefficients d’adhésion γτ et εa satisfont :

γτ , εa ∈ L∞(Γ3), γτ , εa > 0 p.p x ∈ Γ3. (3.19)

et le coefficient de frottement µ satisfait

µ ∈ L∞(Γ3), µ(x) ≥ 0 p.p. sur Γ3. (3.20)

La lipschitzialité de l’opérateur de troncature Rτ :

∀a, b ∈ Rd ‖Rτ (a)−Rτ (b)‖ ≤ ‖a− b‖. (3.21)

L’opérateur de régularisation R : H−
1
2 (Γ3)→ L2(Γ3) est contiunu et pour tout σ ∈ Q1 :

Il existe une constante CR > 0 telle que ‖R(σν)‖L2(Γ3) 6 CR‖σ‖Q1 . (3.22)

34



Problème P

Les données initiales satisfont les conditions suivantes :

u0 ∈ V, (3.23)

θ0 ∈ E, (3.24)

β0 ∈ L2(Γ3), 0 6 β0 6 1 p.p. sur Γ3. (3.25)

θR ∈ L2([0, T ];L2(Γ3)), (3.26)

ke ∈ L∞(Ω,R+). (3.27)

Pour certains CK > 0, pour tout (ξi) ∈ R :

K = (kij), kij = kji ∈ L∞(Ω), kijξiξj ≥ CKξiξj. (3.28)

Finalement, nous définissions les formes linéaire χ : [0, T ] → E
′
,R : E → E

′ et aussi

Θ : V × E → E
′ par :

〈χ, ω〉E′×E =

∫
Ω

q(t)ωdx+

∫
Γ3

keθR(t)ωda ∀ω ∈ E, (3.29)

〈Rτ, ω〉E′×E =
d∑

i,j=1

∫
Ω

kijτ,jω,idx+

∫
Ω

keτωdx ∀τ, ω ∈ E, (3.30)

〈Θ(v, ζ), ω〉E′×E =

∫
Ω

ψ(v, ζ)ωdx+

∫
Γ3

hτ (‖vτ‖V )ωda ∀v ∈ V ∀ζ, ω ∈ E. (3.31)

Nous finissons cette section avec une autre notation qui est nécessaire dans l’étude du

problème, ainsi dans la suite de cette mémoire. On sait que l’inclusion (E, ‖.‖E) dans

(L2(Ω), ‖.‖L2(Ω)) est continue et dense. et nous avons alors

〈ζ, ξ〉E′×E = (ζ, ξ)L2(Ω) ∀ζ ∈ L2(Ω), ∀ξ ∈ E. (3.32)

Le théorème de représentation de Riesz, nous permet de définir la fonction f : [0, T ]→ V

comme suit :

〈f(t), v〉V =

∫
Ω

f0(t).vdx+

∫
Γ2

f2(t).vda ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ]. (3.33)

Les conditions (3.18) impliquent

f ∈ C([0, T ];V ). (3.34)
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Problème P

Soient jad : L2(Γ3) × V × V → R, et jfr : Q1 × V → R les fonctionnelles d’adhésion et de

frottement, définies par

jad(β, u, v) =

∫
Γ3

γτβ
2Rτ (uτ ).vτda, (3.35)

jfr(σ, v) =

∫
Γ3

µ|R(σν)|‖vτ‖da. (3.36)

Nous présentons quelques inégalités comprenant les fonctionnelles jad et jfr, qui seront

utilisées dans les sections suivantes.

Ci-dessous dans cette section, β1 et β2 dénotent les éléments de L2(Γ3) tel que 0 ≤ β1, β2 ≤ 1

p.p. sur (Γ3), u1, u2, v1, v2, u et v représentent des éléments de V , σ, σ1, σ2 dénotent des

éléments de H1 et c est une constante positive générique qui peut dépendre de Ω, Γ1, Γ3, γτ

et L, dont sa valeur peut changer d’un endroit à l’autre. Pour la raison de simplicité, nous

supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions sur x ∈ Ω ∪ Γ3.

D’abord, nous remarquons que jad et jfr sont linéaires par rapport au dernier argument,

donc

jad(β, u,−v) = −jad(β, u, v), (3.37)

jfr(σ,−v) = −jfr(σ, v). (3.38)

En utilisant (2.16), (3.35) et les inégalités ‖Rτ (uτ )‖ ≤ L, |β1| ≤ 1, |β2| ≤ 1, nous déduisons

que

jad(β1, u1, u2 − u1) + jad(β2, u2, u1 − u2) =

∫
Γ3

[γτβ
2
1Rτ (u1).(u2 − u1)

+ γτβ
2
2Rτ (u2).(u1 − u2)]da

≤
∫

Γ3

(cτL|β2
1 − β2

2 ||u1 − u2|)da

=

∫
Γ3

(cτL|β1 − β2||β1 + β2||u1 − u2|)da

≤2cτL

∫
Γ3

(|β1 − β2||u1 − u2|)da

≤c
∫

Γ3

|β1 − β2||u1 − u2|da.

où cτ = sup{γτ} .

Donc

jad(β1, u1, u2 − u1) + jad(β2, u2, u1 − u2) ≤ c

∫
Γ3

|β1 − β2||u1 − u2|da.
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3.2 Formulation variationnelle de problème P

en combinant cette inégalité avec l’inégalité de Cauchy-Schwartz (2.19), on obtient (voir

[16])

jad(β1, u1, u2 − u1) + jad(β2, u2, u1 − u2) ≤ c‖β1 − β2‖L2(Γ3)‖u1 − u2‖V . (3.39)

Puis, nous choisissons β = β1 = β2 dans (3.39) pour trouver

jad(β, u1, u2 − u1) + jad(β, u2, u1 − u2) ≤ 0. (3.40)

Par des manipulations semblables basées sur les propriétés de opérateur Rτ , on montre que

|jad(β, u1, v)− jad(β, u2, v)| ≤ c‖u1 − u2‖V ‖v‖V . (3.41)

En prenant u1 = v et u2 = 0 dans (3.40) et nous employons les égalités Rτ (0) = 0 pour

obtenir

jad(β, v, v) ≥ 0. (3.42)

Maintenant, nous utilisons (3.36), nous déduisons que :

jfr(σ1, v2)− jfr(σ1, v1) + jfr(σ2, v1)− jfr(σ2, v2) ≤ CRdΩ‖µ‖L∞(Γ3)‖σ1 − σ2‖Q‖v1 − v2‖V .

(3.43)

Enfin, d’aprés la défintion de l’operateur R, il est claire que jfr est convexe.

3.1 Formulation variationnelle

En utilisant la formule de Green (2.5), on obtient

〈σ(t), ε(v− u̇(t))〉Q+(Divσ(t), v− u̇(t))H =

∫
Γ

σ(t)ν.(v− u̇(t)) da, ∀v ∈ H1, t ∈ [0, T ].

on trouve

〈σ(t), ε(v − u̇(t))〉Q + (Divσ(t), v − u̇(t))H =

∫
Γ1

σν.(v − u̇(t)) da+

∫
Γ2

σν.(v − u̇(t)) da

+

∫
Γ3

σν.(v − u̇(t)) da, ∀v ∈ V.
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3.2 Formulation variationnelle de problème P

En utilisant la définition (2.6) de l’espace V combinée avec les condition (3.2), (3.5) et (3.8),

on obtient

〈σ(t), ε(v − u̇(t))〉Q −
∫

Ω

f0.(v − u̇(t))dx =

∫
Γ2

f2.(v − u̇(t))da (3.44)

+

∫
Γ3

σν.(v − u̇(t))da, ∀v ∈ V.

En utilisant la décomposition du tenseur de Cauchy (1.2) :

σν(v − u̇) = σν(vν − u̇ν) + στ (vτ − u̇τ ).

d’apres (3.8) on obtient

σν(v − u̇) = στ (vτ − u̇τ ).

= (στ + γτβ2Rτ (uτ ))(vτ − u̇τ )− γτβ2Rτ (uτ )(vτ − u̇τ ). (3.45)

Gardant à l’esprit (3.33), on remplace (3.45) dans (3.44), on peut écrire l’inégalité (3.44)

comme suit :

〈σ(t), ε(v − u̇(t))〉Q =(f, v − u̇(t))V +

∫
Γ3

(στ + γτβ
2Rτ (uτ (t))).(vτ − u̇τ )da

−
∫

Γ3

γτβ
2Rτ (uτ (t)).(vτ − u̇τ )da.

Alors, de (3.35) et (3.36), on obtient

〈σ(t), ε(v − u̇(t))〉Q + jad(β(t), u(t), v − u̇(t)) (3.46)

−
∫

Γ3

(στ + γτβ
2Rτ (uτ (t))).(vτ − u̇τ )da = (f(t), v − u̇(t))V .

Par contre, en utilisant (3.8), on obtient∫
Γ3

(στ + γτβ
2Rτ (uτ (t))).u̇τda = −

∫
Γ3

‖στ + γτβ
2Rτ (uτ (t))‖‖u̇τ‖da

= −
∫

Γ3

µ‖R(σν)‖‖u̇τ‖da,

et encore, nous avons

−
∫

Γ3

(στ + γτβ
2Rτ (uτ (t))).vτda ≤

∫
Γ3

‖στ + γτβ
2Rτ (uτ (t))‖‖vτ‖da

≤
∫

Γ3

µ‖R(σν)‖‖vτ‖da,
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3.2 Formulation variationnelle de problème P

et on trouve∫
Γ3

µ‖R(σν)‖(‖vτ‖ − ‖u̇τ‖)da ≥ −
∫

Γ3

(στ + γτβ
2Rτ (uτ (t))).(vτ − u̇τ )da. (3.47)

Combinant maintenant (3.46) et (3.47), on trouve

〈σ(t), ε(v − u̇(t))〉Q + jad(β(t), u(t), v − u̇(t))

+ jfr(σ(t), v)− jfr(σ(t), u̇(t))

≥ (f(t), v − u̇(t))V ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ].

(3.48)

On multipie scalairement l’équation (3.3) par ω ∈ E (ω = 0 sur Γ1 ∪ Γ2), en appliquant la

formule de Green(2.8) on obtient∫
Ω

θ̇(t)wdx+ (K∇θ(t),∇ω)L2(Ω)d −
∫

Γ

K∇θ(t).νωda =

∫
Ω

(ψ(u̇(t), θ(t)) + q(t))ωdx. (3.49)

d’ou

(θ̇(t), ω)L2(Ω) +
d∑

i,j=1

∫
Ω

ki,jθ,jω,idx−
∫

Γ3

ki,jθ,iνjωda =

∫
Ω

(ψ(u̇(t), θ(t)) + q(t))ωdx. (3.50)

On remplace par (3.6) on trouve

(θ̇, ω)L2(Ω) +
d∑

i,j=1

∫
Ω

ki,jθ,jγ,idx+

∫
Γ3

ke(θ − θR)− hτ (‖u̇‖V )ωda

=

∫
Ω

ψ(u̇, θ(t))ωdx+

∫
Ω

q(t)ωdx.

(3.51)

Nous utilisons les définitions (3.29), (3.30) et (3.31) de R,Θ et χ(t) respectivement, avec

(3.32) on écrit

θ̇(t) +Rθ(t) = Θ(u̇(t), θ(t)) + χ(t) dans E
′
. (3.52)

Problème PV

Trouver un champ des déplacements u : [0, T ]→ V , un champ de contraintes σ : [0, T ]→

Q1 et un champ d’adhésion β : [0, T ]→ L2(Γ3), et la champ de températeure θ : [0, T ]→ R

tels que

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t))−M(θ(t)) (3.53)
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3.2 Formulation variationnelle de problème P

〈σ(t), ε(v)− ε(u̇(t))〉Q + jfr(σ(t), v)− jfr(σ(t), u̇(t))

+ jad(β(t), u(t), v − u̇(t)) ≥ (f(t), v − u̇(t))V ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ]
(3.54)

θ̇(t) +Rθ(t) = Θ(u̇(t), θ(t)) + χ(t) dans E
′
. (3.55)

β̇(t) = −(γτβ(t)‖Rτ (uτ (t))‖2 − εa)+ p.p. t ∈ [0, T ], (3.56)

u(0) = u0, (3.57)

β(0) = β0, (3.58)

θ(0) = θ0. (3.59)
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Chapitre 4

Existence et unicité de la solution

4.1 Résultat d’éxistence et d’unicité

Le résultat principal de cette section est le suivant

Théorème 4.1.1. Supposons que (3.13)-(3.28) sont vérifiées. Alors, il existe µ0 > 0 dépen-

dant uniquement de Ω,Γ1,Γ3 et R tel que, si ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0, alors le problème PV admet

une solution unique. De plus, la solution satisfait

u ∈ C1([0, T ];V ). (4.1)

β ∈ W 1,∞([0, T ];L2(Γ3)) ∩B. (4.2)

θ ∈ L2([0, T ];E) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) ∩W 1,2([0, T ];E
′
). (4.3)

Un quadruple de fonctions (u, σ, β, θ) qui vérifie (3.53)-(3.59) est appelée solution faible

du problème mécanique P . Nous concluons par le Théorème 4.1.1 que, sous les hypothèses

(3.13)-(3.28) le problème P possède une solution faible unique.

Pour préciser la régularité de la solution faible, nous notons que le relation constitutive

(3.1), les hypothèses (3.13)-(3.15) les régularité (4.1) et (4.3) implique que σ ∈ C([0, T ];Q).

En prenant w = v ± z ou z ∈ (C∞0 (Ω))d dans (3.54) et en utilisant les définitions des f, jad

et jfr nous obtenons

Divσ(t) + f0(t) = 0. (4.4)
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Existence et unicité de la solution

pour tout t ∈ [0, T ]. Il s’ensuit maintenant de (3.18) que Divσ ∈ C([0, T ];Q1) ce qui montre

que

σ ∈ C([0, T ];Q1). (4.5)

Nous concluons que la solution faible (u, σ, β, θ) du problème de contact avec adhésion et

frottement P possède régularité (4.1)-(4.3) et (4.5).

La démonstration du Théorème 4.1.1 sera effectuée en plusieurs étapes et elle est basée

sur les résultas abstraits donnés par le Théorème 2.3.4. A cet effet nous supposons dans la

suite que (3.13)-(3.28) sont satisfaites ; ci après, c est une constante générique positive qui

peut dépendre de Ω,Γ1,Γ3, L et R, dont la valeur peut changer d’un endroit à l’autre. Pour

raison de simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses

fonctions sur x ∈ Ω ∪ Γ.

Soit η ∈ C([0, T ];V ) et g ∈ C([0, T ];Q1) des fonctions données et soit

σηg(t) = Aε(u̇ηg(t)) + ε(η(t)). (4.6)

Dans la première étape, nous considérons le problème intermédiaire suivant :

Problèm Pηg

Trouver un champ de déplacement vηg : [0, T ]→ V , tel que

〈Aε(u̇ηg(t)), ε(v)− ε(u̇ηg(t))〉Q + jfr(g(t), v)− jfr(g(t), u̇ηg(t)) + (η(t), v − u̇ηg(t))V

≥ (f(t), v − u̇ηg(t))V ∀v ∈ V ∀t ∈ [0, T ].
(4.7)

uηg(0) = u(0). (4.8)

Dans l’étude du problème variationnel Pηg nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.1.1. Supposons que (3.13)-(3.15) sont vérifiées. Alors, le problème mathcalPηg

admet une solution unique, de plus la solution satisfait

uηg ∈ C1([0, T ];V ). (4.9)
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Démonstration En utilisant le théorème de représentation de Riesz on peut définir

l’opérateur A : V → V comme suit :

(Au(t), v)V = 〈Aε(u(t)), ε(v)〉Q ∀u, v ∈ V. (4.10)

Soient t ∈ [0, T ] et u1, u2 ∈ V . Nous utilisons (4.10) pour trouver

(Au1(t)− Au2(t), u1(t)− u2(t))V = 〈Aε(u1(t))−Aε(u2(t)), ε(u1(t))− ε(u2(t))〉Q.

Moyennant maintenant (3.13)(c)

(Au1(t)− Au2(t), u1(t)− u2(t))V ≥ mA‖u1(t)− u2(t)‖2
V . (4.11)

Soit v ∈ V en utilisant (4.10) nous avons

(Au1(t)− Au2(t), v)V = 〈Aε(u1(t))−Aε(u2(t)), ε(v)〉Q ∀v ∈ V. (4.12)

Combinons l’inégalité précédente avec (3.13)(b) et (2.19) pour trouver

(Au1(t)− Au2(t), v)V ≤MA‖u1(t)− u2(t)‖V ‖v‖V ∀v ∈ V. (4.13)

Mettons ensuite v = Av1(t)− Av2(t) dans l’inégalité précédente pour obtenir

‖Au1(t)− Au2(t)‖V ≤MA‖u1(t)− u2(t)‖V . (4.14)

Nous concluons de (4.11) et (4.14) que A est un opérateur fortement monotone et de Lip-

schitz. La fonctionnelle jfr(g(t), .) une fonctionnelle propre, convexe et semi-continue infé-

rieurement. Alors, en utilisant des arguments classiques sur les inéquations variationnelles

élliptiques (voir Théorème 2.3.4) nous déduisons qu’il existe une fonction unique vηg ∈ V

qui vérifie

〈Aε(vηg), ε(v)− ε(vηg)〉Q + jfr(g(t), v)− jfr(g(t), vηg(t))

≥ (f(t)− η(t), v − (vηg(t))V ∀v ∈ V, ∀t ∈ [0, T ].
(4.15)

Nous montrons maintenant que vηg ∈ C([0, T ];V ). En utilisant (4.15), (3.13)(c), (3.36)

et après quelque manipulation algébriques on peut montrer qu’il existe une constante c > 0

telle que

‖vηg(t1)− vηg(t2)‖V ≤ c(‖f(t1)− f(t2)‖V + ‖η(t1)− η(t2)‖V + ‖g(t1)− g(t2)‖Q1). (4.16)
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Compte tenu que f ∈ C([0, T ];V ), η ∈ C([0, T ];V ), g ∈ C([0, T ];Q1), nous concluons de

l’inégalité précédente que

vηg ∈ C([0, T ];V ). (4.17)

Soit maintenant uη : [0, T ]→ V la fonction définie par

uη(t) = uη(0) +

∫ t

0

vηg(s)ds, t ∈ [0, T ]. (4.18)

Il vient de (4.10), (4.15), (4.17) et (4.18) que uηg(t) est la solution unique du problème Pηg
qui satisfait

uηg ∈ C1([0, T ];V ).

Notons que le relation (4.6), l’hypothèse (3.13) et les régularités η ∈ C([0, T ];V ), vηg ∈

C([0, T ];V ) implique que σηg ∈ C([0, T ];Q1) et en prenant maintenant v = u̇ηg(t) ± z ou

z ∈ (C∞0 (Ω))d dans (4.7) et en utilisant (4.6) et les définitions des f, jad et jfr nous obtenons

Divσηg(t) + f0(t) = 0 (4.19)

pour tout t ∈ [0, T ]. Il vient maintenant de (3.18) que Divσηg(t) ∈ C([0, T ];Q) ce qui

montre que

σηg ∈ C([0, T ];Q1). (4.20)

Soit l’opérateur Λη : C([0, T ], Q1)→ C([0, T ], Q1) défini par

Ληg = σηg ∀g ∈ C([0, T ], Q1). (4.21)

Nous avons le résult suivant :

Lemme 4.1.2. Pour tout g ∈ C([0, T ];Q1), il existe µ0 dépendant uniquement de Γ1,Γ2,Γ3, L

et R telle que si ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0. La fonction Ληg : [0, T ] → Q1 appattient à C([0, T ];Q1),

et l’opérateur Λη possède un unique point fixe gη ∈ C([0, T ];Q1).

Démonstration. Soit g1 et g2 ∈ C([0, T ];Q1) et soit vηgi la solution du problème Pηgi
pour (i = 1, 2) et pour raison simplicité, nous écrivons vηgi = vi, σηgi = σi, (i = 1, 2). En

utilisant (4.19) nous avons Divσ1(t) = Divσ2(t) ce qui implique

‖Ληg1 − Ληg2‖Q1 = ‖σ1(t)− σ2(t)‖Q. (4.22)
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De plus, en utilisant (4.15), nous avons

〈Aε(v1(t))−Aε(v2(t)), ε(v1)− (v2)〉Q ≤ jfr(g1, v2)− jfr(g1, v1) + jfr(g2, v1)− jfr(g2, v2).

(4.23)

Combinons l’inégalité précédente avec l’inégalité (3.43) pour trouver

〈Aε(v1(t))−Aε(v2(t)), ε(v1)− ε(v2)〉Q ≤ CRdΩ‖µ‖L∞(Γ3)‖g1 − g2‖Q1‖v1 − v2‖V . (4.24)

En utilisant maintenant (3.13)(c) nous obtenons

mA‖ε(v1)− ε(v2)‖2
Q ≤ CRdΩ‖µ‖L∞(Γ3)‖g1 − g2‖Q1‖v1 − v2‖V . (4.25)

Maintenant, par (2.11) et (4.25) il vient que

mA‖v1 − v2‖V ≤ CRdΩ‖µ‖L∞(Γ3)‖g1 − g2‖Q1 . (4.26)

En utilisant maintenant (4.6), (3.13)(b) et (2.11) on obtient

‖σ1 − σ2‖Q ≤MA‖v1 − v2‖V . (4.27)

Combinons (4.22), (4.27) et (4.26) pour obtient

‖Ληg1 − Ληg2‖C([0,T ];Q1) ≤
MACRdΩ‖µ‖L∞(Γ3)

mA
‖g1 − g2‖Q1 , (4.28)

ce qui montre que Λη une est contraction sur C([0, T ];Q1) à condition que ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0,

où µ0 est donnée par

µ0 =
mA

MACRdΩ

. (4.29)

Alors nous concluons par l’utilisation du théorème du point fixe de Banach que si

‖µ‖L∞(Γ3) < µ0 l’opérateur Λη admet un point fixe unique gη tel que

Ληgη = gη. (4.30)

Il est claire que µ0 dépend seulement de Ω,Γ1,Γ3, L et R.

Dans l’étape suivante nous utilisons la solutions uηg obtenue dans Lemme 4.1.1.
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Problème Pβηg
Trouver un champ d’adhésion βηg : [0, T ]→ L∞(Γ3) tel que :

β̇ηg(t) = −(βηg(t)γτ‖Rτ (uηgτ )‖2 − εa)+ p.p. t ∈ [0, T ], (4.31)

βηg(0) = β0. (4.32)

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.1.3. Le problème Pβηg possède une solution unique qui satisfait la régularité

βηg ∈ W 1,∞([0, T ];L2(Γ3)) ∩B.

Démonstrasion

Soit k > 0 et considérons l’espace X défini comme :

X = {β ∈ C([0, T ];L2(Γ3)), sup
t∈[0,T ]

e−kt‖β(t)‖L2(Γ3) < +∞}.

est un espace de Banach avec la norme

‖β‖X = sup
t∈[0,T ]

e−kt‖β(t)‖L2(Γ3),

qui est équivalent à la norme standard ‖.‖C([0,T ];L2(Γ3)). Maintenant, nous considérons la

opérateur L : X → X donné par

Lβ(t) = β0 −
∫ t

0

(γτβ(s)‖Rτ (uητ (s))‖2 − εa)+da. (4.33)

On utilise (4.33) et ‖Rτ (uητ )‖ ≤ L, il s’ensuit qu’il existe une constante c > 0 telle que

‖Lβ1(t)− Lβ2(t)‖L2(Γ3) ≤ c

∫ t

0

‖β1(s)− β2(s)‖L2(Γ3)ds. (4.34)

Depuis ∫ t

0

‖β1(s)− β2(s)‖L2(Γ3)ds =

∫ t

0

eks(e−ks‖β1(s)− β2(s)‖L2(Γ3))ds

≤ ( sup
t∈[0,T ]

e−kt‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3))

∫ t

0

eksds

=
ekt − 1

k
‖β1 − β2‖X ,
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cette inégalité implique que

‖Lβ1 − Lβ2‖X ≤
c
′

k
‖β1 − β2‖X , (4.35)

tel que c′ =
c(ekt − 1)

k
.

L’inégalité (4.35) montre que pour k > c
′ , L est une contraction. Ensuite, on déduit par le

théorème du point fixe de Banach selon lequel L a un point fixe unique βηg, qui satisfait

(4.31) et (4.32).

Notons que la restriction 0 ≤ β ≤ 1 est incluse implicitement dans le problème variationnel

PV En effet, la condition (3.25) nous garantit que β(t) ≤ β0 et donc montre que β(t) ≤ 1

pour t ≥ 0, p.p. sur Γ3. D’un autre côté, si β(t0) = 0 à t = t0, alors il s’ensuit de (3.20) et

(3.25) que β̇(t) = 0 pour tout t ≥ t0 et donc, β(t) = 0 pour tout t ≥ t0, p.p. sur Γ3. Nous

concluons que 0 ≤ β(t) ≤ 1 pour tout t ∈ [0, T ] p.p. sur Γ3. Il résulte de la définition de

l’ensemble B, que βηg ∈ B, ce qui conclut la preuve du Lemme 4.1.3.

Dans la troisième étape, soit λ ∈ C([0, T ];E
′
) et nous considérons le problème de valeur

initial suivant :

Problème Pθλ
Trouver un champ de température θλ : [0, T ]→ E tel que

θ̇(t) +Rθλ(t) = λ(t) + χ(t) p.p. t ∈ [0, T ], (4.36)

θλ(0) = θ0. (4.37)

Lemme 4.1.4. Il existe une solution unique θλ du problème Pθλ qui satisfait la régularité.

Démonstration. Le résultat découle de l’évolution d’équation classique du premier

ordre donné. Nous allons le Théorème 2.3.2. Ici, le triple de Gelfand est donné par

E ⊂ L2(Ω) = (L2(Ω))′ ⊂ E
′
. (4.38)

L’opérateur R est linéaire et coercitive. Par l’inégalité de Korn, nous avons

〈Rτ, τ〉E×E′ ≥ C‖τ‖2
E. (4.39)
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Moyennant (3.30) et pour tout τ, ω ∈ E on a

〈Rτ, ω〉E′×E ≤
d∑

i,j=1

‖ki,j‖L∞(Γ3)‖τ,i‖L2(Ω)‖ω,i‖L2(Ω) + ‖ke‖L∞(Γ3‖ω‖L2(Ω). (4.40)

En utilisant (2.2)on trouve

〈Rτ, ω〉E′×E ≤ C‖τ‖E‖ω‖E. (4.41)

D’un autre coté, d’après la définition de χ on déduit que

χλ = λ+ χ ∈ L2([0, T ];E
′
). (4.42)

Les inégalités (4.39), (4.41) et la régularité (4.42), θ0 ∈ L2(Ω) implique que toutes les

condutions du Théorème 2.3.2 sont vérifiées, donc nous concluons qu’il existe une unique

fonction θλ et qui satisfaite

θλ ∈ L2([0, T ];E) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), θ̇λ ∈ L2([0, T ];E
′
), (4.43)

θ̇λ(t) +Rθλ(t) = χλ(t) p.p. t ∈ [0, T ], (4.44)

θλ(0) = θ0. (4.45)

Dans la suite nous supposons que ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0. Pour tout η ∈ C([0, T ];V ) dénotons par

gη le point fixe de l’opérateur Λη définé dans (4.21), par uη la solution de problème Pηg
donnée par Lemme 4.1.1, par βηg la solution du problème Pβηg fournie par Lemme 4.1.3 et

par θλ la solution de problème Pθλ donnèe par Lemme 4.1.4. En utilisant le théorème de

représentation de Riesz. on peut définir l’opérateur Λ : C([0, T ];V ×E ′)→ C([0, T ];V ×E ′)

comme suit :

Λ(η(t), λ(t)) = (Λ0(η(t), λ(t)),Λ1(η(t), λ(t))) (4.46)

Où v ∈ V , t ∈ [0, T ] avec les operateurs Λ0 et Λ1 est donné par

(Λ0(η(t), λ(t), v)V = 〈Bε(uη(t))−M(θλ(t)), ε(v)〉Q + jad(βη(t), uη(t)ε(v)). (4.47)

Λ1(η(t), λ(t)) = Θ(u̇η(t), θλ(t)). (4.48)

Lemme 4.1.5. Pour tout (η, λ) ∈ C([0, T ];V ×E ′) l’operateur Λ : [0, T ]→ V est continue.

De plus, il existe un unique élément (η∗, λ∗) ∈ C([0, T ];V × E ′).
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Démonstration. Soient (η1, λ1) et (η2, λ2) ∈ C([0, T ];V × E
′
) : Au début, on utilise

les hypothèses (3.14), (3.15) et (3.41) et après quelque manipulation algébriques impliquant

la lipschitzialité de l’opérateur de traction R la relation (3.21) et l’inégalité 0 ≤ β ≤ 1 on

obtient

‖Λ0(η1(t), λ1(t))− Λ0(η2(t), λ2(t))‖V

≤ C(‖uη1(t)− uη2(t)‖V + ‖βη1(t)− βη2(t)‖L2(Γ3) + ‖θλ1(t)− θλ2(t)‖L2(Ω)).
(4.49)

Soit maintenant η1, η2 ∈ C([0, T ];V ), et soit ui = uηi, u̇i = u̇ηi, σi = gηi, βi = βηi et

θi = θλi pour (i = 1.2). D’une part, nous intégrons (3.9) avec la condition initiale (3.12),

pour obtenir : ∃c > 0 tel que

‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3) ≤
∫ t

0

(β1(s)− ‖Rτ (u1τ (s))‖2 − β2(s)‖Rτ (u2τ (s))‖2)L2(Γ3)ds.

En utilisant les propriétés des opérateurs de troncation Rτ et écrivant β1 = β1 − β2 + β2,

nous arrivons à :

‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3) ≤ c

∫ t

0

‖β1(s)− β2(s)‖L2(Γ3)ds+ cdΩ

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖V ds.

Moyennant une version des lemmes de Gronwall, il s’énsuit que :

‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3) ≤ c

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖L2(Γ3)ds.

Combinons cette dernière inégalité avec (2.14), pour obtenir :

‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3) ≤ c

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖V ds. (4.50)

Ensuite, par (4.49) et (4.50) nous avons

‖Λ0(η1(t), λ1(t))− Λ0(η2(t), λ2(t))‖V

≤ C(‖u1(t)− u2(t)‖V +

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖V ds+ ‖θ1(t)− θ2(t)‖L2(Ω)).
(4.51)

De plus, puisque u1 et u2 ont la même condition initial, il s’ensuit que

‖u1(t)− u2(t)‖V ≤
∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖V ds ∀t ∈ [0, T ]. (4.52)

Combinons l’inégalité (4.52) avec (4.51) pour obtenir

‖Λ0(η1(t), λ1(t))−Λ0(η2(t), λ2(t))‖V ≤ C(

∫ t

0

‖u̇1(s)−u̇2(s)‖V ′ds+‖θ1(t)−θ2(t)‖L2(Ω)) ∀t ∈ [0, T ].

(4.53)
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En utilisant l’inégalité (4.7) pour η = η1, v = u̇2, σ1 = gη1 et η = η2, v = u̇1, σ2 = gη1

〈Aε(u̇1)−Aε(u̇2), ε(u̇2)− ε(u̇1)〉Q + (η1 − η2, u̇1 − u̇2)V (4.54)

jfr(σ1, u̇2)− jfr(σ1, u̇1) + jfr(σ2, u̇1)− jfr(σ2, u̇2) ≥ 0. (4.55)

Combinons cette dernière inégalité avec (3.13)(c) et (3.43), nous trouvons

mA‖u̇1 − u̇2‖V ≤ ‖η1 − η2‖V + CRdΩ‖µ‖L∞(Γ3)‖σ2 − σ1‖Q. (4.56)

De plus, puisque Divσ1(t) = Divσ2(t) (voir(1.17)), en utilisant encore une fois (4.7),

(3.13)(b) et (2.14)

‖σ2 − σ1‖Q = ‖σ2 − σ1‖Q1 ≤MA‖u̇1 − u̇2‖V + ‖η1 − η2‖V . (4.57)

Pour conclure, à partir de (4.56) et (4.57) il vient que

(mA−MACRdΩ‖µ‖L∞(Γ3))‖u̇1−u̇2‖V ≤ (1+CRdΩ‖µ‖L∞(Γ3))‖η1−η2‖V ∀t ∈ [0, T ]. (4.58)

Et puisque ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0, de (4.58) et (4.29) nous déduisons que

‖u̇1 − u̇2‖V ≤
1 + CRdΩ‖µ‖L∞(Γ3)

mA −MACRdΩ‖µ‖L∞(Γ3)

‖η1 − η2‖V ∀t ∈ [0, T ]. (4.59)

Donc ∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖V ds ≤ C

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖V ds ∀t ∈ [0, T ]. (4.60)

De plus, si on prend la substitution λ = λ1, λ = λ2 dans (4.36) est on choisit v = θ1 − θ2 la

fonction de test

〈θ̇1(t)− θ̇2(t), θ1(t)− θ2(t)〉E′×E + 〈Rθ1(t)−Rθ2(t), θ1(t)− θ2(t)〉E′×E

= 〈λ1(t)− λ2(t), θ1(t)− θ2(t)〉E′×E p.p t ∈ [0, T ].

On intègre l’inégalité précédente, en utilisant(3.32) les conditions initial θλ1 = θλ2 = θ0 et

comme R est linéaire et coercive, nous obtenons

1

2
‖θ1(t)− θ2(t)‖2

L2(Ω) + C

∫ t

0

‖θ1(s)− θ2(s)‖2
Eds

≤
∫ t

0

〈λ1(s)− λ2(s), θ1(s)− θ2(s)〉E′×Eds.
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Employant les inégalité de Hölder et Young,on en déduit que

1

2
‖θ1(t)− θ2(t)‖2

L2(Ω) + C

∫ t

0

‖θ1(s)− θ2(s)‖2
Eds

≤ 1

2

∫ t

0

(‖λ1(s)− λ2(s)‖2
E′

+ ‖θ1(s)− θ2(s)‖2
E)ds.

Moyennant une version des lemmes de Gronwall (Corollaire 2.5.1), il s’insuit que

‖θ1(t)− θ2(t)‖2
L2(Ω) +

∫ t

0

‖θ1(s)− θ2(s)‖2
Eds ≤ C

∫ t

0

‖λ1(s)− λ2(s)‖2
E′
ds. (4.61)

De (4.53), (4.60) et (4.61) on à

‖Λ0(η1(t), λ1(t))− Λ0(η2(t), λ2(t))‖2
V

≤ C

∫ t

0

(‖η1(s)− η2(s)‖2
V + ‖λ1(s)− λ2(s)‖2

E′
)ds ∀t ∈ [0, T ].

(4.62)

D’aprés la difinition (3.31) de Θ et les hypothèses (3.16) et (3.17) on obtient

‖Λ1(η1(t), λ1(t))− Λ1(η2(t), λ2(t))‖2
E′

= ‖Θ(u̇1(t), θ1(t))−Θ(u̇2(t), θ2(t))‖2
E′

≤ C(‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2
V + ‖θ1(t)− θ2(t)‖2

E′
)

p.p t ∈ [0, T ]. (4.63)

Cela nous permet de déduire, via (4.60) et (4.61) que

‖Λ1(η1(t), λ1(t))− Λ1(η2(t), λ2(t))‖2
E′

≤ C(‖η1(t)− η2(t)‖2
V + ‖λ1(t)− λ2(t)‖2

E′
).

(4.64)

De (4.62) et (4.64), nous conclusion qu’il existe une constante positive C > 0 vérifier

‖Λ(η1, λ1)− Λ(η2, λ2)‖2
C([0,T ];V×E′ ) ≤ C‖η1 − η2, λ1 − λ2‖2

C([0,T ];V×E′ ). (4.65)

En réitérant l’intégalité (4.65) n fois on obtient

‖Λn(η1, λ1)− Λn(η2, λ2)‖2
C([0,T ];V×E′ ) ≤

Cn

n!
‖η1 − η2, λ1 − λ2‖2

C([0,T ];V×E′ ). (4.66)

on sais que (C
n

n!
) converge vers 0, ainsi pour n assez grande Cn

n!
< 1. C’ést -à-dire que

l’opérateur Λn est une contraction dans C([0, T ];V × E ′).

Donc, du théorème du point fixe de Banach Λ admet unique point fixe (η∗, λ∗) ∈ C([0, T ];V×

E
′
).

51



Existence et unicité de la solution

Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théorème 4.1.1

Démonstration du Théorème 4.1.1

Soit (η∗, λ∗) ∈ C([0, T ];V × E
′
) et gη∗ ∈ C([0, T ];V ) les points fixe de opérateurs Λ,Λη

respectivement. Soient (u, β, θ) les solutions définées dans les lemmes 4.1.1, 4.1.3 et 4.1.4

respectivement pour η = η∗, c’est-à-dire

(a)u = uη∗ = uη∗gη∗ , (b)β = βη∗ = βη∗gη∗ (c)θ = θλ∗ . (4.67)

Donc, en choisissant η = η∗, g = gη∗ dans (4.7), on obtient〈Aε(u̇(t)), ε(v)− ε(u̇(t))〉Q + (η∗(t), v − u̇(t))V + jfr(gη∗(t), v)

−jfr(gη∗(t), u̇(t)) ≥ (f(t), v − u̇(t))V , ∀v ∈ V, ∀t ∈ [0, T ]
(4.68)

Les égalités Λ0(η∗, λ∗) = η∗, Λ1(η∗, λ∗) = λ∗ combinés avec (4.67) montrent que

〈η∗(t), v〉V = (Bε(u(t))−M(θ(t)), ε(v))Q + jad(β(t), u(t), ε(v)). (4.69)

λ∗(t) = Θ(u̇η∗ , θλ∗) (4.70)

Maintenant, nous substituons (4.69) dans (4.68), et l’utilisation (3.53) de voir que (3.55) est

satisfaite. Nous écrivons (4.36) pour λ = λ∗ avec l’utilisation (4.67)(c) et (4.70) de constater

que (3.55) satisfait. Suivant (3.57)-(3.59) et la régularité (4.1), (4.2) et (4.3) proviennent des

Lemmes 4.1.1, 4.1.3 et 4.1.4 respectivement.

Unicité : L’unicité de la solution est une conséquences de l’unicité des points fixes des

opérateur Λ et Λη et de l’unique solvabilité des problèmes Pηg, Pβηg et Pθλ .
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Conclusion générale

Dans ce travail nous nous sommes intéressés à l’étude un problème de contact entre

un corps déformable et une fondation. Le contact est bilatéral et modélisé avec une loi de

frottement non locale, dans laquelle l’adhésion est prise en compte. L’évolution du champ

de liaison est décrite par une équation différentielle du premier ordre. Le comportement des

matériaux est modélisé avec une loi de comportement thermo-viscoélastique non linéaire.

Une formulation variationnelle du problème thermo-mécanique est dérivée, et l’existence

et l’unicité de la solution faible peuvent être prouvées si le coefficient de frottement est

suffisamment petit.

La preuve est basée sur les arguments des inégalités variationnelles dépendantes du

temps, des équations différentielles et du théorème de Banach à point fixe.

Enfin, ce problème peut être approche numériquement en utilisant les méthodes itératives

des éléments finis et des différences finies.
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Résumé
Notre travail représente une contribution à l’analyse d’un problème de con-

tact en tenant compte de l’effet thermique du matériau. Sous l’hypothèse de pe-
tite transformation nous étudions un processus quasistatique, pour de matériau
thermo-viscoélastique. Le contact est bilatéral avec frottement et adhésion.
Notre étude de phénomène de contact comprend les étapes suivantes : la modéli-
sation mathématique puis l’analyse variationnelle incluant de résultat d’existence
et d’unicité de la solution faible du problème.

Mots clés:thermo-viscoélastique, adhésion, inéquation d’évolution, inéqua-
tion quasi variationnelle, solution faible, point fixe.

Abstract
Our work represents a contribution to the analysis of a contact problem taking

into account the thermal effect of the material. Under the small transformation
hypothesis, we study a quasistatic process, for thermo-viscoelastic material. Con-
tact is bilateral with friction and adhesion. Our study of contact phenomenon
includes the following steps: mathematical modeling, then variational analysis
including of existence result and uniqueness of the weak solution of the problem.

Key words:thermo-viscoelastic, adhesion, evolution inequality, quasi-variational
inequality, weak solution, fixed point.

الملخص
الصغيرة التحول فرضية تحت للمادة. الحراري التأثير مراعاة مع الاتصال مسألة تحليل في مساهمة عملنا يمثل
دراستنا تشمل والالتصاق. الاحتكاك مع ثنائي الاتصال اللزجة. ية الحرار للمواد استاتيكية شبه عملية ندرس
الحل وتفرد الوجود نتيجة ذلك في بما التبايني التحليل ثم ياضية الر النمذجة التالية: المراحل الاتصال لظاهرة

للمشكلة. الضعيف
، الضعيف الحل ، ية التغير شبه المتباينة ، ية التطور المتباينة ، الالتصاق ، ية الحرار اللزوجة مفتاحية: كلمات

الثابتة. النقطة


