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Notations Principales

Si Q est un domaine de R¥(d = 1,2, 3), on note par.

I’adhérence de 2

la frontiere de €2, supposée souvent réguliére.

une partie de la frontiére I' .

la mesure de Lebesgue (d-1) dimensionnelle de I'y.

la normale unitaire sortante a I'.

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v définies sur Q.
les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel o définies sur €.
I'espace des fonctions réelles continfiment différentiables sur €.

Iespace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a

support compact contenu dans ).

I’espace des distributions sur €2.

l'espace L2(Q)%.

'espace L2(€Q)%*4,

l'espace H'(Q).

I'espace {0 € Q tel que dive = (04;;) € H}.

I’espace de Sobolev d’ordre % sur I'.

Pespace Hz ().

Pespace dual de Hz (T).

Pespace dual de Hp = H~2 (D)%

I’application trace pour les fonctions vectorielles.
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Notations Principales

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

Hd

ded

(- )u

<'> ->H’><H

I
Hl

V'espace {x = x;/z; € H}.

V'espace {z = x;;/x;j = v € H}.

le produit scalaire de H.

le produit de dualité entre H' et H.
La norme de H.

I’espace dual de H.

Si de plus [0, 7] est un intervalle de temps, k € N et 1 < p < 400, on note par :

C(0,T; H)
CY(0,T; H)
L»(0,T; H)

1|2 (0,7; 1)
WHhP(0,T; H)

-l 0,75

I'espace des fonctions continues sur [0, 7] dans H.

I'espace des fonctions contintiment dérivables sur [0,7] dans H.
I'espace des fonctions mesurables sur [0,7"] dans H.

telles que fOT lu(t) |5 dt < 400 avec les modifications usuelles

si p = +o00.

la norme de LP(0,7; H).

I’espace de Sobolev de paramétres k et p.

la norme de W*?(0,T; H).

Pour une fonction u ; on note par

Vu

w, U
o, u;
Divu
e(u)

Sd

I

AP

p-p.

le gradient de wu.

les dérivées premiere et seconde de u par rapport au temps.
la dérivées partielle de u fonction .

la divergence de wu.

la partie symétrique du gradient de u = %(Vu + V7).
I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R
le tenseur identité du second ordre sur R

puissance p de 'opérateur A.

des constantes génériques strictement positives.

presque partout.
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Introduction générale

Les problémes de contact impliquant des corps déformables sont assez fréquents dans
I'industrie ainsi que dans la vie quotidienne et jouent un roéle important dans les systémes
structurels et mécaniques. En raison de I'importance de ce processus, un effort considérable
a été fait dans sa modélisation et son simulations. Une premiére étude des problémes de
contact avec frottement dans un cadre d’inégalités variationnelles a été réalisée en [9]. Les
¢tats mathématiques, mécaniques et numeériques de 'art se trouvent dans |[18]. Le probléme
de contact bilatéral avec une loi de frottement non local pour les matériaux viscoélastiques a
été étudié dans [1]. Le but de cette mémoire est d’étendre I’étude de ce modéle avec un effet
thermique, et de plus, 'adhésion du surface de contact est prise en compte. Des modéles
pour un processus dynamique ou quasi-statique d’un contact adhésif sans frottement entre
un corps déformable et une fondation ont été étudiés dans [6, 17]|. Des problémes de contact
avec frottement pour les matériaux thermo-viscoélastiques ou thermo-visco-élastoplastiques
ont été étudiés dans [2, 8, 13, 21] et récemment dans [4, 5|. Dans [7], un probléme de contact
quasi-statique unilatéral avec frottement et adhésion a été étudié, et un résultat d’existence
pour un coefficient de frottement suffisamment petit a été établi. Comme dans [10] et [11],
nous utilisons le champ d’adhésion S comme variable d’état supplémentaire, définie sur la
surface de contact de la frontiére. La variable est limitée aux valeurs 0 < g < 1. Lorsque
£ = 0, tous les liens sont inactifs et il n’y a pas d’adhésion ; lorsque 8 = 1, ’adhésion est com-
pléte et tous les liens sont actives; lorsque 0 < 8 < 1, c’est le cas d’'une adhésion partielle.
Nous renvoyons les lecteurs a la bibliographie compléte sur le sujet dans [16, 17, 18, 19, 20].
Cette mémoire se compose de quatre chapitres : Dans le premier chapitre, on commence

par définir le cadre physique, les lois de comportement des matériaux termo-viscoélastiques,



Introduction générale

les lois de contact avec ou sans frottement, les conditions aux limites et nous présentons
le probléme de contact avec adhésion en termo-viscoélasticité . Dans le deuxiéme chapitre,
nous passons en revue quelques résultats concernants les espaces fonctionnels, les espaces
liés aux opérateurs de déformation et de divergence, les espaces des fonctions a valeurs, vec-
torielles les équations, les éléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert. Nous
rappelons sur quelques théorémes qui seront d’une grande utilité pour les démonstrations et
le Lemme de Gronwall. Quant au troisiéme chapitre, nous avons abordé a la formulation du
brobléme de contact avec frottement et adhésion entre un corps termo-viscoélasticite et un
fondation, Nous avons également présenté les hypothéses fondamentales pour le probléme
a étudier.Enfin, nous conclusion le chapitre a I’étude de la formulation variationnelle. Le
dernier chapitre est consacré de démontrons 'existence et d’unicité d’une solution faible en

utilisant des techniques des inéquations variationnelles elliptiques et du point fixe.



Chapitre 1

Modélisation

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique des milieux continus ou nous allons
introduire le cadre physique utilisé dans cette mémoire, il est déstiné a rappeler ’équation
de mouvement de Cauchy, & décrire les lois de comportement thermo-viscoélastique. Par
ailleurs, nous précisons dans ce chapitre les conditions aux limites de contact avec frottement

et adhésion.

1.1 Cadre physique

Dons cette section, nous allons introduire le carde physique dans ce mémoire et la for-
mulation mathématique appropriée & 1’étude de probléme de contact avec frottement et
adhésion entre un corps thermo-viscoélastique et une fondation.

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné  C R?(d = 2,3) avec une surface
frontiére réguliere 02 = I', partitionnée en trois parties mesurables I'y, 'y et I's, telles que
mes(I'y) > 0. Nous notons par v la normale unitaire sortante a I'. Le corps est encastré sur
I'y dans une structure fixe.

Sur I'y agissent des tractions surfaciques de densité fo et dans €) agissent des forces volu-
miques de densité fy et d'une source de chaleur donnée par la fonction q. Nous supposons
que fo varient trés lentement par rapport au temps et par conséquent le processus est qua-
sistatique. Soit 7" > 0 et soit [0, 7] I'intervalle de temps en question. Le corps est en contact

avec frottement et adhésion avec un obstacle sur la partie I's. Nous prenons en considération



1.1 Cadre physique

les propriétés mécaniques du corps. Notre objectif sera d’étudier I’évolution de ces propriétés
dans le temps, sous '’hypothése des petites transformations.

Nous notons par S%(d = 2,3) l'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R?
(d =2,3),”.et ||.|| représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne

sur R? et S? tels que :
wo =uw;, vl = (vo)? Yu,ueRY 1<, <d,

or=oymy 7l = () Vores!, 1<ij<d

Nous désignons par u,, u, les composantes normale et tangentielle d'un vecteur u a la
frontiére tels que

U, = u.v, Uy = U — Uy (1.1)

Nous notons par ¢ = o(x,t) le champ des contraintes, par v = wu(z,t) le champ des
déplacements et par £(u) le champ des déformations infinitésimales tels que z € Q et 3 =
f(x,t) le champ d’adhésion telle que = € I's, pour tous ¢ € [0, 7.

Pour le champ des contraintes ¢ nous notons par o, et o, les composantes normale et
tangentielle du tenseur des contraintes de Cauchy ov

Les relations (1.1)nous permettent d’écrire la relation suivante :
(ov).v = 0,0, + 0705, (1.2)

qu’on va l'utiliser pour la démostration de formulation variationnelle de probléme mécanique
de contact. Les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport au

temps et la virgule représente la dérivée par rapport a la variale spatiale, c’est a dire

U= — U= —- U7 = —.
dt’ dt?’ 7 On

ou © désigne le champ des vitesses et u désigne le champ des accélérations.Pour le champ
de vitesses 1 les notations 1w, et 1w, représentent respectivement les vitesses normale et

tangentille a la frontiére, c’est-a-dire

U, = U.V, Uy = U — Uy V.



1.2 Modéle mathématique

La relation entre le champ des déplacements u et le champ des déformations € dans

I’hypothése des petites transformations est donnée par

1 . ..
e(u) = (45(u)), eij(u) = Q(uz‘,j + ), Dive = (045;), 1<i,57<d.  (L.3)

Notons qu’ici et tout au long de la mémoire, un indice qui suit une virgule indique une
dérivation partielle par rapport a la composante correspondante a la variable spatiale.
Passons maintenant a la description des modéles mathématiques associées aux cadres phy-

siques ci-dessus.

1.2 Modéle mathématique

Nous commencons avec le modéle mathématique qui décrit I’évolution du corps dans
le cadre physique. Les fonctions inconnues du probléme sont le champ des déplacements
u:Qx[0,7] — R% le champ des contraintes o : Q x [0,7] — S? et le champ d’adhésion
p:T3x[0;T] — R, le champ de températeure 0 : Q x [0,7] — R.

On sait qu’en général, I’évolution d’un corps matériel est décrite par ’équation de mouve-
ment de Cauchy
Dive + fo = pii dans Q x [0, 7. (1.4)

Ou p : Q@ — R, désigne la densité de masse. Le processus d’évolution défini par (1.4)
s’appellent processus dynamiques. Dans certaines situations, cette équation peut encore se
simplifier. Par exemple, le ce cas, nous introduisons dans ce memoire ou le champ des vitesses
@ varie trés lentement par rapport au temps, le terme pii peut étre négligé et I’équation (1.4)
devient

Dive + fo =0 dans Q x [0,T]. (1.5)
L’équation (1.5) s’appelle I’équation d’équilibre. Le processus d’évolution défini par (1.4)

s’appelle processus quasistatique. Nous rappelons que dans le cadre physique f, et fy varient

trés lentement par rapport au temps. Par conséquent, nous supposons que les accélérations
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dans le systéme sont négligeables. Nous nous placons donc dans le cas quasistatique et nous
utilisons 1’équation (1.5).

Puisque le corps est encastré sur I'y, le champ des déplacements s’annule
u=>0 sur I'y x [0,77. (1.6)
La condition aux limites en tractions est
ov = fy sur Iy x [0,77]. (1.7)

Nous allons compléter ultérieurement le modéle mathématique (1.4)—(1.7) par les conditions
de contact sur la partie I's de la frontiére.

Du point de vue mathématique I’équation (1.4) ne suffit pas & modéliser le probléme d’équi-
libre précédent car, par exemple, les d’ui du champ des déplacement ne figurent pas dans
cette équation. Par remarquons que 1'équation (1.4) exprime une loi univeselle valable pour
tout les solides. Donc, soumis a des conditions identique les divers milieux continus auraient
des comportements indentique. Ceci est naturallement absurde. Par conséquent, il faut lui
ajouter d’autre relations qui caractérise le comportement de chaque type de solide. C’est

I'objet des lois de compertement que nous décrirons dans la section suivante.

1.3 Lois de comportement

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur
des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser
pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidi-
mensionnels constituent le point de départ dans I’établissement des lois de comportement.
Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides : essais de chargement monotone,
essais de charged écharge, essais de fluage et essais de relaxation.

Dans la description des phénomeénes purement mécanique, par loi de comportement (ou loi
constitutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes o,

le tenseur des déformations infinitésimales € et leurs dérivées temporelles o et €.
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Lois de comportement viscoélastique

le corps suit une loi de compotement de Kelvin-Voigt de la forme
o= As(u) + Be(u) . (1.8)

ou A et B sont des fonction constitutives non linéaire, tel que A représente 'opérateur de
viscosité et B est 'opérateur d’élasticité.

Pour un corps élastique, la loi se réduit a
o= A(e(u)) (1.9)
On rappelle qu’en visoélasticité linéaire, le tenseur de contrainte o = (0;;) est donné par

0ij = Qijucr () + gijucw(u) (1.10)

ou A = a;ji est le tenseur de viscosité et G = g;;i est le tenseur de viscosité d’élasticité,
pour 7,7, k, 1l =1,....d.
Dans le cas viscoélastique avec mémore long, le corps suit une loi de comportement de

Kelvin-Voigt de la forme
t
o= Ae(u) + Ge(u) + / B(t — s)e(u(s))ds, (1.11)
0

ou A et G sont des fonctions constitutives non linéaires. Ici B est le tenseur de relaxation
d’ordre quatre qui définit le comportement du matérieau avec mémore long

lorsque B 2 0 on retrouve la visoélasticité de la mémoire courte
o = Ae(u) + Ge(u) (1.12)

Lois de comportement thermo-viscoélastique

Nous citons également parmi les lois thermo-viscoélastiques, une autre loi de comporte-

ment qui est méme une généralisation de la loi (1.8), et écrit sous la forme

o(t) = As(a(t)) + Be(u(t)) — M(0(t)) € [0,T). (1.13)



1.4 Conditions aux limites

ol M est un opérateur de dilatation thermique. L’évolution de champ de températeur 6 est
régie par ’équation de la chaleur, obtenue a partir de la conservation de ’énergie, et définie

par ’équation différentielle suivante :
0 — div(KV8) = ¥(1,6) + q. (1.14)

ou q(x,t) est la quantité de chaleur dans la volume €2 durant 'intervalle de temps ou K =
(kij) représente le tenseur de conductivité thermique avec div(KV0) = (k;;0,), et ¢ est
une fonction constitutive non linéaire qui représente la densité du volume de la source

températeure.

1.4 Conditions aux limites

Nous nous placons dans le cadre physique et nous présentons en détails les conditions
aux limites sur chacune des trois parties I';, Iy, et I's, avec une discription de ’aspect

mathématique et micanique de ces conditions .

1.4.1 La condition aux limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie I'y, le champ des déplacements
u est par conséquent nul

u=0 sur Iy x][0,T]. (1.15)

1.4.2 La condition aux limites de traction.

Une traction surfacique de densité f, agit sur I'y et par conséquent le vecteur des

contraintes de Cauchy ov satisfait a :

ov = fy sur T’y x [0,T7]. (1.16)

1.4.3 La condition aux limites de contact bilatérale

Quand le contact entre le corps et la base est maintenue en tout temps on dit que c’est

un contact bilatéral. C’est généralement le cas dans de nombreuses machines et entre les
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piéces et composants d’équipement ou de machines mobiles. Comme il n’y a pas d’écart

entre le corps et la base nous avons
u, =0, sur ' x [0, 7. (1.17)

La condition de contact bilatéral (1.17) a été utilisé dans un certain nombre de document,
pour plus de détails voir par exemple [12, 15]. On note ici que dans le le troisiéme chapitre

de cette mémoire nous placons dans ce type de contact.

1.4.4 La condition de contact avec compliance normale

Dans ce cas, la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue

a priori. La contrainte normale o, satisfait la condition dite de compliance normale

— 0y, =pu(w — g). (1.18)

ol u, est le déplacement normal, g représente 'interstice entre le corps et la fondation et
p, est une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale.

La rolation (1.18) est dite condition de compliance normale et singifie que la fondation
exerce une pression suivant la normale sur le corps en fonction de sa pénétration u, —g. Des

conditions de contact avec compliance normale ont été utilisées par exemple dans |11, 10, 14].

Remarque 1.4.1. Dans le cas ot l'interstice entre le corps et la fondation est nul on prend
g=20.

Pour la fonction de contrainte normale p, on prend comme exemple la fonction suivante

P, (1) =c,ry (1.19)
ol ¢, est une constante positive et ry = max{0,r}. Un deuxiéme exemple est donné par

C,TyL St r < a,
p(s)=¢ "7 7 7 (1.20)
o ST >

ol o est un coefficient positif relatif o la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition de
contact (1.18) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle dépasse

a, la fondation se désintégre et n’offre plus de résistance a la pénétration.
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1.5 Contact avec ou sans frottement

1.5.1 Contact sans frottement

Dans un contact parfait, ot sans frottement, I’action mécanique transmissible par obs-
tacle entre deux solides ne peut étre en tout point que normale au contact (perpendiculaire

au plan tangent commun du contact). Ceci se traduit par la relation
or =0.

qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle. Si ce n’est pas le cas, on dit que le
mouvement tangentielle se produit avec frottement ce qui nous oblige & introduire une loi
de frottement qui prend en considération la composante tangentielle avec les autres variables

du systeme.

1.5.2 Contact avec frottement

Par condition de contact nous comprenons une relation impliquant les composantes nor-
males du champ des déplacements, des vitesses ou des contraintes. Par loi de frottement nous
comprenons une relation entre la contrainte tangentielle o, et le déplacement tangentiel u.,

ou la vitesse tangentielle ..

Contact bilatéral avec frottement de Tresca

La loi de Tresca présente un seuil de frottement fixe g lorsque le solide et la base rigide
sont en contact, la base rigide exerce sur le solide un effort tangentiel qui ne dépasse pas un
certain seuil g :

|lo-|| < g sur T's x [0,T].

Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil g, le milieu continu ne peut pas

se déplacer par rapport a l'obstacle et il y’a blocage, ce qui traduit par :

ol <g= 1, =0 sur I's x[0,7].
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1.6 Lois de contact avec frottement et adhésion

Lorsque ce seuil est atteint le solide peut se déplacer tangentiellement par rapport a la
base rigide et il y’a alors un glissement. La contrainte tangentielle s’oppose a la vitesse. Par

conséquent, on a :
lo-|| =g = ilexiste A>0 tel que o, = —Au, sur I's x [0,7].

En conclusion, les conditions aux limites de type frottement de Tresca s’écrivent alors comme
suit :

u, =0

orll =g
-1 sur I's x [0,7].

lo-|l < g = i, =0

o || =g = ilexiste A>0 tel que o, = —\i,
\
ou g > 0 est le seuil de frottement.

La loi de frottement associée est donnée par

—o, = P-(1,).

Loi de frottement de type Coulomb

C’est une des lois de frottement les plus répandues et elle est plus réaliste. Elle se
caractérise par l'intervention de la contrainte normale dans le seuil de frottement et elle
peut s’énoncer sous la forme :
lo- || < plowl,
.|| < ploy| = i, =0, (1.21)
oo || = plo,| = 3IX = 0 tel que o, = — i,

ol o, est la contrainte tangentielle, u > 0 est le coefficient de frottement, u,, u, représente

le déplacement normale et tangentielle.

1.6 Contact avec frottement et adhésion

Dans quelques modéles étudiés, nous supposons que le corps est en contact adhésif avec
frottement sur la partie I's de la frontiére avec une fondation. Ceci se traduit par l'intro-

duction d’une nouvelle variable interne de surface, en se basant sur les idées de Frémond
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1.6 Lois de contact avec frottement et adhésion

[10]-[11], appelée champ d’adhésion et notée par 5 : I's x [0,T] — R; elle décrit I'intensité
des couches actives d’adhésion sur la surface de contact et elle vérifie 0 < 5(t) < 1 sur
I's Lorsque B(t) = 0, il n’y a plus d’adhésion, lorsque (t) = 1 c’est le cas d'une adhésion
compléte et il y a lieu a une adhésion partielle quand 0 < f(¢) < 1 sur I's . Pour décrire
les conditions aux limites correspondantes, nous supposons que le vecteur de contrainte de

Cauchy ov a une décomposition de la forme
— ad fr
ov = (ov)* + (ov)’". (1.22)

oil (ov)% et (ov)/" dénotent les parties de ov associées & ’adhésion et au frottement, respec-

ad

v

tivement. Nous dénotons par o,,0%, o/" les composantes normales des vecteurs ov, (ov)?

et (ov)/", qui sont

o,ov —o,v, 0% = (ov)" — 0%y, oI" = (o))" —oI" — ol (1.23)

oy =ov—o,w, 0= (o) 05", of"=(ov)"—0ol" (1.24)
Nous supposons que la composante normale du vecteur (ov)?® satisfait la condition
o, = V,B°R,(u,). (1.25)

dans laquelle v, est un coefficient positif et R, : R — R est 'opérateur de troncation défini
par

L si s< —L,

R(s)=¢—ssi —L<s<0, (1.26)

0 si s>0.
Ici L > 0 est la longueur caractéristique du lien, au dela de laquelle il s’étire sans offrir aucune
résistance complémentaire. L’introduction de l'opérateur R,, ensemble avec l'opérateur R,
défini ci-dessous, est motivée par les arguments mathématiques mais ce n’est pas restrictif du
point de vue physique, puis qu’aucune restriction de la taille du parameétre L n’est faite que

dans ce qui suit. Ainsi, en choisissant L trés grand, nous pouvons assumer que R, (u,) = —u,

12



1.6 Lois de contact avec frottement et adhésion

et, donc, nous obtenons la condition de compliance normale

vB%*u, siowu, <0,

0 si u, > 0.

Aussi, nous supposons que la composante normale du vecteur (ov) satisfait la condition de

contact avec compliance normale
— ol =p,(uw). (1.27)

ol u, est le déplacement normal et pr est la fonction positive préscrite telle que p,(r) =0
pour 7 < 0. Combinons les égalités (1.22), (1.23), (1.25) et (1.1), nous dérivons la condition

de contact de compliance normale avec adhésion,
— 0, = p,(u,) — vWB*R,(u,) sur T's x [0,T]. (1.28)

La contribution de I’adhésion & la traction normale est donnée par le terme 7, 3? R, (u,).
Ainsi, la traction adhésive est nonnegative et proportionnelle, avec un coefficient de propor-
tionnalité v,, par rapport au carré de l'intensité d’adhésion et le déplacement normal, mais
tant que u, n’excéde pas la longueur du lien L.
Ensuite, nous supposons que la composante tangentielle du vecteur (o) satisfait la condi-
tion

0% = —~ BR.(u,). (1.29)
otl, encore, 7, est un coefficient positif et R, : R? — R est I'opérateur de troncation défini
par

v si [jv|| <L,
R, (v) = (1.30)
Ly si |lv|| > L.

Cette condition montre que la contrainte tangentielle adhésive sur la surface de contact est

proportionnelle au déplacement tangentiel, mais tant qu’il n’excéde pas la longueur du lien L.

Le frottement est modélisé par une version statique de la loi de frottement de Coulomb.

13



1.6 Lois de contact avec frottement et adhésion

Pour cela, considérons la décomposition (1.22) du vecteur de Cauchy et supposons que

ol < —po",
e[| < —pol” = @, =0, (1.31)
ol = —pol™ = IN>0 telle que of" = —\i,.

ou p est le coefficient de frottement, supposé étre positif. Combinons les relations (1.23),

(1.24), (1.27), (1.29) et (1.31) nous obtenons la loi de frottement avec adhésion

P

o7 (t) + 726 Re (ur )| < ppu ()

) lo-(t) + v+ 6° Ry (ur) || < ppy(wy) = i =0

lo+(t) + 7B Re (ur) | = ppu(u) == 3X >0
)

tel que : o + 7 B8(t)*R-(uy) = =M,

sur I's x [0,T]. (1.32)

Notons que la condition de compliance normale avec adhésion (1.28) a été déja utilisée dans
[18] et les conditions de frottement similaires & ceux dans (1.35) ont été considérées dans
[19] dans le cas particulier R, (u,) = u, et R,(u,) = —u,, pour L trés grand.

Pour compléter le modéele, nous supposons que 1’évolution du champ d’adhésion est gouver-

née par une équation différentielle ordinaire
B(t) = — 1B (v | R (ur)|?) — 5a]+ sur T'z x [0, 7. (1.33)

A celle-ci, nous rajoutons la condition initiale

B(O) :50 sur Fg. (134)

Ici et ci-dessous, en plus des paramétres positives v, et 7, déja introduits dans (1.25) et
(1.29), &, est un paramétre positif et ;. = max{0,r}. Notons que le processus adhésif est
irréversible, en effet, une fois que le décollement se passe le collage ne peut pas étre rétabli,
puisque 3 < 0. Pour plus de détails concernant la modélisation du contact adhésif, nous

référons aux livres [15, 18, 22].
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1.6 Lois de contact avec frottement et adhésion

Contact bilateral avec frottement sec de Coulomb et adhésion

Une version quasistatique de la loi de frottement sec de Coulomb utilisée en littérature

est donnée par

u, =0

o7 + 762 Re (ur) || < ppu(w),

HO'T + %_BQRT<UT)H < ,upy(uy) = u, =0 sur I's x [O,T] (135)

|- (t) + 762 Ry (ur) || = papy(u,) = IXN >0

\tel que : UT(t) + IYT/BQRT(UT) = _)‘ur

ol v, v, est un coefficient positif, p, : I's x R — R, est la fonction de contact normale et

R, : R? — RY est Popérateur de troncature défini dans (1.30).
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Chapitre 2

OUTILS MATHEMATIQUES

Ce chapitre est consacré a la description des espaces fonctionnels utilisés dans ce mé-
moire et nous rappelons quelques résultats concernant les espaces fonctionnels, les équations
et inéquations variationnelles, des théorémes qui seront d’une grande utilité pour les démons-
trations et quelques hypothéses qui facilite notre probléme.

Nous supposons dans ce chapitre que Q C R%(d = 2,3) le domaine initialement occupé
par un corps thermo-viscoélastique. ) est censé étre ouvert et délimité par une frontiére
suffisamment réguliere I'. I" est partitionné en trois parties mesurables, I' = 1"y UT, UT'3, ot

I'1, Ty et I's sont des ensembles ouverts disjoints et mes(I'y) > 0.

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces de fonctions & valeurs
réelles qui nous aident a comprendre les propriétés des espaces appropriés a la mécanique.
Nous allons définir les espaces de fonctions continues, continiiment différentiables, les fonc-

tions intégrables et les espaces de Sobolev.

Pour tout multi-indice o = (e, . .., ay) d’entiers positifs ou nuls on désigne par
ololy,
D% = ol nas Ao - (21)
1 xTo - - . Tq

ou |a| = a3 + as + -+ - + ay est la longueur de a.
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2.1 Espaces fonctionnels

2.1.1 Fonctions continues et continiiment différentiables

L’espace des fonctions uniformément continues sur {2 est noté par C() et il est un

espace de Banach pour la norme donnée par

Wle@ = supflllv(@)], = € Q}.

Toute fonction uniformément continue est bornée et posséde une unique extension continue

sur €. Pour tout entier m, 'espace C™ () donné par
C™(Q) ={veC(Q)/D* € C(Q) pour |a| < m}.

est ’espace des fonctions continues sur €2 dont les dérivées d’ordre au plus m sont également

continues sur €. Il est aussi un espace de Banach s’il est muni de la norme

|"U|0m(§) = Z |D%|C(ﬁ)-

laf<m

L’espace C™(£2) désigne l'espace des fonctions indéfiniment différentiables :
C=(Q) = () C™(©Q).
m=0

Nous pouvons maintenant parler de ’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur

I’ensemble ) & support compact inclus dans €2, défini par

C52(9) = {v € C(Q)/supp v C O},

ou supp v = {v € C°(Q)/v(x) # 0} est le support de la fonction v. Si supp v est un sous

ensemble propre de {2, on dit que v est une fonction a support compact dans 2.

2.1.2 Espaces LP(2)

Définition 2.1.1. (Espace de Lebesgue). Soit p € R, 1 < p < oo. On appelle l’espace
de Lebesgque LP(Q) l’ensemble

LP(Q2) ={v:Q — R/v Lebesgue mesurable sur Q et |v|’ Lebesgue integrable sur Q}.

C’est un espace de Banach s’il est muni de la norme

vl ze) = (Jq |v(x)|1’dx)%,

17



2.1 Espaces fonctionnels

2.1.3 Espace de Sobolev

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur I'espace de Sobolev H!()
défeni par

HYQ) = {ue L}Q) due LXQ),i=1,..,d}.

D’abord, on note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L?(2)? pour tout
uwe HY(Q).

On sait que H'(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(u,v) 1) = (4, v) r200) + (Oiu, 07v) L2(q)-
et la norme associée
[ull @) = (u,v)él(m et on écrit [|ullq) = lullf2i0) + 1 Vullzz(q)- (2.2)
On a les résultats suivants :
C' () est dence dans H'(€2).
Théoréme 2.1.1. (" Rellich )
HY(Q2) C L*(2) avec injection compacte.

Théoréme 2.1.2. (trace de Sobolev) Il existe une application linéaire et continue vy :

HY(Q) — L*(T) telle que yu = u | pour tout u € C*(Q).

Remarque 2.1.1. [’espace L*(T') ci-dessus represénte ’espace des fonctions réelles sur T'
qui sont L? pour la mesure superficielle dT'. L’application s’appelle application de trace ;

elle est définie comme le pronlongement par densité de l'application u — u |p définie pour
u € CH Q).

On note que Uapplication de trace v : H () — L*(T') est un opérateur compact.

Définition 2.1.2. Pour tout k € N et pour tout p € [1,+00], nous définissons l’espace de
Sobolev WEP(Q) par

WEP(Q) = {u € LP(Q) Va, |a| <k;Tv, € LP(Q); tel que v, = D*u}.
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2.2 Espaces liés aux opérateurs de déformation et de divergence

Remarque 2.1.2. Nous ferons trés souvent l’abus d’écriture qui consiste a identifier D“u
et V. La norme sur l'espace W*P(Q) est donnée par

1 .
(> D%l zr)? si 1<p<oo,

| <k

[l

max || Du/| oo () st p = oo.
o<k

Pour p = 2, on note par H*(Q) lespace W*2(Q) et la norme précédente provient d’un

produit scalaire.

2.2 Espaces liés aux opérateurs de déformation et de di-
vergence

On introduit dans cette section les espaces de type Sobolev utilisés en mécanique et
associés aux opérateurs divergence et déformation, on montre leurs principales propriétés,
notamment les théorémes de trace. On rappelle aussi quelques espaces de fonctions définies
sur un intervalle réel et a valeurs dans ’espace de Hilbert. Toutes les notations ainsi que les
espaces fonctionnels utilisés dans cette mémoire sont introduits dans cette section. Pour sa
rédaction nous nous sommes inspiré de [6, 23, 24, 25, 26] et [20]. Nous désignons par S%
I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R4(d = 2,3); “ . ” et ||.|| représentent le

produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S¢, respectivement. Ainsi,

[NIES

wv = wv;, vl = (v)2, Vu,v € R?

N

o.1T =0T, ||T|| = (r.7)2 Vo,7 € s,

Ici et partout dans ce manuscrit nous utilisons la convention de 'indice muet. Par ailleurs,
I'indice aprés une virgule dénote la dérivée par rapport a la composante correspondante de la
variable spatiale x. Dans toute la suite, 2 C R? est un domaine borné avec une frontiére de

Lipschitz notée I'. Pour le champ de déplacements et le champ des contraintes nous utilisons
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2.2 Espaces liés aux opérateurs de déformation et de divergence

les espaces suivants
.

H = (L*(Q)%,

i, = (H'(Q),

Q ={r=(n): 75 =1 L*(V},
Q1 ={oce€e@Q:Dive € H}.

\
Les espaces H, H1, () et ()1 sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires

donnés par

)
(u,vyy = fQ uv;de,
(0.7) = Jqoumdr,
) Q fQ g 'ig (2.4)
(w,v)m, = (u,v)r + (e(u), £(v))e,
(0,7)g, = (o,7)g+ (Dive,Divr)y.
\
ol € et Div sont les opérateurs de déformation et de divergence, définis par
1 :
e(u) = (ei5(w)),  ey(u) = 5(uig +uz), Dive = (0y).
Les normes sur les espaces H, Hy, (), Q) sont notées par || - ||a || - |m, 1l - llo et || - los,

respectivement. Puisque la frontiére I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a
la frontiére est défini p.p. Pour tout champ de vecteur v € H; nous utilisons la notation v
pour désigner la trace de yv sur I'; Rappelons que I'application de trace

v:H — LQ(I‘)d est linéaire et continue, mais n’est pas surjective. et nous notons par v, et

v, les composantes normales et tangentielles de v sur la frontiére données par
U, =0-U, Uy =V — UL

Nous définissons de fagon analogue les composantes normale et tangentielle d’'un champ

régulier o € ()1 par les formules
o, =(ov) v, o,=0v—0,.
Rappelons aussi la formule de Green ci-dessous :

(0,e(v))g + (Dive,v)g = /al/.vda, Vv € Hj. (2.5)

r
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2.2 Espaces liés aux opérateurs de déformation et de divergence

Soit T'; UT's UT5 une partition de T, telle que I'y, T'y et T's sont disjoints ouverts ensembles

et soit V' le sous-espace fermé de H; défini par :
V={veH :v=0surI'1,v, =0sur I's}. (2.6)
Pour le champ de températeure, nous définissons 'ensemble £ de H'(Q2) par
E={we HY(Q) w=0 sur I UT,}. (2.7)

Aussi, rappelons que lorsque D € L*(Q)? est une fonction réguliére, la formule de Green

(2.5) est satisfaite :
(D, VC)LQ(Q)CI + (DIVD, C)Lz(Q) = /D.I/Cda, V¢ € Hl(Q) (28)
r
Théoréme 2.2.1. (Inégalité de Korn)

Si mes(I'y) > 0, alors il existe une constante cq > 0 dépendant uniquement de Q et I'y
telle que
le()lle = callvlla, Vo eV (2.9)

Sur V' nous considérons le produit scalaire donné par

(w,v)y = (e(u),e(v))g, Vu,v eV, (2.10)
et soit || - ||y la norme associée, i.e.
[ollv = lle(w)lle Vv eV (2.11)
Par l'inégalité de Korn, il vient que || - ||, et || - || sont des normes équivalentes sur V' et
ainsi (V)] - ||v) est un espace de Hilbert réel.

Preuve. On a d’aprés (2.4)

(w,v)m, = (u,v)u + (e(u), £(v))q-
Alors
ol = (ol + lle@)3)z,

[Wllz, = NIl + e
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2.3 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

le@)lig < le@)lig + vl (2.12)
d’aprés (2.9) et (2.12) on obtient
vl < lle@)g < lle@)lg + NIl

collvllm < lle(@)lle < [lvllm- (2.13)

Alors ||.|| g, équivalent ||.||q-

O

En outre, par le théoréme de trace de Sobolev, il existe une constante dg > 0 dépendant

uniquement de Q,I'y et I's telle que
Wllz2ene < dallvlly Vo € V. (2.14)

Pour p € [1, 00|, nous utilisons la norme standard de L?([0, 7], V). Nous utilisons également

I'espace de Sobolev W1h>([0,T]; V) équipé de la norme

lvllwroeo,1vy = 0]l zoe om0y + 1101l Lo 0,77, - (2.15)

Pour une fonction scalaire 3, qui représente le champ d’adhésion sur la surface I'3 du contact,

nous définissons ’ensemble B par
B={8:10,T] - L*(T'3) tel que : 0 < 8(t) <1Vt € [0,T], p.p.x €3} (2.16)
Théoréme 2.2.2. (Inégalité de Holder)
Soit f € LP(Q) ,ge LI(Q) et l<p<g< oo,%—l— % =1, alors fg € L'(Q2), et
1ol < Il llgll oo (2.17)
Théoréme 2.2.3. (Inégalité de Young)
Soient f € LP(Q2), g € LI(Q) et 1 < p < q < o0, ]l? + % =1, alors
1 1
fg< "+ -g% (2.18)
p q
Théoréme 2.2.4. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit H un espace de Hilbert munit d’un produit scalaire (-, -), alors

[SIE
VI

|(w,v)| < (u,u)2(v,v)2, Yu,v € H. (2.19)
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2.3 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

2.3 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces de

Hilbert

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans les
espaces de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations varia-

tionnelles d’évolution qui interviennent dans I’étude des problémes mécaniques.

2.3.1 Fonctions convexes et semi-continuité inférieure

On considére une fonction ¢ définie sur un espace vectoriel réel X et a valeur dans
| — 00, +0o¢]. Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identiquement égale & +oo,

c’est a dire sl existe uyp € X tel que p(ug) < +o00. La fonction ¢ est dite convexe si
o(tu+ (1 —t)v) <tp(u)+ (1 —t)p(v) Yu, ve X,tel0,1].

La fonction ¢ est dite strictement convexe si cette derniére inégalité est stricte pour tout
u, v € X tel que u # v. Pour toute fonction ¢ : X —] — 0o, +00], on définit le domaine et

I’épigraphe de ¢ respectivement par :
dom ¢ ={u € X p(u) < +o0},

epi p = {(u,a) € X p(u) < a}.
Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants :
1. ¢ est propre si et seulement si dom ¢ # ¢.
2. Le domaine de ¢ est un ensemble convexe de X si ¢ est convexe.
3. p est convexe si et seulement si epip est un ensemble convexe de X x R.

Nous supposons maintenant ’espace vectoriel X muni d’une topologie (en général X
sera un espace vectoriel normé ou encore plus particuliérement un espace de Hilbert). Une

fonction ¢ : X —] — 0o, +00] est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) si
lim inf p(un) > (2,
n

pour tout u € Xet u, — u dans X. La propriété de semi-continuité inférieurement peut

étre caractérisée par :
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2.3 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Lemme 2.3.1. Soit ¢ : X —] — 00, +00], alors Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ¢ est semi-continue inférieurement.

2. L’épigraphe de ¢ est fermée dans X x R.

Puisque dans un espace vectoriel normé tout ensemble convexe est simultanément
fermé pour la topologie forte et la topologie faible, le Lemme précédent conduit au résultat

suivant :

Théoréme 2.3.1. Soit X un espace de Hilbert et ¢ : X —] — 00, 400] une fonction convere
et propre. Alors ¢ est semi-continue inférieurement si et seulement si @ est semi-continue

inférieurement par rapport a la topologie faible de X .

2.3.2 Opérateurs fortement monotones

Nous commencons ici par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones et de
Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert X munit du produit scalaire (.,.)x

et de la norme associée ||.||x. Soit A : X — X un opérateur non linéaire.

Définition 2.3.1. L’opérateur A : X — X est dit :

1. monotone si

(Au— Av,u—v)x >0, VuvelX.
2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au — Av,u —v)x > mllu—v||%, Yu,v € X,
3. de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que
|Au — Av||x < M|ju—v|x, Vu,veX.

4. est dite hemicontinu si pour toute suite numérique (\,) C R telle que \,, — X lorsque

n — +00 on a
(A(u+ M), w)x — (Alu+ \v),w)x quand n — +oc.

En utilisant la définition précédente, on a le résultat suivant :
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2.3 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Proposition 2.3.1. tout opérateur de Lipshitz est hemcontinu.

Proposition 2.3.2. Soit A : X — X un opérateur non linéaire fortement monotone et de
Lipschits, c’ést-a-dire
(a)il existe m >0 tel que (Au— Av,u—v)x > m|u—v|3%, Vu,ve X.

(b)il existe M >0 tel que ||Au— Av||x < M||lu—v||x, Y u,ve X.

Alors pour tout f € X il existe un élément unique Au = f.
Le résultat précédent est un cas particulier du théoréme de Minty-Browder(Voir par exemple

[3]p.88).

Théoréme 2.3.2.

Soit V' C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A : V' — V un opérateur hemicontinue et

monotone satisfaisant.

(Av, v)yuy > wvl]f + X Yo eV, (2.20)
|AU’V’ < C<|’U|V + 1) Yv e V. (221)

Pour des constantes w > 0,C > 0 et A € R Etant donnée vy € H et f € L*([0,T];V), il

existe une fonction unique u satisfait
we L0, T V)nC(0,T]:V), e LX[0,T];V).

u+ Au(t) = f(t) pp tel[0,T].

u(0) = up.

2.3.3 Inéquations quasi-variationnelles elliptiques d’évolution

Nous allons rappeler maintenant de résultat sur 'existence et 'unicité de la solution
pour I'inéquation variationnelle.

Pour cela, nous considérons un espace de Hilbert X muni du produit scalaire (.,.)x et
de la norme associée ||.||x et soit A : X — X un opérateur non linéaire, j : X x X — R et

feX.
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2.3 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Pour résoudre cette inéquation, nous supposons que A est fortement monotone et de
Lipschitz, c’est-a-dire

;

(a) il existe m > 0 tel que

(Auy — Aug,uy —us)x > m||lup — ug||%, Yui,us € X.

(2.22)
(b) il existe M > 0 tel que
HAUl — AUQ”X S MHu1 — UQH)(, A U, U c X.
et 7: X x X — R satisfait
(
(a) pour tout n € X, j(n,.) est convexe et s.c.i. sur X.
(b) il existe o > 0 tel que
(2.23)

J(ur,ve) — j(ur, v1) + jug, v1) + j(usz, v2)

< alju; —usg||x|lvi — v2llx, V ui,ug,vi, v € X.

Plusieurs problémes aux limites des équations aux dérivées partielles en mécanique des
milieux continus conduisent a des problémes mathématiques ayant les formes suivantes :

Probléme I. Trouver u : [0,7] — X tel que :
ue K, (Au,v —u)x + j(u,v) — jlu,u) > (fv—u)x  YveX. (2.24)

Théoréme 2.3.3. Supposons que les hypothéses (2.22) et (2.23) sont satisfaites. Alors, si

a < m, pour tout f € X, il existe une solution unique u € X au probléeme (2.24).

Une démonstration du Théoréme se trouve par exemple dans [27] p.83.

Probléme II. Trouver u : [0,7] — X tel que :

(Aa(t), v=i(t)) x+(Bu(t), v=i(t)) x +j(u(t), v)=j(u(t), a(t)) = (f(t),v—i(t))x Vv e X,tel0,T].
(2.25)
u(0) = uy. (2.26)

La différence entre le probléme I et le probléme II consiste dans le fait que le dernier probléme
est évolutif. En effet, f et u dépendent maintenant du temps, la dérivée @ apparait dans la

formulation du probléme et par conséquent, une condition initiale (2.26), est rajoutée.
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2.4 Enoncés de certains théorémes

Pour étudier le probléme II, en plus des hypothéses (2.22) et (2.23), nous avons besoin des
hypothéses suivantes.

L’opérateur non linéaire B : X — X est de Lipschitz, c¢’est-a-dire
dLg > 0 tel que ||Bu; — Busllx < Lpllus —us|lx Vuq,us € X. (2.27)

Aussi, nous supposons que

fec(o,T);X), wu e X. (2.28)
Dans I’étude du probléme II, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.3.4. Soient (2.22)-(2.23) et (2.27)-(2.28) satisfaites. Alors :
1) II existe une unique solution u € C*([0,T], X) au probléme I1.
2) Si uy et uy sont deuz solutions du probléme II correspondant aux données fi,fr €

C([0,T); X), alors il existe ¢ >0 tel que :
[da (£) — a2 (t) | x < c([[f1(8) = fo@)llx + lua(t) = ua(t)][x) V€0, T]. (2.29)
3) Sien plus f € WHP([0,T]; X) pourp € [1,00[ alors la solution satisfait u € W2P([0,T]; X).

Ce résultat d’existence, d’unicité et de régularité a été prouvé dans [14] et peut étre aussi

trouvé dans [12] p.232-236.

2.4 Enoncés de certains théorémes

Théoréme 2.4.1. (Théoréme de Cauchy-Lipschitz)

Soit (X, [|.]|x) un espace de Banach réel et soit F'(¢,.) : X — X un opérateur défini

p.p- sur [0, T|, qui satisfait les propriétés suivantes :

il existe Lz > 0 tel que
|F(t, ) = F(t,y)llx < Lrllz —yllx, Yo,y € X p.p.t€[0,T].

il existe 1 < p < oo tel que F(.,x) € LP([0,7],X) Yz € X.

Alors, pour tout zy € X, il existe une fonction unique x € WHr(0,T; X) telle que
#(t) = F(t, z(t)) p-p. t € [0, 7],

z(0) = .
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2.5 Compléments divers

Théoréme 2.4.2. (Théoréme de point fixe de Banach)

Soit K un sous ensemble fermé et non-vide de 1'espace de Banach (X, ||.||x). Supposons
que

A : K — K est une contraction, c’est a dire il existe ¢ €]0, 1] telle que
|Au — Avl|x < c|lu—v|x, Yu,ve K.

Alors, il existe un unique élément u € K tel que Au = u. Pour U'opérateur A™ : K — K

défini par la relation
A™ = AA™TY), m > 2.
Théoréme 2.4.3.

Soit K un sous-ensemble fermé et non-vide de 'espace de Banach (X, ||.||x) et soit A : K —
K. Supposons que A™ : K — K est une contraction pour m un entier positif. Alors, A a un

point fixe unique dans K.

2.5 Compléments divers

Opérateurs linéaires bornés

Définition 2.5.1. Soit H un espace de Hilbert et un corps K, qui sera (K =R ou C). Une

application T : H — H est dite opérateur linéaire si
T(ax+ py) =Tz + Ty, Vr,ye H o,k

Définition 2.5.2. On dit qu’un opérateur T défini sur H est borné s’il existe une constante
C telle que
[Tz < Cllz| Ve H.

Théoréme 2.5.1. Pour tout opérateur T' € £ (H) les normes de T sont donné par

T
IT| = sup |7z} xr € H,

lelzo Nzl
|T|| = sup ||Tz|, =zeH,
lef=1

IT|| = inf{c > 0,Vz € H, ||Tz| < c|z]}.
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2.5 Compléments divers

Définition 2.5.3. Une forme bilinéaire a : X x X — R est continue s’il existe un réel
M > 0 tel que

|a(u,v)| < Mlu[x|v[x, VYu,veX.

Définition 2.5.4. Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive s’il existe une
constante m > 0 telle que

a(u,v) > mluly, Vue X
Théoréme 2.5.2. (Laz- Milgram)

Soit H un espace de Hilbert, a(.,.) une forme bilinéaire, continue et coercive sur H et

L : H — R une forme linéaire continue. Alors, il existe u € H solution unique du probléme
a(u,v) = L(v) Yv € H,
de plus si a est symétrique u est définie par

toto) 200 = mip { Ko — 200}

ueH

Théoréme 2.5.3. (Théoréeme de représentation de Riesz-Fréchet)

Etant donné n € X', il existe f € X unique telle que

(m,v)xxx = (f,v)x VveX,

on a de plus
Inllx = 1If1x-

Ce théoréme montre que toute forme linéaire continue sur X peut se représenter de maniére

unique a ’aide du produit scalaire.

2.5.1 Lemmes de Gronwall

Lemme 2.5.1. Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t €
[0,7], a > 0 une constante, et 1) € C([0,T];R).
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2.5 Compléments divers

1. Si
o) <at [ misyis+ [ nlsyuioyis vee .1
alors
wl(t) < (a+ /0 tm(s)ds) exp ( /O tn(s)ds) vt € [0,7].
2. 95
o0 < mio)+a [ vi)s vie 0.7]
alors

[ vts <ot [Cmisyas

Dans le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient :
Corollaire 2.5.1. Soit n € C([0,T];R) tel que n(t) > 0 pour tout t € [0,T], a > 0. Si
Y € C([0, T];R) est une fonction telle que
¢
P(t) <a —|—/ n(s)yp(s)ds Vt e [0,T],
0

alors
W(t) < aexp (/Otn(s)ds) vt € [0, 7).

Lemme 2.5.2. Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0, n(t) > 0Vt € [0,T], a > 0.
Soit également 1 : [0, T] — R une fonction telle que

—¢ ) < a ~|—/ m(t dt+/ n(t)y(t)dt Vs e [0,T].

Alors )
() < (a+/0 m(t)d ) Jo it s e [0,T).

Dans le cas particulier n = 0, le Lemme précédent devient :

Corollaire 2.5.2. Soit m € C([0,T];R) tel que m(t) > 0 Vt € [0,T] et soit a > 0. Soit

également 1) : [0, T] — R une fonction telle que
—1/12( < a—l—/m t)dt Vs € [0,7T].

Alors,
|¢(s)| §a+/ m(t)dt Vs € [0,T].
0
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Chapitre 3

Position du probléme thermo-mécanique

et hypothéses

Probléme P

Trouver un champ de déplacements u : Q x [0,7] — R% un champ de contraintes,
o :Qx[0,7] — S un champ d’adhésion 3 : I's x [0,7] — [0, 1] et un champ de tempé-
rature 0 : 2 x [0,7] — R tels que

o = Ae(u) + Be(u) — M(0) dans Q x [0,77, (3.1)
Dive + fo =0 dans Q x [0,7], (3.2)

0 — div(KV8) = ¢(i,0) + ¢ dans Q x [0, 7], (3.3)
u=0 sury x 0,7, (3.4)

ov=fy surDyx[0,T], (3.5)

— kijf v; = k(0 — 0g) — ho(||i.|]) sur T's x [0,77, (3.6)
=0 sur 3 UT, x[0,7], (3.7)
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Probléme P

u, =0
o7 + 7782 Re(ur) || < o | R(o) |
lor + 7 B*R.(u,)|| < | R(o,) |= u, =0 sur I's x [0, 77, (3.8)

low + 3B, (u)| = 1 | R(o,) |=> IA > 0

| tel que @, = —Aor +70%R.(u,))

B = —(wBIR(u) | = ga)y  sur Ty x [0, 7], (3.9)
u(0) = uy dans Q, (3.10)
0(0) = 0 dans 9, (3.11)
B(0) = By sur Ts. (3.12)

Dans ce qui suit, nous fournissons quelques commentaires sur les égalités et les condi-
tions aux limites. Le équation (3.1) représente la loi de comportement du matériau thermo-
viscoélastique. Ici, A et B sont des opérateurs non linaires décrivant les propriétés purement
visqueuses et élastiques du matériau, respectivementet M représente le tenseur de diata-
tion thermique. (3.2) est I’équation d’équilibre mécanique. Le condition (3.3) représente la
conservation de I’énergie avec ¢ une fonction constituve non linéaire qui représente la cha-
leur produite par la travail des forces internes. (3.4) et (3.5) sont les conditions aux limites
de déplacement et de traction, I’équation (3.6) représente la condition au bord associée a
la température dérivée de la conditions de Fourier avec 0g est la températeure de la fondi-
tion, k. représente I’échange de la températeure entre le corps déformable et la fondation,
h. la fonction tangentille. Dans (3.7) la température est nulle sur I'; U I'y, (3.8) décrit le
contact bilatéral avec une loi de frottement non locale, 'équation (3.9) représente ’équation
différentielle ordinaire associée au champ d’adhésion, les conditions (3.10), (3.11) et (3.12)
représentent les conditions initiales.

Pour I’étude du probléme thermo-mécanique (3.1)-(3.12) on considére les hypothéses

suivantes qui facilitent notre probléme.
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Probléme P

L’opérateur de viscosité A satisfait :

.

(a) A: Q xS?— S
(b) 1l existe une constante M4 > 0 telle que :
|A(z,e1) — A(z, &2)|| < Maller — &2, Ver,e2 € S pp. z € Q.
c) Il existe une constante m4 > 0 telle que : (3.13)
A(z,61) — A, 89) > myller — 2]|?, Ver,e0 € ST p.p. z € Q.

(
(
(d) L’application x — A(z,¢) est Lebesgue mesurable sur Q Ve € S9.
(

((e) z— A(z,0) € Q.

L’opérateur d’élasticité B satisfait :

(

(a) B: Q x S¢S,
(b) Il existe une constante My > 0 telle que :
1B(z,e1) — Bz, 5)|| < Mg|ler — &3] Ve1,65 € S? pop. x € Q. (3.14)

(c)L’application & — B(z, ) est Lebesgue mesurable sur 2 Ve € S%.

| (d) Lapplication 2 — B(x,0) € Q.

Le tenseur thermique M satisfait les propriétés suivantes :

;

()M : QxR — S

(b) Il existe Lyq > 0 telle que :

|IM(x,0;) — M(x,0:)|| < Lpm|6y — 62| pour tout 01,60, € R, p.p. x € Q.

(c) L’application  — M(x,8) est Lebesgue mesurable sur  pour tout 6 € R.

\ (d) L’application z — M(z,0) € Q.

(3.15)
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Probléme P

La fonction constitutive non linéaire ¥ : Q x R? x R — R satisfait les propriétés suivantes :

;

(@)Y : O xREx R — R.
(b) 1l existe L, > 0 telle que :
(2, &1, 01) — U(x, &, 02)|| < Ly(][& — & + 61 — 62]) pour tout &, &, € RY
et pour tout 61,60, € R, p.p.x € Q;

(¢) L’application x — ¥(x,&,0) est Lebesgue mesurable sur  pour tout £ € R?, pour tout § € R:

(d) L’application z — 1 (z,0,0) € L?(Q).
(3.16)

Nous supposons aussi que la fonction tangentielle h, satisfait

(a)hT . F3 X R+ — R+.
(b) Il existe L™ > 0 telle que ||h,(z,71) — he(z,7m2)|| < L7|ry — ro| Vi, 1m0 € Ry, p.p. x € T's;

(c) L’application x — h,(z,r) € L*(T'3) est Lebesgue mesurable sur I's,Vr € R,
(3.17)

Par la suite, nous supposons aussi que les forces volumiques fy, les tractions surfaciques, fo

et la densité de la source de chaleur externe satisfont les régularités
foe C([0,T]; H), fo € C([0,T]; L*(T)?), ¢ € WH([0,T]; L*(2)). (3.18)
Les coefficients d’adhésion ~, et ¢, satisfont :
Yrr€a € LP(T3), ~ryea =0 ppax€ls. (3.19)
et le coefficient de frottement p satisfait
pe L>*(Ts), wp(x) >0 p.p.sur . (3.20)
La lipschitzialité de 'opérateur de troncature R, :
Va,b € R |[R-(a) = R (b)] < [la —0]|. (3.21)
L’opérateur de régularisation R : H’%(Fg) — L*(T'3) est contiunu et pour tout o € Q :

Il existe une constante Cr > 0 telle que || R(0,)|r2(ry) < Crllo||q, - (3.22)
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Probléme P

Les données initiales satisfont les conditions suivantes :

0y € E, (3.24)

Bo € L*(T'3), 0< Py <1p.p. surls. (3.25)
Or € L*([0,T); L*(T3)), (3.26)

ke € L>(Q,Ry). (3.27)

Pour certains Cx > 0, pour tout (§;) € R :
K= (kij), kij="kj€L2(), k& > Créil;- (3.28)

Finalement, nous définissions les formes linéaire x : [0,7] — E,R : E — E' et aussi

©:V xE— E par:

) = / ¢(Hwdz + / kbn(tlwda Vo € E, (3.29)
Q T's
d
(RT, Wy p = Y / kg T jw ida + / ketwdr Y7,w € E, (3.30)
oide Q
<@(v,§),w>szE:/w(v,C)wdaz—i—/ ho(lolv)wda YoV ¥ewe B (3.31)
Q T's

Nous finissons cette section avec une autre notation qui est nécessaire dans 1’étude du
probléme, ainsi dans la suite de cette mémoire. On sait que l'inclusion (F, ||.|g) dans

(L2(2), |-l z2(e)) est continue et dense. et nous avons alors

<C7£>E'><E = (C?g)LQ(Q) VC S LZ(Q)v Vf S (332)

Le théoréme de représentation de Riesz, nous permet de définir la fonction f: [0,7] — V

comme suit :

(f(t),v)y = /Qfo(t).vdx + A fa(t).vda Vv eV t €[0,T]. (3.33)

Les conditions (3.18) impliquent
feco,T];V). (3.34)
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Probléme P

Soient juq : L*(T3) x V. xV — R, et Jfr Q1 XV — R les fonctionnelles d’adhésion et de

frottement, définies par

jad(ﬁ,u,v):/ fyTﬁQRT(uT).UTda, (3.35)
s
o) = jf Ul R(0,)|[v- | da. (3.36)

Nous présentons quelques inégalités comprenant les fonctionnelles jq,q et jsr, qui seront
utilisées dans les sections suivantes.

Ci-dessous dans cette section, 3; et 3o dénotent les éléments de L?(I'3) tel que 0 < Sy, 3> < 1
p.p. sur (I's), uy, us, v1, ve, u et v représentent des éléments de V', o, 01, 09 dénotent des
éléments de H; et ¢ est une constante positive générique qui peut dépendre de €2, I'y, I's, v,
et L, dont sa valeur peut changer d’un endroit a ’autre. Pour la raison de simplicité, nous
supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions sur z € QU I's.
D’abord, nous remarquons que jqq et js sont linéaires par rapport au dernier argument,

donc
jad(ﬂaua _U) = _jad(ﬁvuav)a (337)
jfr(ga _U) = _jfr(07 U)' (338)

En utilisant (2.16), (3.35) et les inégalités || R, (u.)|| < L, |81| < 1, |B2| < 1, nous déduisons

que

Jad(B1, w1, ug — u1) + Jad(Ba2, U, U1 — us) I/ v+t Ry () (ug — uy)
I's
+ 7 Ba R (ug).(u1 — up)da

< [ (erLi5} = Bl — wal)de
=/ (czL|Br — B2l|B1 + Bal|u1r — us|)da
I's
2¢,L — — Uugl|)d
<2c /113(151 Bal|lur — usgl|)da

SC/ |51 — Bal|ur — us|da.
I's

ou ¢, = sup{y,} .

Donc

Jad(B1, w1, u2 — up) + Jaa(Ba, ug, ug — uz) < c |51 — Bal|ur — us|da.
I's
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3.2 Formulation variationnelle de probléme P

en combinant cette inégalité avec I'inégalité de Cauchy-Schwartz (2.19), on obtient (voir

[16])
Jad(B1, w1, U2 — w1) + Jaa(B2, ug, ur — uz) < c||Br — B2l L2(ry) |ur — ual|v- (3.39)
Puis, nous choisissons § = ; = 5, dans (3.39) pour trouver
Jad(B; w1, Uz — ur) + Jaa(B, u2, ur — ug) < 0. (3.40)
Par des manipulations semblables basées sur les propriétés de opérateur R, on montre que
[Jaa(B, u1,v) = Jaa(B, u2, v)| < cllur — uallv[[v]lv. (3.41)

En prenant u; = v et up = 0 dans (3.40) et nous employons les égalités R,(0) = 0 pour

obtenir
Jad(B,v,v) > 0. (3.42)

Maintenant, nous utilisons (3.36), nous déduisons que :

Jpr(o1,v2) = Jpe(on,v1) + Gpr(02,v1) = Jpr(02,v2) < Crdal|p] oo rs)llor — oallqllvr — vallv.

(3.43)
Enfin, d’aprés la défintion de l'operateur R, il est claire que js, est convexe.
3.1 Formulation variationnelle
En utilisant la formule de Green (2.5), on obtient
(o(t),e(v—"(t)))o+(Dive(t),v—u(t))y = /U(t)l/.(v—u(t)) da, Yv € Hy,t € [0,T].
r

on trouve

(o(t),e(v—1u(t)))g + (Dive(t),v —alt

—

ov.(v —u(t da+/ ov.(v—u(t)) da
Iy

1

—l—/az/ v —1u(t)) da, Vv e V.
r

w
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3.2 Formulation variationnelle de probléme P

En utilisant la définition (2.6) de 'espace V combinée avec les condition (3.2), (3.5) et (3.8),

on obtient

(o(t), (v — il(t)))g — /Q forto = i®)do = [ foo = (1)) da (3.44)

+/r ov.(v —u(t))da, VYo e V.
En utilisant la décomposition du tenseur de Cauchy (1.2) :
ov(v—1u) =0o,(v, — u) + o (v — Ur).
d’apres (3.8) on obtient
ov(v—1) = o, (v, — u,).
= (07 + 78R (ur)) (vr — tir) — 7282 R () (v — ). (3.45)

Gardant a l'esprit (3.33), on remplace (3.45) dans (3.44), on peut écrire 'inégalité (3.44)

comme suit :

(o), ev —u(t)))g =(f,v —ut))y + / (07 +726° Re (ur (1)) (vr — i) da

I's

_/r Y B R (ur(t)). (v, — 1, )da.
Alors, de (3.35) et (3.36), on obtient
(o(t),e(v —u(t)))q + Jaa(B(1), ult), v — u(t)) (3.46)
— /r (o + 78R (ur (). (v, — iy )da = (f(t),v —u(t))y.
Par contre, en utilisant (3.8), on obtient

QAWHwﬁ%Hm@»%MZ— oz + 7052 R (1 (£)) |1

I's

:i/mm@mmmm7
I's

et encore, nous avons

—z}m+%ﬁ&wwm%ms 10+ 708 R (s () 0 1 da

I's

S/MW@WMW&
I's
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3.2 Formulation variationnelle de probléme P

et on trouve

/F IR [ (lo-]| = [litr || da > ‘/

[ (o e PR 0) o — ). (34)
Combinant maintenant (3.46) et (3.47), on trouve

(o(t), e(v —u(t))q + Jaa(B(1), ult), v — u(t))

+ipe(o(8),0) — g (o 8), (1)) (3.45)

> (f(t),v—a(t)y YveV, tel0,T]

On multipie scalairement I’équation (3.3) par w € F (w = 0 sur I'; UT'), en appliquant la
formule de Green(2.8) on obtient

/Q 0(t)wdz + (KVO(t), Vw) 2(q)a — /F KVO(t).vwda = /

Q

((u(t),0(t)) + q(t))wdz. (3.49)

d’ou

I's

(é(t),w)Lz(Q)—{—Z/Qki7j97jw7idx—/ kiyﬂ,iujwda:/Q(w(u(t),e(t))—i-q(t))wdx. (3.50)

On remplace par (3.6) on trouve

d
(9,w)L2(Q) + Z / ki,jG,j’y,idx +/ ke(e — GR) — hT(HUH\/)(JJdCL
Q

ij=1 T's

(3.51)
:/sz(uﬁ(t))wdx—l—/gq(t)wdx.

Nous utilisons les définitions (3.29), (3.30) et (3.31) de R, © et x(t) respectivement, avec
(3.32) on écrit

0(t) + RO(t) = O(u(t),8(t)) + x(t) dans E'. (3.52)

Probléme Py

Trouver un champ des déplacements v : [0,7] — V, un champ de contraintes o : [0,7] —

Q; et un champ d’adhésion 3 : [0, 7] — L*(T'3), et la champ de températeure 6 : [0, 7] — R
tels que

o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t)) — M(0(t)) (3.53)

39



3.2 Formulation variationnelle de probléme P

{o(t),e(v) = e(a(®)q + ip(a(t), v) = jyr(o(t), ult))

(3.54)
+jad(5(t>’u<t)7v_u(t)) > (f(t)’v_u(t))‘/ Vo € ‘/7 te [O7T]
0(t) + RO(t) = O(u(t),8(t)) + x(t) dans E'. (3.55)
B(t) = =(v=BO) | R (ur(t)II* = £a) 4 p-p- t € [0, 77, (3.56)
u(0) = wo, (3.57)
B(0) = Bo, (3.58)
0(0) = 6y (3.59)
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Chapitre 4

Existence et unicité de la solution

4.1 Reésultat d’éxistence et d’unicité

Le résultat principal de cette section est le suivant

Théoréme 4.1.1. Supposons que (3.13)-(3.28) sont vérifiées. Alors, il existe g > 0 dépen-
dant uniquement de 2, I'1,I's et R tel que, si ||ft||ro(ry) < o, alors le probléme Py admet

une solution unique. De plus, la solution satisfait

u € CH[0,T]; V). (4.1)
B e wh>(0,7T]; L*(T3)) N B. (4.2)
0 € L*([0,T]; E) N C([0, T]; L*(Q)) n WH2([0,T); E'). (4.3)

Un quadruple de fonctions (u, 0, 8,6) qui vérifie (3.53)-(3.59) est appelée solution faible

du probléme mécanique P. Nous concluons par le Théoréme 4.1.1 que, sous les hypothéses
(3.13)-(3.28) le probléeme P posséde une solution faible unique.
Pour préciser la régularité de la solution faible, nous notons que le relation constitutive
(3.1), les hypothéses (3.13)-(3.15) les régularité (4.1) et (4.3) implique que o € C([0,7]; Q).
En prenant w = v 4 2 ou z € (C§°(2))? dans (3.54) et en utilisant les définitions des f, jug
et j¢ nous obtenons

Div o (t) + fo(t) = 0. (4.4)
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Existence et unicité de la solution

pour tout ¢ € [0, 7. Il s’ensuit maintenant de (3.18) que Dive € C([0,T]; Q1) ce qui montre

que

o€ C([0,T];Qy). (4.5)

Nous concluons que la solution faible (u, o, 5,6) du probléme de contact avec adhésion et
frottement P posséde régularité (4.1)-(4.3) et (4.5).

La démonstration du Théoréme 4.1.1 sera effectuée en plusieurs étapes et elle est basée
sur les résultas abstraits donnés par le Théoréme 2.3.4. A cet effet nous supposons dans la
suite que (3.13)-(3.28) sont satisfaites; ci aprés, ¢ est une constante générique positive qui
peut dépendre de €2, I';, '3, L et R, dont la valeur peut changer d’un endroit a ’autre. Pour
raison de simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses

fonctions sur . € QUT.

Soit n € C([0,T];V) et g € C([0,T]; Q1) des fonctions données et soit

g (t) = Ae(ing (1)) + e(n(?)). (4.6)

Dans la premiére étape, nous considérons le probléme intermédiaire suivant :

Problem P,

Trouver un champ de déplacement v,, : [0,7] — V, tel que

(Ae(ting (1)), e(v) — (g (1))@ + Jr(9(t), v) — Jr(g(t), ting(t)) + (n(F), v — thyg (£))v
> (f(t),v —tyy())y  YweV VieloT).

(4.7)

Uy (0) = u(0). (48)

Dans ’étude du probléme variationnel P,, nous avons le résultat suivant :
ng

Lemme 4.1.1. Supposons que (3.13)-(3.15) sont vérifiées. Alors, le probleme ,,athcal P,

admet une solution unique, de plus la solution satisfait

u,, € CH([0,T]; V). (4.9)
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Existence et unicité de la solution

Démonstration En utilisant le théoréme de représentation de Riesz on peut définir

lopérateur A : V — V comme suit :
(Au(t),v)y = (Ae(u(t)),e(v))q Yu,v € V. (4.10)
Soient ¢t € [0,7T] et uy,us € V. Nous utilisons (4.10) pour trouver
(Auy (t) = Aua(t), ur (1) — ua(t))v = (Ae(ur(t)) — Ae(uz(t)), e(ur(t)) — e(ua(t)))q-
Moyennant maintenant (3.13)(c)
(Aur(t) — Aus(t), us(t) = ua(t))y = mallua(t) — ua(B)]7- (4.11)
Soit v € V' en utilisant (4.10) nous avons
(Auy(t) — Aus(t), v)v = (Ae(ur(t)) — Ac(uz(t)),e(v))g Yo e V. (4.12)
Combinons 'inégalité précédente avec (3.13)(b) et (2.19) pour trouver
(Auy (t) = Aus(t),v)v < Mallur(t) — ua()llv[|vllv - Vo e V. (4.13)
Mettons ensuite v = Av(t) — Avy(t) dans I'inégalité précédente pour obtenir
[ Aua (t) — Aua(t)|lv < Mallua(t) — ua(t)|lv- (4.14)

Nous concluons de (4.11) et (4.14) que A est un opérateur fortement monotone et de Lip-
schitz. La fonctionnelle j,(g(¢),.) une fonctionnelle propre, convexe et semi-continue infé-
rieurement. Alors, en utilisant des arguments classiques sur les inéquations variationnelles
élliptiques (voir Théoréme 2.3.4) nous déduisons qu'il existe une fonction unique v,, € V'

qui vérifie

(Ae(vyg), e(v) — €(vng)) @ + Jrr(9(t),v) — Gpr(g(t), vig(t))
> (f(t) —n(t),v — (v,y(t))y YveV,Vte|0,T].

(4.15)

Nous montrons maintenant que v,, € C([0,7]; V). En utilisant (4.15), (3.13)(c), (3.36)
et aprés quelque manipulation algébriques on peut montrer qu’il existe une constante ¢ > 0

telle que

[ong(t1) = vag(t2)llv < e(|f (t1) = f(E2)llv + lIn(tr) — nt)llv + [lg(tr) — g(t2)llQ.).  (4.16)
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Compte tenu que f € C([0,T];V), n € C([0,T);V), g € C([0,T];@1), nous concluons de
I'inégalité précédente que

Vg € C([0,T); V). (4.17)

Soit maintenant w, : [0,7] — V la fonction définie par

up(t) = u,(0) + /Ot Ung(s)ds, t € [0,T]. (4.18)

Il vient de (4.10), (4.15), (4.17) et (4.18) que wu,4(t) est la solution unique du probléme P,,
qui satisfait

Uy € CH([0, T]; V).

Notons que le relation (4.6), 'hypothése (3.13) et les régularités n € C([0,T];V),v,, €
C([0,T); V) implique que o,, € C([0,7]; Q1) et en prenant maintenant v = 1,,(t) £ 2z ou
z € (C3°(2))? dans (4.7) et en utilisant (4.6) et les définitions des f, j.q €t j; nous obtenons

Div oy (1) + folt) =0 (4.19)

pour tout ¢t € [0,77. Il vient maintenant de (3.18) que Dive,,(t) € C([0,T]; Q) ce qui
montre que

ong € C([0,T]; Q). (4.20)

Soit I'opérateur A, : C([0,7],Q1) = C([0,T], Q) défini par
Ayg=0, VgeC(0,T],Qn). (4.21)
Nous avons le résult suivant :

Lemme 4.1.2. Pour tout g € C([0,T]; Q1), il existe po dépendant uniquement de 'y, T'9, '3, L
et R telle que si ||ft||oo(ry) < po. La fonction Ang : [0,T] — Q1 appattient a C([0,T7]; Q1),
et Uopérateur A\, posséde un unique point fize g, € C([0,T]; Q1).

Démonstration. Soit g; et go € C([0,7; (1) et soit v, la solution du probléme P,
pour (i = 1,2) et pour raison simplicité, nous écrivons vy, = v;, 0y, = 04, (i = 1,2). En

utilisant (4.19) nous avons Div o1 (t) = Div oa(t) ce qui implique

1Ang1 = Angallgy = llon(t) — oa()llo- (4.22)
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De plus, en utilisant (4.15), nous avons

(Ae(vi(t)) — Ae(va2(t)), e(v1) = (v2))q < Jipr(g1,v2) = Jpr(g1, v1) + Jipr(92,v1) = Jpr(g2, v2).
(4.23)

Combinons 'inégalité précédente avec I'inégalité (3.43) pour trouver
(Ae(0i(t)) = Ae(va(t)), (v1) — £(v2))@ < CrdallpllL=rs)llgr = gallQullor — vallv. (4.24)
En utilisant maintenant (3.13)(c) nous obtenons
malle(vi) —e(v)ll§y < Crdallpllzera)llgr — gallqulvr — vallv- (4.25)
Maintenant, par (2.11) et (4.25) il vient que
mallvr = vallv < Crdal|pll o= ws)ll9r — 921l Q1 (4.26)
En utilisant maintenant (4.6), (3.13)(b) et (2.11) on obtient
lor = osllq < Mallvr = valv- (4.27)

Combinons (4.22), (4.27) et (4.26) pour obtient

MACRda|| | oo (rs)
ma

1Ang1 — Apgalleqorion < g1 — g2ll.s (4.28)

ce qui montre que A, une est contraction sur C([0,T]; Q1) & condition que |||l goo(ry) < fio,

ou o est donnée par
m 4

= — 4.29
Ho M 4Crde, ( )
Alors nous concluons par 1'utilisation du théoréme du point fixe de Banach que si
|14l oo (rs) < po V'opérateur A, admet un point fixe unique g, tel que
Nngy = gy (4.30)

Il est claire que pg dépend seulement de 2, 1", '3, L et R.

Dans I’étape suivante nous utilisons la solutions u,, obtenue dans Lemme 4.1.1.
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Existence et unicité de la solution

Probléme Pﬁn :

Trouver un champ d’adhésion 3,4 : [0,7] — L>(I's) tel que :

ﬁny( ) = —(Bpy(t )’VTHRT(ungT)HZ —¢€4)y Dpp. t€[0,T], (4.31)

Bg(0) = Bo. (4.32)

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.1.3. Le probleme Pg,, posséde une solution unique qui satisfait la régularité
Bng € whe([0,T]; L*(T3)) N B.

Démonstrasion

Soit k > 0 et considérons 'espace X défini comme :

X ={p € C([0,T); L*(I's)), sup e_kt||6(t)||Lz(p3) < 400}

te[0,7)

est un espace de Banach avec la norme

18]lx = sup e ™ ||B(t)] L2(rs),
te[0,7

qui est équivalent a la norme standard ||| c(o,77:22(r,)). Maintenant, nous considérons la

opérateur £ : X — X donné par

£5() = o [ oS Rl )17 = <) (439
On utilise (4.33) et || R, (u,.)|| < L, il s’ensuit qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que
1£6:0) ~ £8aza < ¢ [ 1)~ 5ol (4.34)
Depuis
/ 181(s) = Ba(s) |2 (ry)ds = Oteks(e_ksﬂﬁl(s) — Ba()||L2(ry))ds
< Comp MU0 — B0y [ s
t€[0,7] 0
kt _

(&

L1681 = Ballx,
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cette inégalité implique que

LB — LBallx < =181 — Ballx, (4.35)

c(eft —1)
k ‘ /
L’inégalité (4.35) montre que pour k > ¢, L est une contraction. Ensuite, on déduit par le

tel que ¢ =

théoréme du point fixe de Banach selon lequel £ a un point fixe unique 3,4, qui satisfait
(4.31) et (4.32).
Notons que la restriction 0 < 3 < 1 est incluse implicitement dans le probléme variationnel
Py En effet, la condition (3.25) nous garantit que B(t) < fy et donc montre que G(t) < 1
pour t > 0, p.p. sur I's. D’un autre coté, si B(ty) = 0 a t = ty, alors il s’ensuit de (3.20) et
(3.25) que 6(75) = 0 pour tout ¢t > ty et donc, 5(t) = 0 pour tout ¢t > ty, p.p. sur I's. Nous
concluons que 0 < S(t) < 1 pour tout ¢ € [0,7] p.p. sur I's. Il résulte de la définition de
I'ensemble B, que 3,, € B, ce qui conclut la preuve du Lemme 4.1.3.

Dans la troisiéme étape, soit A € C([0,T]; E') et nous considérons le probléme de valeur

initial suivant :

Probléme Py,

Trouver un champ de température 0, : [0,7] — E tel que

0(t) + ROA(t) = A(t) + x(t) p.p- t € [0,T], (4.36)
0,(0) = 6. (4.37)
Lemme 4.1.4. I existe une solution unique 0y du probleme Py, qui satisfait la régularité.

Démonstration. Le résultat découle de I'évolution d’équation classique du premier

ordre donné. Nous allons le Théoréme 2.3.2. Ici, le triple de Gelfand est donné par

/

ECL*Q)=(L*(Q) CFE. (4.38)
L’opérateur R est linéaire et coercitive. Par 'inégalité de Korn, nous avons
(RT,T) g = ClI7ll- (4.39)
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Moyennant (3.30) et pour tout 7,w € F on a
d
(RT,W) e < D i gllzoe o Imall 2@ lwill 2 + el oo oy [l 220y - (4.40)
ij=1

En utilisant (2.2)on trouve

(R, w) o < Cll7l @l e (4.41)
D’un autre coté, d’aprés la définition de x on déduit que
Xa=A+x €L¥0,T];E). (4.42)

Les inégalités (4.39), (4.41) et la régularité (4.42), 6y € L*(Q) implique que toutes les
condutions du Théoréme 2.3.2 sont vérifiées, donc nous concluons qu’il existe une unique

fonction 6, et qui satisfaite

0, € L*([0,T]; E) N C([0,T]; L*(Q)), 6\ € L*([0,T]; E"), (4.43)
é,\(f) + 'Rﬂ)\(t) = X)\(t) P.p. t € [O,T], (444)
0x(0) = 6. (4.45)

Dans la suite nous supposons que ||| Lo (ry) < fto. Pour tout n € C([0,T]; V') dénotons par
gn le point fixe de I'opérateur A, définé dans (4.21), par u, la solution de probléeme P,,
donnée par Lemme 4.1.1, par 3,, la solution du probléeme Pg, = fournie par Lemme 4.1.3 et
par 0, la solution de probléme Py, donnée par Lemme 4.1.4. En utilisant le théoreme de
représentation de Riesz. on peut définir l'opérateur A : C([0,T];V x E') — C([0,T];V x E)
comme suit :

A(n(t), A1) = (Ro(n(t), A(2)), Ax (1), A(2))) (4.46)

Ouwv eV, te0,T] avec les operateurs Ag et A; est donné par

(Mo(n(t), A(t), v)v = (Be(un(t)) = M(0(t)), £(v))q + Jaa(By(t), un(t)e(v)). (4.47)
Ar(n(t), A1) = ©(tny(t), Ox(1))- (4.48)

Lemme 4.1.5. Pour tout (n,\) € C([0,T];V x E') loperateur A : [0,T] — V est continue.
De plus, il existe un unique élément (n*, \*) € C([0,T];V x E').
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Démonstration. Soient (1, A1) et (72, \2) € C([0,T];V x E') : Au début, on utilise
les hypothéses (3.14), (3.15) et (3.41) et aprés quelque manipulation algébriques impliquant
la lipschitzialité de l'opérateur de traction R la relation (3.21) et I'inégalité 0 < 5 < 1 on
obtient

[ Ao (1 (), Aa(#)) = Bo (1), Aa(1))[[v
< C([lum (t) = una () lv + 11851 () = Br2(®) || z2ray + 103(8) — Or2(B) ] 2(w))-

(4.49)

Soit maintenant 71,1, € C([0,T];V), et soit w; = Upi, Uy = Uyi, 07 = Gui, i = Bpi €t
0; = 0y; pour (i = 1.2). D’une part, nous intégrons (3.9) avec la condition initiale (3.12),

pour obtenir : dc > 0 tel que

1B1(8) = Ba (D) L2(rs) < /O (B1(5) = 1R (urr ()1 = Bals)| Rr (uar (5))[I*) L2(ry) ds.

En utilisant les propriétés des opérateurs de troncation R, et écrivant 5, = 1 — B2 + Pa,

nous arrivons & :

1B1(8) = Ba(B)l| z2(rs) < 0/0 181(5) = Ba(s)l| L2(rsyds + cdg/o [ur(s) = ua(s)[[vds.

Moyennant une version des lemmes de Gronwall, il s’énsuit que :

181(t) — B2(D)l 2(rs) < C/O [ui(s) = ua(s)|| L2 (rs)ds.

Combinons cette derniére inégalité avec (2.14), pour obtenir :

t
151(t) = Bo() ]| 2rs) < C/ [ur (s) = ua(s)|[vds. (4.50)
0
Ensuite, par (4.49) et (4.50) nous avons

[Ao(m1(2), Ar(t)) = Ao (m2(t), A2(1)) [lv

t (4.51)
< C(lua(t) — ua(t)|lv +/ [ui(s) — ua(s)llvds + [[61(t) — b2(t)[ r2(e))-
0
De plus, puisque u; et us ont la méme condition initial, il s’ensuit que
t
Jur () — ua(t)|lv < / [i1(s) — tia(s)l[vds Vit € [0,T]. (4.52)
0

Combinons l'inégalité (4.52) avec (4.51) pour obtenir

[Ao(m(t), A (8))—No(n2(t), A2(8)) [l SC(/O [t (s) =tz (s) ||y ds+[|01(t)—02() | 12())  VE € [0, T
(4.53)
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En utilisant I'inégalité (4.7) pour n = 1y, v = Uz, 01 = gy1 €t 7 =12,V = Uy, 02 = Gy

(Ae(ty) — Ae(tia), e(ta) — e(t)) g + (M — 12, Uy — )y (4.54)

Jr(on, i) = jpr(on, ) + jpr(02,01) = jpr(02, t2) > 0. (4.55)
Combinons cette derniére inégalité avec (3.13)(c) et (3.43), nous trouvons
mallin = tzllv < llm = mellv + Crdallpll oy lloz — a1llo- (4.56)

De plus, puisque Divey(t) = Divey(t) (voir(1.17)), en utilisant encore une fois (4.7),

(3.13)(b) et (2.14)
loa —a1llq = lloz = oullQr < Mallin — dallv + llm — nellv- (4.57)
Pour conclure, a partir de (4.56) et (4.57) il vient que
(ma—MaCrdal|pl| Lo o)) [t — tallv < (1+Crdalpll Lo o)) lIm —1llv - VE €0, T7]. (4.58)

Et puisque ||| zoory) < po, de (4.58) et (4.29) nous déduisons que

1+ Crdal|p|| oo (ry)
my — MACRdQ||N||L°°(F3)

|ty — ]|y < |lm — ma|lv Wt €[0,T]. (4.59)

Donc
/0 s (5) — tea(8)ds < C / () = ma(s)llvds vt € [0,7]. (4.60)

De plus, si on prend la substitution A = A\;, A = Ay dans (4.36) est on choisit v = 6; — 6, la

fonction de test

(01(t) = 02(t), 01.(t) — 02(t)) s + (ROL(E) — RO(t),01(t) — 0a()) .
= (Ai(t) = Aa(t),01(t) — 02(t)) g PP tE[0,T].

On intégre l'inégalité précédente, en utilisant(3.32) les conditions initial 6y, = 0y = 6 et

comme R est linéaire et coercive, nous obtenons
1 t
2 2
31010 = (Ol +C [ I0a(s) = 0a(s) s

< [ (5 = 2a5).01(5) = Do) .
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Employant les inégalité de Holder et Young,on en déduit que
1 2 ' 2
S10:(8) = 02(t) 2 + C/O 161(s) — O2(s)[[pds
1
<3 / (A1 (8) = Aa(s)[I5 + 161(s) = O2(5) | T)ds

Moyennant une version des lemmes de Gronwall (Corollaire 2.5.1), il s’'insuit que

101(t) — 0() 2 /||91 )= Oa(s ||Eds<(]/ Iha(s) = dals)|ods.  (4.61)

De (4.53), (4.60) et (4.61) on a

1o (6), M (£)) — Ao(ma(t), Aa(8)) 12
' (4.62)
<c / (i (s) = m()IZ + M (5) = hals)[2,)ds Vi € 0,7,

D’aprés la difinition (3.31) de © et les hypothéses (3.16) et (3.17) on obtient
[ A1 (m(8), A (2)) = A (ma(t), Aa(8)II3
= [0((t),01(t)) — O(ua(t), () Iz, P-p T €[0,T]. (4.63)
< C(Jlin (t) = da(®)]lV + [161() — O2(t)I[7)

Cela nous permet de déduire, via (4.60) et (4.61) que

1AL (0 (), A () — Ar(r2(t), A2 (0)) 1
< Clm®) = mO1F + M) = A @)5).

De (4.62) et (4.64), nous conclusion qu'il existe une constante positive C' > 0 vérifier

(4.64)

||A(7717 /\1> - A(ﬂ% )\2)”%([0,71];‘/@/) < C||771 — T2, AL — )\QHZ’([O,T};VXE')' (465)

En réitérant 'intégalité (4.65) n fois on obtient

n n Cn
||A (7717 )‘1) —A (7727 )\Q)HQC([O,T];VXE/) < Hnnl — M2, )‘1 - AQH%([O,T};VXE/)' (466)

. n . . n " N .
on sais que (%) converge vers 0, ainsi pour n assez grande % < 1. Cést -a-dire que

I'opérateur A" est une contraction dans C([0,T];V x E').
Donc, du théoréme du point fixe de Banach A admet unique point fixe (n*, A\*) € C([0,T]; V' x

/

B).
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Existence et unicité de la solution

Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théoréme 4.1.1
Démonstration du Théoréme 4.1.1

Soit (n*,\*) € C([0,T};V x E') et g,- € C([0,T];V) les points fixe de opérateurs A, A,
respectivement. Soient (u, 3,60) les solutions définées dans les lemmes 4.1.1, 4.1.3 et 4.1.4

respectivement pour n = n*, c’est-a-dire

(@)u =ty = Upeg .,  (D)B= By = Byeg,. ()0 =0y (4.67)

Donc, en choisissant 7 = n*, g = g, dans (4.7), on obtient

(Ae(a(t)),e(v) —e(at))q + (" (1), v = alt))v + Jrr(gy (), v)

(4.68)
=G (1), 0(t)) = (f (1), 0 —aft))v, VeeV, Vtel0,T]
Les égalités Ao(n*, \*) = n*, A1(n*, A*) = A* combinés avec (4.67) montrent que
(0" (t), v)v = (Be(u(t)) — M(0(t)), £(v))q + Jaa(B(t), u(t), £(v)). (4.69)
N (t) = O (U, Or+) (4.70)

Maintenant, nous substituons (4.69) dans (4.68), et 'utilisation (3.53) de voir que (3.55) est
satisfaite. Nous écrivons (4.36) pour A = A* avec 'utilisation (4.67)(c) et (4.70) de constater
que (3.55) satisfait. Suivant (3.57)-(3.59) et la régularité (4.1), (4.2) et (4.3) proviennent des
Lemmes 4.1.1, 4.1.3 et 4.1.4 respectivement.

Unicité : L’unicité de la solution est une conséquences de 'unicité des points fixes des

opérateur A et A, et de I'unique solvabilité des problémes P, , Pg,, et Py, .
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Conclusion générale

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a 1’étude un probléme de contact entre
un corps déformable et une fondation. Le contact est bilatéral et modélisé avec une loi de
frottement non locale, dans laquelle I’adhésion est prise en compte. L’évolution du champ
de liaison est décrite par une équation différentielle du premier ordre. Le comportement des
matériaux est modélisé avec une loi de comportement thermo-viscoélastique non linéaire.
Une formulation variationnelle du probléme thermo-mécanique est dérivée, et ’existence
et 'unicité de la solution faible peuvent étre prouvées si le coefficient de frottement est
suffisamment petit.

La preuve est basée sur les arguments des inégalités variationnelles dépendantes du
temps, des équations différentielles et du théoréme de Banach a point fixe.
Enfin, ce probléme peut étre approche numériquement en utilisant les méthodes itératives

des éléments finis et des différences finies.
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/ Résumé \

Notre travail représente une contribution a ’analyse d'un probléeme de con-
tact en tenant compte de 'effet thermique du matériau. Sous I’hypothese de pe-
tite transformation nous étudions un processus quasistatique, pour de matériau
thermo-viscoélastique. Le contact est bilatéral avec frottement et adhésion.
Notre étude de phénomene de contact comprend les étapes suivantes : la modéli-
sation mathématique puis 'analyse variationnelle incluant de résultat d’existence
et d’unicité de la solution faible du probléme.

Mots clés:thermo-viscoélastique, adhésion, inéquation d’évolution, inéqua-

\tion quasi variationnelle, solution faible, point fixe.

/
( Abstract \

Our work represents a contribution to the analysis of a contact problem taking
into account the thermal effect of the material. Under the small transformation
hypothesis, we study a quasistatic process, for thermo-viscoelastic material. Con-
tact is bilateral with friction and adhesion. Our study of contact phenomenon
includes the following steps: mathematical modeling, then variational analysis
including of existence result and uniqueness of the weak solution of the problem.

Key words:thermo-viscoelastic, adhesion, evolution inequality, quasi-variational

Qequality, weak solution, fixed point. /
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