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Résumé

Dans ce travail, on a présenté quelques théoremes du point fixe pour des
contractantes vérifient des conditions sufisantes dans un espace métriques
et des généralisations sur des espaces métriques partiels et des espaces
métriques coniques. On a aussi appliqué quelques résultats pour établir
I’existence de solutions de certaines équations différentielles et intégrales
non linéaires.

Mots clés : point fixe — espace métrique - espace métrique partiel -
espace métrique conique .
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Abstract

In this work, we presented some fixed point theorems for contractants
satisfying sufficient conditions in a metric space and generalizations on
partial metric spaces and cone metric spaces. We have also applied some
results to establish the existence of solutions of certain nonlinear diffe-
rential and integral equations.

Keywords : fixed point - metric space - partial metric space -cone me-
tric space.
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Introduction

La résolution de plusieurs problemes mathématiques se ramene souvent
a la recherche de point fixe pour certaines application non linéaires,
avec nombreuses applications en mathématiques et dans de nombreux
domaines différents, en particulier le domaine des équations différentielles
et intégrales.

Le point fixe d’une fonction est le point égal a son image par cette
fonction f(z) = x. Si l'application va de R dans R, cette propriété se
traduit graphiquement par le fait que la courbe représentative de f et
la premiere bissectrice du repere se coupent en point (x, ), la recherche
des points fixes alors est une méthode des approximations successives.

La théorie classique et le travail Banach 1922 dans le cadre de la
résolution d’équations intégrales [3], cette théorie donne 'existence et
I'unité du point fixe, a partir de cette théorie, elle a été généralisée a
d’autres théories telles que la théoreme du point fixe de Reich.

Le sujet du point fixe a été étudié sous plusieurs aspects, tels que
I’aspect de son existence, son unité..., et selon le type d’espace.

Dans ce mémoire, nous avons mentionné quelques types de théoremes
de point fixe commencant par théoreme du point fixe de Banach et les
théoremes donnés seront spécifiques a ’espace métrique, et souvent ils se-
ront donnés dans I’espace métrique complet. En outre, toutes les théories
que nous avons évoquées donnent l'existence et I'unité du point fixe, a
I’exception des théories de Caristi et de Ciri¢ qui ne donnent que ’exis-
tence.

Dans le premiere chapitre aborde de définitions des espaces métriques.
Dans le deuxieme chapitre, nous précortons quelques théoremes des points
fixes sur un espace métrique.



Dans le troisieme chapitre, nous avons mentionné une définition des
espaces métriques partiels et des espaces coniques, qui sont des espaces
qui généralisent l'espace métrique. Ensuite, et une généralisation des
théoremes du point fixe précédemment donnés sur des espaces métriques
partiels et coniques.

Dans le dernier chapitre, on appliquera quelques théoremes pour établir
I’existence et I'unicité des solutions des systemes et des équations intégrales
non linéaires.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous mentionnerons quelques concepts de base de
I’espace métrique et 'espace vectoriel normé.

1.1 Espace métrique

Définition 1.1 (Distance). Soit d : X x X —— R™ une application.
On dit que d est une distance sur un ensemble X st

NVre,ye X d(z,y) =0« x=y.

NVr,2ye X d(z,y) = d(y, x).

NVr,y,z€ X d(z,y) <d(x,z2) +d(z,9).

Définition 1.2 (Espace métrique). Si d est une distance sur X alors on
dit que (X, d) est un espace métrique.

Exemple 1.1. R muni de la distance usuelle (d(z,y) = |x —y|) est un
espace métrique.

Définition 1.3. Soit (X, d) un espace métrique. Soit Y un sous-ensemble
de X, alors (Y,d|y) (I’ensemble Y avec la métrique de X restreinte a Y')
est un sous-espace métrique de (X, d)

Définition 1.4 (Boule et sphere). Soit( X, d) un espace métrique, a € X
et r € 10, 400[. On définit la boule ouverte et fermée, centrée en a et de
rayon r de la maniere suivante.

. Boule ouverte : B(a,r) :={x € X|d(a,z) <r}.

. Boule fermée : B¢(a,r) :={v € X |d(a,x) <r}.

. Sphére : S(a,r) := By(a,r) \ B(a,z) ={z € X |d(a,z) =r}.

Définition 1.5 (Partie bornée). Une partie A C (X, d) est dite bornée s’il
existe v € X et M >0 tels que A C B(z, M).

On remarque qu’une boule, ouverte ou fermée, n’est jamais vide car
contient toujours son centre a. Mais une sphere peut étre vide.



1.1.1 Topologie d’un espace métrique

Soit (X, d) un espace métrique. On définit ’ensemble T constitué
de toutes les unions (quelconques) possibles de boules ouvertes, plus
précisément :

T := {UierB(a;,r;) | I ensemble quelconque et Vi € I, a; € E, r; > 0}

ou l'on considére qu'une union vide (lorsque I = @) vaut I’ensemble vide
J.

Proposition 1.1. L’ensemble T est une topologie sur E appelée la to-
pologie engendrée par la distance d.

Définition 1.6 (Ouvert, fermé et voisinage). On utilise les notions sui-
vants.
. Les éléments de T sont appelés les ouverts de X .
. Les sous-ensembles de X qui s’écrivent comme le complémentaire
d’un ouvert sont appelés les fermés de X.
. Un ensemble V C X est dit un voisinage de x € X s’il existe un
ouvert U € T tel quex € U C V.

Proposition 1.2.
. Toute boule ouverte est un ouvert.
. Toute boule fermée est un fermé.
. Toute sphere est un fermé.

Définition 1.7 (Intérieur, adhérence et frontiere). Soit A une partie de
X.
. On dit que v € X est un point intérieur de A s’il existe r > 0 tel
que B(z,r) C A.
. On appelle intérieur de A et on note A Uensemble des points intérieurs
de A.
. On dit que v € E est un point adhérent a A si, pour tout r > 0 on
a B(z,r)NA#@.
. On appelle adhérence de A et on note A lensemble des points
adhérents a A. L’ensemble A est un fermé : c’est le plus petit fermé
contenant A.

Définition 1.8 (La distance entre un point et un ensemble). Si A C
(X,d) etx € X, on appelle distance de x a A, et on note d(x, A), le réel

d(xz,A) = inf{d(z,a); a € A}.

1.1.2 Convergence des suites

Soit {x,, }nen une suite d’un espace métrique (X, d) et x € X.
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Définition 1.9 (Convergence). On dit que {x,},en converge vers z, ou
que x est la limite de {x, }nen, S

Ve >0, dng > 0, Vn > ng, d(x,, ) < €.

Définition 1.10 (Limite supérieure et limite inférieure d’une suite). Soit
{z,}nen est une suite bornée de réels, on définit les suites

u, = sup{xg | k >n} et v, =inf{z; | k> n}.
Alors

lim sup z,, = inf(u,),>o et liminf x,, = sup(vy,),>o-
n——+00 n—-+00

Définition 1.11 (Limite supérieure et limite inférieure d’une fonction).
Soient (X, d) un espace métrique, F C X sous-espace de X et f : ' — R
une fonction. Pour tout point limite a de F,

limsup f(z) = li_l}&(sup{f(x) cx € FN B(a,e) —{a}})

T—a

et

liminf f(z) = lir%(inf{f(x) cx € FFN B(a,e) —{a}})
Tr—a E—
ot B(a, ) désigne la boule métrique de rayon € sur a.

Définition 1.12 (Valeur d’adhérence). On dit que = est une valeur
d’adhérence de {x,}nen Si

Ve >0, Vng > 0, In > ng, d(x,,z) < e.
Définition 1.13 (Suite de Cauchy). On dit que {x,}nen est une suite
de Cauchy si
Ve >0, Ing > 0, Vp,q > ng, d(z,, z,) < €.

Proposition 1.3.
. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
. Une suite convergente possede une unique valeur d’adhérence qui
est sa limite.
. Une suite de Cauchy converge si et seulement si elle possede une
valeur d’adhérence.

1.1.3 Limites et continuité

Soient (X, dy) et (Y, ds) deux espaces métriques, f : X — Y est une
application.

Définition 1.14 (La limite). Soit a € X. On dit que f admet une limite
en a sl existe £ € F tel que

Ve > 0,30 >0,Vz € E, d(z,a) <0 = d(f(z),{) <e.
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Définition 1.15 (La continuité). On dit que f est continue en a € X
si f admet une limite en a (nécessairement égale a f(a)). On dit que f
est continue sur X st elle est continue en chaque point de X.

Définition 1.16 (Application lipschitzienne). On dit que f est lipschit-
zienne s’il existe k € RT tel que

Vr,y € X, d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Définition 1.17 (Application contractante). On dit que f est contrac-
tante s’il existe k € [0, 1] tel que

Va,y € X, d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

1.1.4 Espace complet

Définition 1.18. On dit que (X,d) est un espace métrique complet si
pour toute suite de Cauchy est convergente vers v € X.

Proposition 1.4.
. Tout sous-espace complet d’un espace métrique est fermeé.
. Tout sous-espace fermé d’un espace complet est complet.

1.1.5 Espace compact

Définition 1.19 (Espace separé). Soit (X, T) espace topologique. On
dit que (X,7T) est un espace separé si pour tout deuz points distincts
quelconques admettent toujours des voisinages disjoints.

Proposition 1.5. Tout espace métrique est séparé. En effet, deux points
situés a une distance £ ['un de ['autre admettent comme voisinages dis-
joints les boules de rayon £/3 centrées sur chacun d’eu.

Définition 1.20 (Espace compact). On dit que (X,d) est un espace
compact s’il est séparé et qu’il vérifie, De tout recouvrement ouvert de X,
on peut extraire un sous-recouvrement fini. C’est-a-dire que pour toute
famille {U;,i € I} d’ensembles ouverts recouvrant X , il existe une partie
finie J de I telle que la sous-famille {U;,i € I} recouvre déja X .

Proposition 1.6 (Bolzano-Weierstrass). On dit qu’une partie A d’un
espace métrique est compacte si toute suite de A posséde une suite ex-
traite convergente.

Proposition 1.7.
. Toute partie compacte d’un espace séparé est fermée.
. Toute partie fermée d’un espace compact est compacte.



1.2 Espace vectoriel normé

Définition 1.21 (Espace vectoriel normé). Soit K un corps commutatif
muni d’une valeur absolue et non discret. Un K-espace vectoriel E est
dit normé lorsqu’il est muni d’une norme, c’est-a-dire d’une application
|- ||: E — RY satisfaisant les hypothéses suivantes :

NVreE/||z]|=0=2=0pg.

W(Az) € (KxE), | A= ]|« .

Nay) e B4 le+y <z |+ y] -

Remarque 1.1. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé, ’application
d: FEx E— R, définie par d(x,y) = ||z — y|| est une distance, appelée
distance associée a la norme || - || sur E.

Définition 1.22. Soient (E, ||-||) un espace vectoriel normé, et {x,}, -
une suite dans (E, || -||)

Axn}ene est dite convergente vers x € E si
Ve >0, dng € N, Vn > nyg, ||z, — x| <e.
Axn} e est dite suite de Cauchy si

Ve >0, dng € N, Vn,m > ng, ||z, — zn| < e.

Définition 1.23. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé. On appelle
(E, || -]|) espace de Banach s’il est complet pour la distance associée a sa
norme.

Définition 1.24 (Application linéaire). Soient (E,|| - ||g) et (] - ||r)
deux espaces vectoriels normé sur un corps K, f : E — I une applica-
tion. f est dite K-linéaire si :

V(z,y) € E2VA €K, fx+y)=M(2)+ fly)

L’ensemble des applications linéaires de E dans F' est généralement
noté L(E, F).
Définition 1.25 (Application continue). Soient (E,|| - ||g) et (F, || - ||#)
deux espaces vectoriels normé sur un corps K. f : E — I une applica-
tion. f est dite continue en xy si :

Ve > 0,3a >0, |z — xollp < a = ||f(2) — f(z)llr <e.

L’ensemble des applications linéaires continues de E dans F' est généralement
noté L (E, F).
Définition 1.26 (Opérateur inversible). Soit A € L(E,F), on dit que
A est inversible sl existe B € L(F,FE) tel que AB = BA. On lap-

pelle opérateur inverse de A ou plus simplement inverse de A et on note
B:=A"



Chapitre 2

Théoreme du point fixe sur 1’espace
métrique

Dans ce chapitre, nous allons introduire quelques types de théoremes
de point fixe sur ’espace métrique.

2.1 Théoreme du point fixe de Banach

Dans cette section, nous présenterons le théoreme de point fixe de
Banach qui I’a énoncé en 1922 dans le cadre de la résolution d’équations
intégrales [3].

Théoréme 2.1. Soient X un espace métrique complet (non vide) et T
une application k—contractante de X dans X, c-a-d

d(T'(z),T(y)) < kd(z,y) Vr,y € X. (2.1)
Alors il existe un point fixe unique x* de'l’. De plus, toute suite d’éléments
de X wvérifiant la récurrence x,1 = T(x,) vérifie la majoration
kn

d(zp,x") <
(T, ) T x

d(ZCQ, 331)

donc converge vers T*.

Preuve. 1. L’existence : Soit vy € X arbitraire et définir une suite
{zpnen. En posant x, = T(x,_1). Notons d’abord que pour tout n € N,
on a linégalité

d(Tpi1, y) < K'd(21,20).
Cela s’ensuit par induction sur n, en utilisant le fait que T est une

application de contraction. On peut alors montrer que {T,}nen est une
suite de Cauchy. En particulier, soit m,n € N tel que m >n



d(xmy xn) S d(xmy xm—l) + d(xm—la xm—?) + e d(xn—&—l; xn)
< k" d(ay, x0) + K™ 2d(my, m0) 4 - -+ K"d(, 20)

mn—1

= k"d(z1,20) Y K
1=0

< k'd(xy, 30) Y K
1=0

1
= k"d — .
o) (12 )
Soit € > 0 arbitraire. Puisque k € [0,1), on peut trouver un grand N € N
e(1—k)
d(.fUl, xO)

A, ) < Kd(r, 70) (ﬁ) < (%) d(z1, 7o) (ﬁ) .

Cela prowve que la suite (x,,)nen est Cauchy. Par la complétude de (X, d),

la suite a une limite x* € X. Par ailleurs, ™ doit étre un point fize de
T

pour que kY < . Ainsi, pour m et n supérieur a N on peut écrire

¥ = lim z, = lim T(xz,_1) =T (lim xn_l) =T(z").

n—oo n—o0 n—0o0
2. L’unicité : Soit x* et x** deuxr points fizes de T', comme T est
contraction on a

d(T(z*),T(z*)) = d(z*,z") > kd(z", ™).
alors r* = x**.

Remarque 2.1. Soit (X, d) un espace métrique complet. Supposons que
Uapplication T : X — X wvérifie pour un nombre n € N* la condition
contractive sutvant

d(T"z, T"y) < kd(z,y),
pour tout x,y € X, ou k € [0,1) est une constante. Alors T a un point
fixe unique dans X.

Exemple 2.1. Soient X = R muni de la distance usuelle d(z,y) =

e —y|, T: X — X tel queT(x):HSTm(x). AlorsVx,y € X

z +sin(z) y+sin(y)
3 3

Apres application du théoréme des accroissements finis, on obtientVx,y €
X

1 . .
Tz —Ty| = | \Sg(\x—yHlsm(fv)—Sln(y)\)

2
Ich—Ty\Sglx—yl,



donc T est une contraction de X wvers X, comme (R,d) est complet,
d’aprés le théoréme de point fize de Banach, alors T admet un point fixe
unique r* = 0.

Remarque 2.2. Pour que le théoreme de point fixe de Banach soit va-
lable, il est crucial que T soit un contraction, il ne suffit pas pour k =1
dans (2.1), c’est-a-dire que

d(T'(x), T(y)) < d(z,y) Vr,yeX.
Par exemple, les applications Ty, Ty : R — R données par Ti(x) = x + 1

et Th(x) = z satisfont tous deuzx (2.1) avec k = 1. L’application Ty n’a
pas de points fixes, alors que Ty a une infinité de points fixes.

Théoreme 2.2. Soient X un espace métrique compact (non vide) et
T : X — X une application vérifiant

d(T'(x),T(y)) <d(z,y) Vr,yec X, (z#y).

Alors T admet un point fixe unique x*. De plus, pour tout vy € X, la
suite d’éléments de X que vérifiant la récurrence x,.1 = Tx, converge
vers xT*.

2.2 Théoreme du point fixe de Kannan
Théoreme 2.3. Soient (X,d) un espace métriqgue complet. T : X — X
une application. Si X € [0,1) et

d(Tz, Ty) < ANd(z,Tx) + d(y, Ty)] (2.2)
pour tout x,y € X, alors T a un point fize unique.

Preuve. 1. L’existence : Choisissons vy € X. Posons x1 = Txy,
o =Tx1,..., Tpy1 = Tx, = T 2y, Nous avons
d(xpi1, ) = d(Txy, Taxn1)
< MNd(Tzp, xn) +d(TTp—1,2n-1))
= Md(@nt1, Tn) + d(@p, Tn-1)),
alors

A
d(Tpi1, ) < ﬁd(a}n,xn_l) = hd(x, xn_1)

_ A
ou h = =, pour m >n

10



d(CE‘m, xn) S d(xmy xm—l) + d(xm—ly xm—2) + e d(xn—&—la xn)
< W (2, 20) + K2 (2, 20) + -+ + R (21, 20)

m—n—1
= h"d(zy,z0) » W
1=0

< hd(z1,z0) Y A
1=0

1
= hnd(ﬂjl,aﬁg) ﬁ) .

Alors d(zp, xm) — 0 (n,m — 00). Ainsi {x,}nen est une suite de Cau-
chy. Par la complétude de (X,d), il existe x* € X tel que z, — x*

(n — 00). Depuis
d(Tx*, 2") < d(Tx*, Tx,) +d(Tz,,x*)
< ANd(z*, Tx*) + d(xp, Txy)) + d(xp1, 7).

Donc 1
d(Tz*,x*) < ﬁ()\d(:cn, Tx,) + d(xps1, %)),

pourn — oo et comme {x, }nen converge vers x*, ce implique d(x,, Tx,) —
0 car {x,}nen est une suite de Cauchy. Donc d(Tz*, x*) = 0. Cela im-
pliqgue T'x* = x*. Donc x* est un point five de T'.

2. L’unicité : Soit v € X tel que Tx™ = ™ et x* # ™,

donc x* = x**. Alors le point fixe de T est unique.

Remarque 2.3. Les conditions (2.2) du théoréme de et (2.1) du théoréme
de Banach sont independent.

2.3 Théoreme du point fixe de Chatterjea
Théoréme 2.4. Soient (X,d) un espace métrique complet. T : X — X
une application. i X € [0,1) et

d(Tz, Ty) < A[d(z,Ty) + d(y, Tz)]
pour tout x,y € X, alors T a un point five unique.

Preuve. 1. L’existence : Choisissons vy € X. Posons x1 = Tx,
xo =Tx1,..., Tpi1 = Tx, = T g, Nous avons
d(Tps1,xn) = d(Txy, Ty 1)
< MNd(Txp, xp-1) +d(Txy 1, x,))
= Md(@py1, Tn1) + d(wn, 20)),

11



alors

d(Tpi1, xp) < d(xp, Tno1) = hd(zp, T4—1)

1—A

oA
ou h = =, pour m >n

d(xma xn) S d(.’L’m, xm—l) + d(xm—la xm—2) + e d(ajn—&—la xn)
S hm_ld(xl, .T()) + hm_Qd(xl, xo) + -+ h"d(xl, 1’0)

m—n—1

d(ﬂ?l, ZIZ()) Z hl

< h" d 33'1,.%'0 th
1=0

s ().

Ceci donne d(xy,, ) — 0 (n,m — 00). Ainsi {x,}nen est une suite de
Cauchy. Par la complétude de (X, d), il existe x* € X tel que x, — x*
(n — 00). Depuis

d(Tx* 2*) < d(Tx*, Txy,) + d(Tz,, x")
< ANd(z*, Txy,) + d(x,, Tx")) + d(xpe1,27))
< A\d(z*,Txy,) + d(2", Tx") + d(zp, %)) + d(xpe1, 27)),

donc

1
d(Tz*, %) < m)\(d(mn, ) + d(zpi1, 7)) + d(Tper, 7).

Pourn — oo et comme {x, }nen converge vers x*, on arrive a d(Tx*, x*) =
0. On trouve Tx* = x*. Donc x* est un point fixe de T.
2. L’unicité : Soit x** € X tel que Tx™ = o™ et x* # 2™,

d(z*, ™) = d(Tx*, Tx™) < AMd(«*, Tx™) + d(z™, Txz")) = 2X\d(z", ™).

Puisque \ < —, alors x* = x**. Donc le point fize de T est unique.

2.4 Théoreme du point fixe de Reich

Dans cette section, on présente le théoreme du point fixe de Reich
[14].

Théoréme 2.5. Soient (X,d) un espace métrique complet. T : X — X
une application. S’il existe a, B,y € [0, +00) tel que v+ [+ v < 1 et

d(Tz, Ty) < ad(z,y) + Bd(z, Tx) + vd(y, Ty) (2.3)
pour tout x,y € X, alors T a un point fire unique.
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Preuve. 1. L’existence : prenons un point xy € X et considérons la
suite {T"(x0) bnen-. On remplace © = T™(xg), y = T 1(xq) dans (2.3)
on obtient pour n > 1,

d(T"" (o), T"(w0)) < ad(T" (w0), T"(z0)) + Bd(T" (o), T" " (w0))
+d(T" (20), T" (20)).

donc
d(T™ " (20), T"(20)) < ad(T"(x0), T (0))

7, on aa <1, Il s’ensuit que

d(T" (o), T"(20)) < a"d(wo, T(x0)),

et que pour tout m > n,

an

d(zo, T(20)),

alors {T"(xo) }nen- est une suite de Cauchy. Comme (X,d) est com-

plet alors T"(xy) — x* (n — o0). Nous allons maintenant montrer que

T(z*) = x*, ce suffit a prouver que T (xo) — T(z*). En effet on a si

on prend x = T"(xy), y = «* dans (2.3)

d(T" (o), T (")) < ad(T"(xo), ") +Bd(T" (o), T (w0))+7d(2", T(x"))

< ad(T" (wo), &) +Bd(T" (o), T (o) ) +yd(a”, T (wo) ) +yd(T™H (0), T(2))
< ad(T"(x0), x")+a"Bd(wo, T (xo))+rd(a”, T (w0))+yd(T" (w0), (7)),

donc

d(T"* (x0), T (")) <

d(T" (20), T"(w0)) < 5

1
1 -~

+Ed(Tn+1( o). T(z*)) = 0.

[ad(T™ (), %) +a"Bd(xg, T(z0))+yd(x*, T" (0))]

Alors T'(x*) = z*.
2. L’unicité : Soit x* et 2™ deux points fixes de T'.

d(z*, ™) =d(T(z"), T(z™)) < ad(z*, 2™)+pd(z", 2*)+~yd(z™, ™) = ad(z™, ™)

nous avons 1 < «, c’est une contradiction. Alors x* = x**, le point fixe
est unique.

Exemple 2.2. Soient X = [0,1], T : X — X tel que T'(x) = 5 pour
0<z<letT(l)=s3.

T satisfait la condition (2.3) si on pose o = %, B = %, v = %.

Remarque 2.4. On peut voir que la théoréeme de Reich est plus générale
que théoréemes de Banach et Kannan, T ne satisfait pas la condition de

Banach car elle n’est pas continue en 1. La condition de e’galement n’est

pas satisfaisant car d(T(0),T(5)) = 5(d(0,T(0)) +d(5,T(3))). Mais elle

satisfait la condition de Reich.

13



2.5 Théoreme du point fixe de Zamrfirescu

Dans cette section, On donne le théoreme du point fixe de Zamrfirescu.

Théoréme 2.6. Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X —
X une application. On suppose qu’il existe des nombres réels a, B et vy
satisfont 0 < a <1, 0< 8,7 < % tels que, pour tout x,y € X, au moins
l'une des conditions suivantes est vérifiée

- d(Tx, Ty) < ad(z,y).

. d(Tz,Ty) < Bld(z, Tx) + d(y, Ty)].

. d(Tz, Ty) < Bld(z, Ty) + d(y, Tz)].
alors, T admet un point fixre unique dans X et litération de Picard
{z,}nen définie par

Tpi1 =Tz, neN

converge vers ce point, pour tout xo € X.

2.6 Théoreme du point fixe de Caristi

Définition 2.1 (Semi-continuité supérieure). Soit (X, d) un espace métrique.
On dit que f est semi-continue supérieurement en xq St
limsup f(x) < f(zo)
T—X0

ou lim sup désigne la limite supérieure d’une fonction en un point.

f est dit semi-continue supérieurement s’elle est semi-continue supérieurement
en tout point de X.
Définition 2.2 (Semi-continuité inférieure). Soit (X, d) un espace métrique.
On dit que f est semi-continue inférieurement en xq st

lim inf f(z) > f(z0)
T—X0
ou liminf désigne la limite inférieure d’une fonction en un point.

f est dit semi-continue inférieurement s’elle est semi-continue inférieurement
en tout point de X.

Remarque 2.5. Une fonction est continue en un point si et seulement
st elle est semi-continue supérieurement et inférieurement en ce point.

Théoreme 2.7. Soient (X,d) un espace métrique complet non vide et
T une application de X dans X (non nécessairement continue). Pour
que T admette un point fize, il suffit qu’il existe une application semi-
continue inférieurement f : X — [0, +00) telle que pour tout point x de
X :

Az, T(x)) < f(z) — f(T(x) (2.4)

14



Preuve ([18]). Pour tout x € X, définir une application S : X — P(X)
(la puissance ensemble de X ) par

S(z) ={y € X :d(z,y) < f(z) — f(y)}.

Clairement, x € S(x) et donc S(x) # & pour tout x € X. Nous affirmons
que pour chaque y € S(x), on a f(y) < f(x) et S(y) C S(x). Soit
y € S(x) donné. Puis d(z,y) < f(x) — f(y). On a donc f(y) < f(x).
Puisque S(y) # @, soit z € S(y). Ainsi d(y, z) < f(y) — f(2). Il s’ensuit
que f(z) < f(y) < f(x) et donc

d(x, z) < d(z,y) +d(y, 2) < f(z) = f(2).

Donc z € S(x). On prouve donc S(y) C S(z). Nous allons construire
une suite {x, tnene dans X par récurrence, prendre n’importe quel point
x1 € X. Supposons que x, € X est connu. On choisit alors x,+1 € S(x,)

tel que

1
o) < inf - . 9.
fn) < inf f(z)+ €N (2.5)

Pour tout n € N, puisque x,+1 € S(x,), on a

d(xna xn+1) < f(xn) - f(xn+1)- (2'6)
Donc f(xp11) < f(xn) pour chaque n € N. Puisque f est bornée
v := lim f(z,) = inf f(x,) existe. (2.7)
n—00 neN

Pour m > n avec m,n € N, d’apres (2.6) et (2.7), on obtient

—

d(Tn, Tpm) < d(zj, j41) < fzn) — 7.
J

3

n

Puisque lim, o f(x,) = 7, on obtient

lim sup{d(z,,z,):m >n} =0.

n—oo

Donc {x,}nens est une suite de Cauchy dans X. Par la complétude de
X, il existe x* € X tel que x, — x* comme n — oo. Puisque f est
semi-continu inférieur, d’aprés (2.7), on a

f(x*) < lim inf f(x,) = %glgf(xn) < f(z,),Vp € N. (2.8)

n—0o0

Ensuite, nous montrons que N> S(x,) = {z*}. Pour m > n avec m,n €
N, d’apres (2.6) et (2.8), t

i

d(@n, Tm) < d(zj, 2j11) < flan) — f27).

n

.
I
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Puisque x,, — x* lorsque m — oo l'inégalité précédente implique
d(xp, %) < f(z,) — f(2"),Vn € N.

Par l'inégalité précédente, nous savons x*MN>2, S(x,). Dot N2, S(x,) #
@ et S(x*) C NS, S ().
Pour tout w € Ny, S(xy,), d’aprés (2.5), on a

d(zn, w) < f(2n) — f(w)

2€8(xy)

S f(xn) - f(xn—kl) + %

pour tout n € N. Donc lim,,_,oo d(z,,, w) = 0 ou, de maniere équivalente,
Tn — w lorsque n — oo. Par ['unicité de limite d’une suite, on a w = x*.

Donc My, S(xy,) = {z*}. Puisque S(x*) # @ et
S(a”) € MZiS(wn) = {27}

donc S(z*) = {x*}. Par contre, par (2.7), et comme Tz* € S(z*). D’ou
il doit étre Tx* = x*. Donc T a un point fize x* dans X.

Exemple 2.3. Soit X = [0, 1] muni de la distance usuelle, soient f(x) =
r, Ve e X etT : X — X tel que

T(.I’) o { 07 T € [07 %]7
%:c+i, x € (%,1],

f est continue alors elle est semi-continue inférieurement.

Soit v € [0,3], d(z,Tz) = d(z,0) = z et f(z) — f(Tz) = f(z) — 0 =
r—0=ux.

De la méme maniére, soit x € (3,1], d(z,Tz) = to—1 = f(z)— f(Tx)
alors d(x,Tx) = f(x) — f(Tx), Vo € X. On a 0 est le seul point fize de

T.

Exemple 2.4. Le but de cet exemple est de voir que le point fixe du
théoreme 2.7 n’est pas nécessairement unique.

Soient X = [—1,1] muni de la distance usuelle, T : [-1,1] — [—1,1]
définit par
_J 1 o r=20
Hz) = {—1, v < 4

Soit f définit par f(x) = %d(m,Tx), f est semi-continue inférieurement,
et d(x,Tx) = f(z) — f(Tz), Vo € X car d(Tx,T?x) < 3d(z,Tx). T
admet deux points fives xo =0 et x1 = —1.
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2.7 Théoreme du point fixe de Cirié¢

Dans cette section, on va présenter le théoreme du point fixe pour
les application orbitalement continues sur les espaces métriques orbita-
lement complets donnés par Ciri¢ en 1974 [5].

Soient X, d un espace métrique, T': X — X une application et xg € X,
O(xg) ={T"xy: n=0,1,2,..}
est appelée 'orbite de x.
Définition 2.3. Soient (X,d) un espace métrique, T : X — X une
application et xo € X.

X est dit T-orbitalement complet si toute suite de Cauchy qui est conte-
nue dans O(z) pour un point x dans X converge dans X.

Nous observons que tout espace métrique complet est T-orbitalement
complet pour tout 7', mais un espace métrique T-orbitalement complet
n’est pas nécessairement un espace complet.

Définition 2.4. T est dit orbitalement continu en x¢g € X si pour tout
suite {x,}neny C O(x) pour chaque x € X, x, — x¢ lorsque n — oo
implique Tx, — Txy lorsque n — 0o.

Remarque 2.6. Clairement, tout application continue d’un espace métrique
est orbitalement continue, mais ['inverse n’est pas nécessairement vrai.

Théoréeme 2.8. Soient (X,d) un espace métriqgue, T : X — X wune
application orbitalement continue. St X est T'-orbitalement complet et T
vérifie la condition suivante

min{d(Tz, Ty),d(zx,Ty)} — min{d(z, Ty),d(y, Tz)} < kd(z,y) (2.9)

pour tout x,y € X et pour un réel k < 1. Alors pour chaque xy € X la
suite {T"xo}>2 | converge vers un point five de T .

Preuve. Soit xqg € X, nous montrerons que la suite d’itérations
T = TSU(), ey a1 = TICn

a xog est une suite de Cauchy. Si xp_1 = x pour un nombre k € N*
immédiatement donne {x,}nen est une suite de Cauchy.

Supposons que x,_1 # x, pour tout n € N*. De (2.9) et pour v = x,,_1
et y = x, alors

min{d(Tx, 1, Tx, 1), d(xn_1, Txy_1)}—min{d(x,_ 1, Tx, 1), d(xy_1,Txs 1)}
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= min{d(z,, Tpi1), d(Tp_1, )} < kd(zp_1,2,).

Puisque d(xp—1,x,) < kd(x,—1,2,) est impossible (car k < 1), alors
d(xp, Tpy1) < kd(zp-1,x4).
De la méme maniere on obtient
d(Tp, Tp1) < kd(x,_1,x,) < kgd(:pn_z,xn_l) <. < K'd(zx,Tx),

donc pour tout ¢ € N*

n+q—1 n+q—1 ‘ Ln
d(xnaxn—kq) S Z d(xiyaji—kl) S Z kzd(l',Tl') S 1— kd(ﬂ?,T[E)

Puisque k" — 0 lorsque n — 400, alors {x,}nen est une suite de Cau-
chy. Comme X est T-orbitalement complet alors il existe x* € X tel que
T"x — x* lorsque n — +00, puisque T est orbitalement continue alors

Tx*= lim TT"z = z*.

n—-+0o
C-a-d x* est un point fixe de T

Exemple 2.5. Soit X = [0, 1] muni de la distance usuelle, soit T : X —

X tel que
2

T(x) = 5T, x rationnel,
x, x wrrationnel,

T est orbitalement continue, et satisfait la condition du théoréeme 2.8, T
possede un nombre infini de points fixes.
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Chapitre 3

Espace métrique partiel, Espace métrique
conique

3.1 Espace métrique partiel

Dans cette section, nous présenterons le concept de auto-distance non
nulle appelée métrique partielle introduit par Matthews (1994) [12,13].

Définition 3.1. Un espace métrique partiel est une paire (X,p) tel que
p: X x X — R" vérifieVo,y,z € X
ap. 0 < p(z,x) < p(z,y).
ar. p(z,y) = p(y, ).
- p(@,x) =plz,y) =ply,y) = z=y.
az. p(z,2) + p(y,y) < p(x,y) +py, 2).
Exemple 3.1.
. (RT,p) ot p(x,y) = max{x,y} Vo,y € RT est un espace métrique
partiel.
. Soit p: RT x RT — R* tel que Va,y € RT
T, Y=<z,

alors (R x RY p) est un espace métrique partiel.

—_

a

N}

Remarque 3.1. Un espace métrique partiel est cense étre le moindre
généralisation de la notion d’espace métrique, telle que la distance de
chaque point a lui-méme n’est plus nécessairement nulle. Cette valeur
(p(z,x))est appelée auto-distance, taille ou poids de x.

L’espace métrique est donc précisement un espace métrique partiel tel
que p(z,x) soit toujours nul. Le cas échéant la taille peut étre utilisée
pour exprimer la mesure dans la quelle un point est partiellement défini.

Remarque 3.2. De [’application p, on peut définie une distance sur X
comme suit dy(x,y) = 2p(x,y) — p(x,x) — p(y,y) Vz,y,z € X.
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Preuve. Pour tout x,y,z € X
. De la condition (ay), on a 0 < d,(x,y).
. Soit dp(x,y) = 0 = 2p(z,y) — p(z,7) — p(y,y) = 0 = p(z,y) —
p(z, ) +p(z,y) —p(y,y) = 0, donc et par (ap) p(z,y) = p(z,x) =
p(y,y). D’aprés (az) on obtient x = y.
. Soit x =y alors dy(x,y) = 0.
. D’aprés (a1) dp(z,y) = 2p(z,y) — plz,2) — p(y,y) = 2p(y,x) —
Py, y) — p(z, ) = dyp(z,y) = dy(y, x).
. D'aprés (a3) dy(z,y) = 2p(z,y) — p(z,2) — p(y,y) < 2p(x,2) +
2p(z,y) — 2p(z, 2) — p(z, ) — p(y,y) = dp(z, 2) + dp(2,9).

Définition 3.2. Un boule ouverte pour une métrique partielle p : X X
X — R est [’ensemble de la forme,

B:(r) == {y € X,p(z,y) <&}
pour chaque € >0 et x € X.

Théoreme 3.1. L’ensemble de toutes les boules ouvertes d’une métrique
partielle p : X x X — R avec O forme la base d’une topologie sur X.

Définition 3.3 (Convergence, suite de Cauchy, complétude). Soient
(X, p) un espace métrique partiel et {x, }nen+ une suite de X.
. On dit que {x,}nen+ est covergente vers x dans (X, p) si
Ve € X limy, oo p(xy, ) = p(z, x) (la convergence dans (R,|-1)).
. On dit que {x, }nen+ est une suite de Cauchy dans (X, p) s’il existe
a > 0 tel que

Ve > 0,dng € N,Vn,m > ng, | p(x,, z,) —a |< €.

. On dit que (X,p) est une espace métrique partiel complet si toute
suite de Cauchy est convergente.

Remarque 3.3. La définition de suite de Cauchy équivalent a

n’n{;nioop(:cn, Tm) = a.

Remarque 3.4. Si (X, p) est un espace métrique alors a = 0.

Lemme 3.1. Soient (X,p) un espace métrique partiel, {x,}nen+ une
suite de X et x € X alors
Axntnen est de Cauchy dans (X, p) si et seulement si {x,}nens est
de Cauchy dans ’espace métrique (X, d,).
. (X,p) est complet si et seulement si l'espace métrique (X,d,) est
complet. En outre
lim dy(z,,z) =0< p(r,z) = lim p(r,z,) = Um p(x,, zm).

n——+00 n——+00 n,m—-+0oo
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Lemme 3.2. Soit (X, p) un espace métrique partiel complet, alors pour
tout v,y € X

L.p(x,y) =0=>2=y.

2. v #y=plx,y) > 0.

Preuve.
1. Soit p(x,y) = 0, de la condition (ay) on a p(x,z) < p(x,y) =0 et
p(y,y) < plz,y) =0, alors de (a1) z =y.
2. Soit x # y, par la définition p(x,z) > 0 Vx,y € X. On suppose
que p(x,y) =0, de la partie (1) x = y. Cela contredit ’hypothése et
p(x,y) > 0 pour tout x # y.

Lemme 3.3. Soient (X,p) un espace métrique partiel, {x,}nen+ une
suite de X et x € X alors

lim z,=2 et p(r,z)=0= lim p(z,y)=plz,y) YyeX.

n——+00 n—+00
Preuve. Notons d’abord que lim,,_, y, p(z,,,x) = p(z,x) = 0. Par l’inégalité
triangulaire, on a Vy € X
P(@n, y) < plan, ) + p(x,y) — plz, ©) = p(an, ) + p(z, y)
et

p(xa y) < p(xv xn) + p(xm y) - p<xn; xn) < p(xa xn) + p(xn; y)

donc
0< |p($nay) —p(:r:,y)\ < p(scn,:n),

en passant a la limite on arrive au résultat.

3.2 Espace métrique conique

Dans cette section, nous présenterons le concept d’espace métrique
conique introduit par Huang et Zhang (2007) qui sont généralisé le
concept d’espaces métriques, remplacant 1’ensemble de nombres réels
par un espace de Banach ordonné [6,15].

Dans la suite E est un espace de Banach réel et P un sous-ensemble
de E.

Définition 3.4 (Cone). P est appelée un cone si
. P est non vide, fermé et P# {0}.
Vr,y e PVa,5 € R" = ax + by € P.
.xre€Pet—xeP=2=0.
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Etant donné un cone P C E , on définit un ordre partiel < par rapport
a P par x < y si et seulement si y—x € P. On écrira x < y pour indiquer
que z < y mais x # y, tandis que x < y sera représentent y —x € int(P)
(int(P) désigne l'intérieur de P).

Définition 3.5 (Normal). Le cone P est dit normal s’il existe un nombre
k > 0 tel que pour tout v,y € F

0<z<y=|z| <E|yl.

Le plus petit nombre positif satisfaisant la condition ci-dessus est appelé
la constante normale de P.

Remarque 3.5. Il n’y a pas de cone normal avec une constante normale
k<1.

Définition 3.6 (Régulier). Le cone P est dit régulier si toute suite crois-

sante bornée par le haut est convergente. Autrement dit, si {xy}, - €t
une suite telle que

£L'1<<$2<<"'<<£En<<"‘<<y
pour un certain y € E, alors il existe v € E tel que ||z, — x| EmALNY()

Remarque 3.6. La définition précédente est équivalente a : le cone P
est réqulier si et seulement si toute suite décroissante bornée par le bas
est convergente.

Proposition 3.1. Tout cone régulier est un cone normal.

Preuve. Soit P un cone régulier qui n’est pas normal. Pour chaque
n > 1, choisir t,, s, € P tels que t, — s, € P et n?||t,|| < ||sn||. Pour

Sn n
— et y, = —. Alors, x,,yn, Yn —
[ I e

T, € P, lyall = 1 et n? < ||z,|| , pour tout n > 1. Puisque la série
ST n2|ynll est convergent et P est fermé, il eviste un élément y € P
tel que S°17°n?||ynll = y. Maintenant, notons que

chaque n > 1, posons x, =

1 1 1
ngl§x1+§x2§$1+§x2+§x3§...gy.

Ainsi, Y n?||z,|| est convergent car P est régulier. Ce implique que

lim,, o %xn =0, qui est une contradiction.

Dans la suite on supposera toujours que E est un espace de Banach,
P est un cone dans E avec int(P) # & et < est un ordre partiel par
rapport a P.

Définition 3.7 (Espace métrique conique). Soit X un ensemble non
vide. Supposons que Uapplication d : X x X — E satisfasse, Va,y,z € X
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L0 <d(z,y) etd(z,y) =0 x=1y.

d(x,y) = d(y, @),

d(z,y) < d(z,2) +d(z,y),
alors d est appelé une métrique conique sur X et (X,d) est appelé un
espace métrique conique.

Remarque 3.7. Il est évident que les espaces métriques coniques généralisent
les espaces métriques.

Exemple 3.2. Soient E =R?>, P = {(z,y) € E|lz,y <0} C E, X =R
etd: X x X — FE tel que d(x,y) = (| — y|, oz —y|), ot a > 0 est une
constante. Alors (X,d) est un espace métrique conique.

Définition 3.8. Soit (X, d) un espace métrique conique. Le poids sca-
laire de la métrique conique d est défini par, ds(z,y) = ||d(x,y)||.

Notons que pour un cone normal avec la constante normale, le poids
scalaire de la métrique conique d, se comporte comme une métrique sur

X.

Définition 3.9 (Convergence, suite de Cauchy). Soient (X, d) un espace
métrique conique. {T,}, - une suite dans X et v € X.
. On dit que la suite {x,}, . converge vers x € X si

Ve € int(P),3Ing € N,Vn > 0,d(z,, z) < c.

. n—oo
Nous notons cela par im,_oo , = T ou T, —— T

. On dit que la suite {x,}, . est une suite de Cauchy si

Ve € int(P),3Ing € N,Vn,m > 0, d(x,, ) < c.

Lemme 3.4. Soit (X, d) un espace métrique conique, P un cone normal

de constante normale k. Soit {x,}, v une suite dans X. Alors {x,}, o

converge vers = si et seulement si d(z,, ) “— 0 (dans (E, || - ||))-

Preuve. (=) Supposons que {x,}, .. converge vers x. Pour tout réel
e >0, choisir c € E avec 0 < ¢ et K||c|| < e. Alors il y a ng, pour tout
n > ng, d(z,, x) < c. Ainsi, lorsque n > ng, d(z,,x) < K||c|| < e. Cela

n—oo

signifie d(x,,x) —— 0.

n—00

Inversement, supposons que d(x,,r) —— 0. Pour ¢ € E avec 0 < c,
ilyad >0, tel que ||z|| < & implique c — x € int(P). Pour ce § il existe
no, tel que pour tout n > ny, ||d(z,, z)|| <. Donc ¢ — d(x,, ) € int(P)
. Cela signifie d(xy,x) < c. Donc {x,}, - cOnverge vers x.

Lemme 3.5. Soit (X, d) un espace métrique conique, P un cone normal
de constante normale k. Soit {x,}, . une suite dans X. Si {x,},
converge vers x et {x,}, . converge versy, alors x = y. C’est la limite
de {zy}, - €St unique.

23



Preuve. Pour tout ¢ € E avec 0 < ¢, il existe ng tel que pour tout
n > ng, d(x,,r) < c et d(x,,y) < c. Nous avons

d(z,y) < d(xn, x) +d(z,,y) < 2¢
Donc d(x,y) < 2k||c||. Puisque c est arbitraire d(z,y) =0, donc x = y.
Définition 3.10 (Complet). Soit (X, d) un espace métrique conique, si

toute suite de Cauchy est convergente en X, alors X est appelé un espace
métrique conique complet.

Lemme 3.6. Soient (X,d) un espace métrique conique, {x,}, . une
suite dans X. Si {x,}, e converge a x, alors {xy}, . est une suite de
Cauchy.

Lemme 3.7. Soit (X, d) un espace métrique conique, P un cone normal
de constante normale k. Soit {x,,}, . une suite dans X . Alors {x,},

est une suite de Cauchy si et seulement si d(zy,Tpm) ———s 0 (dans

(B, [ -11))-

Lemme 3.8. Soit (X, d) un espace métrique conique, P un cone normal

de constante normale k. Soient {xy}, cn €t {Un} ey deux suites dans X
n—00 n—00 n—00

et x, —— x, Y —— y. Alors d(x,, y,) —— d(zx,y)

Preuve. Pour tout € > 0, on choisissons ¢ € E avec 0 < ¢ et ||z] <

4If+2. De z, =5 1 et Yn AAESN y, 1l existe ng tel que pour tout n > ny,

d(zy,x) < ¢ et d(yn,y) < c. Nous avons
d(n, yn) < d(zn, x) +d(z,y) + d(yn, y) < d(z,y) + 2,

D’ou
0 < d(z,y)+ 2c—d(xn, yn) < 4c
et

[d(zn, yn) = d(z, y)|| < d(2,y) +2¢ = d(@n, yn) + [ 2¢]] < (45 +2)[|e]| <e.
Donc d(,, yn) — d(z,y).

Définition 3.11. Soit (X, d) un espace métrique conique. Si pour toute
suite {xp},cne dans X, il y a une sous-suite {Tp, }rone de {20}, on
telle que {xn, }rene st convergente en X. Alors X est appelé un espace
métrique conique séquentiellement compact.

Définition 3.12 (Application Lipschitzienne,contractante). Soient (X, dy),
(Y, ds) deux espaces métriques coniques et T : (X, dy) — (Y, dy) une ap-
plication.
. On dit que T est une application Lipschitzienne s’il existe k > 0 tel
que Vr,y € X
d2<T33, Ty) < kdl(xa y)

. On dit que T est contractante s’il est Lipschitzienne et 0 < k < 1.
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3.3 Théoreme du point fixe sur ’espace métrique
partiel

Dans cette section, on va donner quelques des généralisations du théoreme
du point fixe dans I'espace métrique partiel et conique.

3.3.1 Théoréme du point fixe de Matthew

Dans cette sous-section, nous présenterons dans un espace métrique
partiel le théoreme de Matthew qui est analogue a principe de Banach
(théoreme 2.1)[13].

Théoreme 3.2 (Matthew ). Soit T une application d’un espace métrique
partiel complet (X, p) en lui-méme tel qu’il existe un nombre réel ¢ avec
0 < c <1 satisfait

p(T(2), T(y)) < ep(z,y) Va,y € X,
alors T admet un point fixe unique x* avec p(x*, x*) = 0.
Preuve. 1. L’existence : Soit xg € X, alors Vn,k € N
p(T™ 4Ly, To) < p(T™H+ 1wy, T ) + p(T g, TMzo)
— (T g, T" )
< "Rp(Txg, o) + p(T" g, T ),
alors Vn,k € N
(T g, Twg) < (" + .+ ¢)p(Txg, 20) + p(T" 0, T"x0)
1 — okl
<"

< ?p(Tl‘o, To) + c"p(x0, 20)

p(Txg, xo)

< 1
— C

+ p(0, 20)),
ce implique que Vn € N

p(T" g, T 20) < "p(x0, 20).
Alors {T"xq}nen+ est une suite de Cauchy tel que

lim p(T"z, T™z) =0,

n,m—-+00

comme (X, p) est complet alors il existe x* tel que {T"xq}nene converge
vers * et p(z*,x*) = 0. D’autre part p(Tz*,x*) =0 car Yn € N

p(Tzx* x*) < p(Tx", T"Hx) + p(T"on, ") — p(T”on, Tn+1£L'0)
< cep(x*, T"xo) + p(T" o, z¥).
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Enfin, on déduit que Tx* = x* et p(x*, x2*) = 0.
2. L’unicité : On suppose qu’il existe x** € X tel que T'x* = x** alors

comme ¢ < 1 alors p(z*, ™) =0 et x* = x**,

3.3.2 Théoreme du point fixe de Kannan

Dans cette section nous allons présenter analogue de théoreme du
point fixe de Kannan (théoreme 2.3) dans 1’espace métrique partiel [16].

Théoreme 3.3. Soient (X, p) un espace métrique partiel complet et T :
X — X une application. Supposons qu’il existe une constante A € [0, %)
telle que

p(T'z,Ty) < Alp(z, T'z) + p(y, Ty)]

pour tout x,y € X, alors T a un point fize unique x*. De plus p(x*, z*) =
0.

Preuve. 1. L’existence : Soit xy € X, on définit la suite {x, =
T"xo}nen , alors Vn € N

p($n+1, xn) S )\[p(xn, xn—i—l) + p(xn—la xn)]a

A
p(xn+17$n) S —p(xn—laxn) S Tt S knp<$0,371)a

P(Tm, Tn) < p(Tmy Tpo1) + - + P(Tng1, Tn) — DT, Top1) — - - -
Ln+1, IL‘n+1)-

< p(Tm, Tino1) + -0 < P(Tny, Tn)

< (B™ 4 BN (20, 21)),

I
=

on voit que {T"xo}nens est une suite de Cauchy tel que

lim p(T"z,T™z) =0,

n,m—-+00
comme (X, p) est complet alors il existe x* tel que {T"x(}nene converge
vers * et p(z*,x*) = 0 D’autre part p(Tx*,x*) =0 car Vn € N
p(Tx*, 2%) < p(Ta*, T" o) + p(T" Mg, 2*) — p(T" ag, T ay)
< Alp(zn, Tpt1) + p(a™, Ta")] + p(Tn+1xa ),
cect donne

A
p(TZL’*,I*) < m(/\p(xmxn+l) —|—p(T”+1ZCO,QE*)).
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Enfin, on déduit que Tx* = x* et p(x*, x2*) = 0.
2. L’unicité : On suppose qu’il existe x** tel que Tx**

pz®,2™) = p(Ta", Tx™) < Np(a®, 27) + p(z™, 2™)] = 0,

= 2™ alors

alors p(z*, ™) =0 et * = 2™

3.3.3 Théoréme du point fixe de Chatterjea

Dans cette section, nous allons présenter analogue de théoreme du
point fixe de Chatterjea sur l'espace métrique partiel (théoreme 2.4)
[16].

Théoreme 3.4. Soient (X, p) un espace métrique partiel complet et T :
X — X une application. Supposons qu’il existe une constante A € [0, %)
telle que

p(Tz,Ty) < Ajp(z, Ty) + p(y, Tx)]
pour tout x,y € X, alors T a un unique point fize x*. De plus p(z*, x*) =

0.

Preuve. 1. L’existence : Soit vy € X, on définit la suite {x, =
T"xo}nens, alors Vn € N

P(Thni1, Tn) < A[p(zpn, n) + D(h-1, Tns1)] < Ap(Th-1, ) + (T, Tpi1)),

donc \
p(xn—H; xn) S ﬁp(xn—la xn)a

ce implique
>\ n
p($n+1axn) S 1 )\p(xn—lyxn) S e S k p(x07371)7

S A
ou k = 1=, pour m >n

P(Tms Tn) < (T Tin—1) + -0+ + P(Tns1, Tn) — P(Tn-1, Ti—1) —
(241, $n+1)-
< p(@m, Tm—1) + -+ -+ P(Tnt1, Tn)
< (K" 4 4 Ko, 1),

on voit que {T"xo}nens est une suite de Cauchy tel que

lim p(T"z,T™z) =0,

n,m—~+00

comme (X, p) est complet alors il existe x* tel que {T"xq}nene converge
vers * et p(z*,x*) = 0. D’autre part p(Tz*,z*) =0 car Yn € N
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Cect donne \
p(TﬁIZ*, wn—H) < mp(fv*; xn—i—l)-
Par lunicité de la limite, on déduit que Tx* = z* et p(x*,2*) =0,
2. L’unzcité : On suppose qu’il existe x** tel que T'x*™ = x** alors
p(a”, ™) = p(Tx*, Tx™) < A[p(a™, Tx™) + p(z™, Tx")]

alors, comme 2\ < 1 p(z*, ™) =0 et * = ™.

3.3.4 Théoréme du point fixe de Reich

Dans cette section on va présenter des généralisations de théoreme du
point fixe de Reich sur un espace métrique partiel (théoreme 2.5)[16].

Théoréme 3.5. Soient (X, d) un espace métrique partiel complet. T :
X — X une application. S’il eziste o, 3,y € [0, 4+00) et

p(Tz, Ty) < ap(z,y) + Bp(z, Tz) +vp(y, Ty)

pour tout x,y € X, alors T a un point five unique x*. De plus p(z*, x*) =
0.

Preuve. 1. L’existence : Soit vy € X, on définit la suite {x, =
T"xo}nens, alors Vn € N

p(T.CUn, Txn—l) S ap(xna xn—l) + Bp(xna xn—H) + 7p(xn—la xn):

donc
a—+ 7y

1-p

p($n+17 fﬁn) < p(CEnq, SUn),

ce implique

a—+ 7y
1-p

aty

odk:m,pourm>n

P(Tpi1, Tp) < p(Tp1,2,) < - < E"p(xo, 21),

P(@Tms Tn) < Py Tin1) + -+ P(Tng1, Tn) — P(Tn-1, Tm1) —
- p(%ﬂ, l‘n+1)-
< p(@m, Tr1) + 0 < P(Tpgr, Tn)
< (E™ b B (20, 1),

comme k < 1, alors

lim p(T"z,T"z) = 0.

n,M—>~+00
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On déduit que {T"x}en est une suite de Cauchy, comme (X, p) est com-
plet alors il existe x* tel que {T"x},ene converge vers z* et p(z*,x*) = 0
D’autre part p(Tx*,x*) =0 car Vn € N

p(Tx*, 2%) < p(Ta*, T" o) + p(T" Mg, ) — p(T" ag, T xg)
< p(Ta*, T o) + p(T" g, )
< ap(x*, x,) + Bp(a*, Ta*) + yp(an, Tui1) + p(T" g, 27).
Ce implique
1
1-p
Enfin, comme {x,}nen+ converge vers x*, on déduit que Tx* = x* et

p(z*, x*) = 0.
2. L’unicité : On suppose qu’il existe x** tel que Tx™ = x** donc

p(Tz*, x*) < (ap(x*, ) + Yp(Tny Tngr) + p(T" g, 7).

p(a*, ™) = p(Tx*, Tx™) < ap(z”, ™) + pp(x*, Tx*) + yp(x™, Tx™)
= ap(a”, 2™) + fp(z®, 27) + yp(a™, ™)
S &p(x*,x**)7

alors, comme o < 1 p(x*,2™) =0 et z* = 2.

3.3.5 Théoréme du point fixe de Caristi

Dans cette partie on va présenter une généralisation du point fixe de
Caristi dans un espace métrique partiel (théoreme 2.7) [9].

Définition 3.13 (Semi-continuité inférieure). Soient (X,p) un espace
métrique partiel, xo un point de X et f une fonction de X dans RT. On
dit que f est semi-continue inférieurement en xy si Vo € X
; _ < =
A plan, @) = pleo,x) = fla) < U inf fa,) = sup if f(zm)
Théoréme 3.6. Soient (X,d) un espace métrique partiel complet et T
une application de X dans X (non nécessairement continue). Pour que T

admette un point fixe, il suffit qu’il existe une application semi-continue
inférieurement f 1 X — [0, 400) telle que pour tout point v de X

p(z, T(x)) < f(z) — f(T(x)).

Preuve. Pour tout x € X, on définit S(x) = {y € X : p(x,y) <

f(z) — f(x)} et a(z) = inf{f(y) : y € S(x)}. Comme x € S(x), alors
S(x) # @. Par la définition de a(x) on a 0 < a(x) < f(x).
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Soit x € X. On construit une suite {x, tnen de la maniére suivante :

T:=T

1
Tpi1 € S(xn)a f(xn—kl) < O‘(‘%’L) + E’\V/n e N*

Alors, on peut facilement observer que p(xn, Tni1) < f(x,) — f(xn11) et
1
a(xy) < f(rpn) < alz,) + E,Vn e N* (3.1)

Notons que (3.1) implique que {f(x,) tnen est une suite décroissante de
nombres réels, et c’est borné par zéro. Par conséquent, la suite {x, }nen-
est convergente vers un nombre réel positif . De (3.1), on a

= lim f(z,) = lim a(z,). (3.2)

n—-+4o00 n—-4o00

De (3.1) et (3.2), pour tout k € N*, Il existe N, € N, tel que pour tout

n > N on a
1

Concernant la monotonie de { f(xy,) }nen, pour m >n > Ny, on a
< fle) < Fle) <14
Alors, on obtient
flx,) — flzn) < %, Vm > n > Ny (3.3)

D’autre part, on applique (3.1), ainsi que de ['inégalité triangulaire, nous
observons que

P(@ns Tnt2) < p(Tn, Tog1) + P(Tnt1; Tnt2) — P(Tnta, Tt
< p(@n; Tnt1) + P(Tnt1, Toy2)
< f(xn) = f(@n41) + [(@nt1) — f(@n42)
= f(zn) = [(@n42).

De maniere analogue,

(T, Tny3) < p(Tn, Toy2) + P(Tot2, Tngs) — P(Tny2; Tnta)
< p(Tn, Tpy2) + P(Tnt2, Tngs)
< f(xn) = f@nt2) + fnr2) = f(Tne3)
= f(@n) = f(zni3).
On obtient
(@0, o) < fl2n) = f(Tm), Ym 2>mn, (3.4)
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et compte tenu de (3.3), (3.4) devient
1
p(Tn, xm) < flz,) — flon) < iz Vm >n > Ng. (3.5)

Puisque la suite {f(x,)}nens est convergente ceci donne la limite tend
vers zéro. Par définition,

dp(Tn, T) = 2p(Xn, Tm) — D(Tn, Tp) — P(Tmy Tm) < 2p(20, Tr),  (3.6)

puisque p(x,, Ty) tend vers zéro lorsque n,m — +oo alors (3.6) donne
que {xy }nen+ est une suite de Cauchy dans (X,d,). Puisque (X,p) est
complet, d’aprés le lemme 3.1, (X,d,) est complet, et donc le la suite
(Tn)n>1 est convergente vers xg € X. Toujours d’apreés le lemme 3.1,

p(xo, o) = nggloop(:cn, To) = n,nlbﬂoop(x"’ Trm).

De cette égalité et comme limy, y—s 100 D(Tn, T) = 0, alors on a p(xo, o) =
0. Puisque [ est semi-continue inférieurement avec (3.5)

flwo) < lim_inf f(z,,)

m——+00

< lm inf[f(z,) — p(Tn, Tm)]

m——+00
- f(xn) - p(SCn, xo)
et donc
p(zn, z0) < flzn) — f(20).

Par définition, xy € S(x,) pour tout n € N* et ainsi a(x,) < f(xg).
En prenant (3.2) dans compte, on obtient | < f(x¢). De plus, comme
f est semi-continue inférieurement et semi-continue inférieurement, on
a f(xg) < lim, o inf f(z,) = l. Par conséquent, f(xg) = [. Puisque
xo € S(xy) pour tout n € N* et comme p(x,T(x)) < f(z)— f(T(x)) pour
tout © de X, alors Txy € S(xg) et par l'inégalité triangulaire

p(xnaTxo) < p(ill’n,l'()) +p(anT:c0) _p(anxO)
< p(l‘n,l'()) +p($07T )

f(@n) = f(@o) + f (o) — f(Te,)

f(@n) = f(T,)

S(x

n) pour tout n € N* et ainsi a(x,) < f(T,)

IA

est obtenu. Donc, Txy €
pour tout n € N*.

D’aprés (3.2), Uinégalité f(Txg) > 1 est obtenu. Par f(Txzy) < f(xo),
puisque p(x, T(x)) < f(x) — f(T(x)) pour tout x de X, et par l'observa-
tion f(xg) =1, on obtient comme suit

f(zo) =1 < f(Txg) < f(w0),
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alors f(Txy) = f(xo).
Enfin, comme p(z,T(z)) < f(x) — f(T(x)) pour tout x de X, on a
p(Txzo, x9) = 0. En utilisant le lemme 3.2, on obtient a Txy = xy.

Exemple 3.3. Soit X = R" et soit p(x,y) = max{x,y}, alors (X,p)
est un espace métrique partiel complet.

supposer que T : X — X tel que Tx = § pour tout x € X et f : RT™ — RT
tel que f(t) = 2t, alors

p(z, Tx) = max{z, g} =z

et
Tx

fla)— (T2) = 2.

Ainsi, il satisfait toutes les conditions du théoreme 38.6. il garantit que
T a un point fixe, en effet x = 0 est le point obtenu.

3.3.6 Théoréme du point fixe de Ciric

Dans cette partie on présente un type du théoreme du point fixe de
Ciric dans un espace métrique partiel [10].

Définition 3.14. Soient (X, p) un espace métrique partiel. T : X — X
Une application.
. (X, p) est dit orbitalement complet si toute suite de Cauchy {T™x}2,
pour tout x € X converge en (X, p).
T est dit orbitalement continue si limy_,oo p(T™z,y) = p(y,y) im-
plique limy_,oo p(TT™x, Ty) = p(Ty, Ty) pour chaque x € X.

Théoreme 3.7. Soient X,d un espace métrique partiel, T : X — X
une application orbitalement continue. Si X est orbitalement complet et
T vérifie la condition suivant

min{p(Tx, Ty), p(z, Tx), p(y, Ty)} < kp(z,y) (3.7)

pour tout x,y € X et pour un k < 1. Alors pour chaque xo € X la suite
{T"xo}o2, converge vers un point fize de T

Preuve. Soit xy € X, on définit la suite d’itérations x, 1 = Tx, = T"x
Vn € N*. Immédiatement, si x,_1 = xj, pour certains k € N* on déduit
que T a un point fize. Supposons que x,_1 # x, pour tout n € N, De
le lemme 3.2 on a p(x,, Tni1) > 0 pour tout n € N* pour x = x,_1 et
y = x, dans (3.7) et pour x = x, ety = x,+1 on obtient

min{p(Txna T.Tn+1),p($n, Txn)ap(xn—&—l; Txn—i—l)} < kp(xna xn—kl)
ce implique
min{p(xTH—l? xn—&-?)vp(xn) xn—&—l)} < k’p(l’n, xn+l)-
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Puisque p(zy, Tpi1)} < kp(xp, x411) est impossible (car k < 1), alors

P(Tpt1, Tnya), < kp(Tn, Tni1),

pour n > m

P(Tn, Tm) < P(Tn, Tno1) + + -+ P(Tis1, Tin)
— [p(xp-1,Tpn-1) + - + p(Tms1, Trms1)]
P(Tn, Tp-1) + -+ + p(Tmi1, Tm)
K" 4 K™ p (o, 1)
1—-k
Alors limy, 00 (T, ) = 0 et donc {x, }nen est une suite de Cauchy

dans (X, p). Comme X est orbitalement complet alors il existe x* € X
tel que

IAIA

=k p(xo, 21)-

lim p(T"z,T"z) = lim p(T"x,z") = p(z*,z*) = 0.

N,M—>00 n,Mm—00

Maintenant, nous allons montrer que x* est un point five de T'. Comme
T est orbitalement continue alors

lim p(T"z,z*) =p(z*,2%) = lm p(TT "z, Tx") =p(Tx*,Tx").

n,M—00 n,M—>00

De plus, en prenant la ltmite n — oo et en utilisant le lemme 3.3, on
obtient

plat, Te*) < p(a*, T ag) + p(T™ Lwg, Ta*) — p(T™ g, T )
< p(x", Tpy2) + p(Tni2, T2") — p(Tnta, Tnta),
ceci donne p(x*, Tx*) < p(Tz*, Tz"). A partir de (ap), on trouve
p(x*, Tx*) = p(Tx*, Tx").
Alors
min{p(Tx*, Tx*), p(z*, Tx*), p(z*, Tz*)} < kp(z*, x")
et
p(Tx", Tz*) = p(a*, Ta") < kp(z*,2*) = 0.

On a donc p(Tx*,Tx*) = p(a*,Tx*) = p(a*,z*) = 0 et par (az) on
obtient x* = Tx*, et donc x* est un point fixe de T'.

Exemple 3.4. Soit X = [0,1], définissons p : X x X — Rt comme
p(r,y) = max{z,y} avec T : X — X, Twx = 7.

Clairement, (X, p) est un espace métrique partiel. Maintenant, soit v <
y. Alors p(x,Tz) = x,p(y,Ty) = y,p(Tx,Ty) = § et p(x,y) = y. Par
conséquent, nous avons

. . Y
min{p(z, Tx), p(y, Ty),p(Tx,Ty)} = min{z,y, 5}
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. simin{z,y, 5} = & alors

. y 1
min{p(z, Tw), ply, Ty), p(Tx, Ty)} = 5 < 5p(w,y).
. st min{z,y, §} = & alors évidemment v < ¥ et
: 1
Alors T satisfait les conditions du théoréeme 8.7 avec k = % Par
conséquent, la suite {T"x = 5 }pen- converge vers le point fize x* =

0 de l'opérateur T pour tout x € X.

3.4 Théoreme du point fixe sur ’espace métrique
conique

Dans cette partie, on va présenter quelques généralisations des théoremes
données dans un espace métrique conique.

3.4.1 Théoreme du point fixe de Banach

Dans cette section nous allons présenter une généralisation du théoreme
de point fixe de Banach dans 'espace métrique conique (théoreme 2.1 et
théoreme 2.2) [6].

Théoréme 3.8. Soit (X,d) un espace métrique conique complet, P un
cone normal de normale constante q. Supposons que [’application T :
X — X vérifie la condition contractive suivant

d(Tz,Ty) < kd(z,y)

pour tout z,y € X, ou k € [0,1) est une constante. Alors T a un unique
point fize dans X. Et pour tout xqg € X, la suite itérative {T"xo}nen
converge vers ce point fixe.

Preuve. 1. L’existence : Choisissons xy € X. Posons v1 = Tx,

_ _ _ 4l
ro=Tx1, ..., xpi1 =Tx, =T"""x0, ....

Nous avons
d(xn—Ha xn) = d(Txny Txn—l)

S kd(Txna Tn-1
< de(Tl'n—h xn—2)

S knd(f,lfl, .%'0).
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Alors pour m > n

d(xma xn) S d(fL’m, xm—l) + d(xm—la xm—2) + e d(xn—&—l; xn)
S kmild(xla CUO) + km72d('x17 xO) + -+ knd(ajla .%'0)

m—n—1

d(SIZl, ZE()) Z kz

<k dl‘l,.%'() Zkl
1=0

(. 7o) (ﬁ) |

On a ||d(zm, x,) (x1,20)|| on obtient d(zy,xp) — 0 (n,m —
00). Ainsi {xn}neN est une suite de Cauchy. Par la complétude de (X, d),
il existe v* € X tel que x, — =* (n — 00). Depuis
d(Tz*, x*) < d(Tx*,Tx,) + d(Tx,, ")
< k(d(z*, x,) + d(xp11,27)),

alors
[d(Tse, ) < ah(llda, 2)ll + [d(asr, 7)) "5 0.

Donc ||d(Ty+,z*)|| = 0, ceci donne Tx* = x*. Donc x* est un point fize
de T
2. L’unicité : On suppose qu’il existe x** tel que Tx*™ =

d(z*, ™) = d(Tx", Tz™) < kd(x*, 2*"),

™ alors

donc ||d(z*,2*)|| = 0, cela implique * = x**. Donc le point fixe de T
est unique.

Exemple 3.5. Soient E = R?, le plan euclidien, P = {(x,y) € R*|z,y >
0} un cone normal dans P. Soit X = {(x,0) € R?*|0 <z < 1}U{(0,2) €
R%0 <z < 1}.

L’application d : X x X — E est défini par

d((x,0), (y,0))

(Gl =yl | — )
4(0,2), 0.9) = (2 = ol 51— o),

(2,0, (0.9)) = d((0, ), (#,0)) = (57 + .7+ 59).

3
Alors (X,d) est un espace métrique conique complet. Soit T : X — X
une application tel que

T((QJ,O)) - (O,ZC), T((O,l’)) = (_3370>7



alors T' satisfait la condition contractive

d(T(z122), T (y1,y2) < kd((v172), (Y1,92))  V(2122), (Y1,92) € X,

avec constante k = % € [0,1). Il est évident que T a un unique point
fize (0,0) € X. D’autre part, on obtient que T n’est pas une application
contractive dans la métrique euclidienne sur X.

Remarque 3.8. Soit (X, d) un espace métrique conique complet, P un
cone normal de normale constante q. Supposons que ['application T :
X — X vérifie pour un nombre n € N* la condition contractive suivant

AT, T") < kd(z, y)

pour tout z,y € X, ou k € [0,1) est une constante. Alors T a un unique
point fize dans X.

Preuve. D’apres le théoreme 3.8 T" admet un unique point fixe x*.
Mais T"(Tz*) = T(T"x*) = Tx*, donc Tx* est aussi un point fize de
T". Donc Tx* = x*, x* est un point five de T. Depuis le point fixe de T’
est aussi point fize de T", le point fixe de T est unique.

Théoréme 3.9. Soit (X, d) un espace métrique conique séquentiellement
compact, P un cone régulier. Supposons que ['application T' : X — X
vérifie la condition suivant

d(T'z,Ty) < d(z,y)
pour tout x,y € X, x #£y. Alors T a un point five unique dans X.

Preuve. 1. L’existence : Choisissons vy € X. Posons x1 = Txy,
zy = Txy, ..., Thy1 = Tx, = T2y, Si pour un nombre n € N¥,
Tnil = Ty, alors x, est un point five de T' , la preuve est complet. Donc
on suppose que pour tout n, T,y = x,. Posons d, = d(x,, x,41), alors

dpi1 = d(Tpi1, Tng2) = d(Txy, Trp) < d(xg, Tpg1) = dp.

Donc d,, est une suite décroissante bornée en dessous par 0. Comme
P est régulier, il y a d* € E tel que d,, — d* (n — o0). Comme X
est séquentiellement compact, il y a sous-suite {,, bien de {T,}nen et
z* € X telle que x,, — x* (i — 00). Nous avons

d(Tz,,, Tx") <d(x,,z"),i=1,2,...

Alors ’
|d(Tz,, Tx™)|| < qd(zy,,2%)|] =0

ot q est la constante normale de E. D’ou Tx, — Tx* (i — 0).
De méme T?x,, — T?x* (i — o0). En utilisant le lemme 3.8, on a
d(Txp,, ) — d(Tz*,2*) (i — o) et d(T?*x,,, Tx,,) — d(T*x*, Tz*)
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(1 — o0). Il est évident que d(Tx,,x,) = d,, — d° = d(Tz*,z")
(1 = 00). Maintenant, nous allons prouver que Tx* = x*. Si Tx* # x*,
alors d* # 0.

Et

d* = d(Tz*, 2*) > d(T?*x*, Tx*) = lim d(T?z,,, Tz,) = lim d,, ,, = d*.
1—00

1—00
On a une contradiction, donc Tx* = x*. C’est-a-dire que x* est un point

fixe de T
2. L’unicité : Soit v € X tel que Tx™ = x™* et x* # x*,

d(z*, ") = d(Tx*, Tx™) < d(z*, z").

C’est une contradiction, donc r* = x**.

3.4.2 Théoréme du point fixe de Kannan

Maintenant on va présenter une généralisation du théoreme de point
fixe de Kannan dans I'espace métrique conique (théoreme 2.3) [6].

Théoréme 3.10. Soit (X,d) un espace métrique conique complet, P
un cone normal de normale constante q. Supposons que [’application
T : X — X vérifie la condition suivant

d(Tz,Ty) < Ad(z,Tz) + d(y,Ty)] Vo,ye X

et pour un nombre X € [0, %), alors T a un unique point five. Aussti, pour
tout zg € X la suite d’itérations (T"xg)nen- converge vers ce point fize.

Preuve. Choisissons xg € X. Posons x1 = Txy, vo = Tx1, ..., Tpi1 =
Tx, =Tz, .... Nous avons

d(Tni1, ) = d(Txn, Txn-1)
S )\(d(TZEn, x’n) + d(Txn—ly xn—l))7
= )\(d(,ﬁb‘n+1, .fUn) + d(xny xn—l))’

alors

d(xn-i-l; xn) < d(l’n, xn—l) = hd(xna xn—l)

1—A
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A
ou h = =, pour m >n

d(fEm, xn) S d(xm; lem—l) + d(xm—la xm—2) + -+ d(xn—Ha xn)
< W (2, 20) + W2 (21, 20) + -+ + R (21, 20)

m—n—1

d(x1,x0) Z R
i=0

< K'd(wy,20) Y I
1=0

— (e, 70) (ﬁ) |

On a||d(zp, )| < ¢ ||d(21, 20)| cela implique d(z,,, 2,,) — 0 (n,m —
00). Ainsi {x, }nen est une suite de Cauchy. Par la complétude de (X, d),
il existe x* € X tel que x, — ¥ (n — 00).

Depuis
d(Tx*, 2*) < d(Tx*,Tx,) + d(Tx,, z")
Md(x*, Ta*) + d(zy, Tzy)) + d(Tps1, 7))
d(TCL‘* x ) < 1_ )\()\d<mexn) + d(xn—f—la ))
alors

1 n—oo
(T, 27| < a7 — (IAd(@n, T + lld(@ns1, 27)11) =0,

Donc ||d(Ty+, z*)|| = 0. On trouwve Tx* = x*. Donc x* est un point fize
de T'.

2. L’unacité : Soit v € X tel que Tx™ = x*™* et x* # 2™,
d(x*, ™) = d(Tx", Tx™) < Ad(z*, Tx*) + d(«™, Tx™)) = 0,

donc x* = x**. Alors le point fixe de T est unique.

3.4.3 Théoréme du point fixe de Chatterjea

Théoréme 3.11. Soit (X,d) un espace métrique conique complet, P
un cone normal de normale constante q. Supposons que [’application
T : X — X vérifie la condition suivant

d(Tz,Ty) < Md(y, Tz) + d(z, Ty)] Vo,y € X,

et pour un nombre \ € |0, %), alors T a un unique point five. Aussi, pour
tout zo € X la suite d’itérations (T"xg)nen+ converge vers ce point fize.
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Preuve. Choisissons xo € X. Posons x1 = Txy, vo = Txy, ..., Tpi1 =
Tx, =T" 'z, .... Nous avons

d(Tpy1,xn) = d(Txy, Ty 1)
< MNd(Tzn, wp-1) + d(T0-1, 7)),
= Md(xp11, 1) + d(zp, 7)),
alors

d(gjn—i-l: xn) < md(xna xn—l) = hd(xna xn—l)
A

ou h = =, pour m >mn
d(.fEm, xn) S d(xmy xm—l) + d(xm—ly xm—2) + e d(xn—&—la xn)
< W™ (2, m0) + A" 2d(z, 00) + - -+ B (21, 20)

m—n—1

d(x1,z0) Z R

<]€ dacl,xo ihz

1=

— (e, 20) (ﬁ) |

On a||d(zp, )| < ¢ ||d(21, z0)| cela implique d(z,, 2,,) — 0 (n,m —
00). Ainsi {x, tnen est une suite de Cauchy. Par la complétude de (X, d),
il existe v* € X tel que x, — =* (n — 00). Depuis

d(Tz*,z*) < d(Tx*,Tx,) + d(Tx,,z")
AMd(x*, Txy) + d(xy, Tx™)) + d(zpi1, 7))
Md(x*, Txy) + d(x™, Tx"™) + d(xy, ) + d(xpi1,27)),

donc
d(Tx",0") < 7= Md(@n, °) + d(wns1,27)) + d(wn41, 7).
alors
(T, )| < gz mg Al 7)1, 7)) 1, 27| 570

Done ||d(Ty+, z*)|| = 0. On trouwve Tz* = x*. Donc x* est un point fixe
de T.
2. L’unzcité : Soit v € X tel que Tx™ = x™* et x* # ™,

d(z*, ™) = d(Tx*, Tx™) < Ad(«™, Tx™) + d(z™, Tz")) = 2Xd(z*, ™),

Puisque A < —, alors x* = x**. Donc le point fize de T est unique.
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Le théoreme suivant présente une généralisation de théoreme du point
fixe de Banach [15].

Théoreme 3.12. Soient (X,d) un espace métrique conique complet. P
un cone et T : X — X une application. S’il existe v, 5, € [0,1) tel que

d(Tz, Ty) < ad(x,y) + Bd(y, Tx) (3.8)

pour tout x,y € X, alors T a un point fixe. De plus, le point fize est
unique si o+ B < 1.

Preuve. 1. L’existence : prenons un point xo € X et considérons la
suite T, = {T"(x0) }nen+. Pourn>1eta <p

d(xn—i—l; xn) - d(TSL’n, Txn—l) S Oé(d(xn—ly xn) + d(Txn—la an))
= ad(z,-1,7,) < a"d(x1, 70)

donc, pour n > m on a

d(xp, Tm) < d(Tp, Tp_1) + oo + d(Tps1, Ty) < (oz”_1 + ...+ a™)d(xy, )

m

<

d($1,l’0).

Soit ¢ € E tel que 0 < ¢, on choisissons un nombre naturel Ny tel que
&m

T ad(arl,xg) & ¢ pour tout m > Ny. Alors d(x,, x,) < c. pour tour
n > m.

Donc {x, }nen+ est une suite de Cauchy dans (X, d) qui est complet, alors
T, — * (n — 00), donc on choisissons un nombre naturel Ny tel que

d(xy, 2*) < 5 pour tout n > Ny. Alors,

d(T(x%),2") < d(T(x*), T"xg) + d(x*, T"xy)
S Ozd(]?*, xn—l) + Bd(Txn—la .CU()) + d(]?*, Tn(x()))
< ad(z*, xy_1) + pd(zn, %) + d(z*, z,,).

Donc

C C C
d(T(z%),2") < = + = + - =

ceci donne d(xz*,T(x*)) < %, pour tous m > 1. Autrement dit, = —
d(z*,T(x*)) € P, pour tout m > 1. De plus, puisque = — 0(m —
+00) et P est fermé, alors —d(z*, T (z*)) € P. Mais d’autre part, on a
d(xz*,T(x*)) € P. Par conséquent, d(z*,T(z*)) =0, d’ou T(x*) = x*.

2. L’unicité : soit x* et o™ deux points fizes de T.

dz*, ™) = d(Tx*, Tx™) < ad(z*, 2™)+6d(Tx*, ™) = (a+8)d(z*, ).

Nous avons 1 < «, comme a + 3 < 1. Alors x* = x**, le point fize est
UNIQUE.
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3.4.4 Théoreme du point fixe de Reich
Maintenant on va présenter une généralisation du théoreme de point

fixe de Reich sur un espace métrique conique (théoreme 2.5) [15,17].

Théoréme 3.13. Soient (X,d) un espace métrique conique complet. P
un cone et T : X — X une application. S’il existe a, B, € [0, 4+00) tel
que o+ B +v <1 et

d(Tz, Ty) < ad(z,y) + Bd(z, Tx) + vd(y, Ty) (3.9)
pour tout x,y € X, alors T a point fixe unique.

Preuve. 1. L’existence : prenons un point xo € X et considérons la
suite {T"(xg) }nen:. On remplace x = T™(zg), y = T" 1 (xg) en (3.9) on
obtient pour n > 1,
(T (o), T"(20)) < ad(T" (o), T"*(0)) + Bd(T" (o), T (0))+
yd(T"(20), T (20))

donc
d(T" (o), T"(20)) < ad(T" (o), T" " (20))

Q

+7
1-p’

ou a = on aa <1, Il s’ensuit que

d(T"*(0), T"(w0)) < a"d(x0, T(w0)),

et que pour tout m > n,

an

d(T"™ (x0), T"(9)) < d(zo, T'(wo))-

1—a
De plus, pour tout ¢ € E avec 0 < e, alors on peut trouver Ny € N tel
que pour tout m > Ny on obtient %d(az,T(m)) < c¢. Donc pour n > m
on trouve d(T™(zg), T"(xg)) < c. En d’autres termes, {T" (o) }nen est
une suite de Cauchy dans l’espace métrique conique complet (X, d). alors
T"(xg) — a* (n — 00). De la définition 3.9, Il existe un nombre N; € N
tel que d(x*, T™(x0)) < —C(ll —7)
on obtient ¢
d(T(x%),z") < d(T(z"), Txy,) + d(Tx,, x")
< ad(x*,x,) + Bd(x, Tx") + vd(xp, T(xy)),

. Pour tout n > Ny. Donc pour n > Ny

alors

' T@) < 70+ A, ) + B, ),
donc 1
e T(a") £ 1 (. a”) + 2(apin, ')
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et

C C
d *T * — J—
(@ T) < 5+5 =0,

ce qui donne d(z*,T(x*)) < =, pour tous m > 1. Autrement on a,
< —d(z*,T(z*)) € P, pour tout m > 1. De plus, parce que = — 0(m —
+00) et P est un cone (donc P est fermé), alors —d(z*, T (x*)) € P. Mais
nous avons que d(x*, T(xz*)) € P. Par conséquent, la seule possibilité est
d(z*,T(x*)) =0, D’ou T(z*) = z*.
2. L’unicité : soit x* et ** deux points fixes de T

d(z*, ™) = d(T(x"), T(z*)) < ad(z*, ™) + pd(z*, ") + yd(x™, ")

= ad(z*, x™),

nous 1 < «, c’est une contradiction. Alors x* = x**, le point fixe est
UNIQUE.

3.4.5 Théoréme du point fixe de Caristi

Dans cette sous-section nous allons présenter une généralisation du
théoreme de point fixe de Caristi sur un espace métrique conique (théoreme
2.7) [1].

Définition 3.15 (Semi-continu inférieurement).

Soient (X,d) un espace métrique conique, C C X et f : C — E
une fonction sur X. Alors, la fonction f est appelée une semi-continu
inférieurement sur C' si

li n = < liminf f(x,) = inf m)-
i, P = # = J@) < Rl fon) = sub 1L S (om)
Définition 3.16. P est appelé cone minihedral si sup{z,y} existe pour

tout x,y € E, et fortement minihedral si chaque sous-ensemble de E qui
est borné par le haut a un supremum.

Remarque 3.9. Tout cone normal fortement minihedral est régulier.

Théoreéme 3.14. Soient (X,d) un espace métrique conique complet,
P C E est un cone normal fortement minthedral, et T une application de
X dans X (non nécessairement continue). Pour que T admette un point
fixe, 1l suffit qu’il existe une semi-continue inférieurement f : X — P
telle que pour tout point v de X

d(x, T(x)) < fz) = f(T(x)). (3.10)

Preuve. Soit k la constant normal de P, on définit S(x) = {y € X :

Az, y) < f(z) — F)} et alz) = mf{f(y) : y € S@)}.
Comme x € S(z), alors S(x) # @. Par la définition de a(x) on a

42



0<a(r) < f(r).
Soit x € X. On construit une suite {x, tnen- de la maniére suivante :

Ir =

c
Tos1 € S(x2),  f(ra1) < alw,) + —,Vn € N,

n
ot ¢y € int(P) # @. Alors, on peut facilement observer que

d(xm xn—kl) < f(xn) - f(xn—i—l) (311)

et
a(z,) < f(rp) < alx,) + @,Vn € N, (3.12)
n

Notons que (3.11) donne {f(x,) bnen+ est une suite décroissante dans E,
P est un cone requlier, alors la suite {f(x,)}nen+ est convergente, donc

pour tout € > 0, Il existe N. € N*, tel que pour tous n,m > N. on a
€
Ainsi que de [inégalité triangulaire, on a

m—1

d(xn, Tp) < Z d(zi, zit1) < flon) = f(2m). (3.13)

i=n

Par conséquent, [[d(z, y)| < k| f (@) — F(m)l| < kE = =, par le lemme
3.7, |d(zp, xm)|| — 0, alors ce donne que {x,}nen+ est une suite de

Cauchy dans (X,d) qui est complet, donc {x,}nen+ est convergente vers
e X.
De (3.13), f(x,) — f(zm) — d(xp, xm) € P et alors

f(xm) < f(zn) — d(zn, Tm),

pour tout m > n et d’aprés l'inégalité précédente et le lemme 3.8 et
comme [ est semi-continue inférieurement, on a

F@') < T inf Fle,) € liminf[f(e,)=d(@, 5] = Fa,)—d(@,.a")
et donc VYn > 1

d(xn, 2") < f(2n) = f(27).
Par définition, x* € S(x,) pour tout n € N* et ainsi a(x,) < f(x¥).
Notons que (3.13) donne

a:= lim a(z,) = lim f(z,) (3.14)

n—oo n—oo

Alors, a < f(x,,) Yn > 1. D’autre part, comme [ est semi-continue
inférieurement, on a f(x*) < lim, . inf f(x,) = a. Par conséquent,
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f(z*) = a. Puisque xg € S(x,) pour tout n € N* et T, € S(x*) et par
['inégalité triangulaire on obtient

d(x,, Tx") < d(x,,z") + d(z, Tz")
< flen) = f(27) + f(a7) — f(T'x7)
Done, Tx* € S(x,) pour tout n € N* et ainsi a(x,) < f(Tx*) pour tout
n € N*.
D’apres (3.14), Uinégalité f(Tx*) > « est obtenu. d’aprés (3.10) on a
f(Tz*) < f(z*), et par Uéquation f(x*) = a, on obtient comme suit

f@) = a < f(Ta") < f(7),

alors f(Tx*) = f(x").
Enfin, d’aprés (3.10), on a d(Tx*,z*) = 0. Alors Ta* = x*.

3.4.6 Théoreme du point fixe de Cirié

Dans cette partie on va présenter une généralisation d'une théoreme
de point fixe de Ciri¢ sur un espace métrique conique [8].

Définition 3.17. Soient X,d un espace métrique conique, T : X — X
une application et xy € X.
. X est dit T-orbitalement complet si toute suite de Cauchy qui est
contenue dans O(x) pour un certain x dans X converge dans X .
. T est dit orbitalement continu en xy € X si pour tout suite {x, }nen C
O(x) pour chaque v € X, x, — x¢ lorsque n — oo implique
Tz, — Txy lorsque n — oo.

Théoréme 3.15. Soient (X, d) un espace métrique conique sur un cone
normal fortement minthedral P C E, T : X — X wune application or-
bitalement continue. Si X est T-orbitalement complet et T wvérifie la
condition suivante

u(z,y) — inf{d(z, Ty),d(y, Tx)} < kd(x,y) (3.15)

pour tout x,y € X, ot u(x,y) € {d(Tz,Ty),d(x,Tx),d(y, Ty)} et pour
un nombre k < 1. Alors pour chaque xo € X la suite {T"xo}°, converge
vers un point fixe de T

Preuve. Soit vy € X, pour n > 1 on définit x,.1 = Tx,. Evidemment
on a la suite {x,}nen est de Cauchy lorsque l’équation x,.1 = x, est
vraie pour un certain n € N. Considérons le cas x,11 # x, pour tout
n € N. En remplacant x et y par x,_1 et x,, respectivement, dans (3.15)
, on peut obtenir

U(xn_l, xn) - inf{d(l’n_l, T.I'n), d(l.ﬂd T$n—1)} = {d(l’n_l, xn); d(xTh $n+1)}
S kd(xn—la xn):
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ot u(x,_1,y) € {d(Txp_1,Tz),d(xn_1, T 1), d(xy, Txy)}, puisque k <
1, le cas d(x,—1,2,) < kd(z,_1,2,) donne contradiction. Par suite,
d(Tp, Tpi1) < kd(xp_1, ;). Récursivement, on peut observer que

d(xn, Tpi1) < kd(Tp_1,2,) < ... <E"d(xg, Txo).
En utilisant 'inégalité triangulaire, pour tout p € N, on peut obtenir

Ad(Tp; Toap) < AT, Togr) + oo+ A Tpgp1, Togyp)
< (kn + ...+ knijil)d(Txo, LU())
k/ﬂ
<
—1-k
Soit c € E tel que 0 < ¢, on choisissons un nombre naturel Ny tel que
kn
1—k
tout p € N et n > Ny. Donc {x,}nen est une suite de Cauchy dans
(X,d). Comme (X,d) est T-orbitalement complet, il existe z* € X tel
que lim, o x, = lim,, oo T"xg = x*. Concernant la continuité orbitale
de T, T(x*) = lim, oo T(T"x0) = lim,, oo T 2g = 2%, c’est-a-dire que
x* est un point fixe de T.

d(T.I(), Io).

d(Txo, x9) < ¢ pour tout n > Ny. Alors d(z,,xnsp) <K ¢ pour
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Chapitre 4

Applications

4.1 Application 1

Dans ce application, nous utiliserons le théoreme du point fixe de
Banach pour prouver l'existence et 'unicité de Picard-Lindelof.

Théoréme 4.1 (Picard-Lindelof).

Soit f une fonction continue dans un rectangle R = {(¢,z) : |t — to] <
a,|r — xo| < b} et bornée en R, f(z,t) < c. Supposons que f est k-
Lipschitzienne sur R par rapport a son second variable. Alors, il existe
e > 0 tels que le probleme de la valeur initiale

2(t) = f(t,z(t)), x(ty) = xo. (4.1)
a une solution unique y sur lintervalle [ty — €, ty + €], ou
b 1
< mi -, -} 4.2
e < min{a, = k} (4.2)

Preuve.

On observe d’abord que si la fonction y € C([ty — a,ty + a]) est une
solution de probleme précédent, alors nécessairement

x(t) — x(ty) = /t f(s,x(s))ds, (4.3)

par 'intégration. D’autre part, si x € C([ty — a,ty + a]) vérifie (4.3),
alors x est une solution continiment différentiable de (4.1) (cela découle
du Fondamental Théoreme de calcul). Ainsi, le probleme de la valeur
initiale (4.1) pour z € C*([ty — a,ty + a]) est équivalent & (4.3) pour
xz € C([ty —a,ty+ al).

Maintenant, construire un opérateur 1" sur un espace complet auquel on
peut appliquer théoréeme du point fixe de Banach, pour J = [tg—¢, tg+¢€]
et y € C(J), définir 'opérateur

T(y)(t) = 20 + / f(s,y(s))ds, te
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Considérons I'ensemble
X={yeC(J):y(t) = xo,sug) ly(t) — x| < ce},
te
c’est un sous-espace fermé de C(J) (muni de la métrique d,), donc
(X, dy) est complet.
Montrons que T : X — X, soit y € X on a T'(y)(ty) = o, De plus
t

T)(8) 20l = | | Fls.v(s)) ds| < |t — ] mae F (1. (1) < c=

donc T'(y) € X.
Dans ce qui suit, 7" est une contraction, soit y1,7, € X. On a

wwmw—T@mm:y[f@mw»—ﬂaw@wmzw
< |t =t max [y1(t) — ya(t))

S kgd(yl; y?)

La coté droite ci-dessus est indépendant de ¢, donc en prenant le maxi-
mum sur ¢t € J des deux cotés, on obtient

d(T'(y1), T(y2)) < ked(yy, y2).

En rappelant (4.2), on voit que ke < 1, donc T est une contraction sur
X. Alors, d’aprés théoreme du point fixe de Banach T a un point fixe
unique x € X tel que

z(t) =T(x)(t) =20+ | f(s,2(s))ds.

to
Donc, (4.1) a unique solution continue = sur Uintervale [ty — €, ty + €].
En plus de l'existence et de l'unicité d’une solution, le théoreme du
point fixe de Banach nous fournit une procédure itérative pour trouver
la solution.

Remarque 4.1 (Itération de Picard).

Sous les hypotheses du théoreme de Picard-Lindelof, la suite donnée

par
t

o =x(ty), Tpp1(t) =T(z,)(t) = x0+ t f(s,zn(s))ds n=1,2,..

converge uniformément vers 'unique solution x(t) sur J = [ty —¢€, g +¢].

4.2 Application 2

Soit I’équation intégrale de Fredholm
b
x(t) = y(t) + ,u/ k(t,s)x(s)ds.
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On va montrer que I’équation intégrale de Fredholm admet une solution
unique sur [a,b]. On suppose que K (t, s) est continue par rapport les deux
variables a <t < bet a < s < b, soit y € Cla,b]. Alors, |k(t,s)] < A
pour tout (¢,s) € [a,b] X [a, b]. On considere d’abord ’équation intégrale
sur Cla, b] 'espace de tout applications Continues sur I'intervalle [a,b]
avec la distance

d(ﬂ?, y) = trél[?}b{] ‘I’(t) _ y(t)‘a

nous avons que cette espace est complet car [a,b] est complet.
Maintenant, écrivons ’équation intégrale donnée sous la forme Tz = x
ou Tx(t) = y(t) + ,ufabk(t, s)x(s)ds,Vt € [a,b]. Puisque le noyau K et
la fonction y sont continues, il s’ensuit que I’équation précédente définit
un opérateur T : Cla, b] — Cla,b] il s’ensuit que

d(Tz,Ty) = maX |Tx(t) — Ty(t)|

t€la,b
b b
:trél[a>b<|y( )+”/a k(t, s)x(s)ds—y(t)—M/a k(t, s)y(s)ds|
b
~ max|s / K(t, 8)[x(s) — y(s)]ds|

~ I max | / (t,5)[(5) — y(s))ds
= (T, Ty) < |l max / k(t, 8)lle(s) — y(s)|ds
te|a, a

b
< JulA max [2(s) — y(s)| / ds
tela,b] a
< ] max [o(s) — y(s)|(b - a).

t€(a,b]

Alors
d(Tz, Ty) < kd(x,y),Vz,y € Cla,b], k= [u/A(b—a)

pour k < 1 c’est-a-dire que |pu|A(b —a) < 1 = |u| < m, alors T
devient contraction. Sous cette condition et par rapport le théoreme du
point fixe de Banach, on conclut que T" admet une solution unique x sur

Cla, b].

4.3 Application 3

Considérons 'équation différentielle du troisieme ordre suivante

"= ft,y(t)),t € [a,b] (4.4)
avec les conditions aux limites
y(a) = A,y(b) = B (4.5)
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et la condition initiale

y"(to) = vo, (4.6)
outy € [a,b], A, B,yo € Ret f:|a,b] xR — R est une fonction continue.
A partir de (4.4) et (4.6), on obtient un probléme aux valeurs initiales

2= [f(ty(t), telab]
4.7

{ z(to) = o, (47)
ou z = y". Ainsi, (4.4) + (4.6) est équivalent a (4.7) et il peut étre mis

sous la forme intégro-différentielle
t

y'(to) =yo+ | [f(s,y(s))ds = F(t,y(t)),t € [a,b)]. (4.8)

to
Un probleme aux limites a deux points (4.5)+(4.8) peut étre mis dans
une équation intégrale équivalente de type Fredholm

y(t) = L(t) + / G(t, 5).F(s,y(s))ds. t € a,b]

ou L : [a,b] — R donnée par
t— b—t

_ aB_|_—,pour tout t € [@,b]
b—a  b—a

et G : [a,b] X [a,b] — R définit par
(s —a)(b—1)
Glts) =19 @t —ba)_(ba— )

b—a ’

est la fonction de Green associée au probleme homogene

B y// —0,
.= {0y sy 0.

Maintenant, le probleme (4.4)+(4.5)+(4.6) est équivalent a

t b
(y”(t),y(t))z(yw/t f(s,y(S))ds,L(t)ﬂL/ G(t,s).F(s,y(s))ds), t € [a, b],

(4.9)
ou y € Cla,b]. Maintenant, le but est de résoudre I'équation (4.9).Pour
¢a, on remarque que le probleme (4.4)+(4.5)4(4.6) est équivalent a

L(?)

, st a<s<t<b

si a<t<s<b

Y

b s
y(t) = L(t) + / Gt )+ [ Frytr)dr)ds.t € ab]

Théoreme 4.2. Considérons le probleme (4.4)-(4.6) avec f : [a, )] xR —
R est une fonction continue. Supposons qu’il existe L > 0 tel que

|f(t,u) — f(t,v)| < Llu —v|, pour tout t € [a,blet u,v € R.
Alors le probléme (4.4)-(4.6) a une solution unique dans Cla,b].
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Preuve. Parce que la solution au probleme de valeur aux limites de

Dirichlet

Ti(u) = —u"(t) = f(t)
u(a) = A,
u(b) = B,
est l'unique fonction C? qui vérifie les conditions aux limites indiquées
et minimise la fonctionnelle énergétique P(u) = fab[%u'(t)Q — f(t)u(t)]dt,
on a que T est inversible et on note S1 son inverse.
Si le probleme de la valeur initiale

{T2(u) =u'(t) = f(t)
u(a) = yo,

admet une solution unique, alors on peut définir ['opérateur inverse de
T5 et le noter Ss.

Soit X = C3[a,b] I'ensemble de toutes les fonctions continues sur [a, b]
qui ont les trois premiéres dérivées continues. Sur X, nous considérons
la métrique suivante

d(u,v) = (||S1u — S1v||, ||S2S1u — S251v||)  pour tout  u,v € X.

Nous avons que (X, Ri,d) est un espace métrique conique.
Maintenant, nous considérons l'opérateur T : X — X donné par

S

T)0) = L)+ [ Glts)wn+ [ Sry)inds

to

il est facile de voir que T = TV'T, avec

Ty : Cla,b] — Cla, bl

b
Ty (u)(t) = L(t) +/ G(t,s)u(s)ds, pour tout t € |a,b]

et
Ty : Cla,b] — Cla, b],
t

To(u)(t) = yo + t f(s,y(s))ds pour tout t € [a,b.

Pour tout u e X on a
S1Tu(t) = To(u)(t),t € |a, b]

et
S9S1Tu(t) = f(t,u(t)),t € [a,b]

et donc, pour tout u,v € X on a

d(Tu, Tv) = ([[Tou = Tov|, [[F'u — Fol]),
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ou F': Cla,b] — Cla,b] donnée par Fu(t) = f(t,u(t)), pour tout t €
[a, b].

La condition contractuelle du théoreme 4.2 tient si pour tout u,v € X on
a ||Tou — Tovl| < al|Siu — S1v|| et ||Fu — Fol| < al[S2S1u — S2S1v|| avee
a € [0,1). La derniére inégalité peut étre transformée en une condition de
contraction satisfaite parT’ et la premiere inégalité ci-dessus est assurée
par la condition de Lipschitz imposée a f. Donc, c’est une contraction
dans espace métrique conique (X, R%,d), donc d’aprés le théoréme 4.2
T a un point fize unique.

4.4 Application 4

Maintenant on va trouver la solution du systeme de n équations algébriques
linéaires a n inconnues

( a1y + apprat - apT, = b
a2171 + Gg2%2+ - +agnxn, = by (4.10)
| An1T1 + ApaTot -+ ATy = by,.
Le systeme (4.10) peut étre écrit comme
(1= (1 —ai)r1 — @y — -+ — @12y + by
J 2= —aun +(1— CL22)517.2 — = Aoy + by (4.11)
| Tn = —amT1 — apay — -+ + (1 = anp)Tn + by
Soit a;j = —a;; + ;5 ou 0;; = {1 87% Z - ‘7 Alors le systeme (4.11) peut
0 st i5#£ 7

étre écrit sous la forme équivalente suivante.
n

€T; = E aijxj+bi,i:1,2,...,n.
j=1

Six = (21,29, ...,x,) € R" alors ’équation (4.10) peut étre écrite sous la
forme Tz = x, on T est défini par Tx =y ou y = (Y1, Y2, "+ ,Yn) € R",
et

n
Y; = Zaijxj —I—bl,l = 1,2," -, Nn.
j=1
Ici, T : R" — R" et (a;;) est n X n matrice.
Trouver les solutions du systeme (4.10) revient donc a trouver les points

fixes de 'opérateur T'x = y. Pour trouver un point fixe unique de 7', ¢’est-
a~dire un solution unique de (4.10), on applique le principe de contraction
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de Banach, I’équation (4.10) a une solution unique, si

Z|ai]" <k<l,i=1,2,---,n
j=1

/ / n _ ! / / / —
Pour r,r,Y,Yy € R y L= <[L'1,£E'2,"‘ 73771)733 - (x17x27”' 7$n)7y -

(W1 y2 )y = (1,45, yp) ona [T = T2 || = [ly — o/,
n
y; :ZCI,Z].CU;—}—()Z,Z: 1727"' , 1L
j=1
Aussi, pour z = (21,22, -+ ,2,) € R", on a ||z|| = sup;<;<, |2;|. Alors
[Tz —Ta'|| = ly =¥l = sup |y — yil

1<i<n
n

= sup | Z aijrj+ b — (Z ai; + b;)l

1<i<n =1

= sup |Zam

1<i<n

< sup Z\%H 7]

1<i<n =1

< sup |(z; —j)| sup Z\au\

1<i<n 1<i<n =1

alors,
T2 — Ta'|| < kllw—2/).

Cela montre que T' est une application contractante d’'une espace de
Banach sur lui-méme. Ainsi, par le principe de contraction de Banach, il
existe un point fixe unique x* de T" dans R", c¢’est-a-dire que x* est une
solution de 1'équation (4.10).
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Conclusion

La théorie de point fixe est trés importante pour la résolution des
problemes non linéaire. Dans notre travail, on a présenté quelques théoremes
du poins fixes pour des contractantes vérifient des conditions suffisantes
dans un espace métrique et des généralisations sur des espaces métriques
partiels et des espaces métriques coniques.

On a aussi appliqué quelques résultats pour établir I'existence de solu-
tions de certaines équations différentielles et intégrales non linéaire.
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