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Préface.

Cet ouvrage est le fruit des cours destinés aux étudiants de la deuxième année LMD

Mathématiques qui ont déjà fait leur cours en algèbre linéaire de la première année.

L’algèbre linéaire est devenue une partie essentielle du bagage mathématique néces-

saire aux mathématiciens et, plus généralement, à tous les scientifiques dont le travail

comporte des aspects quantitatifs. C’est l ’étendue des applications, tant aux mathé-

matiques qu’aux autres disciplines, qui rend ce sujet indispensable. Le cours vise à

présenter une introduction à l’algèbre linéaire, utile à tous les étudiants, quelle que soit

leur spécialité. Cette introduction touchera aux aspects calculatoires et aux notions

plus abstraites du sujet. Pour l’algèbre trois, expose quelques notions et théorèmes

nécessaires des formes linéaires et la dualité, (la diagonalisation des endomorphismes,

des matrices carrés) est leurs applications aux quelques aspects mathématiques.

constitué de l’algèbre quatre qui traite le sujet de la réduction des formes quadratiques

est un outil puissant pour la détermination de plusieurs notions de l’algèbre linéaire

comme le ’rang d’une matrice, la puissance d’une matrice, l’inverse d’une matrice in-

versible, etc.,

Cet ouvrage est composé en plusieurs chapitres

Le premier chapitre expose quelques notions et théorèmes nécessaires des formes li-

néaires, leur présentation matricielle dans des différentes bases et la dualité.

Le deuxième chapitre étude et expose des notation des presentation matricielle car-

ries différentes et leur proprieties polynomial,leurs valeurs propère, diagonalisation et

quelques aspects calculatoires et aux notions plus abstraites du sujet.

Le troisième chapitre Réduction de Jordan,exponentielles des matrices, résolutions des

equations differentielles .

Le quatrième chapitre traite les formes bilinéaires en général et les formes bilinéaires

symétriques en particulier et leur présentation matricielle dans des différentes bases,

les noyaux des formes bilinéaires, décomposition d’une forme bilinéaire au produit des

formes linéaires, l’orthogonalité pour une forme bilinéaire. les formes quadratiques as-

sociées aux formes bilinéaires symétriques, les notions du rang, noyau et orthogonalité,

les vecteurs isotropes, les formes quadratiques définies, non définies, positives, néga-

tives, le produit scalaires et l’espace quadratique.
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Le cinquième chapitre présente les différentes méthodes de la réduction d’une forme

quadratique, la réduction dans une base orthogonale, Le sixième chapitre ;Concerne

Les espaces euclidiennes,les définitions des normes ,les distances et ses propretés et la

réduction dans une base orthonormée (méthode de Gram-Schmidt pour l’obtention

d’une base orthogonale ou orthonormée selon la base si elle contient des vecteurs iso-

tropes ou non).

Le sixième chapitre réduction par la méthode du carré incomplet (méthode de Gauss).
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Chapitre 1

Rappels et compléments Dans tout le chapitre, K désigne les corps R ou C.

1.1 Application linéaires

Définition 1.1.1.

Une application f : E → F entre deux K -ev est appelée application K -linéaire, ou

plus simplement application linéaire ssi :

∀λ ∈ K,∀x ∈ E, f(λx) = λf(x) et ∀(x, y) ∈ E2, f(x+ y) = f(x) + f(y),

ou, de manière équivalente, ssi :

∀λ ∈ K,∀(x, y) ∈ E2, f(λx+ y) = λf(x) + f(y).

Définition 1.1.2

On note L(E,F ) l’ensemble des applications linéaires de E vers F . Si E = F , on note

L(E) l’ensemble des applications linéaires de E dans lui-même. Une telle application

linéaire de E dans lui-même est appelée endomorphisme de E.

Proposition 1.1.1

L(E,F ) est un espace vectoriel sur K.

Proposition 1.1.2

Soit f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G). Alors g ◦ f est une application linaire de E vers G .

Image et noyau

Définition 1.1.3

Dans ce paragraphe, E et F sont deux espaces vectoriels, et f ∈ L(E,F ).
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1.1. APPLICATION LINÉAIRES CHAPITRE 1.

1) L’image de f est Im(f) = {y ∈ F | ∃x ∈ E, f(x) = y} = f(E) ;

2) Le noyau de f est Ker(f) = {x ∈ E | f(x) = 0} = f−1({0}).

Lemme 1.1.1

1) Soit E ′ un s.e.v. de E. Alors f (E ′) est un s.e.v. de F .

2) Soit F ′ un s.e.v. de F . Alors f−1 (F ′) est un s.e.v. de E.

Théorème 1.1.1

Soit f ∈ L(E,F ). Alors f est injective ssi : Ker(f) = {0}.

Définition 1.1.4

Une forme linéaire sur un espace vectoriel E est une application linéaire de E dans K.

L’ensemble L(E,K) des formes linéaires sur K est souvent noté E∗, et appelé dual de

E.

Définition.1.1.5

L’espace des formes linéaires `(E,K) s’appelle l’espace dual de E, noté E∗.

Théorème 1.1.2

Pour toute base {v1, · · · , vn} de E, il existe l’unique base {ϕ1, · · · , ϕn} de E∗ satisfai-

sant la condition : ϕi (vj) = δij s’appelle la base duale de la base {v1, · · · , vn}, souvent

notée {v∗1, · · · , v∗n}.

Preuve.

Une forme linéaire est entièrement déterminée par l’image de chaque vecteur de la base

{v1, · · · , vn} de E. Ainsi pour chaque i fixé, les n équations ϕi (vj) = δij, j = 1, n défi-

nissent de façon unique la forme ϕi.

Maintenant montrons que {ϕ1, · · · , ϕn} est une base de E∗. Comme E∗ a la même

dimension que E, il suffit de montrer que les n formes sont libres.

Soit

α1ϕ1 + · · ·+ αnϕn = 0

alors, pour tout j = 1, n, on a

0 = (α1ϕ1 + · · ·+ αnϕn) (vj)

= α1ϕ1 (vj) + · · ·+ αjϕj (vj) + · · ·+ αnϕn (vj)

= α1 · 0 + · · ·+ αj · 1 + · · ·+ αn · 0 = αj
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1.1. APPLICATION LINÉAIRES CHAPITRE 1.

(En d’autre manière, de l’isomorphisme entre E et E∗, à chaque vi de la base de E on

correspond l’unique ϕi de la base de E∗).

Soit E = Rn[X] muni de la base B = {1, X, . . . , Xn}. Pour tout i de {0, . . . , n}, on

définit une forme linéaire fi sur E par

∀j ∈ {0, . . . , n}, fi
(
Xj
)

=

 1 si i = j

0 si i 6= j

Exemple 1.1.1

Soit E = Rn[X] muni de la base B = {1, X, . . . , Xn}. Pour tout i de {0, . . . , n}, on

définit une forme linéaire fi sur E par

∀j ∈ {0, . . . , n}, fi
(
Xj
)

=

 1 si i = j

0 si i 6= j.

1. Démontrer que (f0, . . . , fn) est une base de E∗

2. On considère les deux éléments φ et ψ de E∗ définis par, pour tout P ∈ E, φ(P ) =

P (1) et ψ(P ) = P ′(0). Déterminer les coordonnées de chacune des formes φ et ψ dans

la base (f0, . . . , fn)

Solution 1.1.1

1. Il y a plusieurs façons de répondre. La plus simple est de remarquer que, par défini-

tion, (f0, . . . , fn) est la base duale de B.

2. Les fi étant les formes linéaires coordonnées dans la base B, on va exprimer φ et ψ

en fonction des coordonnées du polynôme dans la base B.

Considérons donc P =
∑n

j=0 ajX
j. On a

φ(P ) = P (1) =
n∑
j=0

aj =
n∑
j=0

fj(P )

De même,

ψ(P ) = P ′(0) = a1 = f1(P )

Ainsi, φ =
∑n

j=0 fj et ψ = f1.

Exemple 1.1.2

Soit E un R -espace vectoriel de dimension 3, (e1, e2, e3) une base de E. Soient f ∗1 , f ∗2
et f ∗3 les formes linéaires sur E définies par

f ∗1 = 2e∗1 + e∗2 + e∗3, f
∗
2 = −e∗1 + 2e∗3, f

∗
3 = e∗1 + 3e∗2 .
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1.2. MATRICE D’UNE APPLICATION LINÉAIRE CHAPITRE 1.

Montrer que (f ∗1 , f
∗
2 , f

∗
3 ) est une base de E∗ et déterminer la base (f1, f2, f3) de E dont

elle est la base duale.

Solution.

Soit M la matrice dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées de (f ∗1 , f
∗
2 , f

∗
3 ) dans

la base (e∗1, e
∗
2, e
∗
3) . II suffit de prouver que le rang de la matrice M est égal à 3 . Par

des opérations sur les lignes et les colonnes, on trouve que (f1, f2, f3) . est la base de

E. .

1.2 Matrice d’une application linéaire

Soient E et E′ deux espaces vectoriels sur K, de dimension finie n et p , et f : E 7−→

E′ une application linéaire. Choisissons{e1, . . . , en} une base de E et
{
e′1, . . . , e

′
p

}
une

base de E′ . Les images par f les vecteurs {e1, . . . , en} se décomposent sur la base{
e′1, . . . , e

′
p

}
f (e1) = a11e

′
1 + a21e

′
2 + . . .+ ap1e

′
p

f (e2) = a12e
′
1 + a22e

′
2 + . . .+ ap2e

′
p

=

...

=

f (en) = a1ne
′
1 + a2ne

′
2 + . . .+ apne

′
p

Définition 1.2.1 :

On appelle matrice de f dans les bases {e1, . . . , en} et
{
e′1, . . . , e

′
p

}
, la matrice notée par

M(f)ei,e′j appartenant àMp,n(K) dont les colonnes sont les composantes des vecteurs

f (e1) , . . . , f (en) dans la base
{
e′1, . . . , e

′
p

}
:
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1.2. MATRICE D’UNE APPLICATION LINÉAIRE CHAPITRE 1.

M(f)ei,e′j =



a11 a12 . . . . . . a1n

. .

...
...

. ·

ap1 ap2 . . . . apn



e′1

e′2
...

e′p−1

e′p

II est clair que la matrice associée à f dépend du choix des bases de E et E′.

Exemple 1.2.1

Soit {e1, e2, e3} la base canonique de R3 et {e′1, e′2} la base canonique R2.

Considérons l’application linéaire :

f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (x− y, z − y)

M(f)ei,e′j =

 1 −1 0

0 −1 1


Exemple 1.2.2

D : R4[X] −→ R3[X]

P DP = P ′

M(D) =


0 1 0 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 0

0 0 0 0 4


par rapport aux bases canoniques de R4[X] et R3[X]

Remarque 1.2.1

Si on prend E = Rm, F = Rn, et pour B et C les bases canoniques de ces espaces,

on note simplement [f ]b.c., et on dit qu’il s’agit de la matrice canoniquement associée

à f . Inversement, A étant une matrice de Mn,m(R), il existe une unique application

linéaire f de Rm dans Rn dont A est la matrice canoniquement associée. On dit que f

est l’endomorphisme canoniquement associé à la matrice A.
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1.3. SÉRIES DES EXERCICES CHAPITRE 1.

1.3 Séries des Exercices

Exercice.1.1.1.

1. On considère l’espace vectoriel E = R3 Montrer dans chaque cas que les vecteurs

e1, e2 et e3 forment une base de E et calculer leur base duale. a) e1 = (1; 0;−1), e2 =

(−1;−1; 2), e3 = (−2; 1;−2).

b) e1 = (1; 0; 0), e2 = (1; 1; 0), e3 = (0; 1; 1).

2. Dans chaque cas, montrer que les formes linéaires f1, f2 et f3 forment une base de

E∗.

a) f1 = (1; 1;−1), f2 = (1;−1; 1), f3 = (1; 1; 1).

b) f1 = (1; 2; 3), f2 = (2; 3; 4), f3 = (3; 4; 6).

c) f1 = (0; 1; 1), f2 = (1; 0; 1), f3 = (1; 1; 0).

Exercice 1.1.2.

Soit u l’application de R3 dans R4 définie par

u(x, y, z) = (−x+ y, x− y,−x+ z,−y + z)

1. Montrer que u est linéaire

2. Soient {E1, E2, E3} la base canonique de R3 et {F1,F2,F3,F4} la base canonique de

R4.

Calculer u (E1) , u (E2) et u (E3) en fonction de F1,F2,F3 et F4.

3. Écrire la matrice de u dans les bases canoniques.

4. Montrer que {F1,F2, u (E1) , u (E2)} est une base de R4.

5. Écrire la matrice de u dans les bases {E1, E2, E3} et {F1,F2, u (E1) , u (E2)}.

Exercice.1.1.3.

Soient A =

 −1 2

1 0

 et f l’application de M2(R) dans M2(R) définie par f(M) =

AM .

1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer sa matrice dans la base canonique de M2(R).

Exercice.1.1.4.
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1.3. SÉRIES DES EXERCICES CHAPITRE 1.

On considère l’endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

M =


1 1 −1

−3 −3 3

−2 −2 2

 .

Donner une base de ker(f) et de Im(f). En déduire que Mn = 0 pour tout n ≥ 2.
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Chapitre 2

Diagonalisations des endomorphismes

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n. Soit f un endomorphisme de E, A

sa matrice dans une base de E, x un vecteur non nul de E et λ ∈ K.

2.1 Valeurs et vecteurs propres

Définition 2.1.1

On dit que x est un vecteur propre de f associé à la valeur propre λ si et seulement si

f(x) = λx.

Définition 2.1.2

Écriture matricielle

Soit A ∈Mn(K).

λ est dite valeur propre de la matrice A s’il existe un vecteur non nul X ∈ Kn tel que

AX = λX

Le vecteur X est alors appelé vecteur propre de A associé à la valeur propre λ.

Exemple 2.1.1.

Soit A ∈M3(R) la matrice

A =


1 3 3

−2 11 −2

8 −7 6


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2.2. POLYNÔME D’ENDOMORPHISME CHAPITRE 2.

Vérifions que X1 =


−1

0

1

 est vecteur propre de A. En effet,

AX1 =


1 3 3

−2 11 −2

8 −7 6



−1

0

1

 =


2

0

−2

 = −2


−1

0

1

 = −2X1

Donc X1 est un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ1 = −2.

Caractérisation des valeurs propres

Voici le résultat fondamental pour déterminer les valeurs propres.

Proposition 2.1.1.

Soient A ∈Mn(K) et λ ∈ K. Alors :

λ est une valeur propre de A⇐⇒ det (A− λIn) = 0.

Démonstration.

λ est une valeur propre de A ⇐⇒ ∃X ∈ Kn\{0}, AX = λX

⇐⇒ ∃X ∈ Kn\{0}, (A− λIn)X = 0

⇐⇒ Ker (A− λIn) 6= {0}

⇐⇒ A− λIn n’est pas injective ⇐⇒ A− λIn n’est pas inversible

⇐⇒ det (A− λIn) = 0.

2.2 polynôme d’endomorphisme

. Polynôme de matrice, polynôme d’endomorphisme

On note Mn(K) l’ensemble des matrices de taille n× n à coefficients dans K, (K = Q,

R ou C). Pour un K -espace vectoriel E, on note L(E) l’ensemble des applications

linéaires de E dans E. Un élément f ∈ L(E) est un endomorphisme de E. Dans ce

chapitre, E sera de dimension finie.

Polynôme de matrice.

Définition 2.2.1.

Soit A ∈Mn(K) une matrice. À Xk, on associe Ak ; à 1 , on associe la matrice identité

13



2.2. POLYNÔME D’ENDOMORPHISME CHAPITRE 2.

In. Plus généralement, pour un polynôme

P (X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · ·+ amX

m ∈ K[X]

on définit la matrice :

P (A) = a0In + a1A+ a2A
2 + · · ·+ amA

m ∈Mn(K)

Exemple 2.2.1.

Soient A =

 1 −1

−1 2

 et P (X) = X4 − 5X2 − 2X + 1. On calcule

A2 =

 2 −3

−3 5

 A4 =
(
A2
)2

=

 13 −21

−21 34

 P (A) = A4−5A2−2A+I2 =

 2 −4

−4 6


Polynôme d’endomorphisme.

Soit f ∈ L(E).ȦXk, on associe fk, c’est-à-dire f ◦ f ◦ · · · ◦ f.

1, on associe l’application identité idE. Plus généralement, pour un polynôme

P (X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · ·+ amX

m ∈ K[X]

on définit l’endomorphisme :

P (f) = a0idE + a1f + a2f
2 + · · ·+ amf

m ∈ L(E)

Sous-espaces stables

Définition 2.2.2

Soit E un K -espace vectoriel. Soit f ∈ L(E). Le sous-espace vectoriel F de E est

stable par f si :

∀x ∈ F f(x) ∈ F

Autrement dit, F est stable par f si f(F ) ⊂ F Un premier exemple : les sous-espaces

propres de f sont stables par f . En effet, si F = Ker (f − λidE) alors :

pour x ∈ F, f(x) = λx ∈ F .
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2.2. POLYNÔME D’ENDOMORPHISME CHAPITRE 2.

Lemme 2.2.1 .

Si F est un sous-espace vectoriel stable par f alors, pour tout polynôme P ∈ K[X], F

est stable par P (f)

Démonstration.

Si x ∈ F , alors f(x) ∈ F et donc f(f(x)) ∈ F . Par récurrence sur k, on montre

que fk(x) ∈ F , pour tout k > 0. Maintenant, si P (X) =
∑m

k=0 akX
k, alors P (f) est

l’endomorphisme défini par

P (f) = a0idE + a1f + a2f
2 + · · ·+ amf

m

Donc

P (f)(x) = a0x+ a1f(x) + a2f
2(x) + · · ·+ amf

m(x).

Chaque terme akfk(x) ∈ F , donc P (f)(x) ∈ F car F est un espace vectoriel. Conclu-

sion : F est stable par P (f).

Une autre proposition souvent utile est la suivante :

Proposition 2.2.1.

Soient f et g deux endomorphismes de E qui commutent, c’est-à-dire tels que f ◦ g =

g ◦ f . Alors Ker g et Im g sont stables par f .

Démonstration.

Soit x ∈ Ker g. On a g(x) = 0, d’où g(f(x)) = f(g(x)) = f(0) = 0, donc f(x) ∈ Ker g.

Soit y ∈ Im g. Il existe x ∈ E tel que y = g(x), d’où f(y) = f(g(x)) = g(f(x)), donc

f(y) ∈ Im g.

Polynôme caractéristique

Nous transformons la caractérisation précédente en un outil pratique :

Définition 2.2.3 .

Soit A ∈Mn(K). Le polynôme caractéristique de A est

pA(X) = det (A−XIn)

La proposition 1 devient alors :

A λ valeur propre de A ⇐⇒ pA(λ) = 0

Sous espace propres et vecteurs propres

Soit B = (b1, · · · , bn) une base de E. Dire que [f ]B = Diag (λ1, . . . , λn) signifie que

15
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pour tout i ∈ [1, n], f (bi) = λibi. Ainsi :

(f − λiid) (bi) = 0 soit : bi ∈ Ker (f − λiid)

En particulier, Ker (f − λiid) 6= {0}

Réciproquement, si l /∈ {λ1, . . . , λn}, alors la matrice de f − λ id dans la base B est :

[f − λid]B = Diag (λ1 − λ, λ2 − λ, . . . , λn − λ)

Proposition 2.2.2.

Sil existe une base B dans laquelle f = Diag (λ1, . . . , λn), alors l’ensemble {λi, i ∈ [1, n]}

est l’ensemble des λ ∈ K tels que

Ker(f − λid) 6= 0

Définition 2.2.4.

1. Le spectre de f est l’ensemble de ses valeurs propres :

Spec(f) = {λ ∈ K | Ker(f − λid) 6= {0}}

2. Un vecteur propre associé a la valeur propre λ est un vecteur non nul de Ker(f − λ

id). C’est donc un vecteur non nul x vérifiant : f(x) = λx.

3. Le sous-espace propre associé à la valeur propre λ, généralement noté Eλ, est

Eλ = Ker(f − λid). C’est donc l’ensemble des vecteurs propres associes a λ, ajou-

tés de 0.

4.Si pA est scindé sur K et Sp(A) = {λ1, . . . , λp} , si m (λi) est l’ordre de multiplicité de λi

pour 1 ≤ i ≤ p , Tr(A) =
∑p

i=1m (λi)λi, det(A) =
∏p

i=1 λ
m(λi)
i .

Proposition 2.2.3.

Deux matrices semblables ont le même polynôme caractéristique. Autrement dit, si

B = P−1AP alors pA(X) = pB(X).

Démonstration. On écrit

B −XIn = P−1AP −X
(
P−1InP

)
= P−1 (A−XIn)P

Mais on sait que le déterminant vérifie det(MN) = det(M) · det(N) pour toutes ma-

trices M et N et det (M−1) = 1
det(M)

pour une matrice M inversible. Donc

pB(X) = det (B −XIn) =
1

det(P )
· det (A−XIn) · det(P ) = det (A−XIn) = pA(X)

16
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Proposition 2.2.4.

Si une matrice A ∈ Mn(K) admet n valeurs propres alors : La somme des valeurs

propres vaut traA

[f ]B =


λ1 0 · · · 0

0
. . . . . . ...

... . . . . . . 0

0 · · · 0 λn


On notera Diag( λn ) la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont λ1, . . . , λn.

Diagonaliser f consiste à donner une telle base ainsi que la matrice de f dans cette

base.

Remarque 2.2.1.

La matrice A−XIn est à coefficients dans K[X], donc son déterminant pA(X) appar-

tient à K[X].

On notera aussi souvent pA(λ) = det (A− λIn) comme un polynôme en λ, plutôt que

pA(X). Pour tout

λ ∈ K, det (λIn − A) = (−1)npA(λ)

. Théorème de Cayley-Hamilton

Soit A ∈Mn(K). Alors :

pA(A) = 0.

De même, soit f ∈ L(E), avec E de dimension finie. Alors :

pf (f) = 0.

L’égalité pA(A) = 0 signifie que le polynôme caractéristique appliqué à A donne la

matrice nulle.

L’égalité pf (f) = 0 signifie que le polynôme caractéristique appliqué à f donne l’appli-

cation f nulle.

Exemple 2.2.2.
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Soit A =

 1 −2

1 −1

 ∈M2(R). Le polynôme caractéristique de A est

pA(X) = det (A−XI2) =

∣∣∣∣∣∣ 1−X −2

1 −1−X

∣∣∣∣∣∣ = (1−X)(−1−X) + 2 = X2 + 1.

Vérifions le théorème de Cayley-Hamilton sur cet exemple, en calculant pA(A) :

pA(A) = A2 + I2 = −I2 + I2 = 0.

Polynôme Minimal

Trouver le polynôme minimal de l’endomorphisme u ou de la matrice A associer à u .

Alors :

1er cas : le polynôme caractéristique de u (ou de A ) est scindé sur K et λ1, . . . , λp

étant deux à deux distincts, pu =
∏p

i=1 (X− λi)m(λi) .

Si u est diagonalisable, mu =
∏p

i=1 (X− λi) .

Si u n’est pas diagonalisable, on cherche mu sous la forme

mu =
∏p

i=1 (X− λi)αi

où ∀i ∈ 1, p, 1 6 αi 6 m (λi) , l’un au moins des αi étant supérieur ou égal à 2 .
2me cas : K = R et le polynôme caractéristique de u (ou de A ) n’est pas scindé sur R.

On suppose que pu =
∏r

i=1 P
ni
i , les polynômes P1, . . . , Pr étant deux à deux distincts

unitaires, soit de degré 1, soit de degré 2 à discriminant strictement négatif et ni > 1

pour tout i ∈ 1, r.

Chercher le polynôme minimal sous la forme mu =
∏

i=1 P
ki
i où ∀i ∈ 1, r, 1 6 ki 6 ni.

Exemple 2.2.3.

Soit ;

A =


3 1 −1

0 2 0

1 1 1


1. Déterminons le polynôme caractéristique de A.

2. Déterminons le polynôme minimal de A.
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Solution.

pA(λ) = det (A− λI3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 −1

0 2− λ 0

1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)[(3− λ)(1− λ) + 1]

= (2− λ)
(
3− 4λ+ λ2 + 1

)
= (2− λ)3

Ainsi pA(X) = (2−X)3.

2.D’après le théorème de Cayley-Hamilton, le polynôme minimal divise le polynôme

caractéristique. On donc trois polynômes possibles pour mf :

p1(X) = X − 2 , p2(X) = (X − 2)2 , p3(X) = (X − 2)3

Regardons donc lequel annule A en premier :

A− 2I =


1 1 −1

0 0 0

1 1 −1

 6= 0

(A− 2I)2 =


1 1 −1

0 0 0

1 1 −1


2

=


0 0 0

0 0 0

0 0 0


Donc le polynôme minimal de A est le polynôme p2 :

mA(X) = (X − 2)2

[4 pt]

Exemple.2.2.4.

B =


1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1


1. Déterminons le polynôme caractéristique de B.

2. Déterminons le polynôme minimal de B.
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Solution.

pB(λ) = det(B−λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 1 1 1

1 1− λ 1 1

1 1 1− λ 1

1 1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4− λ 1 1 1

4− λ 1− λ 1 1

4− λ 1 1− λ 1

4− λ 1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=(4-λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 1− λ 1 1

1 1 1− λ 1

1 1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (4− λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

λ 1− λ 1 1

0 1 1− λ 1

0 1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ(4− λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 1− λ 1

1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ(4− λ) [(1− λ)2 + 1− 2(1− λ)]

= -λ3(4− λ)

On a donc pA(X) = X3(X − 4)

D’après le théorème de Cayley- Hamilton, le polynôme minimal de B, mB divise le

polynôme caractéristique pB et admet les mêmes racines que pB (en oubliant les mul-

tiplicités). On a donc trois possibilités pour

pB

p1(X) = X(X − 4) , p2(X) = X2(X − 4) , p3(X) = X3(X − 4)

Regardons donc lequel annule B en premier :

B(B − 4I) =


1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1




−3 1 1 1

1 −3 1 1

1 1 −3 1

1 1 1 −3

 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


On a donc mB = p1 :

mB(X) = X(X − 4).
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Exemple 2.2.5.

A =


1 3 3

−2 11 −2

8 −7 6


Alors

pA(X) = det (A−XI3)

= det




1 3 3

−2 11 −2

8 −7 6

−X


1 0 0

0 1 0

0 0 1




=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1−X 3 3

−2 11−X −2

8 −7 6−X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · ·

= −X3 + 18X2 − 51X − 182

= −(X + 2)(X − 7)(X − 13).

Donc les valeurs propres sont : −2, 7, 13 et mA = pA = (x+ 2)(x− 7)(x− 13)

Polynômes annulateurs

Définition 2.2.4.

Un polynôme annulateur de f est un polynôme p ∈ K[X] tel que p(f) = 0, les puis-

sances de f étant les puissances de composition.

Théorème 2.2.1

Soit p un polynôme annulateur de f . Alors toute valeur propre de f est racine de p.

La réciproque est fausse.[4 pt]

Endomorphisme Nilpotent

Définition 2.2.5.

On dit qu’un endomorphisme f (resp. une matrice A ) est nilpotent (e) s’il existe

k ∈ N∗ tel que fk = 0 ( resp. Ak = 0
)
.

Lemme 2.2.2 .

Si f est nilpotent, alors 0 est son unique valeur propre et on a

pf (X) = (−1)nXn
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Démonstration.

Notons A la matrice de f dans une base. Comme f est nilpotent, il existe k > 1 tel que

Ak = 0. Cela implique det
(
Ak
)

= 0, donc det(A) = 0. La matrice A n’est donc pas

inversible : cela entraîne que f n’est pas bijectif, et comme f est un endomorphisme,

f n’est pas non plus injectif (la dimension de l’espace de départ égale la dimension de

l’espace d’arrivée). Ainsi, Ker f 6= {0}, ce qui est exactement dire que 0 est une valeur

propre de f .

Supposons que λ soit une valeur propre de f : il existe alors x 6= 0 tel que f(x) = λx.

Par récurrence sur n, fn(x) = λnx. Or, f est supposé nilpotent, il existe donc k ∈ N∗

tel que fk = 0. D’où λkx = 0, ce qui implique λk = 0( car x 6= 0), donc λ = 0.

Ainsi, 0 est la seule valeur propre de f , donc la seule racine de son polynôme caracté-

ristique.

Si K = R, on considère l’endomorphisme comme aussi défini sur C. En termes de ma-

trice, cela revient à dire que la matrice à coefficients réels A peut être vue aussi comme

à coefficients complexes. Or, sur C, un polynôme dont la seule racine est 0 est de la

forme αXn, donc χf (X) = (−1)nXn puisque le coefficient dominant d’un polynôme

caractéristique est (−1)n.
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2.3 Diagonalisation des endomorphismes

Diagonalisation des endomorphismes(matrices carrées.

Définition 2.3.1

On dit que A ∈Mn(K) est diagonalisable si A est semblable à une matrice diagonaleD,

donc s’il existe P ∈ GLn(K) telle que D = P−1AP soit diagonale.

Définition 2.3.2.

Deux matrices A et B de Mn(K) sont semblables s’il existe P ∈ GLn(K) tel que

A = P−1BP .

Proposition 2.3.1.

Il s’agit d’une relation d’équivalence défini dans l’ensemble des matrices semblables.

Remarque 2.3.1.

Lien avec les changements de base.

Diagonaliser A consiste à :

1. donner la matrice diagonale D ;

2. donner la matrice de passage P ;

3. rappeler l’égalité D = P−1AP .

Dans ce qui suit, A est une matrice de Mn(K) et f est l’endomorphisme de L (Kn)

canoniquement associé à A.

Proposition 2.3.2.

Les valeurs propres de M sont les racines de pM (polynôme caractéristique).

Corollaire 2.3.1.

Si les racines depM polynôme caractéristique sont simples, M est diagonalisable, et

(pM) est une combinaison linéaire de suites géométriques de raisons ces racines.

Critères de diagonalisation

Théorème 2.3.1.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

1)
∑

λ∈Spec(f) dimEλ = dimE ;

2) f est diagonalisable ;

3) f est diagonalisable dans une base de vecteurs propres ;

Corollaire 2.3.2
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(E de dimension n )

1) f admet au plus n valeurs propres distinctes,

2) Si f admet n valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable.

Principes et critères de diagonalisation

La diagonalisation de A est équivalente à la diagonalisation de f. En effet :

S’il existe P telle que D = P−1AP soit diagonale : P est une matrice inversible, donc

une matrice de passage, plus exactement la matrice de passage de la base canonique à

la base B formée des colonnes de P . Ainsi :

D = P−1AP = [b.c.→ B]−1[f ]b.c.[b.c.→ B] = [f ]B

Les critères de diagonalisation, ainsi que les méthodes sont les mêmes.Notamment :

1) Si A est triangulaire, les valeurs propres de A sont les coefficients diagonaux.

2) Si A admet n valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable.

3) A diagonalisable ⇐⇒ ⊕λ
λ∈Spec(A)

= Kn ⇐⇒
∑

λ∈Spec(A) dimEλ = n.

4) Soit P ∈ K[X]. Si P (A) = 0, alors toute valeur propre de A est racine de P .

Théorème 2.3.2.

Toute matrice M deM2(C) est :

1. soit égale à λI2, pour une certaine valeur λ ∈ C ;

2. soit semblable à une matrice

 λ1 0

0 λ2

, où λ1 6= λ2 sont deux complexes ;

5.2 Propriétés des vecteurs propres et valeurs propres

Théorème 2.3.3.

Si A ∈Mn(K) et λ ∈K, alors on a les équivalences suivantes :

1) λ est une valeur propre de A.

2) (A− λI) n’est pas inversible.

3) det(A− λI) = 0.

Preuve

: 1) =⇒ 2)λ est une valeur propre de A entraine l’existence d’un x 6= 0E tel que

Ax = λx c.à.d Ax − λx = 0E d’où (A − λI)x = 0E(∗), ce qui entraine (A − λI) n’est

pas inversible, car si (A−λI) est inversible, en multipliant (∗) par(A−λI)−1 on aurait

x = 0E,=⇒ 3 ) Trivial.

=⇒ 1 ) Voir Théorème 2.3.1.
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Théorème 2.3.4. :

Le polynôme caractéristique pA(λ) de la matrice A est invariant lorsque l’on remplace

A par une matrice semblable (c.à.d pA(λ) = pB(λ) pour B = P−1AP et P inversible

Preuve : En effet B = P−1AP entraine B − λI = P−1AP − λI =

P−1(A− λI)P, d’où pB(λ) = det(B − λI) = detP−1 det(A− λI) detP =

detP−1 det Pdet(A− λI) = det
(
P−1P

)
det(A− λI) = det(A− λI) = pA(λ)

Exemple 2.3.1.

Diagonaliser les matrices suivantes :

A =


0 2 −1

3 −2 0

−2 2 1

 , B =


0 3 2

−2 5 2

2 −3 0

 , C =


1 0 0

0 1 0

1 −1 2


On donnera aussi la matrice de passage de la base canonique à la base de vecteurs

propres.

Solution Le polynôme caractéristique de A vaut

pA(λ) = (λ− 1)(λ− 2)(λ+ 4)

Il est scindé à racines simples, ce qui assure que A est diagonalisable. II suffit de

chercher pour chaque valeur propre un vecteur propre associé.

D’abord pour λ = 1, on résoud AX = X, c’est-à-dire le système :
−x+ 2y − z = 0

3x− 3y = 0

−2x+ 2y = 0

Ce système est équivalent à x = y = z et un vecteur propre est donc donnée par
1

1

1

.

On fait de même pour λ = 2 et λ = −4, et on trouve respectivement


4

3

−2

 et
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
2

−3

2

.

La matrice A est donc semblable à diag (1, 2,−4), la matrice de passage étant

P =


1 4 2

1 3 −3

1 −2 2


Pour suivons avec B dont on calcule le polynôme caractéristique

PB(λ) = λ3 − 5λ2 + 8λ− 4

est racine évidente, on factorise par λ− 1 et finalement on trouve

pB(λ) = (λ− 1)(λ− 2)2

On cherche le sous-espace propre associé à 1 en résolvant BX = X, c’est-à-dire le

système :


−x+ 3y + 2z = 0

−2x+ 4y + 2z = 0

2x− 3y − z = 0

Ce système est équivalent à x = y = −z. Ainsi, le sous-espace propre associé à 1 est

de dimension 1, engendré par le vecteur propre


1

1

−1

.

L’étude du sous-espace propre associé à λ2 conduit au système :

conduit au système : 
−2x+ 3y + 2z = 0

−2x+ 3y + 2z = 0

2x− 3y − 2z = 0

Ces trois équations se ramènent à 2x − 3y − 2z = 0, qui est l’équation d’un plan de

R3. Le sous-espace propre associé à 2 est donc de dimension 2, et une base est donnée
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par les vecteurs


3

2

0

 et


1

0

1

 .B est donc semblable à la matrice diag(1, 2, 2), la

matrice de passage P étant donnée par

P =


1 3 1

1 2 0

−1 0 1


Le polynôme caractéristique de C est pC(λ) = −(1−λ)2(2−λ). On procède exactement

comme précédemment, et on trouve que (u1, u2) forme une base de l’espace propre

associé à la valeur propre λ = 1, avec u1 = (1, 1, 0) et u2 = (0, 1, 1) et que (u3) forme

une base de l’espace propre associé à la valeur propre λ = 2, avec u3 = (0, 0, 1). Ainsi,

C s’écrit C = PDP−1 avec D la matrice diagonale

D=


1 0 0

0 1 0

0 0 2


et

P =


1 0 0

1 1 0

0 1 1


Exemple 2.3.2.

Soit f l’application linéaire dont la matrice dans la base canonique est

A =


−3 2 4

−2 1 4

−2 2 3


Le calcul de son polynôme caractéristique est pA(X) = −(X + 1)2(X − 3).

ker(A+ Id) est le plan d’équation −x+ y + 2z = 0. Un base de ce plan est u1, u2 avec

u1 = (1, 1, 0) et u2 = (2, 0, 1).

Comme la valeur propre 3 est de multiplicité 1, dim ker(A− 3Id) = 1. Une base de cet
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espace est u3 = (1, 1, 1). Soit B = (u1, u2, u3) . La matrice de f dans B est diagonale :

MB(f) =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 3


Exemple 2.3.3

Soit f l’application linéaire dont la matrice dans la base canonique est

A =


3 −2 0

−2 3 0

0 0 5


Solution :

Le polynôme caractéristique de A est :

pA(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3− x −2 0

−2 3− x 0

0 0 5− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (5− x)

∣∣∣∣∣∣ 3− x −2

−2 3− x

∣∣∣∣∣∣
= (5− x)

[
(3− x)2 − 4

]
= (5− x)2(1− x)

les valeurs propres sont 1 et 5. Les espaces propres sont E1 et E5.

Eλ :x =


x1

x2

x3

 est un vecteur propre de A correspondant à λ ssi x n’est pas une

solution triviale de (A− λI)x = 0 c’est à dire


3− λ −2 0

−2 3− λ 0

0 0 5− λ



x1

x2

x3

 =


0

0

0


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Si λ = 5, alors
−2 −2 0

−2 −2 0

0 0 0



x1

x2

x3

 =


0

0

0


d’où − 2x1 − 2x2 = 0, c’est à dire x2 = −x1 donc

x1

x2

x3

 = x1


1

−1

0

+ x3


0

0

1



c’est à dire E5 est engendré par


1

−1

0



et


0

0

1

. Si λ = 1(5.10) devient


2 −2 0

−2 2 0

0 0 4



x1

x2

x3

 =


0

0

0


On résout le système pour trouver x1 = x2 et x3 = 0, alors

x1

x2

x3

 = x1


1

1

0



donc E1 est engendré par


1

1

0

 .
On en déduit que A est

donc E1 est engendré par

 1

0

 . On en deduit que A est diagonalisable,

P =


1 0 1

−1 0 1

0 1 0

 et P−1AP =


5 0 0

0 5 0

0 0 1

 .
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
x1

x2

x3

 = x1


1

1

0



donc E1 est engendré par


1

1

0

 . On en déduit que A est

donc E1 est engendré par

 1

0

 . On en deduit que A est diagonalisable,

P =


1 0 1

−1 0 1

0 1 0

 et P−1AP =


5 0 0

0 5 0

0 0 1

 .
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2.4 Décomposition de Dunford.

Nous avons vu que les matrices ne sont pas toutes diagonalisables. On peut néan-

moins décomposer certaines d’entre elles, en une forme la plus simple possible. Nous

verrons trois décompositions.

a) La trigonalisation : transformer une matrice en une matrice triangulaire.

b) La décomposition de Dunford : écrire une matrice comme la somme d’une matrice

diagonalisable et d’une matrice nilpotente.

c) La réduction de Jordan : transformer une matrice en une matrice diagonale par

blocs.

2.4.1 Trigonalisation

On rappelle qu’une matrice A = (ai,j)16i,j6n est triangulaire supérieure si ai,j = 0

dès que i > j :

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

0 a2,2
. . . ...

... . . . . . . an−1,n

0 · · · 0 an,n


Les coefficients sous la diagonale sont tous nuls. Ceux sur la diagonale ou au-dessus

peuvent être nuls ou pas.

Définition 2.4.1.

- Une matrice A ∈ Mn(K) est trigonalisable sur K s’il existe une matrice inversible

P ∈Mn(K) inversible telle que P−1AP soit triangulaire supérieure.

- Un endomorphisme f de E est trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle

la matrice de f soit triangulaire supérieure.

Théorème 2.4.1. Une matrice A ∈Mn(K) (resp. un endomorphisme f ) est trigona-

lisable sur K si et seulement si son polynôme caractéristique pA (resp. pf ) est scindé

sur K.

Démonstration.
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- =⇒. Si f est trigonalisable, il existe une base de E dans laquelle la matrice de f sécrit

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

0 a2,2
. . . ...

... . . . . . . an−1,n

0 · · · 0 an,n

 .

On a alors

pf (X) = χA(X) =
n∏
i=1

(ai,i −X) ,

ce qui prouve que pf se décompose en produit de facteurs linéaires dans K[X].

• ⇐=. La démonstration se fait par récurrence sur la dimension n de l’espace vectoriel

E. Si n = 1, il n’y a rien à démontrer. Supposons le résultat vrai pour n − 1, n > 2

étant arbitrairement fixé. Le polynôme pf ayant au moins une racine dans K, notons λ

l’une d’entre elles et v1 un vecteur propre associé. Soit F l’hyperplan supplémentaire

de la droite Kv1 : on a donc E = Kv1 ⊕ F . On considère alors une base (v1, v2, . . . , vn)

de E avec, pour 2 6 i 6 n, vi ∈ F . La matrice de f dans cette base s’écrit
λ · · ·

0
... B

0


où B est une matrice carrée de taille (n− 1)× (n− 1). On a

pf (X) = (λ−X) det (B −XIn−1) = (λ−X)B(X)

Notons g la restriction de f à F : la matrice de g dans la base (v2, . . . , vn) est égale à

B. Par hypothèse de récurrence, g (et donc B ) est trigonalisable : en effet, pf (X) =

(λ−X)pg(X), et comme pf est supposé scindé surK, pg l’est également. Par conséquent,

il existe une base (w2, . . . , wn) de F dans laquelle la matrice de g est triangulaire

supérieure.

Ainsi, dans la base (v1, w2, . . . , wn), la matrice de f est triangulaire supérieure.

Exemple 2.4.1.
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Soit

A =


1 4 −2

0 6 −3

−1 4 0

 ∈M3(R).

Démontrons que A est trigonalisable sur R et trouvons une matrice P telle que P−1AP

soit triangulaire supérieure.

Solution

le polynôme caractéristique de A :

pA(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1−X 4 −2

0 6−X −3

−1 4 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = · · · = (3−X)(2−X)2

Comme pA est scindé sur R, la matrice est trigonalisable sur R.

Les racines du polynôme caractéristique sont les réels 3 (avec la multiplicité 1), et 2

(avec la multiplicité 2 ).

Déterminons les sous-espaces propres associés.

Soit E3 le sous-espace propre associé à la valeur propre simple 3 : E3 = {v = (x, y, z) ∈ R3 |

Av = 3v}

v ∈ E3 ⇐⇒ Av = 3v ⇐⇒


x+ 4y − 2z = 3x

6y − 3z = 3y

−x+ 4y = 3z

⇐⇒ x = y = z

E3 est donc la droite vectorielle engendrée par le vecteur v1 = (1, 1, 1).

Soit E2 le sous-espace propre associé à la valeur propre double 2 : E2 = {v = (x, y, z) ∈ R3 |

Av = 2v}

v ∈ E2 ⇐⇒ Av = 2v ⇐⇒


x+ 4y − 2z = 2x

6y − 3z = 2y

−x+ 4y = 2z

⇐⇒

 x = z

4y = 3z

E2 est donc la droite vectorielle engendrée par v2 = (4, 3, 4). La dimension de E2 est

égale à 1 alors que la multiplicité de la valeur propre 2 correspondante est égale à 2 .

Par conséquent, on sait que la matrice A ne sera pas diagonalisable.
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Soit v3 = (0, 0, 1). Les vecteurs (v1, v2, v3) forment une base de R3. La matrice de

passage (constituée des vi écrits en colonne) est

P =


1 4 0

1 3 0

1 4 1

 et P−1 =


−3 4 0

1 −1 0

−1 0 1


On a Av1 = 3v1 et Av2 = 2v2. Il reste à exprimer Av3 dans la base (v1, v2, v3) :

Av3 = A(0, 0, 1) = (−2,−3, 0) = −2 (−3v1 + v2 − v3)− 3 (4v1 − v2) = −6v1 + v2 + 2v3

Ainsi, l’endomorphisme qui a pour matrice A dans la base canonique de R3 a pour

matrice T dans la base (v1, v2, v3), où

T =


3 0 −6

0 2 1

0 0 2


Lemme des noyaux 2.4.1.

Soit f un endomorphisme de E. Soient P et Q des polynômes de K[X], premiers entre

eux. Alors :

Ker(PQ)(f) = KerP (f)⊕KerQ(f)

Démonstration.

Soient P et Q deux polynômes premiers entre eux. Alors, d’après le théorème de Bé-

zout, il existe des polynômes A et B tels que AP + BQ = 1. On a donc, pour tout

endomorphisme f :

A(f) ◦ P (f) +B(f) ◦Q(f) = idE

Autrement dit, pour tout x ∈ E :

A(f) ◦ P (f)(x) +B(f) ◦Q(f)(x) = x.

Montrons que Ker P (f) ∩KerQ(f) = {0}.

Soit x ∈ KerP (f) ∩KerQ(f). On a

A(f) ◦ P (f)(x)︸ ︷︷ ︸
=0

+B(f) ◦Q(f)(x)︸ ︷︷ ︸
=0

= x,
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donc x = 0, ce qui prouve Ker P (f) ∩KerQ(f) = {0}.

Montrons que Ker(PQ)(f) = KerP (f) + KerQ(f) par double inclusion. Preuve de

Ker(PQ)(f) ⊂ KerP (f) + KerQ(f) Soit x ∈ Ker(PQ)(f). On a, toujours en raison

du théorème de Bézout,

x = A(f) ◦ P (f)(x) +B(f) ◦Q(f)(x).

Montrons que A(f) ◦ P (f)(x) ∈ KerQ(f). En effet :

Q(f) ◦ A(f) ◦ P (f)(x) = A(f) ◦ P (f) ◦Q(f)(x) = A(f) ◦ ((PQ)(f))(x) = 0

On a utilisé que les polynômes d’endomorphisme en f commutent et que (PQ)(f)(x) =

0. De même, B(f) ◦Q(f)(x) ∈ KerP (f). Ainsi,

x = A(f) ◦ P (f)(x)︸ ︷︷ ︸
∈KerQ(f)

+B(f) ◦Q(f)(x)︸ ︷︷ ︸
∈KerP (f)

,

et donc x ∈ KerP (f) + KerQ(f).

Preuve de Ker P (f) + KerQ(f) ⊂ Ker(PQ)(f).

Soient y ∈ KerP (f) et z ∈ KerQ(f). Alors :

PQ(f)(y + z) = Q(f) ◦ P (f)(y)︸ ︷︷ ︸
=0

+P (f) ◦Q(f)(z)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0,

et donc y + z ∈ Ker(PQ)(f).

Conclusion : Ker(PQ)(f) = KerP (f)⊕KerQ(f).

Sous-espaces caractéristiques

Nous avons vu que, lorsque f est diagonalisable, on a :

E = Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλr avec Eλl = Ker (f − λiidE), le sous-espace propre associé à la

valeur propre λi.

Nous allons démontrer que même si f n’est pas diagonalisable, mais si son polynôme

caractéristique est scindé sur K, on peut écrire

E = Ker (f − λ1idE)m1 ⊕ · · · ⊕Ker (f − λridE)mr

où mi est la multiplicité de la valeur propre λi comme racine du polynôme caractéris-

tique de f .
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Définition 2.4.2.

Soit f un endomorphisme de E. Soit λ une valeur propre de f et soit m sa multiplicité

en tant que racine de pf . Le sous-espace caractéristique de f pour la valeur propre λ

est

Nλ = Ker ((f − λidE)m) .

Pour λ valeur propre de f , on a Eλ ⊂ Nλ, car Ker (f − λidE) ⊂ Ker (f − λidE)k quel

que soit k > 1.

Théorème 2.4.1.

Soit f un endomorphisme de E tel que pf est scindé sur K.

Notons pf (X) = ± (X − λ1)m1 · · · (X− λr)
mr et, pour 1 6 i 6 r,Nλ1 le sous-espace

caractéristique associé à la valeur propre λi. Alors :

1. Chaque Nλt est stable par f .

2. E = Nλ1 ⊕ · · · ⊕Nλr .

3. dimNλt = mi.

Démonstration.

1. Soit
x ∈ Nλ = Ker (f − λidE)m . On a (f − λidE)m (x) = 0.Or

(f − λidE)m ◦ f(x) = f ◦ (f − λidE)m (x) = 0,

d’où f(x) ∈ Nλ.

2. C’est une application du lemme des noyaux. On rappelle que

pf (X) = ± (X − λ1)m1 · · · (X − λr)mr

Les polynômes (X − λi)mt sont premiers entre eux puisque les valeurs propres sont

distinctes. Par le lemme des noyaux, on obtient

Ker pf (f) = Ker (f − λ1idE)m1 ⊕ · · · ⊕Ker (f − λridE)mr = Nλ1 ⊕ · · · ⊕Nλr .

Or, d’après le théorème de Cayley-Hamilton, on a pf (f) = 0, donc Ker pf (f) = E, d’où

le résultat.

3. Notons gi = f|Nλ pour 1 6 i 6 r. Pour i 6= j,NλI ∩Nλj = {0}. Or Eλ1 ⊂ Nλt , donc

la seule valeur propre possible de gi est λi. Le polynôme caractéristique de gi est scindé

(car il divise celui de f ) et sa seule racine est la seule valeur propre de gi, c’est-à-dire
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λi. Ainsi, pg1(X) = ± (X − λi)nt (où ni = dimNλ1) . De plus,

± (X − λ1)m1 · · · (X − λr)mr = pf (X) = pg1(X) · · · pgr(X) = ± (X − λ1)n1 · · · (X − λr)nr

D’où, en identifiant les exposants des facteurs irréductibles, ni = dimNi = mi, pour

1 6 i 6 r.

Théorème 2.4.3.

Soit f un endomorphisme de E tel que pf soit scindé sur K. Alors il existe un unique

couple (n, d) d’endomorphismes tel que :

1) n est nilpotent et d est diagonalisable,

2) f = n+ d,

3) n ◦ d = d ◦ n.

De plus, on pourrait montrer que d et n sont des polynômes en f . En particulier, si

K = C, cette décomposition existe toujours. Le théorème peut encore s’écrire :

Théorème 2.4.4.

Pour toute matrice A ∈ Mn(K) ayant un polynôme caractéristique scindé sur K, il

existe une unique matrice N nilpotente et une unique matrice ∆ diagonalisable telles

que

A = N + ∆ et N∆ = ∆N

Pratique de la décomposition ;

La méthode pour trouver la décomposition de Dunford d’une matrice A ∈ Mn(K)

consiste à suivre les étapes de la preuve.

1) On calcule le polynôme caractéristique pA de A : il doit être scindé. On calcule ses

racines, qui sont les valeurs propres de A.

2) Pour chaque valeur propre λ, de multiplicité m comme racine de pA, on note

Nλ = Ker (A− λIn)m. C’est un espace vectoriel de dimension m. On détermine m

vecteurs formant une base de Nλ. L’union de toutes les bases Bλ des Nλ forme une

base B = (v1, . . . , vn) de Kn.

3) On définit l’endomorphisme d par d (vi) = λvi pour chaque vi ∈ Nλ. (Dans la base

B, la matrice de d est diagonale.) On note B0 = (e1, . . . , en) la base canonique de Kn.

(A est la matrice de l’endomorphisme f dans la base B0.) ∆ sera la matrice de d dans

la base B0, c’est-à-dire que les colonnes de ∆ sont les coordonnées des d (ei) exprimées
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dans la base (e1, . . . , en).

4) On pose N = A−∆. Par la démonstration du théorème (2.4.2), ∆ est diagonalisable,

N est nilpotente et ∆N = N∆. La matrice de passage P de la base B vers la base

canonique B0 transforme ∆ en une matrice diagonale D = P−1∆P .

Exemple 2.4.1.

Calculons la décomposition de Dunford de la matrice

A =


1 1 1

0 1 1

0 0 2

 ∈M3(R)

Évitons le piège d’écrire :

A =


1 0 0

0 1 0

0 0 2


︸ ︷︷ ︸

D̄

+


0 1 1

0 0 1

0 0 0


︸ ︷︷ ︸

N̄

D̃ est diagonale (donc diagonalisable) et Ñ est nilpotente, mais on peut vérifier que les

matrices ne commutent pas : D̃Ñ 6= ÑD̃.

Calculons maintenant la décomposition de Dunford de A.

1. Le polynôme caractéristique pA est égal à

pA(X) = det (A−XI3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1−X 1 1

0 1−X 1

0 0 2−X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(X − 1)2(X − 2)

Nous avons donc deux valeurs propres qui sont λ1 = 1 et λ2 = 2. La valeur propre 1

est de multiplicité m1 = 2, alors que, pour la valeur propre 2, m2 = 1.

2) On note N1 = Ker (A− I3)2 et N2 = Ker (A− 2I3).

L’espace vectoriel R3 s’écrit comme somme directe

R3 = Ker (A− I3)2 ⊕Ker (A− 2I3)

Déterminons ces sous-espaces caractéristiques.

Calcul de N1 = Ker (A− I3)2.

38



2.4. DÉCOMPOSITION DE DUNFORD. CHAPITRE 2.

On sait que c’est un espace vectoriel de dimension m1 = 2. On calcule

A− I3 =


0 1 1

0 0 1

0 0 1

 (A− I3)2 =


0 0 2

0 0 1

0 0 1


Ainsi N1 = Ker (A− I3)2 est le plan vectoriel engendré par les vecteurs v1 = (1, 0, 0)

et v2 = (0, 1, 0). Donc

N1 = Ker (A− I3)2 = Rv1 + Rv2

Au passage, notons que la matrice A n’est pas diagonalisable : en effet, la valeur propre

1 est de multiplicité 2 , mais E1 = Ker (A− I3) = {v ∈ R3 | Av = v} est de dimension

seulement 1 ( en fait E1 = Rv1) .

Calcul de N2 = Ker (A− 2I3). On sait que c’est un espace vectoriel de dimension

m2 = 1.

Pour déterminer le noyau Ker (A− 2I3) = {v ∈ R3 | Av = 2v}, si v = (x, y, z), on

résout :

Le sous-espace N2 = Ker (A− 2I3) est donc la droite vectorielle engendrée par le

vecteur v3 = (2, 1, 1) : N2 = Rv3

La famille B = (v1, v2, v3) est une base de R3 :

R3 = Rv1 ⊕ Rv2︸ ︷︷ ︸
N1

⊕ Rv3︸︷︷︸
N2

.

3) On définit l’endomorphisme d par d (v1) = v1, d (v2) = v2 ( car v1, v2 ∈ N1) et

d (v3) = 2v3 (car v3 ∈ N2 ).

Dans la base B, la matrice de D est donc la matrice diagonale

D =


1 0 0

0 1 0

0 0 2


. Or nous voulons la matrice de D dans la base canonique B0 = (e1, e2, e3). (Les calculs

vont être assez simples car e1 = v1 et e2 = v2. ) d (e1) = d(1, 0, 0) = (1, 0, 0) = e1.

d (e2) = d(0, 1, 0) = (0, 1, 0) = e2.
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On a v3 = (2, 1, 1) = 2e1 + e2 + e3 et aussi e3 = (0, 0, 1) = −2v1 − v2 + v3. Donc

∆ = MatS0 d =


1 0 2

0 1 1

0 0 2


4) On pose

N = A−∆ =


0 1 −1

0 0 0

0 0 0


La décomposition de Dunford est A = ∆ +N . La preuve du théorème de la décompo-

sition affirme que ∆ est diagonalisable, N est nilpotente et ∆N = N∆ (c’est un bon

exercice de le vérifier à la main).

On note P la matrice de passage de la base B0 vers la base B.P contient donc, en

colonnes, les vecteurs de la nouvelle base B = (v1, v2, v3) exprimés dans l’ancienne base

B0 = (e1, e2, e3). Comme v1 = e1, v2 = e2 et v3 = 2e1 + e2 + e3, alors

P =


1 0 2

0 1 1

0 0 1



et on calcule P−1 =


1 0 −2

0 1 −1

0 0 1

. Si besoin, on peut diagonaliser ∆ :

D = P−1∆P =


1 0 0

0 1 0

0 0 2


Application au calcul de puissance.

La décomposition de Dunford est utile pour calculer les puissances d’une matrice.

Nous verrons d’autres applications dans le chapitre « Systèmes différentiels ˇ. Voyons

les étapes pour calculer Ap, où A ∈Mn(K) :

1. Écrire la décomposition de Dunford A = ∆ +N .

2. Diagonaliser ∆ : D = P−1∆P avec D matrice diagonale. Comme D est une matrice

diagonale, on calcule facilement Dk, pour tout k > 0.
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3. On note N ′ = P−1NP . La matrice N ′ est encore une matrice nilpotente. On calcule

les puissances successives N ′2, N ′3, . . . sachant qu’à partir d’un certain rang tous les

N ′k sont nuls.

4. Comme D et N ′ commutent (car ∆ et N commutent), alors on applique la formule

du binôme de Newton :

(D +N ′)
p

=

p∑
k=0

 p

k

Dp−kN ′k.

On a vu qu’à partir d’un certain rang les matrices N ′k sont toutes nulles. La somme a

donc peu de termes non nuls.
5.OnaA = ∆ +N = PDP−1 + PN ′P−1 = P (D +N ′)P−1.

Donc Ap = (P (D +N ′)P−1)
P

= P (D + N ′)p P−1
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2.5 Séries d’exercices.

Exercice 2.1.1.

On considère la matrice réelle

A =


3 −2 −1

3 −1 1

6 3 −2


Calculer son polynôme caractéristique et son carré. En utilisant Cayley Hamilton, trou-

ver son inverse.

Exercice 2.1.2.

Trouver les valeurs propres de f canoniquement associée de matrice


3 −4 4

1 −1 8

0 0 2

 .

Exercice 2.1.3.

Calculer les valeurs propres et déterminer les sous-espaces propres associes à les vecteurs

propres de la matrice :

A =


4 −2 −2

−2 4 −2

−2 −2 4


Exercice 2.1.4.

Étudier la diagonalisation de la matrice

A =


3 −2 0

−2 3 0

0 0 5


Exercice 2.1 5.

Les matrices suivantes sont-elles semblables ?, diagonalisables ?
1 0 0

0 1 0

0 1 2

 ,


1 0 0

1 1 0

0 0 2

 ,


1 1 0

1 2 0

0 0 1

 .
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Exercice 2.1.6.

Déterminer les puissances et les racines carrées de la matrice

A =


1 2 3

0 1 2

0 0 1



Exercice 2.1.7.

Soit M la matrice réelle 3× 3 suivante :

M =


0 2 −1

3 −2 0

−2 2 1


1. Déterminer les valeurs propres de M .

2. Montrer que M est diagonalisable.

3. Déterminer une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

4. On a D = P−1MP , pour k ∈ N exprimer Mk en fonction de Dk, puis calculer Mk.
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Chapitre 3

Réduction de Jordan

3.1 Matrice de Jordan

. Définition 3.1.1.

Un bloc de Jordan est une matrice de la forme

J(λ) =


λ 1 0 0

0 λ
. . . 0

... . . . . . . 1

0 . . . 0 λ

 ∈Mp(K)

avec λ ∈ K et p > 1.

Définition 3.1.2.

Une matrice de Jordan est une matrice diagonale par blocs de la forme


J1 (λ1) O O O

O J2 (λ2) O O

O O
. . . O

O O O Jr (λr)


où les Ji (λi) sont des blocs de Jordan.

La notation O désigne une matrice nulle (elles peuvent être de tailles différentes).

Remarque 3.1.1.

Les blocs de Jordan peuvent être de tailles différentes, et les valeurs λi ∈ K sont quel-

conques (certaines d’entre elles peuvent être égales).
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Exemple 3.1.1

voici une forme (exemple) de matrice de Jordan



−3 1 0 0 0 0 0 0 0

0 −3 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −3 1 0 0 0 0 0

0 0 0 −3 1 0 0 0 0

0 0 0 0 −3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 5 1 0

0 0 0 0 0 0 0 5 1

0 0 0 0 0 0 0 0 5


Elle est formée de :

- un bloc de Jordan 2× 2 associé à la valeur propre −3,

- un bloc de Jordan 3× 3 associé à cette même valeur −3,

- un bloc de Jordan 1× 1 associé à la valeur 2 ,

- un bloc de Jordan 3× 3 associé à la valeur 5 .

Théorème 3.1.1.

Si A ∈ Mn(K) a son polynôme caractéristique scindé sur K, alors A est semblable sur

(K) à une matrice de Jordan, appelée réduite de Jordan de A. Il existe donc P ∈Mn(K)

inversible telle que

P−1AP =


J1 O O

O
. . . O

O O Jr


où les Ji sont des blocs de Jordan.

Voici une méthode basique pour trouver la réduite de Jordan d’une matrice A ∈

Mn(K), ainsi qu’une matrice de passage :

1) Calculer le polynôme caractéristique et les valeurs propres de A.

2) Pour chaque valeur propre λ, calculer le sous-espace propre Eλ = Ker (A− λIn) et

trouver une base de Eλ. Le nombre de blocs de Jordan associés à λ est dimEλ.
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3) Pour chaque vecteur propre de la base de Eλ, on construit le bloc de Jordan associé :

a) Si v1 ∈ Eλ est un vecteur propre de la base de Eλ, alors on cherche v2 ∈ Kn tel que

(A− λIn) v2 = v1

b) Puis on cherche s’il existe v3 ∈ Kn tel que (A− λIn) v3 = v2.

c) On arrête le processus lorsqu’il n’y pas de solution.

d) On a Av1 = λv1, puis Av2 = v1 + λv2, . . . , Avp = vp−1 + λvp.

e) Donc, dans le sous-espace engendré par ces (v1, v2, . . . , vp), la matrice associée à A,

dans cette base, est exactement le bloc de Jordan :

J(λ) =


λ 1 0 0

0 λ
. . . 0

... . . . . . . 1

0 . . . 0 λ


f)On peut aussi savoir quand s’arrêter en utilisant le fait que le bloc de Jordan est

toujours d’une taille p inférieure ou égale à la multiplicité de λ comme racine du

polynôme caractéristique (et même du polynôme minimal).

5) On recommence avec v′1, un autre vecteur de la base de Eλ : on construit v′2, v′3, . . . ce

qui conduit à un autre bloc de Jordan pour la valeur λ. On procède ainsi de suite pour

tous les vecteurs de la base de Eλ et ensuite bien sur pour les autres valeurs propres.

Exemple 3.1.1.

Soit

A =


4 3 −2

−3 −1 3

2 3 0

 ∈M3(R)

Calculons sa réduite de Jordan J et une matrice de passage P telle que P−1AP = J .

Solution

1) On calculons le polynôme caractéristique de A :

pA(X) = det (A−XI3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4−X 3 −2

−3 −1−X 3

2 3 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(X + 1)(X − 2)2
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Il y a donc deux valeurs propres : −1 et 2 .

2) Valeur propre −1. La valeur propre −1 est de multiplicité 1. Le sous-espace propre

associé

E−1 = Ker (A+ I3) = {v ∈

R3 | Av = −v}seradedimension1.Aprscalculs, ontrouvequeE−1 = Rv1 où v1 = (−1, 1,−1).

Comme la multiplicité de −1 comme racine de pA(X) est 1 , alors la valeur propre −1

sera juste associée à un bloc de Jordan de taille 1× 1.

3) Valeur propre 2 . La valeur propre 2 est de multiplicité 2. Il faut déterminer le

sous-espace propre associé

E2 = Ker (A− 2I3) =
{
v ∈ R3 | Av = 2v

}
Après calculs, on trouve que E2 = Rv2 où v2 = (1, 0, 1).

Comme E2 est un espace vectoriel de dimension 1 , alors que 2 est racine de multiplicité

2 , la matrice A n’est pas diagonalisable et on sait alors que la valeur propre 2 sera

associée à un bloc de Jordan de taille 2× 2.

4)Bloc de Jordan. On cherche v3 ∈ R3 tel que (A− 2I3) v3 = v2. Si v3 = (x, y, z) alors :

(A− 2I3) v3 = v2 ⇐⇒


2 3 −2

−3 −3 3

2 3 −2




x

y

z

 =


1

0

1

⇐⇒


2x+ 3y − 2z = 1

−3x− 3y + 3z = 0

2x+ 3y − 2z = 1

⇐⇒

 2x+ 3y − 2z = 1

x+ y − z = 0
⇐⇒

 2x+ 3y = 1 + 2z

x+ y = z

⇐⇒

 x = −1 + z

y = 1

En prenant par exemple z = 0 (n’importe quelle valeur conviendrait), on choisit

v3 = (−1, 1, 0).

5) Matrice de Jordan. Dans la base (v1, v2, v3), on a

Av1 = −v1, Av2 = 2v2, et comme (A− 2I3) v3 = v2 alors Av3 = v2 + 2v3.

La matrice associée à A dans la base (v1, v2, v3) est donc :

j =


−1 0 0

0 2 1

0 0 2


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Autrement dit, J = P−1AP où P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs

v1, v2, v3 exprimés dans la base canonique :

P =


−1 1 −1

1 0 1

−1 1 0



et on a P−1 =


1 1 −1

1 1 0

−1 0 1

.

Exemple 3.1.2.

Soit

A =



5 0 4 −2 −3

−2 3 −3 2 4

0 0 3 0 0

0 0 0 3 1

1 0 2 −1 1


∈M5(R)

Calculons sa réduite de Jordan J .

Solution

1) Le polynôme caractéristique de A vaut

pA(X) = det (A−XI5) = · · · = −(X − 3)5.

Il y a donc une seule valeur propre : λ = 3.

2) Valeur propre 3. La valeur propre 3 est de multiplicité 5. Il faut ensuite calculer le

sous-espace propre associé :

E3 = Ker (A− 3I5) =
{
v ∈ R5 | Av = 3v

}
. On calcule A− 3I5, et on trouve une base (v1, v3) de E3 :

v1 = (0, 1, 0, 0, 0) et v3 = (1, 0, 0, 1, 0).

Ainsi dimE3 = 2 alors que la multiplicité de λ est 5.

La matrice A n’est pas diagonalisable. Il y aura donc deux blocs de Jordan associés à
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la valeur propre 3. (Cela peut être un de taille 1 × 1 avec un de taille 4 × 4, ou bien

2× 2 avec 3× 3.)

Matrice de Jordan.

On cherche si on peut trouver v2 ∈ R5 tel que (A− 3I5) v2 = v1. Une solution possible

est v2 = (−2, 0, 1, 0, 0). Le processus s’arrête là, car il n’y a aucune solution v au sys-

tème (A− 3I5) v = v2. (En effet, la troisième ligne de A − 3I5 est nulle, alors que la

troisième coordonnée de v2 ne l’est pas.)

On obtient donc un bloc de Jordan2× 2.

On fait le même travail pour l’autre bloc de Jordan, en partant du vecteur v3 =

(1, 0, 0, 1, 0) ∈ E3. On cherche maintenant v4 ∈ R5 tel que (A− 3I5) v4 = v3. Après

calculs, on trouve v4 = (2, 0, 0, 0, 1). On cherche v5 tel que (A− 3I5) v5 = v4. On trouve

v5 = (−3, 0, 2, 0, 0). Le processus s’arrête là, ce qui correspond à un bloc de Jordan de

taille 3× 3.

On a Av1 = 3v1, Av2 = v1 + 3v2, Av3 = 3v3, Av4 = v3 + 3v4, Av5 = v4 + 3v5

Dans la base (v1, v2, v3, v4, v5) , la matrice associée à A est :

J =



3 1 0 0 0

0 3 0 0 0

0 0 3 1 0

0 0 0 3 1

0 0 0 0 3


Ainsi J = P−1AP , où la matrice P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs

v1, . . . , v5 exprimés dans la base canonique.

3.2 Exponentielle d’une matrice

La série entière qui définit l’exponentielle d’un nombre réel, ou complexe, est aussi

convergente pour une matrice. Ainsi, si A est une matrice carrée, l’exponentielle de A
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est définie par

exp(A) =
+∞∑
n=0

An

n!

= I + A+
A2

2!
+ · · ·+ An

n!
+ . . .

Proposition 3.2.1.

L’exponentielle de matrice vérifie les propriétés suivantes :

1 exp(A) est toujours une matrice inversible.

2 On a en effet la relation exp( A)exp(-A) = exp(0) = ld.

L’identité fonctionnelle de la fonction exponentielle, à savoir exp (A+B) = exp(A) exp(B),

n’est plus toujours vérifiée.

3. En revanche, on sait qu’elle a lieu si A et B commutent, c’est-à-dire si AB = BA. If

est facile de calculer l’exponentielle d’une matrice diagonale :

Pour A =


α1 0 . . .

0 α2 0

0 0
. . . 0

0 . . . . . . αn

,

on a exp(A) =


eα1 0 . . .

0 eα2 0

0 0
. . . 0

0 . . . . . . eαn

.

Plus généralement, si l’on souhaite calculer l’exponentielle d’une matrice, on réduira

d’abord cette matrice sous forme de Jordan.

3.3 Applications de la diagonalisation

it,A est une matrice diagonalisable, {λ1, λ2, ...........λn} , l’ensemble de ses vecteurs

propres et P une matrice inversible telle que ; D = P−1AP

1. Calcul des puissances d’une matrice diagonalisable ou trigonalisable.

Soit A ∈ Mn(R). On veut calculer Ak pour tout entier k > 1. Cas où A est digonali-

sable. Alors A = PDP−1 où P est inversible et D est diagonale.

Dans ce cas Ak = PDkP−1. De plus si
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D =



λ1 0 · · · 0 0

0 λ2 0 · · · 0
...

... . . . . . .

0 0 · · · λn−1 0

0 0 · · · 0 λn


alors :

Dk =



λk1 0 · · · 0 0

0 λk2 0 · · · 0
...

... . . . . . .

0 0 · · · λkn−1 0

0 0 · · · 0 λkn


Cas où A n’est pas diagonalisable mais est trigonalisable.

On peut écrire A sous la forme A = PTP−1 où P est inversible et T est triangulaire.

Comme dans le premier cas, Ak = PT kP−1. La matrice T k est formée de blocs diago-

naux du type Ti = λiId+Ni avec Nmi
i = 0. Il ne reste plus qu’à calculer T ki .

On a (rappelons que C`
k = k!

`!(k−`)!

)
:

Suite définie par une relation de récurrence.

Remarque 3.2.1.

Soit (un)n∈N une suite définie par une récurrence d’ordre p : ∀n > 0, un+p = ap−1un+p−1+

· · ·+ a0un. Cette relation peut s’écrire matricielle-ment.

Soit :

∀n ∈ N, Un =


un+p−1

un+p−2

...

un

 et M =



ap−1 ap−2 · · · · · · a0

1 0 · · · 0 0

0
. . . . . . ...

...
... . . . 0

...

0 · · · 0 1 0


Alors, pour tout n > 0, Un+1 = MUn, donc Un = MnU0

Pour expliciter la suite Un, on peut donc diagonaliser M , si elle est diagonalisable, en
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peut calculer ses puissances si non en passe à la procédure de la trigonalisation.

Exemple 3.2.1.

Soit A =


3 1 0

−4 −1 0

4 8 −2

 .

1. Vérifier que A n’est pas diagonalisable.

2. Déterminer Ker(A− I)2.

3. Montrer que A est semblable à une matrice de la forme
a 0 0

0 b c

0 0 b


4. Calculer An pour n entier naturel donné.
Solution

1. χA = −(2 +X)((3−X)(−1−X) + 4) = −(X + 2) (X2 − 2X + 1) = −(X + 2)(X − 1)2 .

A diagonalisable ⇒ dim(Ker(A− I)) = 2⇒ rg(A− I) = 1

ce qui n’est pas. Donc A n’est pas diagonalisable

De plus, E−2 = Vect (e1) où e1 =


0

0

1

 et E1 = Vect (e2) où e2 =


1

−2

−4

 .

2. (A− I)2 =


2 1 0

−4 −2 0

4 8 −3




2 1 0

−4 −2 0

4 8 −3

 =


0 0 0

0 0 0

−36 −36 9

 et donc Ker(A− I)2

est le plan d’équation 4x+ 4y − z = 0 .
3. Onnotefl′endomorphismedeR3

dont la matrice dans la base canonique de R3 est A.

Le théorème de CAYLEY-HAMILTON et le théorème de décomposition des noyaux

permettent d’affirmer

M3(R) = Ker(A+ 2I)⊕Ker(A− I)2

De plus, chacun des sous-espaces Ker(A + 2I) et Ker(A − I)2 étant stables par f ,la

matrice de f dans toute base adaptée à cette décomposition est diagonale par blocs.

Enfin, Ker(A − I) est une droite vectorielle contenue dans le plan Ker(A − I)2 et en

52



3.3. APPLICATIONS DE LA DIAGONALISATION CHAPITRE 3.

choisissant une base de Ker(A− I)2 dont l’un des deux vecteurs est dans Ker(A− I),

la matrice de f aura la forme voulue.

On a déjà choisi e1 =


0

0

1

 et e2 =


1

−2

−4

 puis on prend e3 =


1

−1

0

 . On note

P =


0 1 1

0 −2 −1

1 −4 0

 .


−2 0 0

0 1 ×

0 0 1

 . Plus précisément

Ae3 − e3 =


3 1 0

−4 −1 0

4 8 −2




1

−1

0

−


1

−1

0

 =


1

−2

−4

 = e2

et donc Ae3 = e2 + e3 puis

A = PTP−1 où P =


0 1 1

0 −2 −1

1 −4 0

 , P−1 =


−4 −4 1

−1 −1 0

2 1 0

 et T =


−2 0 0

0 1 1

0 0 1


4. Soit n ∈ N. Posons T = D +N où D = diag(−2, 1, 1) et N = E2,3.

On a ND = DN et N2 = 0. Puisque les matrices D et N commutent, la formule du

binôme de Newton permet d’écrire

T n = Dn + nDn−1N = diag ((−2)n, 1, 1) + n diag
(
(−2)n−1, 1, 1

)
E2,3 = diag ((−2)n, 1, 1) + nE2,3

=


(−2)n 0 0

0 1 n

0 0 1

 .

Puis
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An = PT nP−1 =


0 1 1

0 −2 −1

1 −4 0




(−2)n 0 0

0 1 n

0 0 1



−4 −4 1

−1 −1 0

2 1 0



=


0 1 n+ 1

0 −2 −2n− 1

(−2)n −4 −4n



−4 −4 1

−1 −1 0

2 1 0

 =


2n+ 1 n 0

−4n −2n+ 1 0

−4(−2)n − 8n+ 4 −4(−2)n − 4n+ 4 (−2)n

 .

∀n ∈ N, An =


2n+ 1 n 0

−4n −2n+ 1 0

−4(−2)n − 8n+ 4 −4(−2)n − 4n+ 4 (−2)n

 .

Exemple 3.2.2.

On reprend l’exemple du paragraphe précédent :

A =


−8 1 5

2 −3 −1

−4 1 1


On a A = PTP−1 avec

T =


−4 −3 0

0 −4 0

0 0 −2

 , P =


1 1 1

−1 1 1

1 0 1

 , P−1 =
1

2


1 −1 0

2 0 −2

−1 1 2

 .

Alors Ak = PT kP−1.

De plus T =

 T1 0

0 T2

 avec

T1 =

 −4 −3

0 −4

 , T2 = (−2).

De sorte que

T k =

 T k1 0

0 T k2

 .

On calcule T k1 : T1 = −4Id+N1 avec N2
1 = 0.

Comme −4I et N1 commutent on a :

T k1 = (−4Id+N1)k = (−4)kId+ k(−4)k−1N1
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c’est-à-dire

T k1 =

 (−4)k −3k(−4)k−1

0 (−4)k


et ainsi

T k =


(−4)k −3k(−4)k−1 0

0 (−4)k 0

0 0 (−2)k

 .

On termine en calculant Ak = PT kP−1 :

Ak =


(−4)k−1(−3k − 6) + (−2)k−1 2(−4)k−1 − (−2)k−1 (−4)k−1(3k + 4) + (−2)k

(−4)k−1(3k − 2) + (−2)k−1 −2(−4)k−1 − (−2)k−1 (−4)k−1(−3k + 4) + (−2)k

(−4)k−1(−3k − 2) + (−2)k−1 2(−4)k−1 − (−2)k−1 (−4)k−1(3k) + (−2)k


Exemple 3.2.3.

1) Soit n ∈ N. En posant :Xn =


xn

yn

zn

, on a : Xn+1 =


xn+1

yn+1

zn+1

 =


3xn + 2yn − 2zn

−1xn + 0yn + 1zn

1xn + 1yn + 0zn

 =


3 2 −2

−1 0 1

1 1 0

Xn.

2) D’après l’exercice 1, la matrice A est trigonalisable et la décomposition de Jordan

de cette matrice est :

A = PJP−1 avec J =


1 1 0

0 1 0

0 0 1

 et P =


2 1 1

−1 0 0

1 0 1


3) Pour tout n ∈ N, on en déduit que : An = PJnP−1. On doit donc chercher la

puissance n de la matrice J ; pour cela, on la décompose en : I+N oùN =


0 1 0

0 0 0

0 0 0


est une matrice nilpotente d’indice 2. Comme les matrices I et N commutent, on utilise

la formule du binôme de Newton de sorte que :

Jn =
n∑
k=0

 n

k

NkIn−k = I + nN =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

+


0 n 0

0 0 0

0 0 0

 =


1 n 0

0 1 0

0 0 1


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et on en déduit que :

An =


2 1 1

−1 0 0

1 0 1




1 n 0

0 1 0

0 0 1




0 −1 0

1 1 −1

0 1 1

 =


2 2n+ 1 1

−1 −n 0

1 n 1




0 −1 0

1 1 −1

0 1 1



⇔ An =


2n+ 1 2n −2n

−n 1− n n

n n 1− n


4) On montre une récurrence immédiate sur n ∈ N que : Xn = AnX0 donc on peut en

déduire l’expression explicite de Xn :

∀n ∈ N, Xn =


2n+ 1 2n −2n

−n 1− n n

n n 1− n

X0 =


(2n+ 1)x0 + 2ny0 − 2nz0

−nx0 + (1− n)y0 + nz0

nx0 + ny0 + (1− n)z0


ou encore :

∀n ∈ N,


xn = (2n+ 1)x0 + 2ny0 − 2nz0

yn = −nx0 + (1− n)y0 + nz0

zn = nx0 + ny0 + (1− n)z0

3.4 Résolution d’équations différentielles

3.4.1 Équation homogène 1

Pour toute solution de l’équation x′(t) = Ax(t) on a dkx(t)
dtk

= Akx(t). La série de

Taylor de x(t),
∑∞

0
tn

n!
x(n)(0) s’écrit donc

∑∞
0

tn

n!
Anv, où v = x(0).

Proposition.3.4.1.

Soit A ∈ Mn(C) et v ∈ Cn. La série
∑∞

0
t
n!
Anv converge normalement sur tout inter-

valle fini de R. La somme de cette série ϕ(t) =
∑∞

0
tn

n!
Anv est dérivable par rapport à

t et d
dt
ϕ(t) = Aϕ(t)

En particulier, pour toute matrice A la série
∑∞

0
An

n!
converge (absolument).

Corollaire 3.4.1.

La série (à coefficients matriciels)
∑∞

0
tn

n!
An converge normalement sur tout intervalle

fini. Sa somme etA est dérivable par rapport à t et d
dt
etA = AetA.

Corollaire.3.4.2. existence.
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Pour v ∈ Kn, ϕ(t) = etAv est une solution de l’équation x′ = Ax vérifiant la condition

initiale ϕ(0) = v.

Unicité de la solution.

Soit ϕ(t) une solution quelconque vérifiant ϕ(0) = v. Posons ψ(t) = e−tAϕ(t). La déri-

vation donne ψ′(t) = 0, d’où ψ(t) = v. Si on prend etAv comme ϕ(t) on a e−tAetAv = v

ce qui est valable quelque soit v. Donc e−tAetA = Id, e−tA est 1 ’inverse de etA. Finale-

ment,

ψ(t) = e−tAϕ(t) = v entraine ϕ(t) = etAv

. Cas général. Soit A = D +N la décomposition de Dunford et N l+1 = 0. Alors

etA = etD+tN = etD
(
I + tN + t2N 2/2! + . . .+ tlN l/l!

)
3.4.2 Équation non homogène 2.

méthode de la variation des constantes.

On considère l’équation non-homogène :

dx

dt
(t) = Ax(t) + b(t)

Toute solution de l’équation non-homogène x′ = Ax+ b(t) est la somme d’une solution

particulière et d’une solution de l’équation homogène y′ = Ay On cherche la solution

x(t) sous la forme x(t) = etAy(t). On obtient pour y(t) l’équation y′(t) = e−tAb(t), d’où

la solution y(t) = y (t0) +
∫ t
t0
e−sAb(s)ds

On remarque que y (t0) = e−t0Ax (t0).

Exemple 3.4.1.

Résoudre le système différentiel x′(t) = Ax(t), avec A =

 1 −1

2 4

.

Solution :

On calcule les valeurs propres de A, on obtient

λ1 = 2, λ2 = 3,

on calcule des vecteurs propres associés, on obtient

Y1 =

 1

−1

 , Y2 =

 1

−2


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donc si on note

D =

 2 0

0 3

 , P =

 1 1

−1 −2


on a A = PDP−1, donc

x′(t) = Ax(t)⇐⇒ P−1x′(t) = DP−1x(t).

Si l’on pose z(t) = P−1x(t), on a donc en utilisant l’exercice précédent :

z′(t) = Dz(t)⇐⇒

 z1(t) = α1e
2t

z2(t) = α2e
3t

On obtient enfin :

x(t) = Pz(t)⇐⇒

 x1(t) = α1e
2t + α2e

3t

x2(t) = −α1e
2t − 2α2e

3t
, avec α1α2 ∈ R

Exemple.3.4.2.

Mettre l’équation différentielle y′′ − 2y′ + 2y = 0 sous forme d’un système différentiel

du premier ordre. Puis le résoudre dans C, comparer avec les résultats obtenus dans

l’exercice VI.10. Solution :

On pose y = x1, y
′ = x2, on a alors :

y′′ − 2y′ + 2y = 0⇐⇒

 x′1(t) = x2(t)

x′2(t) = −2x1(t) + 2x2(t)
⇔ x′(t) =

 0 1

−2 2

x(t).

La matrice A =

 0 1

−2 2

 admet 2 valeurs propres 1+ i et 1− i, des vecteurs propres

correspondants sont

Y1 =

 1

1 + i

 , Y2 =

 1

1− i

 .

On définit comme d’habitude P = (Y1Y2) , x = Pz. On résout z′1(t) = (1 + i)z1(t)

z′2(t) = (1− i)z2(t)

on obtient

 z1(t) = α1e
(1+i)t

z2(t) α2e
(1−i)t
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Enfin

x = Pz ⇐⇒

 x1(t) = α1e
(1+i)t + α2e

(1−i)t

x2(t) = α1(1 + i)e(1+i)t + α2(1− i)e(1−i)t
.

On retrouve bien sur y = x1 et on vérifie que y′ = x2.

Exemple 3.4.3.

Soit A la matrice 
2 0 1

1 −1 −1

−1 2 2


1. Calculer le polynôme caractéristique de A.

2. En déduire la valeur de exp(tA).

3. Résoudre le système différentiel
x′1(t) = 2x1(t) + x3(t)

x′2(t) = x1(t)− x2(t)− x3(t)

x′3(t) = −x1(t) + 2x2(t) + 2x3(t)

Solution

1.Uncalculsansdifficultsmontreque;pA(X) = (X − 1)3.

2. Posons N = A − I3. Alors, d’après le théorème de Cayley-Hamilton, on a N3 = 0,

et donc N est nilpotent d’indice 3. Ceci facilite grandement le calcul de l’exponentielle

de N . En effet, on a

exp(tN) =
+∞∑
n=0

tnNn

n!
= I3 + tN +

t2

2
N2.

D’autre part, puisque tA = tI3 + tN et que tI3 et tN commutent, on a

exp(tA) = exp (tI3) exp(tN) = et
(
I3 + tN +

t2

2
N2

)
.

On en déduit

exp(tA) = et


t+ 1 t2 t2 + t

t t2 − 2t+ 1 t2 − t

−t −t2 + 2t −t2 + t+ 1


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3.Soit X(t)=(x1(t), x2(t), x3(t)) . Alors X(t) = exp(tA)X(0) .En notant X(0) = (a, b, c) ,

On trouve
x1(t) = a(t+ 1)et + bt2et + c (t2 + t) et

x2(t) = atet + b (t2 − 2t+ 1) et + c (t2 − t) et

x3(t) = −atet + b (−t2 + 2t) et + c (−t2 + t+ 1) et

Exemple 3.4.4.

Le système d’équations différentielles peut s’écrire sous la forme matricielle Ẋ = AX

avec

X =


x

y

z

 et A =


−3 3 2

−4 4 2

−4 3 3

 .

Solution

La première étape de résolution consiste à déterminer si la matrice A est diagonalisable

et à la diagonsaliser le cas échéant. On détermine le polynôme caractéristique de A :

p(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−3− λ 3 2

−4 4− λ 2

−4 3 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(−3− λ)(4− λ)(3− λ) + 3× 2× (−4) + 2× (−4)× 3

− 4(4− λ)× 2− 3× 2(−3− λ)− (3− λ)×−4× 3

=− λ3 + 4λ2 − 5λ+ 2

=− (λ− 1)2(λ− 2). (racines évidentes)

A admet donc une valeur propre double, 1, et une valeur propre simple, 2. Comme A

n’admet pas trois valeurs propres distinctes, on ne s ait pas encore si elle est diagonali-

sable ou non. On examine les sous-espaces propres associés aux valeurs propres 1 et 2

E1 : sous-espace propre associé à λ = 1

Pour déterminer E1, on résout l’équation matricielle en X : AX = 1.X, i.e. AX = X.
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En revenant aux notations "systèmes d’équations", on obtient :

−3x+ 3y + 2z = x

−4x+ 4y + 2z = y soit

−4x+ 3y + 3z = z


−4x+ 3y + 2z = 0

−4x+ 3y + 2z = 0

−4x+ 3y + 2z = 0

eq.à − 4x+ 3y + 2z = 0

Cette relation nous donne deux degrés de liberté pour choisir les vecteurs de E1 (par

exemple x puis y, z étant alors déterminé par la relation) qui est donc de dimension 2.

On choisit deux vecteurs libres (c’est à dire, pour 2 vecteurs, non colinéaires) qui en-

gendrent E1. On peut prendre :
1

0

2

 et


0

2

−3

 .

A ce stade, comme on a déterminé que E1 est de dimension 2 et comme E2 est né-

cessairement de dimension 1 (sous-espace propre associé à une valeur propre simple),

et que donc dim (E1) + dim (E2) = 3, A est diagonalisable. On détermine un vecteur

propre de E2 pour obtenir une base de vecteurs propres et la matrice de passage P

entre la base canonique de R3 et cette base

E2 : sous-espace propre associé à λ = 2

De la même manière que pour E1, on résout l’équation matricielle en AX = 2X. En

changeant de notations, on obtient :
−3x+ 3y + 2z = 2x

−4x+ 4y + 2z = 2y

−4x+ 3y + 3z = 2z

eq.à


−5x+ 3y + 2z = 0

−4x+ 2y + 2z = 0

−4x+ 3y + z = 0

eq.à

 x = y

z = x

Comme vecteur de E2, on prend


1

1

1

.
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La matrice de passage entre la base canonique et la base de vecteurs propres s’écrit :

P =


1 0 1

0 2 1

2 −3 1


On a A = P−1DP . En reprenant le système d’équations différentielles Ẋ = AX, on

obtient :

Ẋ = PDP−1X.

Avec U le vecteur X exprimé dans la base de vecteurs propres, c’est-å-dire U = P−1X

eq.à PU = X, on a :
PU̇ = PDU

eq.à U̇ = DU

Le vecteur U =


u1(t)

u2(t)

u3(t)

 est donc solution de l’équation différentielle


u̇1 = u1

u̇2 = u2

u̇3 = 2u3

La résolution de ces équations différentielles séparées est maintenant très aisée.

La forme générale des solutions est :
u1(t) = C1et

u2(t) = C2et

u3(t) = C3e2t

avec C1, C2 et C3 trois constantes réelles.

Comme X = PU, on obtient au final :
x(t) = C1et + C3e2t

y(t) = 2C2et + C3e2t

z(t) = 2C1et − 3C2et + C3e2t

soit


x(t) = C1et + C3e2t

y(t) = 2C2et + C3e2t

z(t) = (2C1 − 3C2) et + C3e2t

C1, C2, C3 ∈ R
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3.5 Séries d’exercices

Exercice 3.4.1

1. Démontrer que (f0, . . . , fn) est une base de E∗.

2. On considère les deux éléments φ et ψ de E∗ définis par, pour tout P ∈ E, φ(P ) =

P (1) et ψ(P ) = P ′(0).

Déterminer les coordonnées de chacune des formes φ et ψ dans la base (f0, . . . , fn)

Exercice 3.4.2.

(Interpolation de Lagrange) Soit Rn[X] l’espace vectoriel des polynômes réels de degré

≤ n. Soient a0, . . . , an+1 nombres réels distincts.

1. Montrer que l’ensemble des polynômes {L0, . . . , Ln} où.

Li =
∏
j 6=i

X − aj
ai − aj

, i = 0, . . . , n

est une base de Rn[X].

2. Montrer que les formes linéaires P 7→ P (ai) pour i = 0, . . . , n forment une base de

(Rn[X])∗, duale de la base {L0, . . . , Ln} .

Exercice 3.4.3.

Soient a0, . . . , an ∈ R deux à deux distincts et ϕ0, ,ϕn les formes linéaires sur E = Rn[X]

déterminées par ϕi(P ) = P (ai) .

Montrer que la famille {ϕ0, . . . , ϕn} est une base du dual de E.

Exercice 3.4.4.

Soit f qui à P élément de R2n[X] associe f(P ) = (X2 − 1)P ′ − 2nXP . Vérifier que f

est un endomorphisme de R2n[X] puis déterminer les valeurs et vecteurs propres de f

. f est-il diagonalisable ?

Exercice 3.4.5.

Résoudre dans A3(C) l’équation X2 =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 .

Exercice 3.4.6.

Calculez la base duale de la base e1 = (1, 1, 0), e2 = (0, 1, 1), e3 = (1, 1, 1) de R3.

Exercice 3.4.7
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On se donne les formes linéaires suivantes sur R3 :

`1 (x1, x2, x3) = x1 + 2x2 + x3,

`2 (x1nx2, x3) = x1 − x2

`3 (x1, x2, x3) = x2 + 2x3

Montrer que (`1, `2, `3) est une base de (R3)
∗, et trouver la base duale de R3.

Exercice 3.4.8.

1. Démontrer que (f0, . . . , fn) est une base de E∗.

2. On considère les deux éléments φ et ψ de E∗ définis par, pour tout P ∈ E, φ(P ) =

P (1) et ψ(P ) = P ′(0).

Déterminer les coordonnées de chacune des formes φ et ψ dans la base (f0, . . . , fn)

Exercice 3.4.9.

Soient `1, `2, . . . , `p des formes linéaires sur le K-espace vectoriel E.

1. Montrer que `1, `2, . . . , `p sont linéairement indépendantes si et seulement si l’appli-

cation linéaire f = (`1, `2, . . . , `p) : E → Kp est surjective.

2. On suppose en plus que E est de dimension p.

Montrer que f est injective si et seulement si (`1, `2, . . . , `p) est une base de E∗.

Exercice 3.4.10.

Soit A =


3 1 0

−4 −1 0

4 8 −2

.

1. Vérifier que A n’est pas diagonalisable.

2. Déterminer Ker(A− I)2.

3. Montrer que A est semblable à une matrice de la forme


a 0 0

0 b c

0 0 b


4. Calculer An pour n entier naturel donné.
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Chapitre 4

4.1 Formes bilinéaires

Definition 4.1.1.

Soient E,F deux K -espaces vectoriels. On dit qu’une application

ϕ : E × F → K

est une forme bilinéaire si :

∀x, x′ ∈ E,∀y, y′ ∈ F, ∀t, t′ ∈ K,

ϕ (tx+ t′x′, y) = tϕ(x, y) + t′ϕ (x′, y)

ϕ (x, ty + t′y′) = tϕ(x, y) + t′ϕ (x, y′)

Définition 4.1.2.

Une application ϕ de E2 dans K est bilinéaire si et seulement si, l’une des deux ap-

plications y 7−→ ϕ(x, y) pour tout (x ∈ E ) ou x 7−→ ϕ(x, y) pour tout (y ∈ E) est

linéaire.

Définition 4.1.3.

On dit qu’une forme bilinéaire ϕ sur E est symétrique si ϕ(x, y) = ϕ(y, x)pour tout

x, y dans E.

Définition 4.1.4.

On dit qu’une forme bilinéaire ϕ sur E est anti-symétrique ou (alternée) si ϕ(x, y) =

−ϕ(y, x)pour tout x, y dans E.

Remarque 4.1.1.

Si `1 et `2 sont deux formes linéaires sur E alors l’application ;

(x, y) 7−→ `1(x)`2(y)
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est une forme bilinéaire sur E.

Exemple 4.1.1.

ϕ : (f, g) =

∫ b

a

f(t)g(t)dt

est une forme bilinéaire.

Exemple 4.1.2.

ϕ(x, y) = x1y1 + x2y2 − 2x3y3

est forme bilinéaire.

Exemple 4.1.3.

On considère l’espace vectoriel E = M2(R) des matrices carrées d’ordre deux à coeffi-

cients réels et l’application b de E × E dans R définie par

∀(A,B) ∈ E × E, b(A,B) =
1

2
(tr(A) tr(B)− tr(AB))

Montrer que l’application b est une forme bilinéaire symétrique.

La forme b est symétrique en vertu de la commutativité de la multiplication dans R et

de la propriété suivante de l’application trace :

∀(A,B) ∈ E × E, tr(AB) = tr(BA)

Montrons maintenant que b est linéaire par rapport à son premier argument. Par li-

néarité de l’application trace et distributivité du produit de matrices par rapport å la

somme de matrices, il vient

∀λ ∈ R,∀(A,B,C) ∈ E3, b(λA+ C,B) =
1

2
(tr(λA+ C) tr(B)− tr((λA+ C)B))

=
1

2
((λ tr(A) + tr(C)) tr(B)− tr(λAB + CB))

=
1

2
((λ tr(A) tr(B) + tr(C) tr(B)− λ tr(AB)− tr(CB))

=
λ

2
(tr(A) tr(B)− tr(AB)) +

1

2
(tr(C) tr(B)− tr(CB))

= λb(A,B) + b(C,B)
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Étant symétrique, la forme b est alors bilinéaire.

Forme bilinéaire et dualité

Définition 4.1.5.

Soit b : E × E → K une forme bilinéaire symétrique. Pour tout x ∈ E, l’application

b(·, x) : E −→ K

y 7−→ b(y, x)

est une forme linéaire sur K, c’est à dire un élément du dual E∗.

Définition 4.1.6.

L’application
ϕb : E −→ E∗

x 7−→ b(·, x)

est linéaire. On appelle ϕb l’application linéaire de E dans son dual associée à la forme

bilinéaire symétrique b. Si E est de dimension finie et E est une base de E, alors la

matrice de b dans E est égale à la matrice de ϕb : E → E∗ où E est muni de la base E

et E∗ de la base duale E∗.

Définition 4.1.7.

1) Le noyau de la forme bilinéaire symétrique b, noté ker(b) est le noyau de ϕb, c.-

−ȧ− d. :

ker(b) = {x ∈ E | ∀y ∈ E, b(y, x) = 0}

2)La forme bilinéaire symétrique b est dite non dégénérée quand son noyau est réduit

à {0}.

3)Si E est de dimension finie, le rang de b est le rang de l’application ϕb, c.-à-d. aussi

le rang de la matrice de b dans une base de E.

Exemples 4.1.3.

La forme bilinéaire sur R2 définie par ϕ(x, y) = x1y1 a pour matrice

 1 0

0 0

. Son

noyau est constitué des vecteurs dont la première coordonnée s’annule :

ker(ϕ) = vect

 0

1


Exemple4.1.4.
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La forme bilinéaire non dégénérée donné par le produit scalaire usuel sur Rn. De fait,

la matrice associée est l’identité, son noyau est bien restreint à {0}.
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4.2 Matrice d’une forme bilinéaire

.

Définition 4.2.1.

Matrice d’une forme bilinéaire en dimension deux.

Plaçons nous tout d’abord sur E = R2 (ou C2) muni de sa base canonique (e1, e2) .

Si ϕ est une forme bilinéaire sur E, on a alors pour tous vecteurs x = x1e1 + x2e2 et

y = y1e1 + y2e2 dans E :

ϕ(x, y) = ϕ (x1e1 + x2e2, y)

= x1ϕ (e1, y) + x2ϕ (e2, y)

= x1ϕ (e1, y1e1 + y2e2) + x2ϕ (e2, y1e1 + y2e2)

= x1 (y1ϕ (e1, e1) + y2ϕ (e1, e2)) + x2 (y1ϕ (e2, e1) + y2ϕ (e2, e2))

En désignant par A la matrice :

A =

 ϕ (e1, e1) ϕ (e1, e2)

ϕ (e2, e1) ϕ (e2, e2)


on remarque que :

AY =

 ϕ (e1, e1) ϕ (e1, e2)

ϕ (e2, e1) ϕ (e2, e2)

 y1

y2


=

 y1ϕ (e1, e1) + y2ϕ (e1, e2)

y1ϕ (e2, e1) + y2ϕ (e2, e2)


et :

tX(AY ) = (x1, x2)

 y1ϕ (e1, e1) + y2ϕ (e1, e2)

y1ϕ (e2, e1) + y2ϕ (e2, e2)


= ϕ(x, y)

Le produit des matrices étant associatif, cela s’écrit :

ϕ(x, y) = tXAY

Le cas d’une forme bilinéaire sur un espace de dimension n se traite de manière ana-

logue.

Définition 4..2.2.
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Matrice d’une forme bilinéaire en dimension finie, si e := (e1, . . . , em) est une base de

E et f := (f1, . . . , fn) est une base de F , on note

A := Mate,f (ϕ) := (ϕ (ei, fj))1≤i≤n ∈Mm,n(K)

c’est la matrice de ϕ dans les bases e, f .

Définition 4.2.3.

Soit ϕ une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E.

1. On dit que ϕ est positive si : ∀x ∈ E,ϕ(x, x) > 0.

3. On dit que ϕ est définie si : ∀x ∈ E,ϕ(x, x) = 0⇐⇒ x = 0.

Proposition 4.2.1.

Soit ϕ une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E de dimension finie.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) ϕ est symétrique ;

(ii) Il existe une base de E telle que MatB(ϕ) est une matrice symétrique

(iii) Pour tout base B de E,MatB(ϕ) est une matrice symétrique.

Exemples 4.2.1.

1. ϕ : (x, y) 7→ xy sur R est symétrique, définie, positive.

2. Le produit scalaire canonique sur Rn est symétrique, défini, positif.

3. ϕ : (f, g) 7→
∫ b
a
f(t)g(t)dtsurC0([a, b]) est symétrique, définie et positive.

Définition 4.2.4.

Formes bilinéaires non dégénérées

On dit qu’une forme bilinéaire ϕ : E × F → K est régulière ou non dégénérée si les

deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) ϕ(x, b) = 0 pour tout x ∈ E entraine b = 0;

ii) ϕ(a, y) = 0 pour tout y ∈ F entraine a = 0.

Exemples 4.2.2.

si E = F = Kn et si ϕ(x, y) = x1y1 + . . .+ xnyn

si E = F ∗ et si ϕ(x, y) = 〈x, y〉

Théorème 4.2.1

Supposons E,F de dimension finie. Si ϕ : E×F → K est une forme bilinéaire régulière,

alors dimE = dimF et pour chaque base e1, . . . , en de E, il existe une unique famille
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f1, . . . , fn de F telle que :

(∗)∀1 ≤ i, j ≤ n, ϕ (ei, fj) = δi,j

de plus, les fi forment une base de F. On dit que deux bases e, f de E et F qui vérifient

(∗) sont duales l’une de l’autre.

Exemple 4.2.3.

Montrer que chacune des applications ϕ qui suivent est bilinéaire et calculer sa matrice

dans la base canonique de Rn.

1. n = 2, ϕ(x, y) = x1y1 − 2x2y2.

2. n = 3, ϕ(x, y) = x1y1 − x1y2 − x2y2 − 2x2y3 − x3y1 − 2x3y3.

3. n = 3, ϕ(x, y) = 2x1y1 − 3x2y2 − x3y3.

Solution La bilinéarité de chacune de ces applications est évidente. Les matrices res-

pectives dans les bases canoniques sont :

A1 =

 1 0

0 −2

 , A2 =


1 −1 0

0 −1 −2

−1 0 −2

 , A3 =


2 0 0

0 −3 0

0 0 −1


La première et la troisième sont symétriques, mais pas la deuxième.

Exemple 4.2.4.

Soit A =


1 2 3

2 3 4

3 4 5

 .

Déterminer la forme bilinéaire ϕ sur R3 de matrice A dans la base canonique.

solution

On a :

ϕ(x, y) = tXAY =
(
x1 x2 x3

)
1 2 3

2 3 4

3 4 5




y1

y2

y3


= x1 (y1 + 2y2 + 3y3) + x2 (2y1 + 3y2 + 4y3) + x3 (3y1 + 4y2 + 5y3)

Exemple 4. 2.5.

Déterminer dans la base canonique B = (e1, e2, e3) de R3 la matrice de la forme bi-
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linéaire symétrique ϕ telle que pour v1 =


1

2

1

 , v2 =


−1

2

0

 , v3 =


1

0

1

 , on

ait
ϕ (v1, v1) = 5, ϕ (v1, v2) = 0, ϕ (v1, v3) = −1

ϕ (v2, v2) = 1, ϕ (v2, v3) = 4, ϕ (v3, v3) = 0

Solution.

Comme :

det (v1, v2, v3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1

2 2 0

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 6= 0

B′ = (v1, v2, v3) est une base de R3.

En désignant, pour tous vecteurs x, y dans R3, par
(
x′j
)

1≤j≤3
et
(
y′j
)

1≤1≤3
les coordon-

nées de ces vecteurs dans la base B′, on a (en supposant que ϕ existe) :

ϕ(x, y) = ϕ (x′1v1 + x′2v2 + x′3v3, y
′
1v1 + y′2v2 + y′3v3)

= x′1y
′
1ϕ (v1, v1) + x′2y

′
2ϕ (v2, v2) + x′3y

′
3ϕ (v3, v3)

+ (x′1y
′
2 + x′2y

′
1)ϕ (v1, v2) + (x′1y

′
3 + x′3y

′
1)ϕ (v1, v3)

+ (x′2y
′
3 + x′3y

′
2)ϕ (v2, v3)

= 5x′1y
′
1 + x′2y

′
2 − (x′1y

′
3 + x′3y

′
1) + 4 (x′2y

′
3 + x′3y

′
2)

Théorème 4. 2.2.

Soient B1 et B2 deux bases de E et P la matrice de passage de B1ȧB2. Si A1 et A2 sont

les matrices d’une forme bilinéaire ϕ sur E dans les bases B1 et B2 respectivement, on

a alors :

A2 = tPA1P

Démonstration.

Pour x ∈ E, on note respectivement X1 et X2 les vecteurs colonnes formés des compo-

santes de x dans les bases B1 et B2 respectivement. Pour tous vecteurs x, y dans E, on

a alors :
ϕ(x, y) = tX1A1Y1 = t (PX2)A1 (PY2)

= tX2

(
tPA1P

)
Y2
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ce qui signifie exactement que A2 = tPA1P du fait de l’unicité de la matrice de ϕ dans

la base B2.

Définition 4.2.5

Le discriminant dans une base B = (ei)1≤t≤n de E d’une forme bilinéaire ϕ est le

déterminant de la matrice A = ((ϕ (ei, ej)))1≤t,j≤n de ϕ dans cette base. On le note

∆B(ϕ). En utilisant le théorème 4. 2.2, on déduit que si B1 et B2 sont deux bases de E

et P la matrice de passage de B1 à B2, on a alors pour toute forme bilinéaire ϕ surE :

∆B2(ϕ) = (det(P ))2∆B1(ϕ)
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4.3 séries Exercices

Exercice 4.1.1

Déterminer les formes bilinéaires et les formes bilinéaires symétriques parmi les appli-

cations suivantes :

1. ϕ : K×K −→ K, ϕ(x, y) = xy.

2. ϕ : K×K −→ K, ϕ(x, y) = x+ y

3. ϕ : K2 ×K2 −→ K,∀x = (x1, x2) , y = (y1, y2) ∈ K2 ϕ(x, y) = x1y2 + x2y2

4. ϕ : K2 ×K2 −→ K,∀x = (x1, x2) , y = (y1, y2) ∈ K2, ϕ(x, y) = x1y2 + x2y1

5. ϕ : K2 ×K2 −→ K,∀x = (x1, x2) , y = (y1, y2) ∈ K2 ϕ(x, y) = x1 + y2 + x2y2

Exercice 4.1. 2.

Donner la matrice associer a la forme bilinéaire

ϕ définie sur R3 par, ϕ(x, y) = x1y2 + x2y3 + x3y3.

Exercice 4.1. 3.

1) Donner la matrice représentative de φ : C2×C3 → C définie par φ((a, b), (u, v, w)) =

(w + iu)a+ b(u+ iv)

2) Montrer que si BE est une base de E,BF une base de F , on a :

Mat (φ,BE,BF ) =Mat (dφ,BF ,B∗E) = tMat (gφ,BE,B∗F )

3) En déduire que si E et F sont de dimensions finies, toutes les formes bilinéaires sur

E ×F sont de rang fini et que celui-ci est le rang de l’une quelconque des matrices qui

la représente.

Exercice 4.1.4.

Soit E = R2. On note x =

 x1

x2

 et y = (y2).

Écrire la matrice dans la base canonique B = (e1, e2) et déterminer le rang et le noyau

des formes bilinéaires symétriques suivantes :

φ1(x, y) = x1y1 + x2y2, φ2(x, y) = x1y2 + x2y1, φ3(x, y) = x1y1

φ4(x, y) = (x1 + x2) (y1 + y2) , φ5(x, y) = x1y1 −
3

2
x1y2 −

3

2
x2y1 + 6x2y2

Exercice 4.1.5.

Soit la forme bilinéaire défini sur
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E = Rn[X], n > 2 et ϕ(P,Q) =
∫ 1

0
P (t)Q(t)dt avec n = 2

1) Écrire la matrice de ϕ dans la base canonique de R2[X].

2) Écrire la matrice de ϕ dans la base B′ =
(
1, X,X2 −X + 1

6

)
.
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Chapitre 5

5.1 Formes quadratiques

Définition 5.1.1.

On appelle forme quadratique sur E une application q définie de E dans K

∀x ∈ E, q(x) = ϕ(x, x)

ou ϕ est une forme bilinéaire.

Remarque 5.1.1.

Il est facile de vérifier que l’ensemble F (E) des formes quadratiques sur E est un espace

vectoriel.

Remarque 5.1.2.

Apriori, il n’y a pas unicité des formes bilinéaires associées à une forme quadratique.

Par exemple sur R2 , les formes bilinéaires ϕ et Ψ définies par ϕ(x, y) = x1y1 + x2y2

ψ(x, y) = x1y1 + x1y2 − x2y1 + x2y2

définissent la même forme quadratique :

q(x) = ϕ(x, x) = x2
1 + x2

2

= ψ(x, x) = x2
1 + x1x2 − x2x1 + x2

2

L’unicité de ϕ est assurée par le résultat suivant

Théorème 5.1.1.

Si q est une forme quadratique sur E, il existe alors une unique forme bilinéaire symé-

trique ϕ telle que

q(x) = ϕ(x, x),∀x ∈ E
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. Démonstration.

La forme quadratique q est définie par q(x) = ϕ0(x, x) pour tout x ∈ E où ϕ0 est une

forme bilinéaire sur E. L’application ϕ définie sur E × E par :

ϕ(x, y) =
1

2
(ϕ0(x, y) + ϕ0(y, x))

est bilinéaire et symétrique avec ϕ(x, x) = q(x) pour tout x ∈ E, ce qui prouve l’exis-

tence de ϕ.

Comme ϕ est bilinéaire et symétrique, on a pour x, y dans E :

q(x+y)=ϕ(x+ y, x+ y) = ϕ(x, x) + 2ϕ(x, y) + ϕ(y, y)

= q(x) + 2ϕ(x, y) + q(y)
de sorte que :

ϕ(x, y) =
1

2
(q(x+ y)− q(x)− q(y))

ce qui prouve l’unicité de ϕ.

Définition 5.1.2.

Avec les notations du théorème qui précède , on dit que ϕ est la forme polaire de la

forme quadratique q.

On retiendra l’expression de cette forme polaire :

∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x, y) =
1

2
(q(x+ y)− q(x)− q(y))

En écrivant que :{
q(x+ y) = q(x) + 2ϕ(x, y) + q(y)q(x− y) = q(x)− 2ϕ(x, y) + q(y)

On déduit que cette forme polaire est aussi définie par :

[q(x+ y) = q(x) + 2ϕ(x, y) + q(y)], [q(x− y) = q(x)− 2ϕ(x, y) + q(y)] :

On notera aussi que pour tout scalaire λ et tout vecteur x on à :

q(λx) = ϕ(λx, λx) = λ2ϕ(x, x) = λ2q(x)

ce qui se traduit en disant que q est une fonction homogène de degré 2.
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5.2 Les matrices dune forme quadratique

Matrices

Définition 5.2.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et B une base de E.

Si q est une forme quadratique sur E de forme polaire ϕ,on dit alors que la matrice de

ϕ dans la base B est la matrice de q dans cette base et en écrit :

Mat(q)B = (ϕ(ei, ej))1≤i,j≤n.

En reprenant les notations du paragraphe précédente, une forme quadratique est définie

sur E de base B par :

q(x) = ϕ(x, x) = tXAX =
∑

1≤i,j≤n

aijxixj

et comme aij = aji, cela peut s’écrire :

q(x) =
n∑
i=1

aiix
2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

aijxixj

Exemple 5.2.1.

Déterminer la matrice et la forme polaire de la forme quadratique q définie dans la

base canonique de R3, par

q(x) = x2
1 + 3x2

2 + 5x2
3 + 4x1x2 + 6x1x3 + 2x2x3.

solution ; La matrice de q dans la base canonique est :

A =


1 2 3

2 3 1

3 1 5


et sa forme polaire est définie par :

ϕ(x, y) = tXAY =
(
x1 x2 x3

)
1 2 3

2 3 1

3 1 5




y1

y2

y3


= x1y1 + 3x2y2 + 5x3y3 + 2 (x1y2 + x2y1) + 3 (x1y3 + y1x3) + x2y3 + x3y2

.
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Proposition 5.2.1. (Expression de q en fonction de la matrice de ϕ, et vice-versa).

Soit q une forme quadratique sur Rn. Alors :

Soit ψ une forme bilinéaire quelconque associée à q, de matrice A = (ai,j)16i,j6n dans

la base canonique. Alors

∀X = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, q(X) =
∑
i=1

∑
j=1

ai,jxixj =
∑

16i,j6n

ai,jxixj.

En particulier, si ψ est la forme bilinéaire symétrique associée à q, alors :

∀X = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, q(X) =
n∑
i=1

ai,ix
2
i + 2

∑
16i<j6n

ai,jxixj

Soit (bi,j)16i6j6n des coefficients tels que :

∀X = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, q(X) =
∑

16i6j6n

bi,jxixj =
n∑
i=1

bi,ix
2
i +

∑
16i<j6n

bi,jxixj

Alors la matrice dans la base canonique de l’unique forme bilinéaire symétrique associée

à q est la matrice A = (ai,j)16i,j6n, où :

∀i ∈ [1, n], ai,i = bi,i et ∀(i < j) ∈∈ [1, n]2, ai,j = aj,i =
1

2
bi,j

De plus, dans la situation précédente, une matrice M = (mi,j)16i,j6n est la matrice

dans la base canonique d’une forme bilinéaire (quelconque) associée à q si et seulement

si :

∀i ∈ [1, n], mi,i = bi,i et ∀(i < j) ∈ 1, n2, mi,j +mj,i = bi,j

Exemple 2.2 1. Trouver la matrice de la forme bilinéaire symétrique associée à q définie

sur R3 par :

∀(x, y, z) ∈ R3 q(x, y, z) = 2x2 − 2xy + 5xz − y2 + z2

Exemple 5.2.2. Déterminer la forme quadratique canoniquement associée à la matrice

A =


1 2 3

2 3 1

3 1 5

.

Solution

1)

M(q) = A =


2 −1

5

2

−1 −1 0
5

2
0 1


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. 2)

ϕ(x, y) = tXAY =
(
x1 x2 x3

)
1 2 3

2 3 1

3 1 5




y1

y2

y3


= x1y1 + 3x2y2 + 5x3y3 + 2 (x1y2 + x2y1) + 3 (x1y3 + x1y3) + x2y3 + x3y2

.

Formule de changement de bases

Soient B = {e1, e2, ........en} et C = {e′1, e
′
2, ........e

′
n} deux bases de E.

Alors si P est la matrice de passage de B à C, les matrices A de q dans la base B et A′

de q dans la base C vérifient :

A
′
= tPAP

ϕ(x, y) = tX1A
′
Y1 = t (PX2)A (PY2)

= tX2

(
tPAP

)
Y2

Remarque 5.2.1.

Comment savoir si une fonction q : E → K est une forme quadratique ?

1) On essaie de définir ϕ : E × E → K bilinéaire symétrique telle que ϕ(x, x) = q(x).

2) On vérifier que

q(λx) = λ2q(x)

si ce n’est pas ,q n’est pas une forme quadratique Si c’est la cas ,on vérifier que x, y 7→

q(x+ y)− q(x)− q(y) est bilinéaire.

ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss

Orthogonalité noyau et rang

Pour ce paragraphe, ϕ est une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E et

q la forme quadratique associée.

Définition 5.2.2.

Si X est une parti e non vide E, l’orthogonal de X relativement a ϕ est le sous-

ensemble de E formé des vecteurs orthogonaux à tous les vecteurs de X. L’orthogonal

d’une partie non vide X de E est notée X⊥ et on a :

X⊥ = {y ∈ E | ∀x ∈ X,ϕ(x, y) = 0}
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Exemple 5.2.3. Pour X = {0}, on aX⊥ = E. Les propriétés suivantes se déduisent

immédiatement de la définition.

Théorème 5.2.1.

Soient X, Y deux parties non vide de E.

1. X⊥ est un sous-espace vectoriel de E.

2. X ⊂
(
X⊥
)⊥.

3. Si X ⊂ Y, alors Y ⊥ ⊂ X⊥.

Comme, pour toute partie non vide X de E,X⊥ est un sous-espace vectoriel de E,

l’inclusion

Définition 5.2.3.

L’ensemble des vecteurs isotropes de E, relativement ȧϕ, est le cône isotrope de ϕ. Le

cône isotrope de ϕ est donc le sous-ensemble de E :

Cϕ = {x ∈ E | q(x) = ϕ(x, x) = 0}

En notant ker (ϕ) le noyau de ϕ, on a :

ker(ϕ) = E⊥ = {y ∈ E | ∀x ∈ E,ϕ(x, y) = 0}

Lemme 5.2.1. Le noyau de ϕ est contenu dans son cône isotrope, soit :

ker(ϕ) ⊂ Cϕ

Exemple 5.2.4.

Déterminer le noyau et le cône isotrope de la forme bilinéaire symétrique ϕ définie sur

R3 par

ϕ(x, y) = x1y1 + x2y2 − x3y3

ϕ (e1, y) = y1 = 0

ϕ (e2, y) = y2 = 0

ϕ (e3, y) = −y3 = 0

ker(ϕ) = {0}

Définition 5.2.5.

On dit que deux vecteurs x, y de E sont orthogonaux relativement à ϕ si ϕ(x, y) = 0
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Exemple 5.2.5.

Sur R2 ou R3 le produit scalaire usuel :

(x, y) 7→ x · y = x1y1 + x2y2 ou (x, y) 7→ x · y = x1y1 + x2y2 + x3y3

Dans le cas des quadratiques à centre réelles, en désignant par (s, t) la signature de q

avec +t = n, il existe une base de Rn dans laquelle une équation de C est :

s∑
i=1

y2
i −

n∑
i=s+1

y2
i = α
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5.3 Réduction de Gauss

On désigne par E − R espace vectoriel de dimension 2 et B = {e1, e2} une base de

E ,soit v = xe1 + ye2 dans cette base ,une forme quadratique q s’écrit sous la forme

suivant dans l’espaces de dimension 2

q(v) = ax2 + 2bxy + cy2

La matrice de cette forme quadratique dans la base B est donc :

A =

 a b

b c

 .

On suppose que q 6= 0, soit (a, b, c) 6= (0, 0, 0).

Si a 6= 0, on a

q(v) = a

(
x+

b

a
y

)2

+
δ

a
y2

où δ = ac− b2 est le déterminant de A. Il y a alors deux possibilités :

soit δ = 0 et :

q(v) = a

(
x+

b

a
y

)2

= a`2
1(v)

où `1 : v 7→ x+ b
a
y est une forme linéaire non nulle.

Soit δ 6= 0 et :

q(v) = a

(
x+

b

a
y

)2

+
δ

a
y2 = a`2

1(v) +
δ

a
`2

2(v)

où `1 : v 7→ x+ b
a
y et `2 : v 7→ y sont deux formes linéaires indépendantes puisque∣∣∣∣∣∣ 1 0

b
a

1

∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0

Soit a = 0 et c 6= 0, on a :

q(v) = 2bxy + cy2 = c

(
y +

b

c
x

)2

+
δ

c
x2

δ2 = −b2 est encore le déterminant de A et il y a deux possibilités :

Si b = 0 et :

q(v) = cy2 = c`2
1(v)
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où `1 : v 7→ y et une forme linéaire non nulle.

Si b 6= 0

q(v) = c

(
y +

b

c
x

)2

+
δ

c
x2 = a`2

1(v) +
δ

a
`2

2(v)

où `1 : v 7→ y + b
c
x et `2 : v 7→ x sont deux formes linéaires indépendantes.

Soit a = 0 et c = 0, on a alors b 6= 0 et :

q(x, y) = 2bxy =
b

2

(
(x+ y)2 − (x− y)2

)
=
b

2
`2

1(v)− b

2
`2

2(vy)

où `1 : v 7→ x + y et `2 : v 7→ x − y sont deux formes linéaires indépendantes puisque∣∣∣∣∣∣ 1 1

1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −2 6= 0 On a donc montré le résultat suivant.

Théorème 5.3.1

Toute forme quadratique non nulle q sur K -espace vectoriel E de dimension 2 peut

s’écrire sous la forme q = λ1`
2
1 où λ1 est un scalaire non nul et `1 une forme linéaire

non nulle ou q = λ1`
2
1 +λ2`

2
2 où λ1, λ2 sont deux scalaires non nuls et `1, `2 deux formes

linéaires indépendantes.

Exemple 5.3.1.

Réduire les formes quadratiques définies sur R2 par :

q1(x, y) = x2 − 6xy + 5y2

q2(x, y) = xy

Solution. On a :
q1(x, y) = (x− 3y)2 − 4y2

q2(x, y) = 1
4
(x+ y)2 − 1

4
(x− y)2

On peut remarquer qu’une telle décomposition n’est pas unique.

Par exemple, pour q2, on peut aussi écrire :

q2(x, y) =

(
1

2
x+

1

2
y

)2

−
(

1

2
x− 1

2
y

)2

Cas des espaces de dimension n ≥ 1 Commençons par un exemple.

Exemple 5.3.2.

En s’ inspirant de la méthode exposée au paragraphe précédent, réduire la forme qua-

dratique q définie sur R3 par :

q(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1x3 + 2x2x3 .

84



5.3. RÉDUCTION DE GAUSS CHAPITRE 5.

Solution.

On regroupe les termes contenant x1 pour l’écrire comme le début d’un carré, soit :

x2
1 + 2x1x3 = (x1 + x3)2 − x2

3

ce qui donne :

q(x) = (x1 + x3)2 + x2
2 + 2x2x3

Un utilise en suite la méthode développée pour le cas n = 2 à la forme q′ on définie sur

R3 par :

q′ (x2, x3) = x2
2 + 2x2x3

. Soit :

q′ (x2, x3) = (x2 + x3)2 − x2
3

ce qui donne :

q(x) = (x1 + x3)2 + (x2 + x3)2 − x2
3 = `2

1(x) + `2
2(x)− `2

3(x)

les formes `1, `2 et `3 étant indépendantes puisque :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 0

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0

La démonstration de théorème qui suit s’inspire de cette méthode.

Théorème 5.3.2

Pour toute forme quadratique non nulle q sur E, il existe un entier p compris entre 1

et n, des scalaires non nuls λ1, · · · , λp et des formes linéaires `1, · · · , `p indépendantes

dans E∗ tels que :

∀x ∈ E, q(x) =

p∑
j=1

λj`
2
j(x)

Démonstration

On démontre cette théorème par récurrence sur n ≥ 1 pour n = 1 il n’y a rien à

démontrer et pourn = 2 ,c’est fait. On suppose le résultat acquis au rang n − 1 et en

donne une forme quadratique non nulle q définie dans une base B d’un espace vectoriel

E de dimension n ≥ 3 par :

q(x) =
n∑
i=1

aiix
2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

aijxixj
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Supposons tout d’abord que cette expression contient au moins un terme carré, c’est-

à-dire qu’il existe un indice i compris entre 1 et n tel que aii 6= 0 et en écrit

a11x
2
1 + 2

n∑
j=2

a1jx1xj = a11

(
x2

1 + 2x1

n∑
j=2

a1j

a11

xj

)

= a11

(x1 +
n∑
j=2

a1j

a11

xj

)2

−

(
n∑
j=2

a1j

a11

xj

)2


et

q(x) = a11

(
x1 +

n∑
j=2

a1j

a11

xj

)2

+ q′ (x′)

= a11`
2
1(x) + q′ (x′)

où `1(x) = x1 +
∑n

j=2
a1j
a11
xj, q

′ est une forme quadratique définie sur le sous espace

vectoriel H de E engendré par e2, · · · , en et x′ =
∑n

i=2 xiei si x =
∑n

i=1 xiei. Si q
′ = 0,

on a alors q = a11`
2
1 avec a11 et `1 non nuls.

Si q′ 6= 0, l’hypothèse de récurrence nous dit qu’il existe un entier p compris entre 2

et n, des scalaires non nuls λ2, · · · , λp et des formes linéaires indépendantes `2, · · · , `p
définies sur H tels que :

∀x′ ∈ H, q′ (x′) =

p∑
j=2

λj`
2
j (x′)

int les formes linéaires `2, · · · , `n à E ( en posant `j(x) = `j (x′)) , on a :

q(x) = a11`
2
1(x) +

p∑
j=2

λj`
2
j(x)

ce qui donne une décomposition de q comme combinaison linéaire de carrés de formes

linéaires.

Il reste à vérifier que les formes `1, `2, · · · , `p sont linéairement indépendantes dans E∗.

L’égalité
∑p

j=1 λj`j équivaut à dire que
∑p

j=1 λj`j(x) = 0 pour tout x ∈ E. Prenant

x = e1, on `1(x) = 1 et `j(x) = 0 pour j compris entre 2 et p, ce qui donne λ1 = 0 et∑p
i=2 λj`j (x′) = 0 vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

Q = a12x1x2 + x1

∑n
j=3 a1jxj + x2

∑n
j=3 a2jxj

=
(
a12x1 +

∑n
j=3 a2jxj

)(
x2 +

∑n
j=3

a1j
a12
xj

)
−
(∑n

j=3 a2jxj

)(∑n
j=3

a1j
a12
xj

)
(
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l q(x)=2
∑

1≤i<j≤n aijxixj

= 2Q+ 2
∑

3≤i<j≤n aijxixj

q(x) = 2
∑

1≤i<j≤n

aijxixj

= 2Q+ 2
∑

3≤i<j≤n

aijxixj

= 2L1(x)L2(x) + q′ (x′)
o

L1(x) = a12x1 +
∑n

j=3 a2jxj, L2(x) = x2 +
∑n

j=3
a1j
a12
xj et q′ est une forme quadratique

définie sur le sous espace vectoriel H de E engendré par e3, · · · , en et x′ =
∑n

i=3 xiei si

x =
∑n

i=1 xiei.

En écrivant que :

2L1(x)L2(x) =
1

2
(L1(x) + L2(x))2 − 1

2
(L1(x) + L2(x))2

=
1

2
`2

1(x)− 1

2
`2

2(x)

n a :

q(x) =
1

2
`2

1(x)− 1

2
`2

2(x) + q′(x′)

Si q′ = 0, on a alors q = 1
2
`2

1 − 1
2
`2

2, les formes linéaires `1 et `2 étant indépendantes

puisque la matrice :

A =

 A1

A2

 =

 a12 1 α13 . . . α1n

a12 −1 α23 · · · α2n


est de rang 2 car le déterminant extrait∣∣∣∣∣∣ a12 1

a12 −1

∣∣∣∣∣∣ = −2a12

est non nul. mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

des scalaires non nuls λ3, · · · , λp et des formes linéaires indépendantes `3, · · · , `p définies

sur H tels que :

∀x′ ∈ H, q′ (x′) =

p∑
j=3

λj`
2
j (x′)

et en prolongeant les formes linéaires

`3, · · · , `n
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à E, on a :

q(x) =
1

2
`2

1(x)− 1

2
`2

2(x) +

p∑
j=2

λj`
2
j(x)

II reste a vérifier que les formes lp sont linéairement indépendantes dans E∗ L’égalité∑p
j=1 λj`j équivaut à dire que

∑p
j=1 λj`j(x) = 0 pour tout x ∈ E. Prenant x = e1 et

x = e2, on obtient λ1a12 + λ2a21 = 0 et λ1 − λ2 = 0, ce qui équivaut à λ1 = λ2 = 0

puisque a21 6= 0 et
∑p

j=3 λj`j (x′) = 0 pour tout x′ ∈ H, ce qui équivaut à
∑p

j=3 λj`j = 0

et la nullité de tous les λj puisque le système (`3, · · · , `p) est libre dans H∗. On a donc

le résultat annoncé.

Exemple 5.3.3.

Réduire la forme quadratique définie sur R3 par :

q(x) = x2
1 + 3x2

2 + 5x2
3 + 4x1x2 + 6x1x3 + 2x2x3.

Solution.

On a
q(x) = (x1 + 2x2 + 3x3)2 − x2

2 − 4x2
3 − 10x2x3

= (x1 + 2x2 + 3x3)2 − (x2 + 5x3)2 + 21x2
3

Exemple 5.3.4.

q(x) = x1x2 + 2x1x3 + 2x1x4 + x2x3 + 4x2x4 + 2x3x4

Solution

On a :

q(x) = x1x2 + 2x1x3 + 2x1x4 + x2x3 + 4x2x4 + 2x3x4

= (x1 + x3 + 4x4) (x2 + 2x3 + 2x4)− 2x2
3 − 8x2

4 − 8x3x4

= (x1 + x3 + 4x4) (x2 + 2x3 + 2x4)− 2 (x3 + 2x4)2

= 1
4

(x1 + x2 + 3x3 + 6x4)2 − 1
4

(x1 − x2 − x3 + 2x4)2 − 2 (x3 + 2x4)2

Exemple 5.3.5.

Soit q la forme quadratique définie sur Rn par :

q(x) =
n∑
i=1

x2
i +

∑
1≤i<j≤n

xixj

1. Donner la matrice de q dans la base canonique de Rn.

2. Réduire q dans les cas n = 2, n = 3 et n = 4.

Solution.
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1. On a :

A =
1

2


2 1 · · · 1

1 2
. . . 1

... . . . . . . 1

1 · · · 1 2


2. (a) Pour n = 2, on a :

q(x) = x2
1 + x2

2 + x1x2 =

(
x1 +

1

2
x2

)2

+
3

4
x2

2

(b) Pour n = 3, on a :

q(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x1x2 + x1x3 + x2x3

=

(
x1 +

1

2
x2 +

1

2
x3

)2

+
3

4

(
x2

2 + x2
3

)
+

1

2
x2x3

=

(
x1 +

1

2
x2 +

1

2
x3

)2

+
3

4

(
x2

2 + x2
3 +

2

3
x2x3

)
=

(
x1 +

1

2
x2 +

1

2
x3

)2

+
3

4

(
x2 +

1

3
x3

)2

+
2

3
x2

3

(c) Pour n = 4, on a :

q(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 + x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4

=
(
x1 + 1

2
x2 + 1

2
x3

)2
+ 3

4
(x2

2 + x2
3) + 1

2
x2x3

=
(
x1 + 1

2
x2 + 1

2
x3

)2
+ 3

4

(
x2

2 + x2
3 + 2

3
x2x3

)
=
(
x1 + 1

2
x2 + 1

2
x3 + 1

2
x4

)2
+ 3

4

(
x2 + 1

3
x3 + 1

3
x4

)2
+ 2

3

(
x3 + 1

4
x4

)2
+ 5

8
x2

4

Théorème 5.3.3.

Étant donnée une base (`i)1≤i≤n de l’espace vectoriel E∗ des formes linéaires sur E, il

existe une base (fi)1≤i≤n de E telle que :

`i (fj) = δij(1 ≤ i, j ≤ n)

où les δij sont définis par :

δij =

 1 si i = j

0 si i 6= j

(si [

Démonstration.

En notant, pour tout entier i compris entre 1 et n et tout vecteur x ∈ E :

`i(x) = αi1x1 + · · ·+ αinxn

89



5.3. RÉDUCTION DE GAUSS CHAPITRE 5.

l’expression de `i dans la bas B = (ei)1≤i≤n, la matrice Q = ((αij))1≤i,j≤n est inversible

puisque les n cament une base de E∗ (la ligne i de Q est la matrice de `i dans la base

B ).

En notant F1, · · · , Fn les colonnes de la matrice Q−1, l’égalité QQ−1 = In s’écrit :

Q (F1, · · · , Fn) = (QF1, · · · , QFn) = (E1, · · · , En)

où (Ei)1≤i≤n est la base canonique de Kn. On a donc, pour tout entier j compris entre

1 et n :

QFj = Ej

En remarquant que pour tout x ∈ E, on a :

QX =


α11x1 + · · ·+ α1nxn

...

αn1x1 + · · ·+ αnnxn

 =


`1(x)
...

`n(x)

, et en désignant par fj le vecteur de

E de composantes Fj dans la base B, les égalités QFj = Ej se traduisent par :
`1 (fj)

...

`n (fj)

 = Ej =


δ1j

...

δnj


et on a bien `i (fj) = δij pour tous i, j compris entre 1 et n.

Exercice 5.3.6.

Soit A =


1 2 5

2 3 4

3 4 5

.

1. Déterminer la forme quadratique q sur R3 (ou C3) ayant pour matrice A dans la

base canonique.

2. Déterminer deux formes linéaires indépendantes `1 et `2 telles que q = `2
1 − `2

2.

3. Déterminer une forme linéaire `3 (aussi simple que possible) telle que (`1, `2, `3) soit

une base L (R3,R).

4. Déterminer une base (f1, f2, f3) de R3 telle que `i (fj) = δij pour tous i, j compris

entre 1 et 3.

5. Déterminer une base de R3 orthogonale pour q et une matrice inversible P telle que

D = tPAP soit diagonale.

90



5.3. RÉDUCTION DE GAUSS CHAPITRE 5.

Solution.

On note x, y, z les coordonnées d’un vecteur v de R3 et q(x, y, z) pour q(v).

1. La forme q est définie par :

q(x, y, z) = x2 + 3y2 + 5z2 + 2(2xy + 3xz + 4yz) .

2. On a la réduction de Gauss q = `2
1 − `2

2 avec : `1(x, y, z) = x+ 2y + 3z

`2(x, y, z) = y + 2z

3. On peut prendre `3 définie par :

`3(x, y, z) = z

(`1, `2, `3) est bien une base L (R3,R) puisque :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 1 2

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0

4. Il s’agit d’inverser la matrice :

Q =


1 2 3

0 1 2

0 0 1


Pour ce faire on résout le système :

x+ 2y + 3z = x′

y + 2z = y′

z = z′

ce qui donne : 
x = x′ − 2y′ + z′

y = y′ − 2z′

z′ = z

et f1, f2, f3 sont les colonnes de :

P = Q−1 =


1 −2 1

0 1 −2

0 0 1


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5. La base (f1, f2, f3) est alors orthogonale pour q, ce qui signifie que la matrice de q

dans cette base est diagonale. Précisément, on a :

D = tPAP =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0


ce qui peut aussi se vérifier par le calcul :

tPAP =


1 0 0

−2 1 0

1 −2 1




1 2 3

2 3 4

3 4 5




1 −2 1

0 1 −2

0 0 1

 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0


Définition 5.3.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et Q une forme quadratique sur E. La

signature de Q est le couple d’entiers (p, q) ∈ N donné par p = max {dimF | F sous-

espace de E tel que Q|F est définie positive } q = max {dimF | F sous-espace de E tel

que Q|F est définie négative }

Exemple 5.3.6.

Une forme quadratique Q sur un espace E de dimension n qui est définie positive

est de signature (n, 0). C’est le cas par exemple pour le produit scalaire usuel sur Rn.

Remarque5.3.1.

De fait, pour une forme quadratique définie positive, le plus grand espace sur lequel Q

est définie positive est E lui-même. Si F est un espace sur lequel Q est définie négative,

il ne peut pas contenir de vecteur x non nul, car on aurait pour ce vecteur Q(x) > 0

et Q(x) < 0. Le sous-espace F = {0} est le seul sur lequel Q est définie négative.

Corollaire 5.3.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n,Q une forme quadratique de signature

(p, q). Alors

p+ q = rang(Q), p+ q + dim ker(Q) = n

Méthode : calcul de la signature d’une forme quadratique

Il suffit de réduire la forme quadratique et de compter le nombre de signes + et de

signes - devant les carrés des formes linéaires apparaissant dans l’expression réduite. Il
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est crucial que ces formes linéaires soient indépendantes entre elles.

Forme quadratique et déterminant

Soit E un espace vectoriel de dimension 2, Q une forme quadratique non dégénérée

définie sur E et B = {bi,j} sa matrice dans une base de E. Alors la signature de Q vaut

(1, 1) si det(B) < 0,

(2, 0) si det(B) > 0 et b1,1 > 0

(0, 2) si det(B) > 0 et b1,1 < 0
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5.4 Séries d’exercices

Exercice 5.1.1

Soit Rn[X] l’espace vectoriel des polynômes réels de degré inférieur ou égal à n(n ≥ 1).

Pour tous P,Q ∈ Rn[X], on pose

B(P,Q) =

∫ 1

0

tP (t)Q′(t)dt et q(P ) = B(P, P )

1. Montrer que B est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique ? antisymétrique ?

2. Montrer que q est une forme quadratique. La forme q est-elle définie ? Si ce n’est pas

le cas, exhiber un vecteur isotrope non nul.

3. Calculer la matrice de q dans la base Bn = (1, X, . . . , Xn).

4. Pour n = 2, déterminer la signature de q. La forme q est-elle positive ? négative ?

5. Déterminer une base de R2[X] qui soit q-orthogonale.

Exercice 5.1.2.

Soit

V =


 a b

c d

 ∈M2(R); a− d = 0

 et J =

 1 1

1 −1

 .

On définit l’application

B : V × V −→ R

en posant, pour tous M,N ∈M2(R),

B(M,N) = Tr(MJN).1

1. Montrer que B est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique, antisymétrique

2. Montrer que B =

 1 0

0 1

 ,

 0 1

n 0

 ,

 0 5

1 0

 est une base de V

3. Déterminer la matrice dans la baseB d e l a forme quadratique q définie

en posant, pour tout M ∈M2(R), q(M) = B(M,M).

4. Déterminer la signature de q, son rang et son noyau. La forme q est-elle définie ?

positive ? négative ?

5. Déterminer F⊥ (c’est-à-dire le q-orthogonal de F ) où

F =


 a 0

0 d

 ∈M2(R); a− d = 0


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Exercice.5.1.3.

Effectuer une réduction de Gauss et déterminer le noyau, le rang et la signature des

formes quadratiques suivantes :

1. q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 2x2 + y2 − z2 + 3xy − 4xz.

2. q : R3 −→ R, q(x, y, z) = x2 + y2 − az2 + 3xy − bxz + yz.

On discutera suivant les valeurs de a, b ∈ R.

3. q : R4 −→ R

q(x, y, z, t) =x2 + (1 + 2λ− µ)y2 + (1 + λ)z2 + (1 + 2λ+ µ)t2

+ 2xy + 2xz − 2xt+ 2(1− λ)yz − 2(1 + λ)yt+ 2(λ− 1)zt.

On discutera suivant les valeurs λ.

Exercice 5.1.4.

Effectuer une réduction de Gauss et déterminer le noyau, le rang et la signature des

formes quadratiques suivantes :

1. q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 2x2 + y2 − z2 + 3xy − 4xz.

2. q : R3 −→ R, q(x, y, z) = x2 + y2 − az2 + 3xy − bxz + yz. On discutera suivant les

valeurs de a, b ∈ R.

3. q : R4 −→ R
q(x, y, z, t) =x2 + (1 + 2λ− µ)y2 + (1 + λ)z2 + (1 + 2λ+ µ)t2

+ 2xy + 2xz − 2xt+ 2(1− λ)yz − 2(1 + λ)yt+ 2(λ− 1)zt

On discutera suivant les valeurs de λ, µ ∈ R.

4. q : R5 −→ R, q(x, y, z, t, s) = xy − xt+ yz − yt+ ys+ zt− zs+ 2st.
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Chapitre 6

6.1 Espace Euclidienne

Produit scalaire 6.1.1 :

Définition 6.1.1

On appelle produit scalaire sur E toute forme ϕ bilinéaire, symétrique, définie et po-

sitive, c’est-à-dire toute application de E × E dans R qui vérifie :

1. Pour tout y ∈ E, l’application x 7→ ϕ(x, y) est linéaire (linéarité de ϕ à gauche).

2. Pour tout x ∈ E, l’application y 7→ ϕ(x, y) est linéaire (linéarité de ϕ à droite).

3. ∀(x, y) ∈ E2 ϕ(x, y) = ϕ(y, x) (symétrie).

4. ∀x ∈ E ϕ(x, x) ≥ 0 (positivité).

5. ∀x ∈ E ϕ(x, x) = 0⇔ x = 0.

Notation : ϕ(x, y) = 〈x, y〉.
Exemple 6.1.1 :< x, y >=

∑n
k=1 xkyk sur E = Rn.

Exemple 6.1.2 :< P,Q >=
∫ 1

0
P (t)Q(t)dt sur E = Rn[X].

Exemple 6.1.3 :< M,N >= Tr (tMN) sur E = In,p[R].

Définition 6.1.2.

On appelle espace vectoriel euclidien tout espace vectoriel réel de dimension finie, muni

d’un produit scalaire.

Expression matricielle

Dans une base B = (e1, . . . , en) de E, pour tous vecteurs x =
∑n

k=1 xkek et y =∑n
k=1 ykek : < x, y >=<

∑n
i=1 xiei,

∑n
j=1 yjej >=

∑n
i=1

∑n
j=1 xiyj < ei, ej > .
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Donc avec X =


x1

...

xn

 et Y =


y1

...

yn

 :

Propriété :

Si B = (e1, . . . , en) est une base de E et A la matrice carrée (symétrique) d’ordre n de

coefficients ai,j = 〈ei, ej > , alors : ∀(x, y) ∈ E2 < x, y >= tXAY .

6.2 Norme euclidienne associée

Définition 6.2.1.

Si E est un espace vectoriel euclidien, on appelle « norme » euclidienne associée au

produit scalaire l’application de E dans R+ définie par :

∀x ∈ E ‖x‖ =
√
〈x, x〉.

Expression matricielle : Si B = (e1, . . . , en) est une base de E et A la matrice carrée

d’ordre n de coefficients ai,j = 〈ei, ej〉, alors : ∀x ∈ E ‖x‖ =
√
tXAX.

Démonstration :

∀x ∈ E ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0 d’après l’axiome 5 . ∀x ∈ E ∀λ ∈ R ‖λx‖ =
√
< λx, λx > =

√
λ2〈x, x〉 donc ‖λx‖ =| λ‖x‖

Identités remarquables 6.2.1.

∀(x, y) ∈ E2‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2 < x, y > .

∀(x, y) ∈ E2‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2 < x, y > .

∀(x, y) ∈ E2 < x+ y, x− y >= ‖x‖2 − ‖y‖2.

Démonstration

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y >= 〈x, x > + < x, y > + < y, x > + < y, y >.

Or < x, y >= 〈y, x > . Donc : ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2 < x, y >.

• ‖x− y‖2 = 〈x− y, x− y >= 〈x, x > − < x, y > − < y, x > + < y, y >

Donc : ‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2 < x, y > .

•〈x+ y, x− y >= 〈x, x > −〈x, y〉+ 〈y, x〉 − 〈y, y〉 = ‖x‖2 − ‖y‖2 .

Identité du parallélogramme 6.2.2. :

∀(x, y) ∈ E2 ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 .
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Proprieties : ∀(x, y) ∈ E2 < x, y >=
1

2
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
.

∀(x, y) ∈ E2 < x, y >=
1

2

(
‖x‖2 + ‖y‖2 − ‖x+ y‖2

)
∀(x, y) ∈ E2 < x, y >=

1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
.

Inégalité de Cauchy-Schwarz 6.2.3. :

∀(x, y) ∈ E2 | < x, y > | ≤ ‖x‖ × ‖y‖. Il y a égalité si et seulement si x et y sont

colinéaires.

Théorème 6.2.1

Le produit scalaire vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwarz 〈x, y〉2 6 ‖x‖2‖y‖2 avec égalité

si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration

Je vais donner deux arguments aboutissant à l’inégalité de Cauchy-Schwarz 6.2.3..

Soient x et y deux vecteurs et λ un nombre réel. Le nombre 〈λx+y, 〈λx+y〉 est positif

ou nul. On peut développer ce produit scalaire en appliquant les propriétés de linéarité.

On obtient :
〈λx+ y, λx+ y〉 = 〈λx, λx+ y〉+ 〈y, λx+ y〉

= λ〈x, λx+ y〉+ 〈y, λx+ y〉

= λ〈x, λx〉+ λ〈x, y〉+ 〈y, λx〉+ 〈y, y〉

= λ2〈x, x〉+ λ〈x, y〉+ λ〈y, x〉+ 〈y, y〉

= λ2〈x, x〉+ 2λ〈x, y〉+ 〈y, y〉

On obtient donc un polynôme

de degré 2 en λ qui est positif ou nul pour tout λ. Cela signifie que le discriminant de

ce polynôme est négatif ou nul. Autrement dit on a

〈x, y〉2 − 〈y, y〉〈x, x〉.

Dire que ce discriminant est nul est équivalent à dire qu’il existe λ pour lequel le po-

lynôme est nul ou encore qu’il existe λ pour lequel ‖λx+ y‖2 = 0 ce qui est équivalent

à λx+ y = 0.

Autrement dit l’égalité ne peut être vérifiée que dans les cas où x et y sont colinéaires.

On vérifie facilement que l’égalité est satisfaite lorsque x et y sont colinéaires (on a

donc l’équivalence).

Inégalité triangulaire (ou de Minkovski) :

∀(x, y) ∈ E2 ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

98



6.3. DISTANCE EUCLIDIENNE ASSOCIÉE CHAPITRE 6.

Démonstration

∀(x, y) ∈ E2 ‖x+ y‖2 − (‖x‖+ ‖y‖)2 = 2(< x, y > −‖x‖ × ‖y‖ .

Or : ∀(x, y) ∈ E2 〈x, y >≤|< x, y〉 |≤ ‖x‖ × ‖y‖. Donc : ‖x+ y‖2 ≤ (‖x‖+ ‖y‖)2 .

Donc : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ car ce sont des réels positifs.

6.3 Distance euclidienne associée

Définition 6.3.1.

Si E est un espace vectoriel euclidien, on appelle distance euclidienne associée au

produit scalaire l’application de E × E dans R+ définie par :

∀(x, y) ∈ E2 d(x, y) = ‖y − x‖.

Propriétés 6.3.1

∀(x, y) ∈ E2 d(x, y) = 0⇔ x = y.

∀(x, y) ∈ E2

d(x, y) = d(y, x)

∀(x, y, z) ∈ E3

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z). (inégalité triangulaire)
Propriété 6.3.2.

∀(x, y, z) ∈ E3 |d(x, y)− d(y, z)| ≤ d(x, z) .

Démonstration :

Enappliquantl′ingalittriangulaired(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) donc : d(x, y)− d(y, z) ≤ d(x, z) .

d(y, z) ≤ d(y, x) + d(x, z) donc : d(y, z)− d(x, y) ≤ d(x, z).

Définition 6.3.2.

Ladistanced′unlmentxdeE, unepartienonvidedeEest,

Ladistanced′unlmentxdeE, unepartienonvideAdeEest,

d(x,A) = Inf{d(x, y)/y ∈ A}.
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6.4 Orthogonalité

Définition 6.4.1.

Soit E un espace euclidien de dimension n. Une base (e1, . . . , en) de E est dite orthogo-

nale quand (ei | ej) = 0 pour tous i 6= j. Elle est dite orthonormale si en plus ‖ei‖ = 1

pour i = 1, . . . , n.

La base (e1, . . . , en) est orthonormale si et seulement si la matrice du produit scalaire

dans cette base est la matrice identité In, ou encore si et seulement si le produit scalaire

de deux vecteurs x =
∑n

i=1 xiei et y =
∑n

i=1 yiei est donné par (x | y) =
∑n

i=1 xiyi.

On a une façon utile de fabriquer une base orthogonale (ou orthonormale) à partir

d’une base quelconque d’un espace euclidien.

Proposition 6.4.1.

(Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt).

Soit (e1, . . . , en) une base quelconque d’un espace euclidien E.

Alors on peut fabriquer par récurrence une base orthogonale (ε1, . . . , εn) de E de la

forme :
ε1 = e1

ε2 =e2 − λ1,2ε1

...

εi =ei −
i−1∑
j=1

λj,iεj

...

εn =en −
n−1∑
j=1

λj,nεj

en prenant λj,i =
(εj | ei)
‖εj‖2 . On a Vect (e1, . . . , ei) = Vect (ε1, . . . , εi) pour

i = 1 . . . .n .
Exemple 6.4.1.

Soit E un espace vectoriel euclidien et x, y deux éléments de E. Montrer que x et y

sont orthogonaux si et seulement si ‖x+ λy‖ ≥ ‖x‖ pour tout λ ∈ R.

Solution

Remarquons que, puisque tout est positif, l’inégalité est équivalente à ‖x+λy‖2 ≥ ‖x‖2.
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Or.

‖x+ λy‖2 = ‖x‖2 + 2λ〈x, y〉+ λ2‖y‖2

et donc l’inégalité est équivalente à

2λ〈x, y〉+ λ2‖y‖2 ≥ 0.

Supposons d’abord que x est orthogonal à y, et donc que 〈x, y〉 = 0. Alors l’inégalité

précédente est bien vérifiée pour tout λ ∈ R.

Réciproquement, supposons que, pour tout λ ∈ R,

2λ〈x, y〉+ λ2‖y‖2 ≥ 0.

Le discriminant de ce polynôme (en λ ) du second degré doit donc être négatif ou nul,

ce qui signifie que 4〈x, y〉2 ≤ 0. Ceci n’est possible que si 〈x, y〉 = 0, c’est-à-dire si x et

y sont orthogonaux.

Exemple 6.4.2.

Dans R3 muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser en suivant le procédé de

Schmidt la base suivante :

u = (1, 0, 1), v = (1, 1, 1), w = (−1,−1, 0).

Solution

Le premier vecteur est simplement u
‖u‖ . Puisque ‖u‖ =

√
2, on a

e1 =

(
1√
2
, 0,

1√
2

)
.

Cherchons ensuite e′2 sous la forme e′2 = v + λe1 de sorte que 〈e′2, e1〉 = 0. On a

〈e′2, e1〉 = 〈v, e1〉+ λ 〈e1, e1〉

=
2√
2

+ λ

=
√

2 + λ.

On doit donc avoir λ = −
√

2 ce qui donne

e′2 = (0, 1, 0)
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II est déjà normalisé et donc on pose e2 = (0, 1, 0). Cherchons ensuite e′3 sous la forme

e′3 = w + λe1 + µe2

de sorte que 〈e′3, e1〉 = 0 et 〈e′3, e2〉 = 0. II vient

〈e′3, e1〉 = 〈w, e1〉+ λ 〈e1, e1〉

= − 1√
2

+ λ

D’où il vient λ = 1√
2
. Ensuite, on a

〈e′3, e2〉 = 〈w, e2〉+ µ 〈e2, e2〉

= −1 + µ
Ia où µ = 1. On en déduit que

e′3 =

(
−1

2
, 0,

1

2

)
Donc normalise ce vecteur, et on trouve

e3 =

(
− 1√

2
, 0,

1√
2

)
Exemple 6.4.3.
Dans R3 muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la distance de M(3, 4, 5) au plan

P d’équation 2 x+y-z+2=0 .
Solution

Un vecteur normal du plan est u = (2, 1,−1). Un point du plan est A = (0, 0, 2). On

en déduit que la distance recherchée est

d =
|〈u,
−−→
AM〉|
‖u‖

=
〈(2, 1,−1), (3, 4, 3)〉√

6
=

7√
6
.

Automorphismes orthogonaux
1) Soit f ∈ L̄(E).

un automorphisme orthogonal ⇔
def

f "conserve le produit sc ∀x, y ∈ E, f(x) · f(y) = x · y
2)⇒ J "conserve la norme"(2) : ∀x ∈ E, ‖f(x)‖ = ‖x‖

3)⇔ f "conserve les bases orthonormales" :

Pour toute base orthonormale (e1, e2, . . . en) (f (e1) , f (e2) , . . . f (en)) est orthonormale

4) ⇔ f "conserve une base orthonormale" :
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Il existe une base orthonormale (e1, e2, . . . en) telle que (f (e1) , f (e2) , . . . f (en)) est or-

thonormale

Démonstration :
(1) ⇒ (2) : évident ; si (1), alors f(x)2 = x2

(2) ⇒ (1) : supposons (2).

Soient x, y ∈ E. Alors :

f(x) · f(y) =
1

2

(
‖f(x) + f(y)‖2 − ‖f(x)‖2 − ‖f(y)‖2

)
=

1

2

(
‖f(x+ y)‖2 − ‖f(x)‖2 − ‖f(y)‖2

)
=

1

2

(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
= x · y

(1) ⇒ (3) : supposons (1). Soit

(e1, e2, . . . en) une base orthonormale. Alors, pour tout i, j ∈ [|1, n|], f (ei) · f (ej) =

ei · ej = δi;j (3) ⇒ (4) : il en existe puisque l’ensemble des bases orthonormales n’est

pas vide.

(4) ⇒ (1) : supposons (4). Soit B = (e1, e2, . . . en) une base orthonormale telle que

B′ = (f (e1) , f (e2) , . . . f (en)) soit aussi orthonormale. Soient alors x, y ∈ E, de

composantes (x1, x2, . . . xn) et (y1, y2, . . . yn) dans B. Alors x · y =
∑n

i=1 xiyi. Et

f(x) · f(y) =
∑n

i=1 xiyi car B ’ est aussi orthonormale, et les composantes de f(x)

et f(y) dans B ’ sont (x1, x2, . . . xn) et (y1, y2, . . . yn) puisque festlinaire(rappel :

pouruneapplicationlinaire,x=
∑n

i=1 xiei ⇒ f(x) =
∑n

i=1 xif (ei) )
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6.5 Séries d’exercices

Exercice 6.1.1.

Soit ϕ : R3 × R3 → R l’application définie par

ϕ(x, y) = 2 (x1 + x2 + x3) (y1 + y2 + y3) + 3 (x2 + x3) (y2 + y3) + x3y3,

où x = (x1, x2, x3) et y = (y1, y2, y3) . (1) Montrer que ϕ est une forme bilinéaire

symétrique.

(2) Déterminer la matrice à laquelle elle est associée.

(3) Montrer que ϕ est un produit scalaire sur R3.

Exercice 6.1.2.

Soit E l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels, de degré inférieur ou égal à

n.

1) On définit l’application Φ : E × E → R par

Φ(P,Q) =

∫ +∞

0

P (t)Q(t)e−tdt

Montrer que l’application Φ définit un produit scalaire sur E.

2) Calculer une base orthonormée du sous-espace vectoriel engendré par 1, X et X2.

Exercice 6.1.3.

A deux polynômes P et Q de Rn[X], on associe le nombre

φ(P,Q) =

∫ 1

0

P ′(t)Q′(t)dt+ P (0)Q(0)

1) Montrer que φ est un produit scalaire sur Rn[X].

2) Lorsque n = 2, donner une base orthonormée pour ce produit scalaire.

Exercice 6.1.4.On considère l’espace euclidien R4 muni du produit scalaire canonique.

1) Déterminer une base orthonormée du sous-espace vectoriel F de R4 engendré par

les vecteurs

V1 = (1, 0, 1, 0), V2 = (0, 1,−1, 0), V3 = (0, 2, 3, 1)

puis compléter cette base en une base orthonormée de R4.

2) Écrire la matrice de la projection orthogonale sur F dans la base canonique.
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ص.     ملخ  

                                                                       جبر وتخصص اساسية   رياضيات لسانس تخصص   ثانية سنة طلبة دليل تعتبر المذكرة هذه

(L.M.D. ) 

بذاٌت تذكٍز بانتطبٍقاث  فصىل   6حٍث تشًم عهى  .زانًىاضٍع انًقزرة يٍ وسارة انتعهٍى   وانبحث انعهًً بانجزائوتشًم عهى كم 

ا بجاد انحذ انعاو  انفضاءاث انجشئٍت انذاتٍت (  انذاتٍتانقٍى -انًًٍش) كثٍز انحذود تقطٍز يصفىفت  كٍفٍت   وخىاصها ثىانخطٍت وانًصفىفاث 

والاشكال انتزبٍعٍت انًزفقت  تانتطبٍقاث ثنائٍت انخطٍ - تيصفىفاث اختصار جزداٌ وتطبٍقاتها نحم انًعادلاث انتفاضهٍ  .  بٍتنًتتانٍت انحسا

  تعايذي. صاستنتاج اسا-اننىاظى–انجذاء انسهًً –فً الاخٍز انفضاء الا قهٍذي  وخىاصها.بها واختصاراث قىص 

  نهحم.يقتزحت يناسبت  سهسهت تًارٌٍكًا تزفق بكم فصم 

تثهٍث يصفىفت   يختصز  –تقطٍز يصفىفت -كثٍز انحذود انًًٍش  -  ثنائٍاث انخطٍت   انًصفىفاث   -انتطبٍقاث انخطٍت  انًفتاحٍت /انكهًاث  

انفضاء الإقهٍذي.-حم انًعادلاث انتفاضهٍت  -يصفىفت جىرداٌ ا بجاد انحذ انعاو نًتتانٍت   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Résumé 
Ce mémoire est considéré comme un guide pour les étudiants de deuxième année 

spécialisant en mathématiques fondamental et en algèbre. (L.M.D.) 

Il comprend tous les sujets prescrits par le Ministère de l'Enseignement Supérieur et de la 

Recherche Scientifique en Algérie. Il comprend 6 chapitres, commençant par un rappel des 

applications linéaires et ses matrices et de leurs propriétés, puis comment distiller une 

matrice (Polynôme caractéristique- valeurs propres et sous-espaces propres) 

 Réduction de Jordan des matrices et leurs applications pour la résolution d'équations 

différentielles. Les applications bilinéaires et les formes quadratiques qui leur sont 

attachées, abréviations d'arc et leurs propriétés.  Enfin, L'espace Euclidienne - produit 

scalaire – normes et régularités - déduction d'une base orthogonale. 

 Une série d'exercices de solutions suggérés appropriés sont également joints à chaque 

chapitre. 

Les Mots clés/ Les application linéaires -Bilinéaires les matrices -Diagonalisations des 

matrices-Triangulations-Reduction de Jordan – Termes des suites  -Résolution des 

équations déférentielles- L'espace euclidienne.    
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