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Préface.
Cet ouvrage est le fruit des cours destinés aux étudiants de la deuxiéme année LMD
Mathématiques qui ont déja fait leur cours en algébre linéaire de la premiére année.
L’algebre linéaire est devenue une partie essentielle du bagage mathématique néces-
saire aux mathématiciens et, plus généralement, a tous les scientifiques dont le travail
comporte des aspects quantitatifs. C’est | 'étendue des applications, tant aux mathé-
matiques qu’aux autres disciplines, qui rend ce sujet indispensable. Le cours vise a
présenter une introduction a l’algébre linéaire, utile a tous les étudiants, quelle que soit
leur spécialité. Cette introduction touchera aux aspects calculatoires et aux notions
plus abstraites du sujet. Pour 'algébre trois, expose quelques notions et théorémes
nécessaires des formes linéaires et la dualité, (la diagonalisation des endomorphismes,
des matrices carrés) est leurs applications aux quelques aspects mathématiques.
constitué de ’algébre quatre qui traite le sujet de la réduction des formes quadratiques
est un outil puissant pour la détermination de plusieurs notions de 1’algébre linéaire
comme le 'rang d’une matrice, la puissance d’'une matrice, I'inverse d’une matrice in-
versible, etc.,
Cet ouvrage est composé en plusieurs chapitres
Le premier chapitre expose quelques notions et théorémes nécessaires des formes li-
néaires, leur présentation matricielle dans des différentes bases et la dualité.
Le deuxiéme chapitre étude et expose des notation des presentation matricielle car-
ries différentes et leur proprieties polynomial,leurs valeurs propeére, diagonalisation et
quelques aspects calculatoires et aux notions plus abstraites du sujet.
Le troisiéme chapitre Réduction de Jordan,exponentielles des matrices, résolutions des
equations differentielles .
Le quatriéme chapitre traite les formes bilinéaires en général et les formes bilinéaires
symétriques en particulier et leur présentation matricielle dans des différentes bases,
les noyaux des formes bilinéaires, décomposition d’une forme bilinéaire au produit des
formes linéaires, I’orthogonalité pour une forme bilinéaire. les formes quadratiques as-
sociées aux formes bilinéaires symétriques, les notions du rang, noyau et orthogonalité,
les vecteurs isotropes, les formes quadratiques définies, non définies, positives, néga-

tives, le produit scalaires et ’espace quadratique.




Le cinquiéme chapitre présente les différentes méthodes de la réduction d’une forme
quadratique, la réduction dans une base orthogonale, Le sixiéme chapitre ;Concerne
Les espaces euclidiennes,les définitions des normes ,les distances et ses propretés et la
réduction dans une base orthonormée (méthode de Gram-Schmidt pour I'obtention
d’une base orthogonale ou orthonormeée selon la base si elle contient des vecteurs iso-
tropes ou non).

Le sixiéme chapitre réduction par la méthode du carré incomplet (méthode de Gauss).
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Chapitre 1

Rappels et compléments Dans tout le chapitre, K désigne les corps R ou C.

1.1 Application linéaires

Définition 1.1.1.
Une application f : E — F entre deux K -ev est appelée application K -linéaire, ou

plus simplement application linéaire ssi :
VAeK,Vz e E, f(x)=Af(z) et V(z,y)e€E? flxt+y) = flx)+ f(y),
ou, de maniére équivalente, ssi :
VA e K, V(z,y) € E%,  fhx+y) = M(z)+ f(y).

Définition 1.1.2

On note L(FE, F') I'ensemble des applications linéaires de F vers F'. Si E' = F, on note
L(E) l'ensemble des applications linéaires de £ dans lui-méme. Une telle application
linéaire de E dans lui-méme est appelée endomorphisme de F.

Proposition 1.1.1

L(E, F) est un espace vectoriel sur K.

Proposition 1.1.2

Soit f € L(E,F) et g € L(F,G). Alors g o f est une application linaire de F vers G .

Image et noyau
Définition 1.1.3

Dans ce paragraphe, E et F' sont deux espaces vectoriels, et f € L(E, F).
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1.1. APPLICATION LINEAIRES CHAPITRE 1.

1) L'image de fest Im(f) ={y e F|Ir € E, f(z) =y} = f(E);

2) Le noyau de f est Ker(f) ={z € E | f(z) =0} = f~1({0}).

Lemme 1.1.1

1) Soit £E' un s.e.v. de E. Alors f (E’) est un s.e.v. de F.

2) Soit F' un s.e.v. de F. Alors f~! (F’) est un s.e.v. de E.

Théoréme 1.1.1

Soit f € L(E, F). Alors f est injective ssi : Ker(f) = {0}.

Définition 1.1.4

Une forme linéaire sur un espace vectoriel E est une application linéaire de E dans K.
L’ensemble L£(E,K) des formes linéaires sur K est souvent noté E*, et appelé dual de
E.

Définition.1.1.5

L’espace des formes linéaires ((F,K) s’appelle 'espace dual de E, noté E*.

Théoréme 1.1.2

Pour toute base {vy,--- ,v,} de E, il existe 'unique base {¢1,--- ,¢,} de E* satisfai-
sant la condition : ¢; (v;) = d;; s’appelle la base duale de la base {vy,-- -, v,}, souvent
notée {vf, -+, v’}

Preuve.

Une forme linéaire est entierement déterminée par I'image de chaque vecteur de la base
{v1,--+ ,v,} de E. Ainsi pour chaque i fixé, les n équations ¢; (v;) = ;5,7 = 1,n défi-
nissent de fagon unique la forme ¢;.
Maintenant montrons que {¢i,---,¢,} est une base de E*. Comme E* a la méme
dimension que F, il suffit de montrer que les n formes sont libres.
Soit

a1+ F appn =0

alors, pour tout j = 1,n, on a
0= (a1p1 + - + anpn) (v))

=11 (vj) + -+ ap; (V) + - + anpn (V)

=0+ Fao- 14 +a,0=q




1.1. APPLICATION LINEAIRES CHAPITRE 1.

(En d’autre maniére, de l'isomorphisme entre F et E*, & chaque v; de la base de F on

correspond 'unique ¢; de la base de E*).

Soit E = R,[X] muni de la base B = {1, X,..., X"}. Pour tout ¢ de {0,...,n}, on

définit une forme linéaire f; sur E par

Ve {0, b (x) =4 b T
0 sit#j

Exemple 1.1.1

Soit E = R,[X] muni de la base B = {1, X,..., X"}. Pour tout ¢ de {0,...,n}, on

définit une forme linéaire f; sur E par

Gie{0, b (xy =4 b T
0 sii#j.

1. Démontrer que (fy,. .., f,) est une base de E*

2. On considére les deux éléments ¢ et ¢ de E* définis par, pour tout P € E, ¢(P) =

P(1) et ¢(P) = P'(0). Déterminer les coordonnées de chacune des formes ¢ et ¢ dans

la base (fo, ..., fn)

Solution 1.1.1

1. Il y a plusieurs fagons de répondre. La plus simple est de remarquer que, par défini-

tion, (fo,. .., fn) est la base duale de B.

2. Les f; étant les formes linéaires coordonnées dans la base B, on va exprimer ¢ et 1

en fonction des coordonnées du polynome dans la base B.

Considérons donc P = 37" ja;X7. On a

De méme,
»(P) = P'(0) = ar = fi(P)

Ainsi, ¢ =377 fi et ¥ = fi.
Exemple 1.1.2
Soit E un R -espace vectoriel de dimension 3, (eq, es, €3) une base de E. Soient f;, f3

et fi les formes linéaires sur £ définies par

Ji =261+ ¢+ ¢ f3 = —ei + 263, f; = ¢} + 3¢5
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1.2. MATRICE D’'UNE APPLICATION LINEAIRE CHAPITRE 1.

Montrer que (f7, f5, f3) est une base de E* et déterminer la base (fi1, fa, f3) de E dont
elle est la base duale.

Solution.

Soit M la matrice dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées de (f7, f5, f5) dans
la base (e}, e3,e}). 11 suffit de prouver que le rang de la matrice M est égal & 3 . Par

des opérations sur les lignes et les colonnes, on trouve que (fi, fa, f3) . est la base de

E..

1.2 Matrice d’une application linéaire

Soient E et E’ deux espaces vectoriels sur K, de dimension finien et p , et f : E+—
E’ une application linéaire. Choisissons{e, ..., e,} une base de E et {6’1, . ,e;} une

base de E' . Les images par f les vecteurs {ej,...,e,} se décomposent sur la base
/ /
[eh.. e}

f (61) = 6L11<‘3,1 + a21€/2 + ...+ ap1€;)

[ (e2) = aia€] + anel + ... + aPQe;

€n) = A1p€] + Qopey + . .. a,me'
f(en) uE A ’

Définition 1.2.1 :
On appelle matrice de f dans les bases {eq,...,e,} et {e’l, e ,e;a}7 la matrice notée par

M (f)e;,;, appartenant & M,,,(K) dont les colonnes sont les composantes des vecteurs

f(e1),.... f(en) dans la base {ef,... e} :




1.2. MATRICE D’'UNE APPLICATION LINEAIRE CHAPITRE 1.

ayn; a2 ... ... Qip €1
¢
/
€p_1
/
Ap1  Ap2 . <. Qpp ep

IT est clair que la matrice associée & f dépend du choix des bases de E et E'.
Exemple 1.2.1

Soit {e1, 2, €3} la base canonique de R? et {€], e5} la base canonique R2.
Considérons 'application linéaire :

f:R¥ —R?

(l’,y,Z)'—> ($_yaz_y)

1 -1 0
M(f)€i,6;-:
0 —1 1
Exemple 1.2.2
D : R4[X] —>R3[X]
P DP=PF
01 000
00 200
M(D) =

00030
00 0O0 4

par rapport aux bases canoniques de Ry[X] et R3[X]

Remarque 1.2.1

Sion prend £ = R™, F = R", et pour B et C les bases canoniques de ces espaces,
on note simplement [f],., et on dit qu’il s’agit de la matrice canoniquement associée
a f. Inversement, A étant une matrice de M,, ,,(R), il existe une unique application
linéaire f de R™ dans R™ dont A est la matrice canoniquement associée. On dit que f

est I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A.




1.3. SERIES DES EXERCICES CHAPITRE 1.

1.3 Séries des Exercices

Exercice.1.1.1.
1. On consideére l'espace vectoriel £ = R3 Montrer dans chaque cas que les vecteurs
e1, e et ez forment une base de E et calculer leur base duale. a) e; = (1;0; —1),e5 =
(=1;=1;2),e3 = (=2;1; =2).
b) e1 = (1;0;0), e = (1;1;0),e3 = (0; 1;1).
2. Dans chaque cas, montrer que les formes linéaires fi, fo et f3 forment une base de
E*.
a) fi=(L1;-1), fo= (L, -1;1), fs = (1;151).
b) fi = (1;2;3), fa = (2;3;4), fs = (3;4;6).
¢) fi=(0;1;1), fa = (1;0;1), f3 = (1; 15 0).
Exercice 1.1.2.

Soit u 'application de R?® dans R* définie par
U(ZL‘,y,Z) = (—x+y,x—y,—x+z,—y+2)

1. Montrer que u est linéaire

2. Soient {&, &y, E3} la base canonique de R? et {F}, Fy, F3, F4} la base canonique de
R%.

Calculer u (&) ,u (&) et u(Es) en fonction de Fy, Fa, Fs3 et Fy.

3. Ecrire la matrice de u dans les bases canoniques.

4. Montrer que {F1, Fa,u (E1),u(E)} est une base de R*.

5. Ecrire la matrice de u dans les bases {&1, &y, Es} et {F1, Fo,u (E1),u (&)}

Exercice.1.1.3.

2
Soient A = et f l'application de My(R) dans Ms(R) définie par f(M) =
1 0
AM.

1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer sa matrice dans la base canonique de Ms(R).

Exercice.1.1.4.
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1.3. SERIES DES EXERCICES CHAPITRE 1.

On considére 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est :

1 1 -1
M=1] -3 -3 3
-2 =2 2

Donner une base de ker(f) et de Im(f). En déduire que M"™ = 0 pour tout n > 2.
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Chapitre 2

Diagonalisations des endomorphismes
Soit £ un espace vectoriel sur K de dimension n. Soit f un endomorphisme de E, A

sa matrice dans une base de F, x un vecteur non nul de £ et A € K.

2.1 Valeurs et vecteurs propres

Définition 2.1.1
On dit que = est un vecteur propre de f associé a la valeur propre A si et seulement si
f(z) = Az
Définition 2.1.2
Ecriture matricielle
Soit A € M,,(K).

A est dite valeur propre de la matrice A s’il existe un vecteur non nul X € K" tel que
AX = )X

Le vecteur X est alors appelé vecteur propre de A associé a la valeur propre .
Exemple 2.1.1.
Soit A € M3(R) la matrice

1 3 3
A= -2 11 =2
8 —7 6

12



2.2. POLYNOME D’ENDOMORPHISME CHAPITRE 2.

-1
Vérifions que X; = 0 est vecteur propre de A. En effet,
1
1 3 3 -1 2 -1
AXy=| =2 11 =2 0 = 0 =-2 0 = —2X4
8§ =7 6 1 -2 1
Donc X; est un vecteur propre de A associé a la valeur propre \; = —2.

Caractérisation des valeurs propres

Voici le résultat fondamental pour déterminer les valeurs propres.
Proposition 2.1.1.

Soient A € M, (K) et X € K. Alors :

A est une valeur propre de A <= det (A — \I,,) = 0.
Démonstration.

A est une valeur propre de A <= 3IX € K"\{0}, AX =)X

e IX e KN\{0}, (A—AL)X =0
e Ker(A—Al,) # {0}

<= A — A, n’est pas injective <= A — A\I,, n’est pas inversible

<= det (A — \,) =0.

2.2 polynéme d’endomorphisme

. Polynéme de matrice, polynéme d’endomorphisme
On note M, (K) 'ensemble des matrices de taille n x n & coefficients dans K, (K = Q,
R ou C). Pour un K -espace vectoriel E, on note L(F) 'ensemble des applications
linéaires de E dans E. Un élément f € L(F) est un endomorphisme de E. Dans ce
chapitre, E sera de dimension finie.
Polyn6éme de matrice.
Définition 2.2.1.

Soit A € M, (K) une matrice. A X*, on associe A¥; & 1, on associe la matrice identité

13



2.2. POLYNOME D’ENDOMORPHISME CHAPITRE 2.

I,,. Plus généralement, pour un polyndéme
P(X)=ay+a X +a X+ -+ a, X" € K[X]
on définit la matrice :

P(A) = apl, + a1 A+ agA* + - + a,, A™ € M, (K)

Exemple 2.2.1.

1 -1
Soient A = et P(X)=X*—-5X?—-2X +1. On calcule

A% = At = (A2)7 = P(A) = A'-5A2 2441, =

Polyn6éme d’endomorphisme.
Soit f € L(E).AX*, on associe f*, c’est-a-dire fo fo---o f.

1, on associe I'application identité idg. Plus généralement, pour un polynéme
P(X)=ay+a X +aX*+ -+ a, X™ € K[X]

on définit ’endomorphisme :
P(f) = aoidp + a1 f + az f* + -+ + an f™ € L(E)

Sous-espaces stables
Définition 2.2.2
Soit £ un K -espace vectoriel. Soit f € L(E). Le sous-espace vectoriel ' de E est
stable par f si:
Vee F' f(x) e F

Autrement dit, F' est stable par f si f(F) C F' Un premier exemple : les sous-espaces
propres de f sont stables par f. En effet, si I’ = Ker (f — Aidg) alors :
pour x € F, f(z) = \x € F.

14



2.2. POLYNOME D’ENDOMORPHISME CHAPITRE 2.

Lemme 2.2.1 .
Si F' est un sous-espace vectoriel stable par f alors, pour tout polynéme P € K[X], F
est stable par P(f)
Démonstration.
Six € F, alors f(z) € F et donc f(f(x)) € F. Par récurrence sur k, on montre
que f*(z) € F, pour tout k > 0. Maintenant, si P(X) = >_",a,X*, alors P(f) est

I’endomorphisme défini par
P(f) = apidp + arf + aof> + - + ap f™

Donc
P(f)(x) = aox + ar f(x) + ap f*(x) + - - + amf™ (2).

Chaque terme ay, f*(x) € F, donc P(f)(x) € F car F est un espace vectoriel. Conclu-
sion : F est stable par P(f).

Une autre proposition souvent utile est la suivante :

Proposition 2.2.1.

Soient f et g deux endomorphismes de F qui commutent, c¢’est-a-dire tels que fog =
go f. Alors Ker g et Im g sont stables par f.

Démonstration.

Soit x € Ker g. On a g(z) =0, d’ou ¢g(f(x)) = f(g(z)) = f(0) =0, donc f(z) € Kerg.
Soit y € Img. Il existe x € E tel que y = g(x), d’ou f(y) = f(g9(x)) = g(f(z)), donc
f(y) € Img.

Polyn6éme caractéristique

Nous transformons la caractérisation précédente en un outil pratique :

Définition 2.2.3 .

Soit A € M,,(K). Le polynéme caractéristique de A est
pa(X) =det (A — X1,)

La proposition 1 devient alors :
A X valeur propre de A <=  pa(\) =0
Sous espace propres et vecteurs propres

Soit B = (by,--+ ,b,) une base de E. Dire que [f]p = Diag(X\,...,\,) signifie que

15



2.2. POLYNOME D’ENDOMORPHISME CHAPITRE 2.

pour tout i € [1,n], f (b;) = \;b;. Ainsi :

En particulier, Ker (f — \;id) # {0}
Réciproquement, si I ¢ {\1,...,\,}, alors la matrice de f — A id dans la base B est :

[f — Mid]s = Diag (A1 — A de — Aoy A — A)

Proposition 2.2.2.
Sil existe une base B dans laquelle f = Diag (Ay,. .., A,), alors ensemble {\;, 7 € [1,n]}

est I’ensemble des A € K tels que
Ker(f — Aid) #0

Définition 2.2.4.

1. Le spectre de f est I’ensemble de ses valeurs propres :

Spec(f) = {A € K[ Ker(f — Aid) # {0}}

2. Un vecteur propre associé a la valeur propre A est un vecteur non nul de Ker(f — A
id). C’est donc un vecteur non nul x vérifiant : f(z) = Az.

3. Le sous-espace propre associé a la valeur propre A, généralement noté E), est
E\ = Ker(f — Mid). C’est donc I'ensemble des vecteurs propres associes a A, ajou-

tés de 0.
4.51 py est scindé sur K et Sp(A) = {A1,..., A}, si m(\;) est Pordre de multiplicité de \;

pour 1 < < p, Tr(A) = 30, m(A) A, det(A) = [T, A",
Proposition 2.2.3.

Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique. Autrement dit, si
B = P 'AP alors pa(X) = pp(X).

Démonstration. On écrit
B—XI,=P 'AP-X (P_llnP) = p! (A-XI,) P

Mais on sait que le déterminant vérifie det(MN) = det(M) - det(N) pour toutes ma-

trices M et N et det (M~!) = pour une matrice M inversible. Donc

1
det(M)

pp(X) =det (B - XI,) = ~det (A — X1,,) - det(P) = det (A — X1I,) = pa(X)

1
det(P)

16



2.2. POLYNOME D’ENDOMORPHISME CHAPITRE 2.

Proposition 2.2.4.
Si une matrice A € M, (K) admet n valeurs propres alors : La somme des valeurs

propres vaut traA

A1 O 0
0
[l =
0
0 0 M\
On notera Diag( \,, ) la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont Ay, ..., A,.

Diagonaliser f consiste & donner une telle base ainsi que la matrice de f dans cette
base.
Remarque 2.2.1.
La matrice A — X1, est & coefficients dans K[X], donc son déterminant p4(X) appar-
tient a K[X].
On notera aussi souvent ps(A) = det (A — AI,,) comme un polynoéme en A, plutét que
pa(X). Pour tout

A e K det (M, — A) = (=1)"pa(N)

. Théoréme de Cayley-Hamilton
Soit A € M,,(K). Alors :

pA<A) = 0

De méme, soit f € L(E), avec E de dimension finie. Alors :

ps(f) =0.

L’égalité pa(A) = 0 signifie que le polynéme caractéristique appliqué & A donne la
matrice nulle.
L’égalité ps(f) = 0 signifie que le polynome caractéristique appliqué a f donne 'appli-

cation f nulle.

Exemple 2.2.2.
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2.2. POLYNOME D’ENDOMORPHISME CHAPITRE 2.

1 =2
Soit A = € Ms(R). Le polyndme caractéristique de A est
1 -1
1-X -2 )
pa(X) =det (A — X1p) = =1-X)(-1-X)+2=X"+1
1 -1-X

Vérifions le théoréme de Cayley-Hamilton sur cet exemple, en calculant pa(A) :
pa(A) =A’+ I, =L+ 1, =0.

Polynéme Minimal
Trouver le polynéme minimal de I'endomorphisme u ou de la matrice A associer a u .
Alors :
1¢" cas : le polynome caractéristique de u (ou de A ) est scindé sur K et Ay,..., A,
étant deux a deux distincts, p, = [[_, (X — A) ™)

Si u est diagonalisable, m, = [[}_; (X —\;).

Si u n’est pas diagonalisable, on cherche m,, sous la forme
my = [ (X = A)™

ouVi € 1,p,1 <a; <m()\;) , 'un au moins des a; étant supérieur ou égal a 2 .

2m¢ cas : K =R et le polynome caractéristique de u (ou de A ) n’est pas scindé sur R.

On suppose que p, = [[_, P/, les polynomes Py, ..., P, étant deux a deux distincts
unitaires, soit de degré 1, soit de degré 2 & discriminant strictement négatif et n; > 1
pour tout ¢ € 1,r.

Chercher le polynoéme minimal sous la forme m, =[],_, Plkz ouVielrl<k <n;

Exemple 2.2.3.

Soit ;
3 1 -1
A=102 0
1 1 1

1. Déterminons le polynoéme caractéristique de A.

2. Déterminons le polynéme minimal de A.
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Solution.

pa(A) =det (A — \3) = 0 2—-X 0 =2-N[B-XN1-=X\)+1]

(2=X)(B=4Xx+ A +1)
=(2-))?

Ainsi pa(X) = (2 — X)3.
2.D’apreés le théoréme de Cayley-Hamilton, le polynéme minimal divise le polynome

caractéristique. On donc trois polynémes possibles pour my :
nX)=X-2 , pX)=(X-2?%, p(X)=(X-2)

Regardons donc lequel annule A en premier :

11 -1
A=2I=|00 0 |#0
11 -1
2
11 —1 00 0
(A=2I?=|0 0 0 =1000
11 -1 00 0

Donc le polynéme minimal de A est le polynéme py :
ma(X) = (X —2)*

[4 pt]
Exemple.2.2.4.

—_
—_
—_
—_

1 11
1 11
1 111

1. Déterminons le polynéme caractéristique de B.

2. Déterminons le polynéme minimal de B.
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Solution.

1—A 1 1 1 4— X 1 1 1
1 1—A 1 1 4—X 1—-A\ 1 1
pe(A\) = det(B—\I) = =
1 1 1—A 1 4— )\ 1 1—A 1
1 1 1 1—A 4— )\ 1 1 1—A
1 1 1 1 0 1 1 1
11— 1 1 A 1—=A 1 1
=(4-A) = (4-))
1 1 1—=A 1 0 1 1—A 1
1 1 1 1—A 0 1 1 1—A
1 1 1
= AM4-N|1 1=Xx 1 |=A4-N[1=N2+1-2(1-N)]
1 1 1—A

= M-
On a donc pa(X) = X3(X —4)
D’aprés le théoréme de Cayley- Hamilton, le polyndme minimal de B, mpg divise le
polynéme caractéristique pp et admet les mémes racines que pg (en oubliant les mul-
tiplicités). On a donc trois possibilités pour
PB

pX)=X(X—4) . p(X)=X*(X—-4) , p(X)=X(X-4)

Regardons donc lequel annule B en premier :

1111\ (-3 1 1 1 0000
11 11 1 -3 1 1 0000
B(B —AI) = _
11 11 1 1 -3 1 00 0O
11 11 1 1 1 -3 00 0O

On a donc mp = p; :

mp(X) = X(X — 4).
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Exemple 2.2.5.

1 3 3
A=| —2 11 -2
8 -7 6
Alors
pa(X) = det (A — X)
1 3 3 1 00
= det -2 11 =2 |-X|[ 010
8 -7 6 0 01
1-X 3 3
= -2 11-X =2
8 -7 6—-X

= —X?+18X% — 51X — 182

= (X +2)(X — T)(X — 13).
Donc les valeurs propres sont : —2,7,13 et ma = pa = (v +2)(z — 7)(z — 13)
Polyn6émes annulateurs
Définition 2.2.4.
Un polynéme annulateur de f est un polynoéme p € K[X] tel que p(f) = 0, les puis-
sances de f étant les puissances de composition.
Théoréme 2.2.1
Soit p un polyndéme annulateur de f. Alors toute valeur propre de f est racine de p.
La réciproque est fausse.|[4 pt]
Endomorphisme Nilpotent
Définition 2.2.5.
On dit qu’'un endomorphisme f (resp. une matrice A ) est nilpotent (e) s'il existe
k € N* tel que f* = 0( resp. AF = 0).
Lemme 2.2.2 .

Si f est nilpotent, alors 0 est son unique valeur propre et on a

pr(X) = (=1)"X"
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Démonstration.

Notons A la matrice de f dans une base. Comme f est nilpotent, il existe £ > 1 tel que
AF = 0. Cela implique det (A*) = 0, donc det(A) = 0. La matrice A n’est donc pas
inversible : cela entraine que f n’est pas bijectif, et comme f est un endomorphisme,
f n’est pas non plus injectif (la dimension de I'espace de départ égale la dimension de
I'espace d’arrivée). Ainsi, Ker f # {0}, ce qui est exactement dire que 0 est une valeur
propre de f.

Supposons que A soit une valeur propre de f : il existe alors x # 0 tel que f(z) = Az.
Par récurrence sur n, f*(z) = A"z. Or, f est supposé nilpotent, il existe donc k € N*
tel que f* = 0. Dot ¥z = 0, ce qui implique A\* = 0( car  # 0), donc A = 0.

Ainsi, 0 est la seule valeur propre de f, donc la seule racine de son polynéme caracté-
ristique.

Si K =R, on considére ’endomorphisme comme aussi défini sur C. En termes de ma-
trice, cela revient & dire que la matrice a coefficients réels A peut étre vue aussi comme
a coefficients complexes. Or, sur C, un polynéme dont la seule racine est 0 est de la
forme aX™, donc x¢(X) = (—1)"X™ puisque le coeflicient dominant d’un polynéme

caractéristique est (—1)".
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2.3 Diagonalisation des endomorphismes

Diagonalisation des endomorphismes(matrices carrées.
Définition 2.3.1
On dit que A € M,,(K) est diagonalisable si A est semblable & une matrice diagonaleD,
donc §'il existe P € GL,(K) telle que D = P71 AP soit diagonale.
Définition 2.3.2.
Deux matrices A et B de M, (K) sont semblables s’il existe P € GL,(K) tel que
A= P 'BP.
Proposition 2.3.1.
Il s’agit d’une relation d’équivalence défini dans ’ensemble des matrices semblables.
Remarque 2.3.1.
Lien avec les changements de base.
Diagonaliser A consiste a :
1. donner la matrice diagonale D ;
2. donner la matrice de passage P ;
3. rappeler 1'égalité D = P~1AP.
Dans ce qui suit, A est une matrice de M,,(K) et f est I'endomorphisme de £ (K")
canoniquement associé a A.
Proposition 2.3.2.
Les valeurs propres de M sont les racines de pys (polyndme caractéristique).
Corollaire 2.3.1.
Si les racines depy; polyndéme caractéristique sont simples, M est diagonalisable, et
(par) est une combinaison linéaire de suites géométriques de raisons ces racines.
Critéres de diagonalisation
Théoréme 2.3.1.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
1) > sespec(p) dim By = dim E';
2) f est diagonalisable ;
3) f est diagonalisable dans une base de vecteurs propres;

Corollaire 2.3.2
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(E de dimension n )

1) f admet au plus n valeurs propres distinctes,

2) Si f admet n valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable.

Principes et critéres de diagonalisation

La diagonalisation de A est équivalente & la diagonalisation de f. En effet :

S’il existe P telle que D = P~'AP soit diagonale : P est une matrice inversible, donc
une matrice de passage, plus exactement la matrice de passage de la base canonique a

la base B formée des colonnes de P. Ainsi :
D =P AP = [b.c. — B]_l[f]b_c. [b.c. — Bl =[f]s

Les critéres de diagonalisation, ainsi que les méthodes sont les mémes.Notamment :
1) Si A est triangulaire, les valeurs propres de A sont les coefficients diagonaux.

2) Si A admet n valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable.

3) A diagonalisable <= @, =K"<= 3 g (1) dimEy =n.

4) Soit P € K[X]. Si P(/i\)eszpez)(?;lors toute valeur propre de A est racine de P.
Théoréme 2.3.2.

Toute matrice M de My (C) est :

1. soit égale & A5, pour une certaine valeur A € C;

A
2. soit semblable & une matrice ! , 0l A\ # A9 sont deux complexes ;
0 X

5.2 Propriétés des vecteurs propres et valeurs propres

Théoréme 2.3.3.

SiAe M, (K) et A€ K, alors on a les équivalences suivantes :

1) A est une valeur propre de A.

2) (A — M) n’est pas inversible.

3) det(A — \I) = 0.

Preuve

: 1) = 2)\ est une valeur propre de A entraine l'existence d'un = # Og tel que
Azx = Az c.a.d Az — Az = Og d'ott (A — M)z = Og(x), ce qui entraine (A — \I) n’est
pas inversible, car si (A — A\I) est inversible, en multipliant (%) par(A — AI)~! on aurait
r = Og,=— 3 ) Trivial.

= 1) Voir Théoréme 2.3.1.
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Théoréme 2.3.4. :
Le polynéme caractéristique pa(\) de la matrice A est invariant lorsque ’on remplace

A par une matrice semblable (c.a.d ps(A\) = pa(\) pour B = P7'AP et P inversible
Preuve : En effet B = P 'AP entraine B — A\ = P"'AP — A\ =

P Y A= X)P, dot pp()\) = det(B — \I) = det P~' det(A — A\I)det P =
det P~" det Pdet(A — AI) = det (P~'P) det(A — M) = det(A — AI) = pa(})
Exemple 2.3.1.

Diagonaliser les matrices suivantes :

0 2 -1 0 3 2 1 0 0
A= 3 -2 0 |.B=| -2 5 2 1.C=]10 1 0
-2 2 1 2 -3 0 1 -1 2

On donnera aussi la matrice de passage de la base canonique a la base de vecteurs
propres.

Solution Le polynéme caractéristique de A vaut
paN) = A=1A=2)(A+4)

Il est scindé & racines simples, ce qui assure que A est diagonalisable. II suffit de
chercher pour chaque valeur propre un vecteur propre associé.

D’abord pour A = 1, on résoud AX = X, c’est-a-dire le systéme :

—rx+2y—2=0
3r—3y=20
—2x+2y=20

Ce systéme est équivalent & * = y = z et un vecteur propre est donc donnée par
1

1
1

On fait de méme pour A = 2 et A = —4, et on trouve respectivement 3 et
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2
-3

2
La matrice A est donc semblable a diag (1,2, —4), la matrice de passage étant

1 4 2
P=11 3 -3
1 -2 2

Pour suivons avec B dont on calcule le polynéme caractéristique
Pg(A\) = A =5\ + 8\ — 4
est racine évidente, on factorise par A — 1 et finalement on trouve
pe(A) = (A = 1)(A = 2)*

On cherche le sous-espace propre associé a 1 en résolvant BX = X, c’est-a-dire le

systéme :

—r+3y+22=0
—2r4+4y+22=0
20 — 3y —2=0

Ce systéme est équivalent & © = y = —z. Ainsi, le sous-espace propre associé a 1 est
1
de dimension 1, engendré par le vecteur propre 1
-1

L’étude du sous-espace propre associé a A2 conduit au systéme :

conduit au systéme :
—224+3y+22=0

—2x+4+3y+22=0
20 — 3y — 22 =0
Ces trois équations se raménent a 2z — 3y — 2z = 0, qui est I'équation d’un plan de

R3. Le sous-espace propre associé a 2 est donc de dimension 2, et une base est donnée
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3 1

par les vecteurs | 2 | et | 0 | .B est donc semblable a la matrice diag(1,2,2), la

0 1
matrice de passage P étant donnée par

1 31
P = 1 20
-1 0 1

Le polyndme caractéristique de C' est pc(A) = —(1—X)?(2—\). On procéde exactement
comme précédemment, et on trouve que (u,us) forme une base de 'espace propre
associé a la valeur propre A = 1, avec u; = (1,1,0) et us = (0,1,1) et que (u3) forme
une base de l'espace propre associé a la valeur propre A = 2, avec uz = (0,0, 1). Ainsi,

C s'écrit C = PDP~! avec D la matrice diagonale

1 00
D=1 010

0 0 2
et

1 00
P=1110

011

Exemple 2.3.2.

Soit f ’application linéaire dont la matrice dans la base canonique est

-3 2 4
A=1 -2 1 4
-2 2 3

Le calcul de son polynome caractéristique est pa(X) = —(X + 1)*(X — 3).

ker(A + Id) est le plan d’équation —x + y + 2z = 0. Un base de ce plan est u;, us avec
up = (1,1,0) et ug = (2,0,1).

Comme la valeur propre 3 est de multiplicité 1, dim ker(A — 31d) = 1. Une base de cet
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espace est ug = (1,1,1). Soit B = (uy, us, usz) . La matrice de f dans B est diagonale :

-1 0 O
Mg (f) = 0 -1 0
0 0 3

Exemple 2.3.3

Soit f I’application linéaire dont la matrice dans la base canonique est

3 =20
A= -2 3 0
0 0 5

Solution :

Le polynéme caractéristique de A est :

pa(z)=] -2 3-z 0 |=(-2)

=(bB-2)[B-2)-4] =(-2)*1-2)

les valeurs propres sont 1 et 5. Les espaces propres sont E; et Es.
xy
E,:x = | x4 | est un vecteur propre de A correspondant a A ssi x n’est pas une

3
solution triviale de (A — AI)x = 0 c’est a dire

3—A =2 0 T 0
-2 3-Xx 0 z2 | = |0
0 0 5—A T3 0
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Si A =25, alors
-2 =20 T [ 0
-2 =20 o | = |0
0 0 0 T3 0
d’ou — 2x1 — 2z = 0, c’est a dire z9 = —x; donc
Ty | 1 0
To | =21 | =1 | +23| 0
T3 0 1
1
c’est a dire Ej5 est engendré par | —1
0
0

et | 0 |.SiA=1(5.10) devient

1
2 =20 T 0
0 0 4 T3 0

On résout le systéme pour trouver x; = x5 et x3 = 0, alors

T 1
T =T 1
XT3 0
1
donc E; est engendré par | 1
0
On en déduit que A est
donc E; est engendré par . On en deduit que A est diagonalisable,
0
1 01 5 0 0
P=|_-101]|etPtAP=1|0 5 0
0 10 0 01
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T 1
T2 =T 1
T3 0

1
donc E; est engendré par | 1 | . On en déduit que A est

0
donc E; est engendré par . On en deduit que A est diagonalisable,
0
1 01 50 0
P=|_-101|ePAP=1]0 5 0
0 10 001
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2.4 Décomposition de Dunford.

Nous avons vu que les matrices ne sont pas toutes diagonalisables. On peut néan-
moins décomposer certaines d’entre elles, en une forme la plus simple possible. Nous
verrons trois décompositions.

a) La trigonalisation : transformer une matrice en une matrice triangulaire.

b) La décomposition de Dunford : écrire une matrice comme la somme d’une matrice
diagonalisable et d’une matrice nilpotente.

c¢) La réduction de Jordan : transformer une matrice en une matrice diagonale par

blocs.

2.4.1 'Trigonalisation

On rappelle qu'une matrice A = (a; ;) est triangulaire supérieure si a; ; = 0

1<i,j<n

dés que v > j :

a1 Aairz - ain
0 a2 2
A=
Ap—1,n
0 0 ann

Les coefficients sous la diagonale sont tous nuls. Ceux sur la diagonale ou au-dessus
peuvent étre nuls ou pas.

Définition 2.4.1.

- Une matrice A € M, (K) est trigonalisable sur K s’il existe une matrice inversible
P € M,(K) inversible telle que P71 AP soit triangulaire supérieure.

- Un endomorphisme f de E est trigonalisable s’il existe une base de F dans laquelle
la matrice de f soit triangulaire supérieure.

Théoréme 2.4.1. Une matrice A € M,,(K) (resp. un endomorphisme f ) est trigona-
lisable sur K si et seulement si son polynome caractéristique pa (resp. py ) est scindé
sur K.

Démonstration.
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- =. Si [ est trigonalisable, il existe une base de FE dans laquelle la matrice de f sécrit

11 Q12 - a1n
0 a9 2
A= '
anfl,n
0 0 (n.n

On a alors

pr(X) = xa(X) = [ ] (ais — X)),

i=1
ce qui prouve que py se décompose en produit de facteurs linéaires dans K[X].
e <. La démonstration se fait par récurrence sur la dimension n de ’espace vectoriel
E.Sin=1,i n’y a rien & démontrer. Supposons le résultat vrai pour n — 1,n > 2
étant arbitrairement fixé. Le polynéme p; ayant au moins une racine dans K, notons A
I'une d’entre elles et v; un vecteur propre associé. Soit F' I’hyperplan supplémentaire
de la droite Kovy : on a donc E = Kv; @ F. On considére alors une base (v, v, ..., v,)

de E avec, pour 2 < ¢ < n,v; € F. La matrice de f dans cette base s’écrit

A

0

0

ol B est une matrice carrée de taille (n — 1) x (n —1). On a
pp(X) = (A — X)det (B~ XI,_) = (A — X)p(X)

Notons ¢ la restriction de f & F : la matrice de g dans la base (vs,...,v,) est égale &
B. Par hypothese de récurrence, g (et donc B ) est trigonalisable : en effet, py(X) =

(A=X)p,y(X), et comme py est supposé scindé sur K, p, est également. Par conséquent,

il existe une base (ws,...,w,) de F' dans laquelle la matrice de g est triangulaire
supérieure.
Ainsi, dans la base (vy, ws,...,w,), la matrice de f est triangulaire supérieure.

Exemple 2.4.1.
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Soit
1 4 —2
A=1 0 6 -3 | € M3(R).
—1 4 0

Démontrons que A est trigonalisable sur R et trouvons une matrice P telle que P~*AP
soit triangulaire supérieure.
Solution

le polynéme caractéristique de A :

1-X 4 —2
paX)=| 0 6-X -3 |=-=03B-X)2-X)
—1 4 —X

Comme py4 est scindé sur R, la matrice est trigonalisable sur R.

Les racines du polynéme caractéristique sont les réels 3 (avec la multiplicité 1), et 2
(avec la multiplicité 2 ).

Déterminons les sous-espaces propres associés.

Soit E3 le sous-espace propre associé a la valeur propre simple 3 : E3 = {v = (z,y,2) € R? |

Av = 3v}

r+4y —2z =3z
v E By <= Av = 3v <— 6y —3z =3y <Sr=y=2

—r+4dy =3z

Es est donc la droite vectorielle engendrée par le vecteur v; = (1,1, 1).
Soit E; le sous-espace propre associé a la valeur propre double 2 : By = {v = (z,y,2) € R? |

Av = 2uv}

r+4y —22 =2z
V€ By &= Av =20 = 6y —3z =2y —
—r+4y =2z
E5 est donc la droite vectorielle engendrée par vo = (4,3,4). La dimension de Fj est

égale a 1 alors que la multiplicité de la valeur propre 2 correspondante est égale a 2 .

Par conséquent, on sait que la matrice A ne sera pas diagonalisable.
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Soit v3 = (0,0,1). Les vecteurs (v, vq,v3) forment une base de R®. La matrice de

passage (constituée des v; écrits en colonne) est

1 40 -3 4 0
P=|130 et Pl'=| 1 —10
1 4 1 -1 0 1

On a Av; = 3u; et Avg = 2uy. 1l reste & exprimer Avs dans la base (v, vg, v3) :

AU3 = A(O, 0, 1) = (—2, —3, 0) =-2 (—3’01 + vy — 03) -3 (4U1 — 'UQ) = —61]1 + vy + 2U3

Ainsi, ’endomorphisme qui a pour matrice A dans la base canonique de R® a pour

matrice T dans la base (v, v, v3), ol

3 0 —6
r'=102 1
00 2

Lemme des noyaux 2.4.1.

Soit f un endomorphisme de E. Soient P et () des polynomes de K[X], premiers entre

eux. Alors :
Ker(PQ)(f) = Ker P(f) @& Ker Q(f)
Démonstration.

Soient P et (Q deux polyndmes premiers entre eux. Alors, d’aprés le théoréme de Bé-
zout, il existe des polynémes A et B tels que AP + B() = 1. On a donc, pour tout

endomorphisme f :
A(f) o P(f) + B(f) 0 Q(f) = idg
Autrement dit, pour tout z € E :

A(f) o P(f)(x) + B(f) o Q(f)(x) = .

Montrons que Ker P(f) N KerQ(f) = {0}.
Soit x € Ker P(f) NKer Q(f). On a
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donc z = 0, ce qui prouve Ker P(f) NKerQ(f) = {0}.
Montrons que Ker(PQ)(f) = Ker P(f) + Ker Q(f) par double inclusion. Preuve de
Ker(PQ)(f) C Ker P(f) + Ker Q(f) Soit z € Ker(PQ)(f). On a, toujours en raison

du théoreme de Bézout,
z=A(f) o P(f)(x) + B(f) o Q(f)(x).
Montrons que A(f) o P(f)(z) € Ker Q(f). En effet :
Q(f) o A(f) o P(f)(x) = A(f) o P(f) o Q(f)(z) = A(f) o (PQ)(f))(x) =0

On a utilisé que les polynémes d’endomorphisme en f commutent et que (PQ)(f)(z) =

0. De méme, B(f) o Q(f)(x) € Ker P(f). Ainsi,

x = A(f) of(f)(x2+ﬁ(f) o Q(f)(z),

-~

eKer Q(f) €Ker P(f)

et donc x € Ker P(f) + Ker Q(f).
Preuve de Ker P(f) + Ker Q(f) C Ker(PQ)(f).
Soient y € Ker P(f) et z € Ker Q(f). Alors :
PQ(f)(y+2) = Q(f) o P(f)(y) +P(f) o Q(f)(2) = 0,

—— ——
=0 =0

et donc y + z € Ker(PQ)(f).

Conclusion : Ker(PQ)(f) = Ker P(f) & Ker Q(f).

Sous-espaces caractéristiques

Nous avons vu que, lorsque f est diagonalisable, on a :

E =E\ & ---®E,, avec E), = Ker (f — \iidg), le sous-espace propre associé a la
valeur propre \;.

Nous allons démontrer que méme si f n’est pas diagonalisable, mais si son polynéme

caractéristique est scindé sur K, on peut écrire
E =Ker (f — \idg)™ & --- @ Ker (f — A\ idg)™"

ou m; est la multiplicité de la valeur propre \; comme racine du polynéme caractéris-

tique de f.
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Définition 2.4.2.
Soit f un endomorphisme de E. Soit A une valeur propre de f et soit m sa multiplicité
en tant que racine de py. Le sous-espace caractéristique de f pour la valeur propre A

est

Ny =Ker ((f — Mdg)™) .

Pour A valeur propre de f, on a E) C Ny, car Ker (f — Mdg) C Ker (f — )\idE)k quel
que soit £ > 1.

Théoréme 2.4.1.

Soit f un endomorphisme de E tel que ps est scindé sur K.

Notons ps(X) = £ (X — A\)™ - (X—= X\)™ et, pour 1 < i < r, Ny, le sous-espace
caractéristique associé a la valeur propre A;. Alors :

1. Chaque N,, est stable par f.

2. =Ny @---DN,,.

3. dim N, = m;.

Démonstration.

L st * € Ny =Ker(f — \dg)™. On a(f — Mdg)" () = 0.0r
. Soi

(f = Aidp)™ o f(z) = f o (f — Adg)™ (z) =0,
d’ou f(z) € N,.

2. C’est une application du lemme des noyaux. On rappelle que
pp(X) = £ (X = A)™ - (X = A)™

Les polynomes (X — \;)™" sont premiers entre eux puisque les valeurs propres sont

distinctes. Par le lemme des noyaux, on obtient
Kerps(f) = Ker (f — Midg)™ @ -+~ @ Ker (f — M idg)™ = Ny, @ --- © Ny, .

Or, d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, on a ps(f) = 0, donc Ker ps(f) = E, d’otr
le résultat.

3. Notons g; = fin, pour 1 < i < r. Pour i # j, Ny, N N,, = {0}. Or E);, C N,,, donc
la seule valeur propre possible de g; est \;. Le polynéme caractéristique de g; est scindé

(car il divise celui de f ) et sa seule racine est la seule valeur propre de g;, c’est-a-dire
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Ai. Ainsi, pg, (X) = £ (X — X\)™ (ot n; = dim N,,) . De plus,
E(X =)™ (X =A™ = pp(X) = pg, (X) - pg, (X) = £ (X = A)™ - (X = A)™

D’ot, en identifiant les exposants des facteurs irréductibles, n; = dim N; = m;, pour
1<e <.

Théoréme 2.4.3.

Soit f un endomorphisme de E tel que py soit scindé sur K. Alors il existe un unique
couple (n,d) d’endomorphismes tel que :

1) n est nilpotent et d est diagonalisable,

2) f=n+d,

3)nod=don.

De plus, on pourrait montrer que d et n sont des polynomes en f. En particulier, si
K = C, cette décomposition existe toujours. Le théoréme peut encore s’écrire :
Théoréme 2.4.4.

Pour toute matrice A € M, (K) ayant un polynéme caractéristique scindé sur K, il
existe une unique matrice N nilpotente et une unique matrice A diagonalisable telles
que

A=N+A e NA=AN

Pratique de la décomposition;

La méthode pour trouver la décomposition de Dunford d’une matrice A € M, (K)
consiste a suivre les étapes de la preuve.

1) On calcule le polynéme caractéristique p4 de A : il doit étre scindé. On calcule ses
racines, qui sont les valeurs propres de A.

2) Pour chaque valeur propre A, de multiplicité m comme racine de p4, on note
N, = Ker (A — \I,)". C’est un espace vectoriel de dimension m. On détermine m
vecteurs formant une base de N,. L’union de toutes les bases B) des N, forme une
base B = (vy,...,v,) de K".

3) On définit 'endomorphisme d par d (v;) = Av; pour chaque v; € Ny. (Dans la base
B, la matrice de d est diagonale.) On note By = (ey,...,e,) la base canonique de K”.
(A est la matrice de 'endomorphisme f dans la base By.) A sera la matrice de d dans

la base By, c’est-a~dire que les colonnes de A sont les coordonnées des d (e;) exprimées
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dans la base (eq,...,e,).
4) On pose N = A—A. Par la démonstration du théoréme (2.4.2), A est diagonalisable,
N est nilpotente et AN = NA. La matrice de passage P de la base B vers la base

canonique B, transforme A en une matrice diagonale D = P~!AP.

Exemple 2.4.1.

Calculons la décomposition de Dunford de la matrice

111
A=]01 1 | € M3R)
00 2
Evitons le piege d’écrire :
100 011
A=l 010 |+ 001
00 2 000
D N

D est diagonale (donc diagonalisable) et N est nilpotente, mais on peut vérifier que les
matrices ne commutent pas : DN #* ND.
Calculons maintenant la décomposition de Dunford de A.

1. Le polynome caractéristique p4 est égal a
1-X 1 1
pa(X) =det (A - X13) = 0 1—X 1 = (X -1)*(X —-2)
0 0 2—X
Nous avons donc deux valeurs propres qui sont A\; = 1 et Ay = 2. La valeur propre 1
est de multiplicité m; = 2, alors que, pour la valeur propre 2, ms = 1.
2) On note N; = Ker (A — I3)? et Ny = Ker (4 — 213).

L’espace vectoriel R? s’écrit comme somme directe
R3 = Ker (A — I3)* @ Ker (A — 21I5)

Déterminons ces sous-espaces caractéristiques.

Calcul de N, = Ker (A — I3).
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On sait que c’est un espace vectoriel de dimension m; = 2. On calcule

01 1 00 2
A-Is;=10 0 1 (A-I)?*=10 0 1
00 1 00 1

Ainsi Ny = Ker (A — I3)* est le plan vectoriel engendré par les vecteurs vy = (1,0,0)
et vy = (0, 1,0). Donc
Ny = Ker (A — I3)? = Ru; + Ruy

Au passage, notons que la matrice A n’est pas diagonalisable : en effet, la valeur propre
1 est de multiplicité 2 , mais F; = Ker (A — I3) = {v € R* | Av = v} est de dimension
seulement 1 ( en fait F; = Ruy).

Calcul de Ny = Ker (A — 2I3). On sait que c’est un espace vectoriel de dimension
me = 1.

Pour déterminer le noyau Ker (A —213) = {v € R? | Av =20}, si v = (x,9,2), on
résout :

Le sous-espace Ny = Ker (A — 21[3) est donc la droite vectorielle engendrée par le
vecteur vz = (2,1,1) : Ny = Rus

La famille B = (vy, v, v3) est une base de R? :

Rg :RUIEBR'UQEBRvg .
—— =~

N Na
3) On définit 'endomorphisme d par d(v;) = v1,d (v2) = ve( car vy,vy € Np) et
d (v3) = 2v3 (car v3 € Ny ).

Dans la base B, la matrice de D est donc la matrice diagonale

1 00

D=1010

00 2
. Or nous voulons la matrice de D dans la base canonique By = (e, e, e3). (Les calculs
vont étre assez simples car e; = vy et ey = v9. ) d(e1) = d(1,0,0) = (1,0,0) = e;.

d(ez) = d(0,1,0) = (0,1,0) = es.
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On awvy=(2,1,1) = 2e; + €2 + e3 et aussi e3 = (0,0,1) = —2v; — vy + v3. Donc

10 2

A=DMatg,d=| 0 1 1

00 2

4) On pose

01 -1

N=A-A=|[00 0

00 O
La décomposition de Dunford est A = A + N. La preuve du théoréme de la décompo-
sition affirme que A est diagonalisable, N est nilpotente et AN = NA (c’est un bon

exercice de le vérifier a la main).

On note P la matrice de passage de la base By vers la base B.P contient donc, en
colonnes, les vecteurs de la nouvelle base B = (vy, v, v3) exprimés dans ’ancienne base

By = (e1,€2,e3). Comme v; = e1,vy = ey et v3 = 2e1 + €3 + e3, alors

10 2
P=1011
0 01
10 -2
et on calcule P! = 0 1 —1 |. Sibesoin, on peut diagonaliser A :
00 1
1 00

D=P'AP=]101 0

00 2
Application au calcul de puissance.

La décomposition de Dunford est utile pour calculer les puissances d’une matrice.
Nous verrons d’autres applications dans le chapitre « Systémes différentiels ~. Voyons
les étapes pour calculer AP, ou A € M, (K) :

1. Ecrire la décomposition de Dunford A = A + N.

2. Diagonaliser A : D = P~'AP avec D matrice diagonale. Comme D est une matrice

diagonale, on calcule facilement D¥, pour tout k > 0.
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3. On note N’ = P7INP. La matrice N’ est encore une matrice nilpotente. On calcule
les puissances successives N2, N3, ... sachant qu’a partir d’'un certain rang tous les
N'* sont nuls.

4. Comme D et N’ commutent (car A et N commutent), alors on applique la formule

du bindme de Newton :

p
(D+ N’ =
k=0

p Dp—kN/k )

On a vu qu’a partir d’un certain rang les matrices N’* sont toutes nulles. La somme a

donc peu de termes non nuls.
5.0naA=A+N=PDP '+ PNP'=P(D+N)P.
Donc A? = (P (D + N') P)" = P(D + N')? P~
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2.5 Séries d’exercices.

Exercice 2.1.1.

On considére la matrice réelle

3 —2 —1
A=13 -1 1
6 3 —2

Calculer son polynéme caractéristique et son carré. En utilisant Cayley Hamilton, trou-
ver son inverse.

Exercice 2.1.2.
3 —4 4

Trouver les valeurs propres de f canoniquement associée de matrice | 1 —1 &

0 0 2

Exercice 2.1.3.
Calculer les valeurs propres et déterminer les sous-espaces propres associes a les vecteurs

propres de la matrice :

4 -2 =2
A= -2 4 =2
-2 =2 4

Exercice 2.1.4.

Etudier la diagonalisation de la matrice

3 =20
A=1 -2 3 0
0 0 5

Exercice 2.1 5.

Les matrices suivantes sont-elles semblables 7, diagonalisables ?

100 1 00 110
010}, 1101}, 120
01 2 0 0 2 0 01
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Exercice 2.1.6.

Déterminer les puissances et les racines carrées de la matrice

1 2 3
A=101 2
0 01
Exercice 2.1.7.
Soit M la matrice réelle 3 x 3 suivante :
0 2 -1
M = 3 -2 0
-2 2 1

1. Déterminer les valeurs propres de M.
2. Montrer que M est diagonalisable.
3. Déterminer une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

4.0na D = P 'MP, pour k € N exprimer M* en fonction de D*, puis calculer M*.
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Chapitre 3

Réduction de Jordan

3.1 Matrice de Jordan

. Définition 3.1.1.

Un bloc de Jordan est une matrice de la forme

A1 0 O
0 A -0
J(A) = € M,(K)
1
0 ... 0 A

avec A € Ket p > 1.
Définition 3.1.2.

Une matrice de Jordan est une matrice diagonale par blocs de la forme

L) o o] o
O Lo o
0 0 9,
0 o | 0|J(\)

ou les J; (\;) sont des blocs de Jordan.

La notation O désigne une matrice nulle (elles peuvent étre de tailles différentes).
Remarque 3.1.1.

Les blocs de Jordan peuvent étre de tailles différentes, et les valeurs \; € K sont quel-

conques (certaines d’entre elles peuvent étre égales).
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Exemple 3.1.1

voici une forme (exemple) de matrice de Jordan

-3 110 0 01]0({0 0O
0 -3,0 0 O01]0[0 0O
o 0/-3 1 01]0[{0 0O
0o 0,0 =3 1]0[{0 00
0O 0}0 0O —=3|0({0 00
0O 0}0 O 01]2(000
0o 0,0 O O01]0|510
0O 0,0 O O01]0]0 51
o 0,0 O O01]0[|0 0 5

Elle est formée de :

- un bloc de Jordan 2 x 2 associé a la valeur propre —3,

- un bloc de Jordan 3 x 3 associé & cette méme valeur —3,

- un bloc de Jordan 1 x 1 associé a la valeur 2 ,

- un bloc de Jordan 3 x 3 associé a la valeur 5 .

Théoréme 3.1.1.

Si A € M,(K) a son polyndme caractéristique scindé sur K, alors A est semblable sur
(K) a une matrice de Jordan, appelée réduite de Jordan de A. Il existe donc P € M,,(K)

inversible telle que

Ji | OO0
P'AP=1| O
OO0 |J

ou les J; sont des blocs de Jordan.

Voici une méthode basique pour trouver la réduite de Jordan d’une matrice A €
M,,(K), ainsi qu’une matrice de passage :
1) Calculer le polynéme caractéristique et les valeurs propres de A.
2) Pour chaque valeur propre A, calculer le sous-espace propre E) = Ker (A — \I[,,) et

trouver une base de E\. Le nombre de blocs de Jordan associés & A est dim E,.
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3) Pour chaque vecteur propre de la base de E), on construit le bloc de Jordan associé :
a) Si v; € E) est un vecteur propre de la base de E), alors on cherche v, € K™ tel que
(A= M,) vy =1

b) Puis on cherche s'il existe vy € K" tel que (A — AI,) vz = vs.

c¢) On arréte le processus lorsqu’il n’y pas de solution.

d) On a Avy = Avy, puis Avg = vy + Avg, ..., Av, = v,1 + A,

e¢) Donc, dans le sous-espace engendré par ces (v, vs, ..., v,), la matrice associée a A,

dans cette base, est exactement le bloc de Jordan :

A1 o0 0
0 A 0

J(A) =
1
0 ... 0 A

f)On peut aussi savoir quand s’arréter en utilisant le fait que le bloc de Jordan est
toujours d’une taille p inférieure ou égale a la multiplicité de A\ comme racine du
polynoéme caractéristique (et méme du polynéme minimal).

5) On recommence avec v}, un autre vecteur de la base de E) : on construit vj, v4, ... ce
qui conduit & un autre bloc de Jordan pour la valeur A\. On procéde ainsi de suite pour
tous les vecteurs de la base de E) et ensuite bien sur pour les autres valeurs propres.
Exemple 3.1.1.

Soit

A= -3 -1 3 | € M(R)
Calculons sa réduite de Jordan J et une matrice de passage P telle que P~1AP = J.

Solution

1) On calculons le polynéme caractéristique de A :

4—X 3 -2
pa(X)=det(A-XL)=| -3 —1-X 3 |=—-(X+1)(X-2)?
2 3 -X

46



3.1. MATRICE DE JORDAN CHAPITRE 3.

Il y a donc deux valeurs propres : —1 et 2 .
2) Valeur propre —1. La valeur propre —1 est de multiplicité 1. Le sous-espace propre
associé

E1=Ker(A+1I3) ={ve

R3 | Av = —v}seradedimensionl.Aprscalculs, ontrouvequeE_; = Rvy otvy = (—1,1, —1).
Comme la multiplicité de —1 comme racine de pa(X) est 1, alors la valeur propre —1
sera juste associée a un bloc de Jordan de taille 1 x 1.

3) Valeur propre 2 . La valeur propre 2 est de multiplicité 2. Il faut déterminer le

sous-espace propre associé
Ey =Ker (A —2I3) = {v e R® | Av = 2v}

Aprés calculs, on trouve que Fy = Rug ot vy = (1,0, 1).

Comme FEj5 est un espace vectoriel de dimension 1 , alors que 2 est racine de multiplicité
2 , la matrice A n’est pas diagonalisable et on sait alors que la valeur propre 2 sera
associée a un bloc de Jordan de taille 2 x 2.

4)Bloc de Jordan. On cherche vz € R? tel que (A — 213) v3 = vy. Sivg = (x,v, 2) alors :

2 3 =2 x 1 20+ 3y —2z=1
2z
(A-2I3)v3=vy <= | -3 -3 3 y |=10 |1 -32-3y+32=0 <
2 3 =2 z 1 20+ 3y —2z=1
r=-1+4+z2
<~
y=1
En prenant par exemple z = 0 (n'importe quelle valeur conviendrait), on choisit

vs = (—1,1,0).
5) Matrice de Jordan. Dans la base (vq, v, v3), on a
Avy = —vy, Avg = 20y, et comme (A — 213) v3 = vy alors Avs = vy + 2v3.

La matrice associée & A dans la base (vy,v2,v3) est donc :

-1 0 0
J= 0 21
0 0 2
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Autrement dit, J = P71AP ou P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs

v1, U9, U3 exprimés dans la base canonique :

-1 1 -1
P = 1 0 1
-1 1 0
1 1 -1
etona Pl= 1 1 0
-1 0 1
Exemple 3.1.2.
Soit
5 0 4 -2 -3
-2 3 -3 2 4
A= 0 0 3 0 0 [eM®
0o 0 0 3 1
1 0 2 -1 1

Calculons sa réduite de Jordan J.

Solution
1) Le polynome caractéristique de A vaut

pa(X) =det (A - XI;) =--- = —(X —3)°.

Il y a donc une seule valeur propre : A = 3.
2) Valeur propre 3. La valeur propre 3 est de multiplicité 5. Il faut ensuite calculer le

sous-espace propre associé :

Ey = Ker (A —3I5) = {v e R | Av = 3v}
. On calcule A — 315, et on trouve une base (v, v3) de Fj :
v =(0,1,0,0,0) et w3 =(1,0,0,1,0).

Ainsi dim E3 = 2 alors que la multiplicité de \ est 5.

La matrice A n’est pas diagonalisable. Il y aura donc deux blocs de Jordan associés a
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la valeur propre 3. (Cela peut étre un de taille 1 x 1 avec un de taille 4 x 4, ou bien
2 x 2 avec 3 X 3.)

Matrice de Jordan.

On cherche si on peut trouver vy € R® tel que (A — 315) vo = v;. Une solution possible
est vy = (—2,0,1,0,0). Le processus s’arréte 14, car il n’y a aucune solution v au sys-
téme (A — 3[5)v = vy. (En effet, la troisiéme ligne de A — 315 est nulle, alors que la
troisiéme coordonnée de vy ne l'est pas.)

On obtient donc un bloc de Jordan2 x 2.

On fait le méme travail pour 'autre bloc de Jordan, en partant du vecteur vy =
(1,0,0,1,0) € E3. On cherche maintenant vy € R5 tel que (A — 3[5) vy = vs. Apres
calculs, on trouve vy = (2,0,0,0,1). On cherche vs tel que (A — 315) vs = v4. On trouve
vs = (—3,0,2,0,0). Le processus s’arréte 1a, ce qui correspond a un bloc de Jordan de

taille 3 x 3.

On a Avy; = 3vy, Avy = vy + 3vg, Avs = 3v3, Avy = v3 + 3uy, Avs = v4 + 3u5

Dans la base (vy,va,v3,v4,v5), la matrice associée a A est :

3 1{0 0 0
0 3{0 0 O
J=100[3 10
0 0j]0 3 1
0 00 0 3

Ainsi J = P71'AP, ot la matrice P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs

vy, ..., 05 exprimés dans la base canonique.

3.2 Exponentielle d’'une matrice

La série entiére qui définit ’exponentielle d’'un nombre réel, ou complexe, est aussi

convergente pour une matrice. Ainsi, si A est une matrice carrée, ’exponentielle de A
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est définie par

+00An
eXP(A):ZH
n=0
A2 A"
=I+A+—+-+—+...
21 n!

Proposition 3.2.1.

L’exponentielle de matrice vérifie les propriétés suivantes :

1 exp(A) est toujours une matrice inversible.

2 On a en effet la relation exp( A)exp(-A) = exp(0) = Id.

L’identité fonctionnelle de la fonction exponentielle, a savoir exp (A+B) = exp(A) exp(B),
n’est plus toujours vérifiée.

3. En revanche, on sait qu’elle a lieu si A et B commutent, c’est-a-dire si AB = BA. If

est facile de calculer ’exponentielle d'une matrice diagonale :

aq 0

(6) 0

on a exp(A4) =

Plus généralement, si 'on souhaite calculer I’exponentielle d'une matrice, on réduira

d’abord cette matrice sous forme de Jordan.

3.3 Applications de la diagonalisation

it,A est une matrice diagonalisable, {1, Ag, ........... an} , Uensemble de ses vecteurs
propres et P une matrice inversible telle que; D = P~'AP
1. Calcul des puissances d’une matrice diagonalisable ou trigonalisable.
Soit A € M, (R). On veut calculer A* pour tout entier & > 1. Cas ou A est digonali-
sable. Alors A = PDP~! ot P est inversible et D est diagonale.
Dans ce cas A¥ = PD¥P~!. De plus si
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A0 0 0

0 X O 0
D p—

0 0 A1 O

0 0 0 A\,

alors :

)\’f 0 0 0

0 X o 0
DF = |

0 0 )\’; . 0

o 0 --- 0 M

Cas ou A n’est pas diagonalisable mais est trigonalisable.

On peut écrire A sous la forme A = PTP~! ou P est inversible et T est triangulaire.
Comme dans le premier cas, A¥ = PT*P~!. La matrice T* est formée de blocs diago-
naux du type T; = \;Id + N; avec N = 0. Il ne reste plus qu’a calculer TF.

On a (rappelons que Cf = ﬁ) :

Suite définie par une relation de récurrence.

Remarque 3.2.1.

Soit (un)nEN une suite définie par une récurrence d’ordre p : Vn > 0, Up4p = ap_1Unip-1+

-+ -+ apu,. Cette relation peut s’écrire matricielle-ment.

Soit :
a/pf]_ a/p72 .. PR G/O
Un4p—1
1 0 0 0
Upytp—
VneNU,=| " ot M=| o
' 0
Un,
0 0 1 0

Alors, pour tout n > 0,U,,.1 = MU, donc U, = M"Uj

Pour expliciter la suite U,,, on peut donc diagonaliser M, si elle est diagonalisable, en
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peut calculer ses puissances si non en passe a la procédure de la trigonalisation.

Exemple 3.2.1.

3 1 0
Soit A = —4 -1 0
4 8 =2

1. Vérifier que A n’est pas diagonalisable.
2. Déterminer Ker(A — I)2.

3. Montrer que A est semblable a une matrice de la forme
a 0 0

0 b c

0 0 b
4. Calculer A™ pour n entier naturel donné.

Solution
Loxa=—-Q2+X)(B-X)(-1-X)+4)=—-(X+2)(X?-2X+1)=—(X +2)(X —1)%.
A diagonalisable = dim(Ker(A—1))=2=1g(A—-1)=1

ce qui n’est pas. Donc A n’est pas diagonalisable

0 1
De plus, E_5 = Vect (e1) oie; = | 0 et By = Vect (eg) olleg = | —2
1 —4
2 1 0 2 1 0 0 0 0
2.(A=1?=| -4 -2 0 —4 -2 0 = 0 0 0 | et donc Ker(A—T)?
4 8 -3 4 8 -3 —36 —36 9

est le plan d’équation 4o + 4y — 2z =10 .
3. Onnote fl'endomorphismedeR?

dont la matrice dans la base canonique de R3 est A.

Le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON et le théoréeme de décomposition des noyaux
permettent d’affirmer

M;3(R) = Ker(A + 21) & Ker(A — I)?

De plus, chacun des sous-espaces Ker(A + 21) et Ker(A — I)? étant stables par fla
matrice de f dans toute base adaptée a cette décomposition est diagonale par blocs.

Enfin, Ker(A — I) est une droite vectorielle contenue dans le plan Ker(A — I)? et en
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choisissant une base de Ker(A — I')? dont I'un des deux vecteurs est dans Ker(A — I),

la matrice de f aura la forme voulue.

0 1 1
On a déja choisie; = | 0 etes =1 —2 puis on prend e3 = | —1 | . On note
1 —4 0
0 1 1
P=10 -2 -1
1 -4 0
-2 0 0
0 1 x . Plus précisément
0 0 1
3 1 0 1 1 1
Aez—es=| —4 -1 0 -1 (-] -1 |=| -2 |=e
4 8 =2 0 0 —4
et donc Aesz = ey + e3 puis
0 1 1 —4 —4 1 -2 00
A=PTP'ouP=|0 -2 -1 [,P'=] -1 -1 0 |[etT=] 0 11
1 =4 0 2 1 0 0 01

4. Soit n € N. Posons T'= D + N ou D = diag(—2,1,1) et N = Ey3.
On a ND = DN et N? = 0. Puisque les matrices D et N commutent, la formule du

bindme de Newton permet d’écrire

T" = D" +nD" 'N = diag ((—2)",1,1) + ndiag ((—2)""",1,1) By 3 = diag ((—2)",1,1) + nEs3

(=2) 0 0
= 0 1 n
0 0 1

Puis
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0 1 1 (=2) 0 0 —4 —4 1
A"=PT"P ' =1 0 —2 —1 0 1 n -1 =10
1 -4 0 0 0 1 2 1 0
0 1 n+1 —4 -4 1 2n+1
= 0 -2 —2n—-1 -1 -1 0 | = —4n
(=2)" —4 —4n 2 1 0 —4(=2)" —=8n+4 —4(-2)"—4dn+4 (-
2n +1 n 0
VneN A" = —4n —2n +1 0

—4(=2)" —8n+4
Exemple 3.2.2.

On reprend 'exemple du paragraphe précédent :

-8 1 5
A= 2 -3 -1
—4 1 1
On a A= PTP ! avec
—4 -3 0 1 11 1
1
T=]1 0 -4 0 |.P=| -1 11 ,P‘1:§ 2
0O 0 =2 1 01 -1
Alors AF = PT*p—1,
7 0
De plus T' = avec
0 T
-4 -3
TIZ »TQZ(_2)
0 —4
De sorte que
k
T v 0
0 T}

On calcule T} : Ty = —4Id + Ny avec N} = 0.

Comme —41 et N; commutent on a :

TF = (=4Id 4+ N,)* = (=4)FId + k(—4)* ' N,

—4(=2)" —dn+4 (=2
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c’est-a-dire

T =
0 (="
et ainsi
(—4)F =3k(-4)*1 0
TF = 0 (—4)k 0

0 0 (—2)*

On termine en calculant A* = PTkP—1 .
(=) =3k = 6) + (=2)* 1 2(—4) " = (=2 (—4)MBE+4) + (-2

AP = (F)BE = 2) + (<2 2= = (2R ()R (k) + (-2)F

(=M H(=3k = 2) + (=2) 71 2(=4) 1 — (=2)F! (=) (3k) + (—2)*
Exemple 3.2.3.

Tn Tpat 3T, + 2y, — 22,
1)Soitn € N.Enposant: X, = | 4, [,ona:Xppi=| you | = =12, + 0y, + 12,
Zn Zni1 lz, + 1y, + 0z,
3 2 =2
-1 0 1 Xy,
1 1 0

2) D’apreés l'exercice 1, la matrice A est trigonalisable et la décomposition de Jordan

de cette matrice est :

1 10 2 11
A=PJPltavecJ=] 01 0| etP=]| -1 0 0
00 1 1 01
3) Pour tout n € N, on en déduit que : A" = PJ"P~!. On doit donc chercher la
010
puissance n de la matrice J ; pour cela, on la décomposeen: I+NouN=| 0 0 0
000

est une matrice nilpotente d’indice 2. Comme les matrices I et N commutent, on utilise

la formule du binéme de Newton de sorte que :

i 100 0n 0 1 n 0
mn
J":Z N rmb=T14+naN=1010 |+l 00o0f|=]010
k=0
00 1 000 00 1
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et on en déduit que :

2 11 1 n 0 0 -1 0 2 2n+1 1 0 -1
A= -1 0 0 010 1 1 -1 = -1 -n O 1 1
1 01 0 0 1 0 1 1 1 n 1 0 1

4) On montre une récurrence immédiate sur n € N que : X,, = A" Xj donc on peut en

déduire 'expression explicite de X,

2n+1 2n  —2n (2n + 1)z + 2nyo — 2nzo
VneN, X, = -n l1l—-m n Xo=| —nxo+ (1 —n)yo+ nz
n n 1-—n nxo + nyo + (1 —n)zo

ou encore :
= (2n + 1)z + 2nyo — 2nzo

Vn € N, Yn = —nxo + (1 — n)yo + nzo

zn =nxo +nyo + (1 —n)zg
3.4 Reésolution d’équations différentielles

3.4.1 Equation homogéne 1

Pour toute solution de équation 2/(t) = Az(t) on a ¢ df,ﬁt AFx(t). La série de
Taylor de z(t), Y-¢ L2(0) s’écrit donc Y LA™, ont v = z(0).
Proposition.3.4.1.

Soit A € M,(C) et v € C". La série ) ° £ A" converge normalement sur tout inter-
valle fini de R. La somme de cette série ¢(t) = Yo" £ A" est dérivable par rapport a
tet got) = Ap(t)

En particulier, pour toute matrice A la série Y o & 4% converge (absolument).
Corollaire 3.4.1.

La série (a coefficients matriciels) >~ ° %A” converge normalement sur tout intervalle

fini. Sa somme e est dérivable par rapport a ¢ et Zetd = AetA,
p pp at

Corollaire.3.4.2. existence.
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3.4. RESOLUTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES CHAPITRE 3.

Pour v € K™, p(t) = e est une solution de I'équation 2’ = Az vérifiant la condition
initiale ¢(0) = v.

Unicité de la solution.

Soit ¢(t) une solution quelconque vérifiant p(0) = v. Posons t(t) = e *4p(t). La déri-

—tAGtA, — o

vation donne v/(t) = 0, d’ott ¥(t) = v. Si on prend e!v comme (t) on a e
ce qui est valable quelque soit v. Donc e *et4 = Id, e * est 1 ’inverse de e*4. Finale-
ment,

() = e p(t) = v entraine ¢(t) = v
. Cas général. Soit A =D + N la décomposition de Dunford et N+ = 0. Alors

et = e PHN — (1P (I +tN +EN?/20+ .+ NI

3.4.2 Equation non homogéne 2.

méthode de la variation des constantes.

On consideére ’équation non-homogene :

dx
%(t) = Ax(t) + b(t)

Toute solution de ’équation non-homogéne ' = Az + b(t) est la somme d’une solution

particuliére et d’une solution de I’équation homogéne 3y’ = Ay On cherche la solution

z(t) sous la forme z(t) = ey(t). On obtient pour y(t) I'équation y/(t) = e~*b(t), d’ou
. t g

la solution y(t) =y (to) + [, e Ap(s)ds

On remarque que y (o) = e~04x (to).

Exemple 3.4.1.

Résoudre le systéme différentiel 2/(t) = Ax(t), avec A =
2 4

Solution :

On calcule les valeurs propres de A, on obtient
)\1 - 2, )\2 - 3,

on calcule des vecteurs propres associés, on obtient




3.4. RESOLUTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES CHAPITRE 3.

donc si on note

ona A= PDP~! donc
2'(t) = Ax(t) <= P '2'(t) = DP'a(t).
Si I'on pose z(t) = P~'z(t), on a donc en utilisant I’exercice précédent :

21(t) = aye

29(t) = qpe®
On obtient enfin :

z(t) = Pz(t) < z1(t) = cae™ + age” , avec ajas € R
To(t) = —aye? — 2ape3
Exemple.3.4.2.
Mettre 'équation différentielle y” — 2y’ 4+ 2y = 0 sous forme d’un systéme différentiel
du premier ordre. Puis le résoudre dans C, comparer avec les résultats obtenus dans

l'exercice VI.10. Solution :

On pose y = 1,y = x9, on a alors :

y' =2y +2y =0+ & '(t) = z(t).
xh(t) = =2z (t) + 2x2(t) -2 2
La matrice A = admet 2 valeurs propres 1+1i et 1 —1, des vecteurs propres
-2 2
correspondants sont
1 1
Y = Yo =
141 1—1

On définit comme d’habitude P = (Y1Y3),2 = Pz. On résout

on obtient

2 (t) — a16(1+i)t

2(t)  agell—0t
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Enfin

(1+4)t (1—i)t

z1(t) = aze + e

r=Pz<— _ .
To(t) = ay (1 +1)e D 4 ay(1 — i)et D!

On retrouve bien sur y = x; et on vérifie que 3’ = xs.

Exemple 3.4.3.

Soit A la matrice

-1 2 2
1. Calculer le polynome caractéristique de A.
2. En déduire la valeur de exp(tA).
3. Résoudre le systéme différentiel
X1 (t) = 221 (t) + z3(t)
7y(t) = 1 (t) — wo(t) — 3(t)

zh(t) = —x1(t) + 2x2(t) + 223(¢)
Solution

1.Uncalculsansdi f ficultsmontreque;pa(X) = (X — 1)3.
2. Posons N = A — I5. Alors, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on a N3 = 0,
et donc N est nilpotent d’indice 3. Ceci facilite grandement le calcul de I'exponentielle

de N. En effet, on a

X "N 2

n=0

D’autre part, puisque tA = tl3 +tN et que tl3 et tN commutent, on a

t2
exp(tA) = exp (tI3) exp(tN) = ¢ <.[3 +tN + §N2> :
On en déduit
t+1 t2 2+t

exp(tA) = e t 2241 2t
—t P42 —tP+t+1
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3.S0it X(t)=(x1(t), z2(t), z3(t)) . Alors X (t) = exp(tA)X(0) .En notant X (0) = (a,b,c) ,

On trouve

z1(t) = a(t + 1)e' + bt?e' + ¢ (1* + t) e
zo(t) = ate! +b (12 =2t + 1) e’ +c(t? —t) et
23(t) = —ate! + b (—t?> +2t) e +c(—t> +t+ 1) ¢t
Exemple 3.4.4.

Le systeme d’équations différentielles peut s’écrire sous la forme matricielle X = AX

avec
x -3 3 2
X=|y et A= —4 4 2
z -4 3 3
Solution

La premiére étape de résolution consiste a déterminer si la matrice A est diagonalisable

et a la diagonsaliser le cas échéant. On détermine le polyndéme caractéristique de A :

p(A) = det(A — \I) = —4 4=\ 2

=(—3-XN)A4-XN)B-N)+3x2x(—4)+2x(—4)x3
—4(4 - x2-3%x2(-3-A)—-B3—-X) x—-4x3

=— A+ 402 —5A+2

= —(A—1)3*A\—2). (racines évidentes)
A admet donc une valeur propre double, 1, et une valeur propre simple, 2. Comme A
n’admet pas trois valeurs propres distinctes, on ne s ait pas encore si elle est diagonali-
sable ou non. On examine les sous-espaces propres associés aux valeurs propres 1 et 2
E : sous-espace propre associé a A =1

Pour déterminer F;, on résout I’équation matricielle en X : AX = 1.X, i.e. AX = X.
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En revenant aux notations "systémes d’équations", on obtient :

(—3x+3y+22:w
—4x + 4y + 22 = y soit
—4x +3y+22=0
—drx+3y+3z==2 —4dr+3y+22=0
—4r +3y+22=0

eq.a —4dr+3y+22=0

\
Cette relation nous donne deux degrés de liberté pour choisir les vecteurs de F; (par
exemple = puis y, z étant alors déterminé par la relation) qui est donc de dimension 2.
On choisit deux vecteurs libres (c’est & dire, pour 2 vecteurs, non colinéaires) qui en-

gendrent E;. On peut prendre :

1 0
0 | et 2
2 -3

A ce stade, comme on a déterminé que FE; est de dimension 2 et comme FE5 est né-
cessairement de dimension 1 (sous-espace propre associé & une valeur propre simple),
et que donc dim (E)) + dim (Ey) = 3, A est diagonalisable. On détermine un vecteur
propre de F, pour obtenir une base de vecteurs propres et la matrice de passage P
entre la base canonique de R? et cette base

FE5 - sous-espace propre associé a A = 2

De la méme maniére que pour Fp, on résout 1’équation matricielle en AX = 2X. En

changeant de notations, on obtient :

=3+ 3y +2z =2z —dx +3y+22=0
—4xr +4y+22=2y eqa —4r+4+2y+22=0
—4x + 3y + 3z =2z —4dr+3y+2=0
. rT=1Y
eq.a
z=ux
1

Comme vecteur de Ey, on prend | 1
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La matrice de passage entre la base canonique et la base de vecteurs propres s’écrit :

1 0 1
P=10 2 1
2 =3 1

On a A = P~'DP. En reprenant le systéme d’équations différentielles X = AX, on
obtient :
X =PDP'X.

Avec U le vecteur X exprimé dans la base de vecteurs propres, c’est-a-dire U = P71 X
eq.a PU = X, on a:
PU = PDU

eq.a U= DU

u (t)
Le vecteur U = | wy(t) | est donc solution de I'équation différentielle
us(t)
UL = Up
Uy = U9
Uz = 2u3
La résolution de ces équations différentielles séparées est maintenant trés aisée.

La forme générale des solutions est :

U1l (t) = Clet
’U/Q(t) = Cget
Ug(t) = Cgezt

avec C1, Cy et (3 trois constantes réelles.

Comme X = PU, on obtient au final :

z(t) = Cie' + Cze* z(t) = Che' 4+ Cse*
y(t) = 2Cse" + Cye* soit y(t) = 2C5et + Cge? Cy,Cy,Cs € R
z(t) = 2C1e" — 3Cse’ + Cye* 2(t) = (2C) — 3C,) ¢ + Cie
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3.5 Séries d’exercices

Exercice 3.4.1
1. Démontrer que (fy,. .., fn) est une base de E*.
2. On considére les deux éléments ¢ et 1 de E* définis par, pour tout P € E, ¢(P) =
P(1) et p(P) = P'(0).

Déterminer les coordonnées de chacune des formes ¢ et ¢ dans la base (fo, ..., fn)

Exercice 3.4.2.
(Interpolation de Lagrange) Soit R,,[X] 'espace vectoriel des polynomes réels de degré
< n. Soient ag, . .., a,.; nombres réels distincts.

1. Montrer que I’ensemble des polynémes { Lo, ..., L,} ou.

est une base de R, [X].

2. Montrer que les formes linéaires P — P (a;) pour i = 0,...,n forment une base de
(R,[X])", duale de la base {Lq, ..., L,}.

Exercice 3.4.3.

Soient ag, . . . , a, € R deux & deux distincts et g, ,p, les formes linéaires sur £ = R,,[X]
déterminées par ¢;(P) = P (a;) .

Montrer que la famille {¢y, ..., @,} est une base du dual de E.

Exercice 3.4.4.

Soit f qui & P élément de Ry, [X] associe f(P) = (X? — 1) P’ — 2nX P. Vérifier que f
est un endomorphisme de Ry, [X| puis déterminer les valeurs et vecteurs propres de f
. f est-il diagonalisable ?

Exercice 3.4.5.
010

Résoudre dans A3(C) léquation X?=| 0 0 1

0 0O
Exercice 3.4.6.

Calculez la base duale de la base e; = (1,1,0),e3 = (0,1,1),e3 = (1,1,1) de R3.

Exercice 3.4.7

63



3.5. SERIES D’EXERCICES CHAPITRE 3.

On se donne les formes linéaires suivantes sur R? :

0y (21,12, 03) = 21 + 229 + 13,
ZQ (Il’I'LZL’Q, 173) =1 — T3

U3 (1, T2, %3) = T2 + 23

Montrer que (¢4, s, £3) est une base de (R?), et trouver la base duale de R3.
Exercice 3.4.8.

1. Démontrer que (fo, ..., fn) est une base de E*.

2. On consideére les deux éléments ¢ et ¢ de E* définis par, pour tout P € E, ¢(P) =
P(1) et p(P) = P'(0).

Déterminer les coordonnées de chacune des formes ¢ et ¢ dans la base (fo, ..., fn)

Exercice 3.4.9.

Soient 0y, ls, ..., ¢, des formes linéaires sur le K-espace vectoriel E.
1. Montrer que ¢y, 45, ..., ¢, sont linéairement indépendantes si et seulement si I’appli-
cation linéaire f = ({1,0s,...,¢,) : E — KP est surjective.

2. On suppose en plus que E est de dimension p.
Montrer que f est injective si et seulement si ({1, ¢, ..., £,) est une base de E*.

Exercice 3.4.10.

3 1 0
Soit A = —4 -1 0
4 8 =2

1. Vérifier que A n’est pas diagonalisable.
2. Déterminer Ker(A — I)2
a 0 0

3. Montrer que A est semblable a une matrice de la forme 0 b c

0 0 b
4. Calculer A™ pour n entier naturel donné.
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Chapitre 4

4.1 Formes bilinéaires

Definition 4.1.1.

Soient E, F' deux K -espaces vectoriels. On dit qu'une application
p: ExF—K

est une forme bilinéaire si :
Ve, o' € E.Vy,y' € F,Vt, t' € K,

p (tr + 1z’ y) = to(z,y) +t'e (2, y)

o (@, ty +1'y) = to(z,y) + o (z,Y)
Définition 4.1.2.
Une application ¢ de E? dans K est bilinéaire si et seulement si, 'une des deux ap-
plications y — @(z,y) pour tout (xr € E ) ou x — ¢(z,y) pour tout (y € F) est
linéaire.
Définition 4.1.3.
On dit qu’une forme bilinéaire ¢ sur E est symétrique si ¢(x,y) = ¢(y, z)pour tout
x,y dans F.
Définition 4.1.4.
On dit qu’une forme bilinéaire ¢ sur E est anti-symétrique ou (alternée) si p(z,y) =
—(y, r)pour tout z,y dans E.
Remarque 4.1.1.

Si /1 et f5 sont deux formes linéaires sur E alors application ;

(z,y) — b1 (x)la(y)
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est une forme bilinéaire sur .

Exemple 4.1.1.

b
o (19 = [ Fgo
est une forme bilinéaire.

Exemple 4.1.2.

o(x,y) = T1y1 + TaYs — 2x3Y3

est forme bilinéaire.
Exemple 4.1.3.
On considére l'espace vectoriel £ = M(R) des matrices carrées d’ordre deux a coeffi-

cients réels et I'application b de £ x FE dans R définie par
1
V(A,B) € E x E,b(A,B) = §(tr(A) tr(B) — tr(AB))

Montrer que I'application b est une forme bilinéaire symétrique.
La forme b est symétrique en vertu de la commutativité de la multiplication dans R et

de la propriété suivante de I’application trace :
V(A,B) € E x E,tr(AB) = tr(BA)

Montrons maintenant que b est linéaire par rapport a son premier argument. Par li-
néarité de ’application trace et distributivité du produit de matrices par rapport a la

somme de matrices, il vient

VA € R,Y(A, B,C) € E%b(A + C, B) — %(tr()\A +C)tr(B) — tr(M + C)B))
_ %((A tr(A) + tr(C)) tr(B) — tr(\AB + CB))
= L((A(A) tx(B) + (C) tr(B) — Atx(AB) — r(CB)
= J(r(A) tr(B) ~ tx(AB)) + 1 (1r(C) tx(B)  tx(CB)

= \b(A, B) + b(C, B)
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Etant symétrique, la forme b est alors bilinéaire.
Forme bilinéaire et dualité
Définition 4.1.5.

Soit b : £ x ' — K une forme bilinéaire symétrique. Pour tout x € E, I'application

b(,z) : FE — K
y— by, )

est une forme linéaire sur K, c’est a dire un élément du dual E*.
Définition 4.1.6.
L’application
op: B — E*
x+—b(-, 7)
est linéaire. On appelle ¢, 'application linéaire de E dans son dual associée a la forme
bilinéaire symétrique b. Si E est de dimension finie et £ est une base de E, alors la
matrice de b dans E est égale a la matrice de ¢, : £ — E* ot E est muni de la base &£
et £* de la base duale £*.
Définition 4.1.7.
1) Le noyau de la forme bilinéaire symétrique b, noté ker(b) est le noyau de ¢y, c.-
—a—d.:
ker(b) ={z € E |Vy € E,b(y,x) = 0}

2)La forme bilinéaire symétrique b est dite non dégénérée quand son noyau est réduit
a {0}.

3)Si E est de dimension finie, le rang de b est le rang de I'application ¢, c.-a-d. aussi
le rang de la matrice de b dans une base de F.

Exemples 4.1.3.
La forme bilinéaire sur R? définie par o(x,y) = x1y; a pour matrice . Son

noyau est constitué des vecteurs dont la premiére coordonnée s’annule :

0
1

ker(yp) = vect

Exemple4.1.4.
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La forme bilinéaire non dégénérée donné par le produit scalaire usuel sur R". De fait,

la matrice associée est I'identité, son noyau est bien restreint a {0}.
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4.2 Matrice d’une forme bilinéaire

Définition 4.2.1.

Matrice d’une forme bilinéaire en dimension deux.

Plagons nous tout d’abord sur £ = R? (ou C?) muni de sa base canonique (ey,es).
Si ¢ est une forme bilinéaire sur F, on a alors pour tous vecteurs x = xi1e; + xoey et

Y = yie1 + yae dans I :

p(r,y) = ¢ (T101 + 1262, 7)
= 219 (€1, y) + 2200 (€2, )
= 110 (e1,y1€1 + y2ea) + 1290 (€2, y1€1 + Yae2)
= z1 (10 (€1, €1) + 120 (€1, €2)) + T2 (Y140 (€2, €1) + Y20 (€2, €2))

En désignant par A la matrice :

on remarque que :
AY =

Y10 (e1,e1) + yaip (1, €2
Y19 (e2,€1) + yaip (€2, €9

et :

€1,e1) + ey, e
X (AY) = (21, 22) y1p (€1, e1) + yaip (€1, €2)

y1p (€2, €1) + Y20 (€2, €2)
= p(z,y)
Le produit des matrices étant associatif, cela s’écrit :

o(z,y) ="'XAY

Le cas d’'une forme bilinéaire sur un espace de dimension n se traite de maniére ana-

logue.

Définition 4..2.2.
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Matrice d’une forme bilinéaire en dimension finie, si e := (ey, ..., e,;,) est une base de

Eet f:=(f1,...,fn) est une base de F', on note

A= Mate,f(@) = (90 (ei> fj))lgign € Mm’n(K)

c’est la matrice de ¢ dans les bases e, f.

Définition 4.2.3.

Soit ¢ une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E.

1. On dit que ¢ est positive si : Vo € E, p(z,z) > 0.

3. On dit que @ est définie si : Vo € F, p(z,z) =0 <=z = 0.
Proposition 4.2.1.

Soit ¢ une forme bilinéaire sur un espace vectoriel £ de dimension finie.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i)  est symétrique;

(ii) Il existe une base de E telle que Matg(p) est une matrice symétrique
(iii) Pour tout base B de E, Matg(p) est une matrice symétrique.
Exemples 4.2.1.

1. ¢ : (z,y) — xy sur R est symétrique, définie, positive.

2. Le produit scalaire canonique sur R™ est symétrique, défini, positif.
3.p:(f,9) f:f(t)g(t)dtsurco([a, b]) est symétrique, définie et positive.
Définition 4.2.4.

Formes bilinéaires non dégénérées

On dit qu'une forme bilinéaire ¢ : F x F' — K est réguliére ou non dégénérée si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) ¢(x,b) = 0 pour tout = € E entraine b = 0;

ii) ¢(a,y) = 0 pour tout y € F entraine a = 0.

Exemples 4.2.2.

siE=F=K"etsip(r,y) =x191+...4+ Toln

si B = F*etsip(x,y) = (z,y)

Théoréme 4.2.1

Supposons E, F' de dimension finie. Si ¢ : Fx F — K est une forme bilinéaire réguliére,

alors dim £/ = dim F' et pour chaque base eq,...,e, de E, il existe une unique famille
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fi,--., fn de F telle que :
(VL <i,j < n, @ (e, f;) = biy

de plus, les f; forment une base de F. On dit que deux bases e, f de E et F' qui vérifient
(%) sont duales I'une de l'autre.

Exemple 4.2.3.

Montrer que chacune des applications ¢ qui suivent est bilinéaire et calculer sa matrice
dans la base canonique de R".

Lon=20(z,y)=z1y1 — 2221

2.n=3,0(x,y) = T1y1 — T1Y2 — TaY2 — 2T2Yy3 — T3y1 — 2T3Y3.

3.n=3,0(x,y) = 221y1 — 3T2Ys — T3Y3.

Solution La bilinéarité de chacune de ces applications est évidente. Les matrices res-

pectives dans les bases canoniques sont :

1 -1 0 2 0 0
1 0

A = Ao = 0 -1 -2 |, A=]10 -3 0
0 —2

-1 0 =2 0 0 -1

La premieére et la troisiéme sont symétriques, mais pas la deuxiéme.

Exemple 4.2.4.
1 2 3

Soit A = 2 3 4

3 45
Déterminer la forme bilinéaire ¢ sur R? de matrice A dans la base canonique.
solution
On a :
1 2 3 Y1
(p(x,y):tXAY:(g;l T2 133) 2 3 4 Yo
3 4 5 Y3

= x1 (Y1 + 22 + 3y3) + w2 (2y1 + 3y + 4ysz) + 23 (3y1 + 4y + Sys)
Exemple 4. 2.5.

Déterminer dans la base canonique B = (ey, 9, e3) de R? la matrice de la forme bi-
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1 —1 1
linéaire symétrique ¢ telle que pour vy = 2 | ,v = 2 ,v3 = | 0 |, on
1 0 1
ait
@ (v1,v1) = 5,0 (v1,v2) = 0,0 (v1,v3) = —1
@ (vg,v2) = 1,0 (v2,v3) = 4, (v3,v3) =0
Solution.
Comme :
1 -1 1
det (v1,v9,v3) =12 2 0]|=2#0
1 0 1

B’ = (v1, v, v3) est une base de R3.
En désignant, pour tous vecteurs z,y dans R3, par (:cg) 1<j<3 et (yé) L<1<3 les coordon-

nées de ces vecteurs dans la base B, on a (en supposant que ¢ existe) :

p(x,y) = @ (2101 + 252 + 2303, Y101 + Yyv2 + Y303)
= Y1 (v1,01) + 255 (2, 02) + 2350 (03, 03)
+ (210 + 29y1) @ (v, v2) + (2195 + w5u1) @ (v1, vs)
+ (255 + 25y5) ¢ (02, v3)
= Sryyy + oYy — (T + 2hyh) + 4 (2yys + 23y5)
Théoréme 4. 2.2.
Soient B et By deux bases de E et P la matrice de passage de BiaB3,. Si A; et Ay sont

les matrices d’une forme bilinéaire ¢ sur F dans les bases B; et B, respectivement, on

a alors :

Ay ='PA P

Démonstration.
Pour z € E, on note respectivement X; et X5 les vecteurs colonnes formés des compo-
santes de x dans les bases By et By respectivement. Pour tous vecteurs z,y dans E, on

a alors :
o(z,y) = "'X1A1Y, =" (PX,) A (PY3)

—'X, ("PA,P) Y,

72



4.2. MATRICE D’UNE FORME BILINEAIRE CHAPITRE 4.

ce qui signifie exactement que A, = ‘PA; P du fait de 'unicité de la matrice de ¢ dans
la base B,.

Définition 4.2.5

Le discriminant dans une base B = (e;),,, de E dune forme bilinéaire ¢ est le

déterminant de la matrice A = ((¢ (e;,€5))) de ¢ dans cette base. On le note

1<t,j<n
Ap(p). En utilisant le théoréme 4. 2.2, on déduit que si By et By sont deux bases de E

et P la matrice de passage de B; a B3, on a alors pour toute forme bilinéaire psur E :

AB2<90) = (det(P))2AB1 (80)
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4.3 séries Exercices

Exercice 4.1.1
Déterminer les formes bilinéaires et les formes bilinéaires symétriques parmi les appli-
cations suivantes :
1 0: KxK—K o(x,y) = xy.
2 0 KxK—K pzy) =x+y
3. 0 :K2xK? — K,Vz = (21, 22),y = (y1,12) € K? o(z,y) = 1y + Toyo
4 0 K2 x K2 — K,Vo = (21,22),y = (y1,12) € K, o(x,y) = T1y2 + 2201
5 0 K2 x K2 — K Vo = (21,22) ,y = (y1,90) € K? o(x,y) = 11 + y2 + Tao
Exercice 4.1. 2.
Donner la matrice associer a la forme bilinéaire
¢ définie sur R3 par, o(x,y) = x1y2 + T2y3 + T3Ys3.
Exercice 4.1. 3.
1) Donner la matrice représentative de ¢ : C2x C* — C définie par ¢((a, b), (u, v, w)) =
(w+ tu)a + b(u + v)

2) Montrer que si Bg est une base de E, Br une base de F', on a :
Mat ((25, BE, BF) = MU (d¢? BF, B*E) = tM_||_| <g¢, BE, B})

3) En déduire que si E et F' sont de dimensions finies, toutes les formes bilinéaires sur
E x F sont de rang fini et que celui-ci est le rang de I'une quelconque des matrices qui
la représente.

Exercice 4.1.4.

T
Soit F = R2 On note z = Plety= (4)-
T3

Ecrire la matrice dans la base canonique B = (ey, e5) et déterminer le rang et le noyau

des formes bilinéaires symétriques suivantes :

$1(z,y) = T1y1 + T2y, G2(x,y) = 212 + T2y1,  P3(w,y) = 1

3

3
a(z,y) = (1 +22) (1 +12), @5z, y) = T80 — STy = 52U + 62y

Exercice 4.1.5.

Soit la forme bilinéaire défini sur
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E=R,[X],n>2et p(P,Q) = fol P(t)Q(t)dt avec n = 2
1) Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de Ry[X].

2) Ecrire la matrice de ¢ dans la base B = (1,X7 X2 - X+ %)
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Chapitre 5

5.1 Formes quadratiques

Définition 5.1.1.

On appelle forme quadratique sur E une application ¢ définie de E' dans K
Vo € B,q(z) = p(z,2)

ou ¢ est une forme bilinéaire.

Remarque 5.1.1.

Il est facile de vérifier que I’ensemble F'(E) des formes quadratiques sur E est un espace
vectoriel.

Remarque 5.1.2.

Apriori, il n’y a pas unicité des formes bilinéaires associées & une forme quadratique.

Par exemple sur R? | les formes bilinéaires ¢ et ¥ définies par

o(r,y) = T1y1 + Tayo

Y(,y) = 191 + T1Y2 — Tay1 + T2y
définissent la méme forme quadratique :

¢(z) = pl(z,7) = 2} + 23
= (z, 1) = 22 + 2109 — ToT1 + T
L’unicité de ¢ est assurée par le résultat suivant
Théoréme 5.1.1.
Si q est une forme quadratique sur F, il existe alors une unique forme bilinéaire symé-
trique ¢ telle que
q(z) =p(z,z),Vr € £
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. Démonstration.
La forme quadratique ¢ est définie par ¢(x) = @o(x,x) pour tout x € E oul pg est une

forme bilinéaire sur E. L’application ¢ définie sur £ x E par :

(()00<x7 y) + 90()(3/7 SL’))

N —

p(r,y) =

est bilinéaire et symétrique avec p(z,x) = ¢(x) pour tout x € E, ce qui prouve l'exis-
tence de .
Comme ¢ est bilinéaire et symétrique, on a pour z,y dans F :
q(x+y)=e(@ +y,z +y) = o(z,z) + 20(z,y) + ¢(y, y)
= q(x) + 2¢(z,y) + q(y)

de sorte que :

ply) = 3 ale +y) — al@) ~ a(y))

ce qui prouve 'unicité de .

Définition 5.1.2.

Avec les notations du théoréme qui précéde , on dit que ¢ est la forme polaire de la
forme quadratique q.

On retiendra ’expression de cette forme polaire :
V() € B, p(r,y) = (e + ) — alz) — a(y)

En écrivant que :

{ 9(z +y) = q(z) + 20(x, y) + a(y)a(z — y) = q(x) = 2¢(z,y) + q(y)
On déduit que cette forme polaire est aussi définie par :

la(z +y) = q(z) + 20(2,y) + q(¥)], [a(x — y) = q(x) = 2p(x,y) + q(y)] :
On notera aussi que pour tout scalaire A et tout vecteur x on & :

¢(\z) = p(Az, Az) = Mop(z,7) = Nq(2)

ce qui se traduit en disant que ¢ est une fonction homogeéne de degré 2.
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5.2 Les matrices dune forme quadratique

Matrices
Définition 5.2.1.
Soit £ un espace vectoriel de dimension n et B une base de E.
Si g est une forme quadratique sur E de forme polaire ¢,on dit alors que la matrice de

¢ dans la base B est la matrice de g dans cette base et en écrit :

Mat(q)s = (¢(€i, €5))1<ij<n-

En reprenant les notations du paragraphe précédente, une forme quadratique est définie

sur F/ de base B par :
q(r) = p(z,7) ="XAX = Z Qi T;%
1<i,j<n
et comme a;; = aj;, cela peut s’écrire :
q(ZE) = Z Clml’? +2 Z Qi T
i=1 1<i<j<n
Exemple 5.2.1.

Déterminer la matrice et la forme polaire de la forme quadratique ¢ définie dans la

base canonique de R3, par
q(z) = 23 4 325 + 522 + 4w179 + 62,23 + 27973

solution ; La matrice de q dans la base canonique est :

1 2 3
A=12 31
3 15
et sa forme polaire est définie par :
1 2 3 U1
90($»y):tXAY:<$1 T2 233) 2 31 Y2
315 Y3

= 21y1 + 322y + dx3ys + 2 (z1y2 + z2y1) + 3 (T1ys + y1x3) + 22ys + T3y2
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Proposition 5.2.1. (Expression de ¢ en fonction de la matrice de ¢, et vice-versa).
Soit ¢ une forme quadratique sur R™. Alors :

Soit ¢ une forme bilinéaire quelconque associée a ¢, de matrice A = (a; ;) dans

1<i,j<n

la base canonique. Alors

VX = ($1, ce ,In) S Rn, q(X) == ZZ(ZZ’JLL’Z'I‘J‘ - Z Qi LT,

i=1 j=1 1<i,5<n

En particulier, si ¢ est la forme bilinéaire symétrique associée a ¢, alors :

n

VX = (x1,...,2,) €R", q(X) = Z amxf +2 Z a; ;1

i=1 1<i<j<n

Soit (bij), i j<, des coefficients tels que :

n
n 2
VX = (1‘1, c. ,ZEn) eR s q(X) = E b@jl‘ﬂCj = E bz,zxz + E bi,sz‘xj
1<i<j<n i=1 1<i<j<n
Alors la matrice dans la base canonique de I'unique forme bilinéaire symétrique associée
ou :

a q est la matrice A = <ai:j>1<ij<n’

1
Vi € [1, Tl}, Q5 = bi,i et V(Z < ]) €cc [1,%]2, ;5 = Q54 = ébi,j

De plus, dans la situation précédente, une matrice M = (m; ;) est la matrice

1<i,j<n
dans la base canonique d’une forme bilinéaire (quelconque) associée a ¢ si et seulement
si:
Vie[l,n], my=b; et V(i<j)eln® my+mj;=b
Exemple 2.2 1. Trouver la matrice de la forme bilinéaire symétrique associée a g définie

sur R? par :
V(z,y,2) €ER® q(x,y,2) = 22° — 22y + 5wz — y* + 2°

Exemple 5.2.2. Déterminer la forme quadratique canoniquement associée a la matrice

1 2 3
A=12 3 1

315
Solution

1)

2 -1 >

2

M(g)=A=1] -1 -1 0
5

- 0 1
2
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. 2)
1 2 3 Y1
<,0(:B,y) ='XAY = ( T T T3 ) 2 31 Yo
3 1 5 Ys

= 21y1 + 322y + dx3ys + 2 (z1y2 + z2y1) + 3 (1y3 + T1y3) + Tays + T3y2

Formule de changement de bases
Soient B = {ey, eq, ........ en} et C=1{e), ey, ... e} deux bases de E.
Alors si P est la matrice de passage de B a C, les matrices A de ¢ dans la base B et A’

de ¢ dans la base C vérifient :

’

A =tPAP
90(557?/) = tXlAlYi =" (PXz)A(PYé)

='X, (tPAP) Y,
Remarque 5.2.1.

Comment savoir si une fonction g : £ — K est une forme quadratique ?
1) On essaie de définir ¢ : ' x E — K bilinéaire symétrique telle que ¢(x,z) = ¢(x).
2) On vérifier que
g(Ax) = Nq(z)

si ce n’est pas ,q n’est pas une forme quadratique Si c¢’est la cas ,on vérifier que z,y —
q(z +y) — q(z) — q(y) est bilinéaire.
SSSS5 S SS 5SS S S5 SSS 5SS S S S S S S8 S S S S S S S SS9 S S S S S S5 SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

Orthogonalité noyau et rang
Pour ce paragraphe, ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E et
q la forme quadratique associée.
Définition 5.2.2.
Si X est une parti e non vide E, 'orthogonal de X relativement a ¢ est le sous-
ensemble de F formé des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de X. L’orthogonal

d’une partie non vide X de E est notée X+ et on a :

Xt ={yeE|VzreX gy =0}
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Exemple 5.2.3. Pour X = {0}, on aX* = E. Les propriétés suivantes se déduisent
immeédiatement de la définition.

Théoréme 5.2.1.

Soient X, Y deux parties non vide de F.

1. X+ est un sous-espace vectoriel de F.

2. X C (X4)".

3.81 X CVY,alors Y* C X+t

Comme, pour toute partie non vide X de E, X' est un sous-espace vectoriel de F,
Iinclusion

Définition 5.2.3.

L’ensemble des vecteurs isotropes de E, relativement ap, est le cone isotrope de ¢. Le

cone isotrope de ¢ est donc le sous-ensemble de F :
Co={r € E|q(x) = p(z,r) = 0}
En notant ker (¢) le noyau de ¢, on a :
ker(p) = B+ ={y € E | Vo € E,¢o(z,y) = 0}
Lemme 5.2.1. Le noyau de ¢ est contenu dans son cone isotrope, soit :
ker(p) C Cy

Exemple 5.2.4.
Déterminer le noyau et le cone isotrope de la forme bilinéaire symétrique ¢ définie sur
R3 par

o(x,y) = T1y1 + ToY2 — T3Y3
4

pler,y) =y =0
p(e2,y) =y2=0
ples,y)=-ys =0
ker(p) = {0}

Définition 5.2.5.

On dit que deux vecteurs z,y de F sont orthogonaux relativement a ¢ si p(z,y) =0
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Exemple 5.2.5.

Sur R? ou R? le produit scalaire usuel :
(z,y) =z -y =z1y1 + T2yp 0u (,Y) = T -y = T1Y1 + Taya + T3Y3

Dans le cas des quadratiques & centre réelles, en désignant par (s,t) la signature de ¢

avec +t = n, il existe une base de R" dans laquelle une équation de C est :

Yo=Y yi=a
i=1

i=s+1
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5.3 Reéduction de Gauss

On désigne par E — R espace vectoriel de dimension 2 et B = {ej, e} une base de
E soit v = xe; + yey dans cette base ,une forme quadratique g s’écrit sous la forme

suivant dans 1’espaces de dimension 2

q(v) = az® + 2bzy + cy?
La matrice de cette forme quadratique dans la base B est donc :

A:
b ¢

On suppose que ¢ # 0, soit (a, b, c) # (0,0,0).
Sia##0,ona
b \* 6,
qv)=alz+-y| +-y
a a
ol § = ac — b? est le déterminant de A. Il y a alors deux possibilités :

soit 0 =0 et :
b 2
o) =a(o+2y) =ak0)
ouly :v—x+ gy est une forme linéaire non nulle.

Soit57é0et:
() —b 2 —5 ? 52() —562()
q(v) =a x—i—ay +y—a1v—i—a2v

ouly v x+ gy et {5 : v — y sont deux formes linéaires indépendantes puisque

— 140

Q|

Soita=0etc#0,ona:
2 b \*, ¢ 2
q(v) =2bxy + cy* =c y—l—gx —l—zx

5% = —b? est encore le déterminant de A et il y a deux possibilités :
Sib=0et:

q(v) = cy® = cli(v)
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ou /1 : v+ y et une forme linéaire non nulle.
Sib=#£0
b\ 8, 5 ,
qv)=cly+-x| +—-2°=ali(v) + —{;(v)
c c a
ouly:v—y+ l—c’x et {5 : v — x sont deux formes linéaires indépendantes.

Soit a =0 et ¢ =0, on a alors b # 0 et :

w.0) = ey = & ((+9)° (2 —v)°) = L) — LB(w)

outy:v—x+yetly: v x—ysont deux formes linéaires indépendantes puisque

1 1
= —2 # 0 On a donc montré le résultat suivant.

1 -1
Théoréme 5.3.1

Toute forme quadratique non nulle ¢ sur K -espace vectoriel E de dimension 2 peut
s’écrire sous la forme ¢ = A\ f7 on \; est un scalaire non nul et ¢; une forme linéaire
non nulle ou ¢ = A\ £ + X\yf3 ot A1, Ao sont deux scalaires non nuls et £y, £5 deux formes
linéaires indépendantes.

Exemple 5.3.1.

Réduire les formes quadratiques définies sur R? par :

q(z,y) = 2% — 6xy + 5y?
@z, y) =y
Solution. On a :
a(r,y) = (x—3y)* — 4y
w(r.y) = 3@ +y)* - {(z —y)?
On peut remarquer qu'une telle décomposition n’est pas unique.

Par exemple, pour ¢o, on peut aussi écrire :

1 1\? 1 1)\?
ey)={5e+t5y) — (52—

Cas des espaces de dimension n > 1 Commencons par un exemple.
Exemple 5.3.2.
En s’ inspirant de la méthode exposée au paragraphe précédent, réduire la forme qua-

dratique g définie sur R? par :

q(z) = 2% + 25 + 25 + 27173 + 27973 .
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Solution.
On regroupe les termes contenant z; pour I’écrire comme le début d’un carré, soit :

22 4 a5 = (11 + x3)° — 22
ce qui donne :

q() = (x1 + 23)° + 22 + 22013
Un utilise en suite la méthode développée pour le cas n = 2 & la forme ¢’ on définie sur
R? par :
q (z9,13) = 2 + 22973

. Soit :

q (2, 23) = (z0 + x3)° — 22

ce qui donne :
q(w) = (21 +23)" + (22 +23)" — 25 = ((2) + G5(2) — (x)

les formes ¢4, (5 et /3 étant indépendantes puisque :

100
010[=1#0
111

La démonstration de théoréme qui suit s’inspire de cette méthode.

Théoréme 5.3.2

Pour toute forme quadratique non nulle q sur F, il existe un entier p compris entre 1
et n, des scalaires non nuls Aq,---, A, et des formes linéaires ¢4, - - - , ¢, indépendantes

dans E* tels que :
p
Vo € B qlx) =) _ \li(z)
j=1

Démonstration

On démontre cette théoréme par récurrence sur n > 1 pour n = 1 il n’y a rien a
démontrer et pourn = 2 ,c’est fait. On suppose le résultat acquis au rang n — 1 et en
donne une forme quadratique non nulle ¢ définie dans une base B d’un espace vectoriel

E de dimension n > 3 par :

n

q(z) = Z ayr? + 2 Z ;i TT;

i=1 1<i<j<n
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Supposons tout d’abord que cette expression contient au moins un terme carré, c¢’est-
a-dire qu’il existe un indice ¢ compris entre 1 et n tel que a;; # 0 et en écrit

n n
a
2 2 15
anx] +2 E a1;T1T5 = a1 (:L‘l + 214 E —T; )

a
j=2 =2 1

2 n 2
Cllj
=an z + E E —;
@11 — a11
7j=2

et
q(z) = an <$1 + Z —%> +4q (2')

= anfi(z) + ¢ (2)
ou l(x) = x; + Z] 5 Zﬁ xj,q est une forme quadratique définie sur le sous espace
vectoriel H de E engendré par ey, -« , e, et 2’ = 2122 T;e; Sl x = zz‘:1 x;e;. Siqg =0,
on a alors ¢ = a1 (? avec aj; et ¢; non nuls.
Si ¢ # 0, 'hypothése de récurrence nous dit qu’il existe un entier p compris entre 2

et n, des scalaires non nuls Ay, - -+, A, et des formes linéaires indépendantes o, - - , ¢,

définies sur H tels que :

P
Vi' € H, ¢ (2) = Z A3 (')
=2
int les formes linéaires fy,--- , ¢, & E'( en posant {;(x) =/¢;(z')), on a :

q( )—@11€ +Z)\

ce qui donne une décomposition de g comme comblnalson linéaire de carrés de formes
linéaires.

Il reste a vérifier que les formes ¢4, fy, - - - , ¢, sont linéairement indépendantes dans £*.
Légalité D 7, A\j; équivaut a dire que > | A;;(x) = 0 pour tout x € E. Prenant
x = ey, on l1(x) =1 et ¢;(x) =0 pour j compris entre 2 et p, ce qui donne A\; = 0 et

f:2 A j 12 j (.T ,) = 0 VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV VY

n n
Q = a1aT1@2 + 1 D5 a1;T5 + Ta Y i 5 o5
— n . a1j _ n . nooy .
= (a,12x1 —+ Zj:?) CLQJQ:J) (x2 + Z_] =3 a12 > <Z]’:3 a2]xj> <Zj:3 aio Q:_])

86



5.3. REDUCTION DE GAUSS CHAPITRE 5.

I q(x)=2 Zl§i<j§n (yj il

=20 +2 Z3§i<j§n AjjTi

q(zr) =2 Z ;T T

1<i<j<n

- 2Q + 2 Z Qi X432

3<i<j<n

= 2Ly () Ly(x) + ¢ (')

0
_ oo _ nooay oo :

Li(z) = arowy + Y25 g az;wj, Lo(x) = 2o + 355 -La; et ¢’ est une forme quadratique

définie sur le sous espace vectoriel H de E engendré par es, - - ,e, et &’ =Y ", x;e; s

n
T =D T
En écrivant que :

() L) = 5 (Lafe) + La(2))? — £ (La(a) + La(a))?

1 1
= 5@(-%) - 553(33)

1 1
o) = 26() — 1) + 4 (w1
Si¢ =0, on aalors ¢ = 37 — 103, les formes lincaires ¢; et {5 ¢tant indépendantes
puisque la matrice :

Al a2 1 13 ... Oqp
A pum pu—

Ay a2 —1 a3 -+ oy

est de rang 2 car le déterminant extrait

a12 1
= —2@12
a19 -1
est non nul. mmMmMMmMMmMMmMMmMMmMMmMMmMMmMMmMMmMMmMMmMmMMmmMmMmMmmMmMmnmnmmMmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

des scalaires non nuls Ag, - - - , A, et des formes linéaires indépendantes (3, - - - , £, définies

sur H tels que :
p
Vi' € H, ¢ (2) = Z A3 (')
j=3
et en prolongeant les formes linéaires

637"' >€n
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a k5 ona:
1
q(x)ziﬁ( ——€2 —i—é Al (x

IT reste a vérifier que les formes [, sont hnealrement 1ndependantes dans E* L’égalité
>0 Ajty équivaut a dire que Y7, Aj;(x) = 0 pour tout x € E. Prenant z = e; et
T = e, on obtient \jajs + Agas; = 0 et Ay — Ay = 0, ce qui équivaut & A\; = Ay =0
puisque ag; # 0 et Y37 5 \;l; (z') = 0 pour tout ' € H, ce qui équivaut a 37 g A;l; =0
et la nullité de tous les \; puisque le systéme ({3, - - -, ¢,) est libre dans H*. On a donc
le résultat annoncé.

Exemple 5.3.3.

Réduire la forme quadratique définie sur R3 par :
q(z) = 23 4 323 + 522 + 4w179 + 62,23 + 27973

Solution.

q(x) = (z1 + 222 + 31:3) — x5 — 4a3 — 107,73
On a

= (w1 4 225 + 323)° — (23 + ba3)” + 2122
Exemple 5.3.4.

q(z) = zxy + 2x123 + 22114 + Tox3 + dT07y + 22374

Solution
Q(SL’) = T1%2 + 2I‘1x3 + 22124 + ToZs3 + droxy + 2373.1’4

= (71 + w3 + 4x4) (22 + 273 + 24) — 223 — 83 — 8x314
= (1’1 + 3+ 41‘4) ([L’Q + 21‘3 -+ 2$4) -2 (373 + 2274)2

= 2 (@14 zo + 35+ 6554)2 — (v — 2 — 25+ 2:64)2 —2(x3+ 2354)2
Exemple 5.3.5.

Soit q la forme quadratique définie sur R™ par :
S ¥
1<i<j<n
1. Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de R".

2. Réduire q dans lescasn =2,n=3 et n = 4.

Solution.
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1.0n a:
2 1 1
1 1 2 1
A=—
2 1
1 1 2

2. (a) Pour n =2, 0on a:

1 \* 3
g(x) = o} + 5 + w1y = (xl + 5:@) + 595
(b) Pour n =3, on a :

Q(l’) = % + l’% + 1‘523 + T1X2 + X1T3 + Toxy

1 1
T -+ 5%2 + 51‘3

[\
[\
N— " 0

(c) Pour n =4, on a:

q(x) = o] + 25 + 25 + 25 + 21209 + 2123 + 2104 + ToT3 4+ Ty + T34
= (1 + §20 + %xs)z + 3 (23 4 23) + Szows
= (z1+ tzo + %l’g)Q + 2 (23 + 23 + 2ao1s)
= (21 + Loy + Loy + 320)" + 2 (22 + San + 32g)” + 2 (23 + 1ag)” + 303
Théoréme 5.3.3.

Etant donnée une base (¢;),.,., de I'espace vectoriel E* des formes linéaires sur E), il

existe une base (fi),.,, de E telle que :
G (f5) = 0i5(1 < i, j <n)
ol les d;; sont définis par :
s d 1 sis
0 sit#j

(s |
Démonstration.

En notant, pour tout entier ¢ compris entre 1 et n et tout vecteur x € E :

&(l‘) = ;1T + 0+ QpTy
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Pexpression de ¢; dans la bas B = (€;),<;<,, la matrice @ = ((a;j)),; ;<,, est inversible

puisque les n cament une base de E* (la ligne i de ) est la matrice de ¢; dans la base
B).

En notant F,--- , F, les colonnes de la matrice Q~!, 'égalité QQ ! = I,, s’écrit :

Q(Fla"' 7Fn):(QF17 7QFn):<E17 7En)

ou (E;), <i<n €st la base canonique de K". On a donc, pour tout entier j compris entre
letn:

QF; = Ej
En remarquant que pour tout z € E, on a :

QT+ Ty, li(x)

QRX = : = : , et en désignant par f; le vecteur de

Q121 + e ATy £n<x>
E de composantes F; dans la base B, les égalités QF; = E; se traduisent par :

0 (f5) 01,
N [

n (f5) Onj

et on a bien ¢; (f;) = d;; pour tous ¢, j compris entre 1 et n.

Exercice 5.3.6.
1 2 5

Soit A = 2 3 4
3 4 5

1. Déterminer la forme quadratique ¢ sur R3 (ou C?) ayant pour matrice A dans la
base canonique.

2. Déterminer deux formes linéaires indépendantes ¢; et /5 telles que q = (2 — (3.

3. Déterminer une forme linéaire /3 (aussi simple que possible) telle que (€1, fs, {3) soit
une base £ (R?, R).

4. Déterminer une base (fi, fa, f3) de R? telle que ¢; (f;) = &;; pour tous 4, compris
entre 1 et 3.

5. Déterminer une base de R? orthogonale pour ¢ et une matrice inversible P telle que

D =tPAP soit diagonale.
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Solution.
On note z,y, z les coordonnées d’un vecteur v de R? et q(z,y, z) pour q(v).
1. La forme ¢ est définie par :
q(z,y, 2) = 2* + 3y* + 52° + 22wy + 3wz + 4y2) .
2. On a la réduction de Gauss q = (2 — (3 avec :
l(x,y,2) =2+ 2y + 32
£2<l’,y, Z) =Y + 2z
3. On peut prendre ¢35 définie par :
l3(z,y,2) = 2
(1,05, 03) est bien une base £ (R? R) puisque :
1 2 3
01 2]|=1#0
0 01

4. 1l s’agit d’inverser la matrice :

O
I
o o =
o~
— N W

Pour ce faire on résout le systéme :

(
r+2y+3z=2a

y+2z=1
/

=z

ce qui donne :

x=a -2 + 7

§ y=1vy — 27
\ 2=z
et fi, fa, f3 sont les colonnes de :
1 =2 1
P=Q'=]0 1 -2
0 0 1
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5. La base (fi, fa2, f3) est alors orthogonale pour ¢, ce qui signifie que la matrice de ¢

dans cette base est diagonale. Précisément, on a :

1 0 0
D='PAP=1| 0 -1 0

0 0 O
ce qui peut aussi se vérifier par le calcul :
1 0 0 1 2 3 1 -2 1 1 0 0
‘PAP=| -2 1 0 2 3 4 01 —2|=|0-10
1 =21 3 4 5 0O 0 1 0 0 O

Définition 5.3.1.

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie et ) une forme quadratique sur E. La
signature de @ est le couple d’entiers (p,q) € N donné par p = max {dim F' | F' sous-
espace de E tel que Q|p est définie positive } ¢ = max {dim F' | F' sous-espace de E tel
que Q|p est définie négative }

Exemple 5.3.6.

Une forme quadratique ) sur un espace E de dimension n qui est définie positive
est de signature (n,0). C’est le cas par exemple pour le produit scalaire usuel sur R".
Remarque5.3.1.

De fait, pour une forme quadratique définie positive, le plus grand espace sur lequel @)
est définie positive est E' lui-méme. Si I’ est un espace sur lequel () est définie négative,
il ne peut pas contenir de vecteur x non nul, car on aurait pour ce vecteur Q(x) > 0
et Q(z) < 0. Le sous-espace F' = {0} est le seul sur lequel ) est définie négative.
Corollaire 5.3.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, () une forme quadratique de signature

(p,q). Alors
p+q=rang(Q), p+q+dimker(Q)=n

Méthode : calcul de la signature d’une forme quadratique
Il suffit de réduire la forme quadratique et de compter le nombre de signes + et de

signes - devant les carrés des formes linéaires apparaissant dans I’expression réduite. Il
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est crucial que ces formes linéaires soient indépendantes entre elles.
Forme quadratique et déterminant
Soit E un espace vectoriel de dimension 2, () une forme quadratique non dégénérée

définie sur E et B = {b; ;} sa matrice dans une base de E. Alors la signature de () vaut
(1,1) si det(B) < 0,
(2,0) si det(B) >0et by >0

(0,2) si det(B) >0et by <0
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5.4 Séries d’exercices

Exercice 5.1.1
Soit R,,[X] l'espace vectoriel des polynomes réels de degré inférieur ou égal a n(n > 1).

Pour tous P, () € R,[X], on pose

B(P,Q) = /OltP(t)Q’(t)dt et q(P)= B(P,P)

1. Montrer que B est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique 7 antisymétrique ?
2. Montrer que q est une forme quadratique. La forme ¢ est-elle définie ? Si ce n’est pas
le cas, exhiber un vecteur isotrope non nul.
3. Calculer la matrice de g dans la base B, = (1, X, ..., X").
4. Pour n = 2, déterminer la signature de ¢. La forme q est-elle positive ? négative ?
5. Déterminer une base de Ry[X]| qui soit g-orthogonale.
Exercice 5.1.2.
Soit

V= o e My(R);a—d=0p et J= b

c d 1 -1
On définit 'application
B:VxV —R

en posant, pour tous M, N € Ms(R),
B(M,N) = Tr(MJN).!

1. Montrer que B est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique, antisymétrique

10 0 1 0 5
2. Montrer que B = , , est une base de V'

0 1 n 0 10
3. Déterminer la matrice dans la baseB d e | a forme quadratique g définie

en posant, pour tout M € My(R), ¢(M) = B(M,M).
4. Déterminer la signature de ¢, son rang et son noyau. La forme ¢ est-elle définie?
positive 7 négative ?

5. Déterminer F* (c’est-a-dire le g-orthogonal de F') ou

a 0
F= EMQ(R);a—d:()
0 d
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Exercice.5.1.3.

Effectuer une réduction de Gauss et déterminer le noyau, le rang et la signature des
formes quadratiques suivantes :

L. q: R — R q(x,y,2) = 222 + y> — 2% + 32y — 4oz

2.¢: R — R, q(x,y,2) = 2% + y* — az® + 3xy — brz + yz.

On discutera suivant les valeurs de a,b € R.

3.¢:R* — R

q(z,y, 2, t) =2% + (1 42X\ — @)y + (1 + X)22 + (1 + 2\ + p)t?

+2zy 4+ 2x2 — 20t + 2(1 — Nyz — 2(1 + Nyt + 2(A — 1)zt

On discutera suivant les valeurs .

Exercice 5.1.4.

Effectuer une réduction de Gauss et déterminer le noyau, le rang et la signature des
formes quadratiques suivantes :

1. q: R — R, q(z,y,2) = 22% + y* — 2° + 3zy — 4z,

2.q:R> — R, q(x,y,2) = 22 + y* — az? + 3zy — bxz + yz. On discutera suivant les
valeurs de a,b € R.

3.¢:R* — R

q(,y,2,t) =2° + (L + 22 — y* + (L + A)2" + (L + 22 + p)t®

+2zy +2x2 — 20t + 2(1 — Nyz — 2(1 + Nyt + 2(A — 1)zt
On discutera suivant les valeurs de A, i € R.

4. q:R> — R, q(z,y,2,t,8) = vy — xt + yz — yt +ys + 2t — zs + 2st.
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Chapitre 6

6.1 Espace Euclidienne

Produit scalaire 6.1.1 :

Définition 6.1.1
On appelle produit scalaire sur E toute forme ¢ bilinéaire, symétrique, définie et po-
sitive, c¢’est-a-dire toute application de £ x E dans R qui vérifie :
1. Pour tout y € E, 'application = — ¢(x,y) est linéaire (linéarité de ¢ a gauche).
2. Pour tout x € F, 'application y — ¢(z,y) est linéaire (linéarité de ¢ a droite).
3.V(z,y) € E* p(x,y) = o(y,x) (symétrie).
4.Vr € E ¢(x,z) > 0 (positivité).
5. Vx e E p(x,z)=0&z=0.
Notation : p(z,y) = (z,y).

Exemple 6.1.1 :< z,y >= > | xxy; sur £ = R".

Exemple 6.1.2 :< P,Q >= fol P(t)Q(t)dt sur E =R, [X].

Exemple 6.1.3 :< M, N >=Tr (*MN) sur E = I, ,[R].
Définition 6.1.2.

On appelle espace vectoriel euclidien tout espace vectoriel réel de dimension finie, muni
d’un produit scalaire.
Expression matricielle

n
Dans une base B = (ej,...,e,) de E, pour tous vecteurs z = ) ,_, zxe; €t y =

n n n n n
Dok YKkt < T Y >=< D0 Tieg, Y Y€y >= D i Y i Yy < eqy e >
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Z1 Y1
Donc avec X = : et Y =
Tn Yn
Propriété :
Si B = (ey,...,e,) est une base de E et A la matrice carrée (symétrique) d’ordre n de

coefficients a; ; = (e;,e; >, alors : V(x,y) € E* < uz,y >="'XAY.

6.2 Norme euclidienne associée

Définition 6.2.1.
Si E est un espace vectoriel euclidien, on appelle « norme » euclidienne associée au

produit scalaire I’application de E dans R définie par :

Vee E |z|| =/ (z,x).

Expression matricielle : Si B = (ej,...,¢e,) est une base de E et A la matrice carrée
d’ordre n de coefficients a; ; = (e;, €;), alors : Ve € £ ||z]| = VIXAX.
Démonstration :

Ve € E |z|| = 0 & z = 0 d’aprés Paxiome 5 . Vo € E VA € R ||\z] =
V< Az, \x > = \/A2(z, z) donc ||[Ax|| =| A||z]]
Identités remarquables 6.2.1.

Y(@,y) € Bollz +yl* = lo]* + lyl* + 2 <2y > .

V(z,y) € Bz —yl* = llzl* + ylI* =2 <2,y > .

V(z,y) € B> <az+y,x—y>=|z]* — [ly*
Démonstration
le+yllP=(z+yz+y>=(r,z>+<z,y>+<y,x>+<yy>.
Or <z,y >= (y,x >. Donc: ||z +y|* = || + ||ly[|* + 2 < z,y >.
e |z—ylP=@-—yr—y>=(rx>—<zy>—-<yzr>+<yy>
Done : [z —yl* = [l + y* =2 < =,y > .
o(rty,x—y>=(r,2>—(x,y) + ) — {y.u) = ll=* = llyl*
Identité du parallélogramme 6.2.2. :

V(z,y) € E* o +yl* +llo —yl* = 2/l=[* + 2[ly[* .
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1
Propricties : ¥(z.y) € E* < 2.y >= Sl + | = ol - Hyu?) .

1

V(@,y) € E* <,y >= 5 (=] + lylI* — ll= + yI*)

V(z,y) € E? <a,y>= — ([l +yl* =z —y]?) .
Inégalité de Cauchy-Schwarz 6.2.3. :

A~ =N

V(z,y) € B> | <z,y > | < |z|| x ||yl]. Il y a égalité si et seulement si x et y sont
colinéaires.
Théoréme 6.2.1
Le produit scalaire vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwarz (x,y)? < ||z||?||y||* avec égalité
si et seulement si z et y sont colinéaires.
Démonstration
Je vais donner deux arguments aboutissant a I'inégalité de Cauchy-Schwarz 6.2.3..
Soient x et y deux vecteurs et A un nombre réel. Le nombre (Az+y, (\z +7y) est positif
ou nul. On peut développer ce produit scalaire en appliquant les propriétés de linéarité.
On obtient :
Az 4y, \x +y) = Az, \x +y) + (y, \x + y)
=Nz, x +y) + (y, \x +y)
= Mz, \x) + XM, y) + (y, \z) + (y,y) On obtient donc un polynoéme
= N (@, z) + Mz, y) + My, @) + (y,)

= Xz, ) + 2z, y) + (y.9)
de degré 2 en A\ qui est positif ou nul pour tout A. Cela signifie que le discriminant de

ce polyndéme est négatif ou nul. Autrement dit on a

(z, 1) = (y, y)(z, x).

Dire que ce discriminant est nul est équivalent a dire qu’il existe A pour lequel le po-
lynome est nul ou encore qu’il existe A pour lequel |[Az + y||? = 0 ce qui est équivalent
alr+y=0.

Autrement dit I’égalité ne peut étre vérifiée que dans les cas ou x et y sont colinéaires.
On vérifie facilement que 1'égalité est satisfaite lorsque z et y sont colinéaires (on a
donc I'équivalence).

Inégalité triangulaire (ou de Minkovski) :

V(z,y) € E* o +yll <[l + llyll -
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Démonstration
V(z,y) € B> |z +yll? = (lzl| + lyl)* = 2(< =,y > =zl x ||yl -
Or:V(z,y) € B> (x,y ><|<x,y) |< |lz]| x [Jy[l. Donc : ||z +y|I* < (|lz]| + [lyl))* -

Donc : ||z +y|| < ||z| + ||y|| car ce sont des réels positifs.

6.3 Distance euclidienne associée

Définition 6.3.1.
Si E est un espace vectoriel euclidien, on appelle distance euclidienne associée au

produit scalaire 'application de F x E dans R* définie par :

Propriétés 6.3.1

d(z,z) < d(x,y) + d(y, z). (inégalité triangulaire)
Propriété 6.3.2.

Y(z,y,2) € B> |d(z,y) —d(y,2)| <d(z,z2) .
Démonstration :
Enappliquantl'ingalittriangulaired(z,y) < d(z,z) + d(z,y) donc : d(z,y) — d(y, z) < d(z, z) .
d(y,z) < d(y,z) +d(z, z) donc : d(y, z) — d(z,y) < d(x, 2).
Définition 6.3.2.
Ladistanced unlmentxdeE, unepartienonvidedeEest,

Ladistanced unlmentxdeE, unepartienonvide AdeEest,

d(z,A) = Inf{d(z,y)/y € A}.
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6.4 Orthogonalité

Définition 6.4.1.
Soit E un espace euclidien de dimension n. Une base (e, ..., e,) de E est dite orthogo-
nale quand (e; | e;) = 0 pour tous i # j. Elle est dite orthonormale si en plus ||e;|| =1
pouri=1,...,n.
La base (ey,...,e,) est orthonormale si et seulement si la matrice du produit scalaire
dans cette base est la matrice identité I,,, ou encore si et seulement si le produit scalaire
de deux vecteurs z = > xie; et y =D " yie; est donné par (x| y) = > 1 iy
On a une fagon utile de fabriquer une base orthogonale (ou orthonormale) & partir
d’une base quelconque d’un espace euclidien.
Proposition 6.4.1.
(Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt).

Soit (eq,...,e,) une base quelconque d’un espace euclidien E.
Alors on peut fabriquer par récurrence une base orthogonale (gq,...,¢,) de E de la
forme :
g1 =€
€9 =€2 — )\1,281
i—1
E; =¢€; — E )\j,igj
Jj=1
n—1
En =€ — E Ajn€;j
Jj=1
(e | )

en prenant \;; = . On a Vect (ey,...,e;) = Vect (e1,...,&;) pour

2
e

1=1....n.
Exemple 6.4.1.

Soit E' un espace vectoriel euclidien et z,y deux éléments de E. Montrer que x et y
sont orthogonaux si et seulement si ||z + Ay|| > ||z|| pour tout A € R.
Solution

Remarquons que, puisque tout est positif, 'inégalité est équivalente a ||z +Ay||? > ||z[|?.
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Or.
2+ Ayl” = =] + 2X(z, y) + N[ly||?

et donc l'inégalité est équivalente a
2\, y) + Nly[l* = 0.

Supposons d’abord que z est orthogonal & y, et donc que (x,y) = 0. Alors l'inégalité
précédente est bien vérifiée pour tout A € R.

Réciproquement, supposons que, pour tout A € R,
2X(x,y) + A?||y||* > 0.

Le discriminant de ce polynéme (en A ) du second degré doit donc étre négatif ou nul,
ce qui signifie que 4(z, y)? < 0. Ceci n’est possible que si (z,y) = 0, c’est-a-dire si z et
y sont orthogonaux.

Exemple 6.4.2.

Dans R? muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser en suivant le procédé de

Schmidt la base suivante :
u=(1,0,1),v=(1,1,1),w = (—1,—1,0).

Solution

Le premier vecteur est simplement 7. Puisque |u|| = V2, on a

(o)

Cherchons ensuite ¢, sous la forme e, = v + Ae; de sorte que (€5, e;) = 0. On a

(€h,e1) = (v,e1) + Aer, er)

2
==+

V2
= V24 A

On doit donc avoir A = —v/2 ce qui donne

ey = (0,1,0)
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6.4. ORTHOGONALITE CHAPITRE 6.

IT est déja normalisé et donc on pose es = (0, 1,0). Cherchons ensuite €} sous la forme
e5 = w + ey + pes
de sorte que (e}, e1) = 0 et (e}, e2) = 0. II vient

(e, e1) = (w, e1) + A (e1, e1)

1
=——=+A

V2

I . o L .
D’ou il vient A = 7 Ensuite, on a

(€5, 2) = (w, e2) + (€2, €2)
’ Ia ot 4 = 1. On en déduit que

Donc normalise ce vecteur, et on trouve

1 1
es=|——7,0,—&=
’ < NG \/§>
Exemple 6.4.3.

Dans R? muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la distance de M (3,4,5) au plan

P d’équation 2 x+y-z+2=0 .
Solution

Un vecteur normal du plan est w = (2,1, —1). Un point du plan est A = (0,0,2). On

en déduit que la distance recherchée est

(u, AM)|  ((2,1,-1),(3,4,3)) 7

lull V6

Automorphismes orthogonaux

1) Soit f € L(E).

Sl

un automorphisme orthogonal s, f "conserve le produit sc Vz,y € E, f(z)- f(y)=x-y
2)= J "conserve la norme"(2) : Vo € E, ||f(x)| = |||

3)< f "conserve les bases orthonormales" :
Pour toute base orthonormale (e, es,...¢€,) (f (e1), f(e2),... f(e,)) est orthonormale

4) < f "conserve une base orthonormale" :
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6.4. ORTHOGONALITE CHAPITRE 6.

Il existe une base orthonormale (eq, e, ... e,) telle que (f (e1), f(e2),... f(en)) est or-
thonormale

Démonstration :
(1) = (2) : évident; si (1), alors f(z)? = 2?

(2) = (1) : supposons (2).
Soient z,y € E. Alors :
f(z)- fy) = ! (1) + F@IP = [1F @1 = 1)) (1) = (3) : supposons (1). Soit
(f G+l = 1 @1 = 1L @)I1?)

(Il + yll* = ll=l* = llyll*)

|~ N~ DN

2

(€1,€2,...6€,) une base orthonormale. Alors, pour tout i,j € [|1,n|], f (&) - f(e;) =

e; - e; = 0;5 (3) = (4) : il en existe puisque 'ensemble des bases orthonormales n’est
pas vide.

(4) = (1) : supposons (4). Soit B = (e, €q,...€,) une base orthonormale telle que
B = (f(er),f(e2),...f(en)) soit aussi orthonormale. Soient alors z,y € E, de
composantes (1, T2,...%,) et (y1,va,...y,) dans B. Alors z -y = Y " zy. Et
f(z) - fly) = >, xy; car B’ est aussi orthonormale, et les composantes de f(z)
et f(y) dans B ’ sont (z1,x9,...x,) et (Y1,Y2,...Yyy) puisque festlinaire(rappel :

pouruneapplicationlinaire,x=y . xe; = f(x) = > x:f (&) )
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6.5. SERIES D’EXERCICES CHAPITRE 6.

6.5 Séries d’exercices

Exercice 6.1.1.

Soit ¢ : R3 x R® — R I'application définie par
o(x,y) =2 (x1 + 22+ 23) (Y1 +y2 +y3) + 3 (22 + x3) (42 + y3) + T3Y3,

ou z = (x1,xe,73) et y = (y1,¥2,y3). (1) Montrer que ¢ est une forme bilinéaire
symétrique.

(2) Déterminer la matrice a laquelle elle est associée.

(3) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R?.

Exercice 6.1.2.

Soit E' 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a
n.

1) On définit 'application ® : £ x £ — R par

O(P,Q) = /;Oo Pt)Q(t)e "dt

Montrer que 'application ® définit un produit scalaire sur F.
2) Calculer une base orthonormée du sous-espace vectoriel engendré par 1, X et X2
Exercice 6.1.3.

A deux polynémes P et ) de R,[X], on associe le nombre

o(P,Q) = / P(6)Q (t)dt + P(0)Q(0)

1) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R, [X].

2) Lorsque n = 2, donner une base orthonormée pour ce produit scalaire.

Exercice 6.1.4. On considére I'espace euclidien R* muni du produit scalaire canonique.
1) Déterminer une base orthonormée du sous-espace vectoriel F de R* engendré par

les vecteurs

‘/1:(1707170)7 ‘/2:(0717_170)7 ‘/3:(0727371>

puis compléter cette base en une base orthonormée de R*.

2) Ecrire la matrice de la projection orthogonale sur F' dans la base canonique.
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Boems

Ce mémoire est considéré comme un guide pour les étudiants de deuxieme année
spécialisant en mathématiques fondamental et en algebre. (L.M.D.)

Il comprend tous les sujets prescrits par le Ministére de I'Enseignement Supérieur et de la
Recherche Scientifique en Algérie. Il comprend 6 chapitres, commengant par un rappel des
applications linéaires et ses matrices et de leurs propriétés, puis comment distiller une
matrice (Polyndme caractéristique- valeurs propres et sous-espaces propres)

Réduction de Jordan des matrices et leurs applications pour la résolution d'équations
différentielles. Les applications bilinéaires et les formes quadratiques qui leur sont
attachées, abréviations d'arc et leurs propriétés. Enfin, L'espace Euclidienne - produit
scalaire - normes et régularités - déduction d'une base orthogonale.

Une série d'exercices de solutions suggérés appropriés sont également joints a chaque
chapitre.

Les Mots clés/ Les application linéaires -Bilinéaires les matrices -Diagonalisations des
matrices-Triangulations-Reduction de Jordan - Termes des suites -Résolution des

équations déférentielles- L'espace euclidienne.
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