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Notations

L’ensembles
N I’ensemble des nombres naturélle .
R I’ensemble des nombres réels .
R la ligne réelle étendue des nombres réels .
R%(d =1,2,3) lespace euclidien de dimension d.
S%d =1,2,3) lespace de second ordre sur les tenseurs symétriques on R<.
Q est un domaine de R%(d = 2, 3).
Q I’adhérence de ().
r la fontiere de §2 supposée réguliere.
(i =1,2,3) une partie mesurable de la frontiere I" .
mesl’y la mesure de Lebesgue(d — 1) dimenstionnelle de T';.
0,7 I'intervalle de tempe 7" > 0 .
L’opérateure
€ opérateur des déformations ou linéarisées petits i,e € = e(u) , &5 = 5(d;u; + dyuy).
Div I'opérateur de divergence .
\Y% I” opérateur gradient.
A I” opérateur de Laplace .
~v: H — Hp 1 opérateur de trace puor .
Ok I'opérateur de dérivation partielle par rapport a la variable x.
I I’édentiti de 1’ opérateur en 'espace R? .
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Espaces fonctionnels

o(9) I'espace des fonctions réel continument différentiables sur Q.
D(Q) I’espace des fonctions réel indéfiniment différentiables et a support compact continu dans
D'(Q2) I'espace des distribtions sur (.

H 'espace L?(Q)4.

H, 'espace H'(Q)%.

Hz(T) Iespace de Sobolev d’ordre £ sur T'.

Hr Pespace Hz ()%

H~2(I) Pespace dual de Hz (T).

Hr I'espace dual de Hyp = H%(F)d.

H espace L2(Q)4x4.

H I'espcae {0 = H /dive = (0;04;) € H}.

~v: H — Hr lapplication trace puor les fonctions vectorielles.

Si H est un espace de Hilbert réel et d € N*, on utilise les notations suivantes.

HN espace {r = (z;)/x; € H, i=1,N}.

HIxd espace {z = (v;)/xy = x5 € H,i,j = 1,N}.

(-, )\ le produit scalaire de H.

|- |z la norme de H.

H Iespace dual de H.

(-, Yuxu le produit de entre H' et H.

(H) I'espace des applications linéaires et continues de H dans H.

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, K € N et 1 < p < 400, on note par.

C([0,T]; H)  Tespace des fonctions continues de [0, 7] dans H.

CY([0,T]; H) Tespace des fonctions continument dérivables de [0, 7] dans H.
0,7;H) 'espace des fonctions f? mesurables de [0,7] dans H.

P(0,T; H) Despace de Sobolev de parameétres k et p de [0,7] dans H.

Si H' et H? sont deux espaces de Hilbert réels, on note par

(H', H?) Tespace des applications linéaires et continues de H' dans H?.
|- |z, 2y la norme de (HY, H?)



D’autres symboles

v la normale unitaire soetante a I'.
¥y, Ur les composante normale et tangentielle du champ vectoriel ¥ défini sur (2.

Pour une fonctions f, on note

f,f  les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps.
o f la dérivée partielle de f par rapport a la iéme composante x;.
Vf le gradient de f.

e(f)  la partie symétrique du gradient de f qui vaut 1(V f + VT f).
Divf la divergence de f.

of le sous différentiel (classique)de f.
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Introduction

Depuis la nuit des temps, les humains se sont intéressés aux problemes de contact avec ou sans
frottement entre corps et une fondation rigide, abondent en industrie et dans la vie de tous les
jours. Le contact du sabot de frein avec la roue, du train d’atterrissage avec le sol, du piston avec la
chemise, I'enfoncement progressif dans un pouf ou fauteuil lors d'une posture assise, les frottement
entre plaques tectoniques, ne sont que quelques exemples quotidiens, parmi bien d’autres. La
théorie mathématique de la mécanique du contact a fait impressionnante progres ces dernieres
années. A présent, de nombreux résultats mathématiques et numériques traitant de divers aspects
de la théorie sont dispersés a travers un variété de revues savantes et actes de conférence. Le
principal intérét de cette théorie réside dans ce qui se passe sur les frontieres des domaines sous
enquéte. En effet, les modeles sont sous la forme d’équations variationnelles ou les inégalités avec
des termes de limites non standard. Le temps est venu de mettre ces résultats et les méthodes
mathématiques sous-jacentes dans un format unifié qui est plus accessible aux professionnels et aux
études supérieures spécialisées étudiants. Des mesures dans ce sens ont été accomplis récemment
dans le monographies de Han et Sofonea [10] et Shillor, Sofonea et Telega [17].

Le contact entre corps déformables abonde dans l'industrie et tous les jours vie. En raison
de limportance industrielle des processus physiques qui aura lieu lors d’un contact, un effort
considérable a été fait dans leur modélisation, I'analyse, I'analyse numérique, et des simulations
numériques. Meéme si on se restreint aux publications traitant uniquement avec les processus
impliqués dans collage ou endommages matériels, on trouve que l'ingénierie et la littérature de
calcul sur ces questions et de sujets connexes est vaste. Par ailleurs, la littérature mathématique
concernant ces sujets est en croissance rapide. Outre les problemes cités ci-dessus, il y a d’autres
phénomenes réels et qui sont tres importants tels que 'endommagemment du matériau des corpsLe
sujet d’endommagements est extrémement important dans I'ingénierie de conception, car il affecte

directement la durée de vie utile de la structure ou du composant congu. Il existe une tres grande
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littérature d’ingénierie sur elle. Les modeles prenant en compte l’en uence de les dommages
internes de la matiere sur le processus de contact ont été étudiés mathématiquement. Nouveaux
modeles généraux pour les endommagement ont été tirées dans [7,8] de la principe de la puissance
virtuelle. L’analyse mathématique de problémes unidimensionnels peut étre trouvé dans [9]. Dans
tous cette memoire 'endommagement du matériau est décrit par un endommagement la capacité.

Outre les problemes cités ci-dessus, il y a d’autres phénomenes réels et qui sont tres importants
tels que 'endommagemment du matériau et ’adhésion des corps. Le sujet d’endommagements
est extrémement important dans l’'ingénierie de conception, car il affecte directement la durée de
vie utile de la structure ou du composant concu. Il existe une trés grande littérature d’ingénierie
sur elle. Les modeles prenant en compte I'en uence de les dommages internes de la matiere sur
le processus de contact ont été étudiés mathématiquement. Nouveaux modeéles généraux pour les
dommages ont été tirées dans [7,8] de la principe de la puissance virtuelle. L’analyse mathématique
de problemes unidimensionnels peut étre trouvé dans [9]. Dans tous cette memoire I’ endommage-
ment du matériau est décrit par un endommagement la capacité. La fonction d’endommagement
a varie entre 0 et 1. Quand a = 1 il n’y a pas d’endommagement dans le matériau, quand a = 0
le matériau est completement endommagé, quand 0 < a < 1 'endommagement est partiel. Les
problemes de contact quasistatiques ont été investi dans [9-10].

Un autre phénomene sera considéré dans ce mémoire, ce phénomene a regu récemment une
tres grande attention dans la littérature mathématique. L’analyse des modeles de contact avec
adhésion est peut étre trouver dans|1,3,8,9,10,12,21,24].

Processus d’adhésion sont importants dans 'industrie ou les parties, habituellement non mé-
tallique, sont collés ensemble. Récemment, les matériaux composites ont atteint la proéminence,
car ils sont tres forts et la lumiere, et par conséquent, d’'une importance considérable dans
I’aviation, l'exploration de ’espace et dans le 'industrie automobile. Cependant les matériaux
composites peuvent subir une délamination sous l'effet des tensions, ou les différentes couches se
détachent et bougent réciproquement une par rapport a I’autre. Pour modéliser le processus quand
I’assemblage n’est pas permanent et le détachement peut se produire, il est nécessaire d’ajouter le
processus d’adhésion a la description du contact.

nous devons décrire le contact adhésif entre les corps, quand une colle est ajoutée pour main-

tenir la surface visages du mouvement relatif, a aussi récemment recu une attention accrue dans



le littérature mathématique. L’analyse des modeles de contact adhésif peut étre trouvée dans
[4,5,6,14,16] et dans les monographies récemment [17,18]. Analyse des modeles pour adhésif de
contact par. La nouveauté dans tous les documents ci-dessus est I'introduction d’un de surface
variable interne, le domaine de liaison, désigné dans ce document par, il décrit dans cette mem-
oire on introduit une variable interne d’état 5 définie sur I's x (0,7) qui représente l'intensité
d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 < g < 1. Quand g = 1 'adhésion est compléte
et tous les liens sont actifs, quand g = 0 tous les liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion,
quand 0 < 8 < 1 c’est le d’'une adhésion partielle et mesure la fraction des liens. Nous renvoyons
le lecteur a ’étendue bibliographie sur le sujet dans [14,17].

Chacun des probléemes est étudié selon le formalisme général suivant, nous commengons par
décrire le probleme mécanique de départ, et, apres avoir précisé les hypotheses sur les données,
nous présentons une formulation variationnelle du probleme mécanique pour laquelle nous démon-
trons l'existence et I'unicité de la solution faible pour le modele considéré. Dans ce travail, nous
nous intéressons a 1’ étude deux problemes le premier probleme de contact contact avec frottement
de réponse normale instantanée pour un matériau viscoélastique non linéaire avec mémoire longue
dans le processus dynamique et endommagement. deuxiéme probleme de contact contact avec
frottement et usure pour un matériau élasto-viscoplastique et endomagement dans le processus
dynamique . On introduit dans la loi de comportement du corps une variable interne qui représente
I’endommagement du matériau causé par la partie viscoélastique ou visécoplastique. Ce mémoire
est composé de trois chapitres . Dans le premier chapitre, est modélisation au contient rappels de
la mécanique des milieux continus, contrainte et déformations, phénomenes mécaniques, d’établir
le modele mathématique décrivant 1’évolution entre corps et base déformable ayant une loi vis-
coélastique ou viscoplastique sous 'action des efforts extérieurs et rappele de quelque notation
de base de la mécanique des milieux continus. Conditions aux limites, il contient conditions aux
limites linéaires. Conditions aux limites non linéaires, conditions aux limites de contact avec adhé-
sion et conditions aux limites de contact avec frottement. Formulation des problemes mécaniques
de probléeme a étudier dans le processus dynamique et outils mathématiques. Dans le second
chapitre,on étudie notre probléeme défini par le processus dynamique des matériaux viscélastiques
non linéaire avec mémoire longue et endommagement. Le contact y est décrit par une condi-

tion de contact de réponse normale instantanée avec frottement. Nous dérivons une formulation
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variationnelle du probleme mécanique, et nous présentons un résultat d’existence et d’unicité de
la solution faible, en utilisant des résultats sur les équations variationnelles d’évolution, suivis
d’un argument de point fixe. Le probleme se formule par un systeme qui comporte une équa-
tion varitionnelle par rapport au champ de déplacement, une inéquation variationnelle du type
parabolique par rapport au champ d’endommagement, une équation différentielle d’ordre un par
rapport au champ d’adhésion. On établit un résultat d’existence et d’unicité de la solution. La
démonstration est basée sur des arguments d’équations variationnelles, un résultat classique con-
cernant les inéquations paraboliques et des arguments de point fixe. Le troisieme chapitre de
cette mémoire, est consacré a la résolution des problemes élasto- viscoplastiques dynamiques. Des
résultats d’existence et unicité de la solution faible ont été obtenus. Notre contribution origi-
nale dans ce chapitre est la suivante : Dans I’étude du probléme quasistatique associé a une loi
de comportement élasto-viscoplastique avec endommagement, on donne un résultat d’existence
et d’unicité de la solution faible. La méthode est basée sur des techniques d’analyse fonction-
nelle et variationnelle. Finalement, ce mémoire se termine par une conclusion dont on résumé les

principaux résultats obtenus durant ’étude du probleme considéré .
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Chapter 1

Modélisation, Conditions aux limites de
contact , Formulation des problemes
mécaniques et outils mathématiques

Dans le souci de rendre cet ouvrage facile lire, il nous est paru nécessaire de présenter le modéle
mathématique décrivant ’évolution d’un corps déformable. Ceci se traduit mathématiquement
par I’établissement d’un systéme déquations aux dérivées partielles posées sur un domaine de
R?(d = 2;3). Ce systéme comprend la loi de comportement du matériau, 1’équation du mouvement
du corps ainsi que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis.

Ce chapitre est divisé en quatre paragraphes, le premier paragraphe est modélisation, il contient
rappels de la mécanique des milieux continus, contrainte et déformations, phénomenes mécaniques
et la loi de comportement mécanique du matériaux

Le deuxieme paragraphe est conditions aux limites, il contient conditions aux limites linéaires,
Conditions aux limites non linéaires, conditions aux limites de contact avec adhésion et conditions
aux limites de contact avec frottement.

Le troisieme paragraphe est formulation des problémes mécaniques,il contient aux cadre physique
de probleme mécanique et modeles mathématiques.

Le dernier paragraphe est outils mathématique,il contient aux espaces de Sobolev, espaces des

fonctions a valeurs vectorielles, opérateurs fortement monotones, enoncés de certains théoremes.



1.1 Modélisation
1.1.1 Rappels de la mécanique des milieux continus.

Dans cette partie, apres quelques rappels de mécanique des milieux continus, en partant de la
modélisation du probléeme physique, nous présentons le formalisme des lois de comportement
viscoélastiques, viscoplastique, élasto- viscoélastiques et élasto-viscoplastique. Ensuite, nous rap-
pelons le systéme d’équations aux dérivées partielles qui seront 1'objet de notre étude. Pour
compléter le modele, on présente quelques considérations physiques sur les conditions aux limites

de contact avec ou sans frottement.

1.1.2 Contrainte et déformations.

On considére un corps déformable occupant un domaine borné Q C R%(d = 2,3), et ayant une
frontiere I' supposee assez réguliere. L’objet du probleme, du point de vue mécanique est I'etude
dans un intervalle de temps [0, 7] levolution du corps matériel due a Iapplication des forces
extérieurs sur linterieurs du corps et sur sa frontiere.

Les inconnues du probléme sont le champ des déplacements u : © x [0,T] — R? et le champ
des contraintes o : Q x [0,7] — S% La définition intuitive du champ des déplacements est la
suivante: Si un point matteriel p se trouvait initialement en x € €2, dans le nouvel équilibre il
se retrouve dans la position z + u(x) € R% La connaissance du champ des déplacements u nous
permet de trouver €2, la configuration d’équilibre du corps matériel.

La définition du champ des contraintes est I’ensemble des forces de réaction qui se développent
a I'interieur d’un corps sous l'effet de charges extérieures.

Dans la suite, on va considerer des materiaux élasto-viscoplastiques dans le cadre des petites
transformations. Dans ce cas, on a besoin du champ des déformations linéarisés ¢ : Qx[0, 7] — S¢
défini par :

€= (gy), €ij= %(aju,- + Oju;)  dans  Qx (0,7), (1.1.1)

ou Oy représente 'opérateur de dérivation partielle par rapport a la variable x,. On précise en outre
qu’on adopte la comvention de I'indice muet. Souvent, pour marquer la dépendance du champ
des déformations € par rapport au champ des deplacements u, on va le noter e(u) les équations

précédentes sont insuffisantes a elles seules pour décrire les mouvements des milieux continus, elles



doivent étre complettees par d’autres relations caracterisant le comportement de chaque matériau,

ce sont les lois de comportement que nous décrivons dans la section suivante.

1.1.3 Phénomeéenes mécaniques

Dans ce paragraphe exact, la note traite de quatre phénomenes, a savoir aux I’endommagement,

I’adhésion, 1'usure et le frottement

L’endommagement

L’endommagement est un phénomene tres important en ingénierie, car il affecte directement la
structure des machines. Il existe une littérature abondante sur ce sujet. Des modeles introduisant
I'influence de 'endommagement interne du matériau ont été investi mathéma- tiquement. Des
modeles de 'endommagement ont été développés dans [20; 21| a partir du principe de la puissance
virtuelle.

La fonction d’endommagement « varie entre 0 et 1. Quand o = 1iln’y a pas d’endommagement
dans le matériau, quand o = 0 le matériau est completement endommagé, quand 0 < a < 1,
I’endommagement est partiel. Les problemes de contact quasistatique avec endommagement ont
été investi dans [22; 23; 24; 39]. Dans cette mémoire la relation utilisée pour modéliser I’évolution

du champ d.endommagement est la suivante
& — kAo + 0ok (a) 5 ¢(e(u), o)

ou K est I’ensemble des fonctions test admissibles d’endommagement, ¢ étant la fonction source

de 'endommagement.
L’adhésion

Les processus d’adhésion sont importants dans de nombreux montages industriels ou les éléments
habituellement non-métalliques sont collés ensemble. Récemment des matériaux composites faits
de couches de matériaux simples prennent un grand intérét car ils sont tres résistants et légers, et
ainsi d’une grande importance en aviation, en exploration spatiale et dans I'industrie automobile.
Cependant, sous les contraintes, les matériaux composites des différents couches se décollent et
se déplacent I'une par rapport a I'autre. C’est 'une des raisons de I'importance des processus

d’adhésion dans les applications industrielles.



L’usure

L’usure est un probléeme majeur pour les matériaux. Lorsque deux corps entrent en contact avec
frottement et glissement, les surfaces en contact s’en retrouvent usées, la surface la plus rigide use
I’autre, les particules ainsi perdues des surfaces en contact forment alors une une couche entre des

corps est fondation.

Le frottement

Le frottement est causé par les irrégularités d’une surface. Bien qu’une surface puisse paraitre
lisse & l'oeil nu, des petites aspérités (des irrégularités) sont présentes sur la surface d’'un objet
lorsqu’on le regarde au microscope.ll faut également considérer la force normale. Cette force est
en lien direct avec la force gravitationnelle, puisqu’elle est généralement en action-réaction. Plus

la force normale est grande, plus la force de frottement sera grande.

1.1.4 La loi de comportement mécanique du matériaux

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour
établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidimensionnels
constituent le point de départ dans I’établissement des lois de comportement.

Ce sont des relations entre le vecteur déplacement u, le tenseur des contraintes o et le tenseur
des déformations linéarisées € et traduisent le comportement du matériau. Dans ce paragraphe
aux les équations d’équilibre, la loi de comportement viscoélastique avec endommagements, la
loi de comportement viscoplastique avec endommagements, la loi de comportement viscoélastique
avec mémoire longue et endommagements, la loi de comportement élasto viscoélastique avec en-

dommagements et la loi de comportement élasto viscoplastique avec endommagements.
Les équations d’équilibre

La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant 1’équivalence entre des efforts
exterieurs et le tenseur des accélérations pour un systéme quelconque, conduit a I’équation du

mouvement.

pti = Divo + fo  dans  Q x (0,7) (1.1.2)



dans cette équation, p désigne la densité de masse, i est le champ des accélérations, fo : Qx[0,T] —
R? et le champ des densités des forces volumiques appliquées sur le corps et qui sont des données
du probleme, Div o est la divergence du champ des contraintes. Ces processus d’évolutions
modélisées par (1.1.2) s’appellent processus dynamiques. Dans certaines situations 1’équation
(1.1.2) peut se simplifier, par exemple dans le cas ou u = 0, il s’agit d'un processus d’équilibre
(processus statiques), ou bien dans le cas ou le champ des vitesses u varie trés lentement par
rapport au temps, c’est-a-dire que le terme pii peut étre négligé (processus quasistatiques). Dans

ces deux cas I’équation (1.1.2) devient
Dive + fo =0 dans Q x (0,7). (1.1.3)

La loi de comportement viscoélastique avec endommagements

L’investigation des propriétés mécaniques des matériaux tels que les pates, les huiles et les cires,
a mis en évidence que certains phénoménes, tels que le fluage et la relaxation, ne peuvent étre
décrits par les lois de comportement élastiques. C’est pour cela que les lois viscoélastiques ont été
introduites. Elles décrivent le comportement des matériaux comme les métaux, les polyméres, les
caoutchoucs et les roches.

Nous envisageons ici des matériaux qui ont des propriétés élastiques, mais en méme temps, les
essais de chargement monotone indiquent que la courbe o = o (¢) dépend de ¢ = £(11)- Ce sont
les matériaux viscoélastiques. Parmi les lois viscoélastiques, nous citons la loi viscoélastique de
Kilven-Voigt qui s’écrit

o = As(i) + Ge(u).

ou A représente I'opérateur de viscosité et G est 'opérateur de élasticité. Si nous prenons en con-
sidération l'effet de 'endommagement du matériau durant le contact, nous arrivons une général-
isation de la loi précédente qui est la loi de comportement viscoélastique avec endommagement

ayant la forme

o =As(1) + Ge(u, a).

La fonction « représente 'endommagement dont ’evolution est décrite par 'inclusion différen-
tielle suivante

& — kAo + dpg(a) 3 S(e(u), ) dans €.



ou K est L’ensemble des fonctions admissibles d’endommagement défini par
K = {§EH1(Q)/0§§§ 1 p-p- dans Q}

k est une constante positive, dy, représente le sous différentiel de la fonction indica- trice de
I’ensemble K et S est une fonction constitututive donnée qui décrit les sources de ’endommagement
dans le systéme.

Notons que les valeurs de la fonction d’endommagement « sont comprises entre zéro et un.
Quand o = 1 il n’y pas d’endommagement dans le matériau, quand o = 0, le matériau est
completement endommagé, quand 0 < o < 1 il ¥ a un endommagement partiel et le systéme a

une capacité de résistance réduite.

Lois de comportement viscoplastique avec endommagement

Les lois de comportement viscoplastique sont des constitutives qui peuvent modéliser en méme
temps, les phénomenes décrits par les essais de charge- décharge et les phénoménes dependant
du temps (relaxation et fluage). Ces lois sont appelées en réalité lois viscoplastiques mais, pour
simplifier la thermologie, nous les appellerons viscoplastiques.

Une loi de comportement viscoplastique s’écrit
o =As(11) + G(o,c(u),a).

avec A un tenseur d’ordre quatre, G une fonction constitutive et a représente I’endommagement

mentionné précédemment.
La loi de comportement viscoélastique avec mémoire longue et endommagements

Dans ce cas la loi de comportement est donnée par
¢
o(t) = Ae(u(t)) + Ge(u(t)) + / F((t = s),e(u(t)), a(s))ds,
0
ou F = (Fi;) est un tenseur de relaxation. Si F = 0, on retrouve la loi viscoélastique.

La loi de comportement élasto viscoplastique avec endommagements

Un matériau est dit élasto-viscoplastique si sa loi de comportement est de la forme
t
o(t) = Ae(a(t)) + Beu(t) +/ G(o(s) — Ae(u(s)), e(u(s)), a(s))ds,
0
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u représente le champ de déplacement et £(u) est le champ de tenseur linéaire. A et B sont
des fonctions de viscosite et élasticité non linéaire, respectivement, G représente le tenseur de
viscoplasticité ou « est une variable interne representant I’endommmagement du matériau causé

par déformations plastiques.

1.2 Conditions aux limites

On définit maintenant les conditions aux limites mécaniques sur chaque partie de I's. Ils peuvent
étre résumés dans les points suivants et ils sont conditions aux limites linéaires, conditions aux
limites non linéaires, conditions aux limites de contact avec adhésion et conditions aux limites de

contact avec frottement.

1.2.1 Conditions aux limites aux linéaires

Soit Q C R? et I la frontiere de € est divisé trois partie I'y, I's et I's tel que I' =T UT, U T, et

soit v le vecteur normal unitaire extérieur a I'.

La condition aux limites de déplacement

On considere le condition en limite suivante:

u="0sur I'; x [0,7T]. (1.2.1)

La condition (1.2.1) est appelée condition aux limites de déplacement. Sa signification consiste
a ce que le champ des déplacements est imposé sur la partie I'; de la frontiere consiste a ce que le
champ des déplacements est imposé sur la partie I'; de la frontiere I'.

Si I'; = 0 le probléme aux limites est un probléme de traction pur.
La condition aux limites de traction.

Soit un corps déformable occupant un domaine Q C R et ayant une frontiére I'. On suppose que
I' est de la forme I' = 'y UT'y avec I'; NIy = ) soit v le vecteur normal unitaire extérieure a T’

.On considere le condition en limite suivante

ov=fy sur (I'y x[0,7T]). (1.2.2)



La condition (1.2.2) condition aux limites de traction. Sa signification consiste ce que le vecteur
contrainte de Cauchy ov est imposée sur la frontiere I'y de la frontiere I'.

Si I'y = () le probléme aux limites est un probléme de déplacement pur.
Si les parties I'; et I'y sont toutes les deux de mesI'; le probléme consideré est un probléme mixte

déplacement-traction.

1.2.2 Conditions aux limites non linéaires

Conditions aux limites de contact avec adhésion

les conditions aux limites d’adhésion. On va d’écrire les conditions de contact avec adhésion
sur '3 x (0,7) on introduit une variable interne d’état § définie sur I's x (0,7"), qui représente
I'intensite d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 < g < 1.

Quand / =1 a un point z € I's, 'adhesion est compléte et tous les liens sont actifs, quand
B = 0 tous les liens sont desactives et il n'y a pas d ’adhesion ; et quand 0 < 8 < 1 c’est le cas
d’une adhésion partielle et mesure la fraction des liens.

Le processus est suppose étre gouverné par 1’équation différentielle

B=Hua(B3,¢ Rl ur ) sur Tyx(0,7). (1.2.3)

Ou H,4 est une fonction générale qui s’annulle quand le premier de ses variables s’annulle. La

fonction R : R — R est une troncature définie par

L si s>1L
R(s) = s si |s|<L (1.2.4)
—L si s<-L

ou L > 0 est la longueur caractéristique des liens.
On considere la possibilité d'une diminution de le cacité de collage quand les cycles de collage et
de décollage continuent. Par conséquent, le processus est suppose dépendre de I'histoire d’adhésion

quon note par

(o, t) = /0 Bz, s)ds. (1.2.5)



Conditions aux limites de contact sans frottement

Supposons que I' = Ty UT, U T, avec I NI = 0 pour ¢ # j,i,j = 1,2,3. Sur I'; et I'y on
impose les conditions aux limites de déplacement traction (1.2.1),(1.2.2) et sur I's on décompose
le déplacement et le tenseur de contraintes en composante normale et tangentielle. On note par

v, et v, la composante normale et respectivement tangentielle de tout champ vectoriel

V,=V—V,U, V,=V-U. (1.2.6)

De méme, soit g, et o, la composante normale et respectivement tangentielle du tenseur des

contraintes de Cauchy ov. Il vient: o, = (ov),,0, = (ov),, c’est a dire:
o, = (ov)v, o, =o0v—0o,V. (1.2.7)

Pour donner un sens a la décomposition précédente, on suppose que I's est de régularité C1.
Nous supposons que le corps élastique peut entrer en contact avec une base rigide S.
On dit que le contact entre le corps et la base rigide S est sans frottement, si les mouvements

tangentiels sont libres, ce qui se traduit par:
o, =0 sur I} (1.2.8)
Contact bilateral

Nous parlons d’un contact bilatéral s’il n'y a pas de séparation cntre le corps et la fondation,
autrement dit le contact est maintenu tout au long du processus. Cette condition est exprimée

par la relation suivante

u, = 0sur I's x (0,7). (1.2.9)

Conditions aux limites de contact avec frottement.

Réponse normale instantanée et frottement

La condition dite de la réponse normale instantanée sur la surface potentielle de contact I's x (0,7)
s’écrit:

-0, =P, (1u,) .
Ou u, désigne la vitesse normale et P, est une fonction prescrite telle que P,(r) = 0 par r < 0.

Cette egalite traduit une dependance générale de la contrainte normale par rapport a la vitesse
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normale, elle peut représenter le comportement d’une couche de lubrifiant sur la surface de contact.
P,(r)=K,ry VreR.

Ou K, > 0, la résistance de la fondation a la pénétration est proportionnelle a la vitesse normale.
Ce type de comportement modélisant le mouvement d’un corps déformable sur le sable ou sur un
matériau granulaire.

La loi de frottement associke est donnée par
-0, = P (u,).

Ici la loi est sans seuil et dit que le cisaillement tangentiel sur la surface de contact est une
certaine fonction de vitesse tangentielle. Sur la surface de contact est une certaine fonction de
vitesse tangentielle.

Dans le cas ou

P.(r) = pr VrcR%

Montre que le cisaillement tangentielle est proportionnel a la vitesse tangentielle. Tel est le cas
quand la surface de contact est lubrifiee par une fine couche de fluide non newtonien, u représente
le coefficient de frottement, suppose positif. Nous pouvons également envisager d’autre exemples
de fonctions de contact données par
pu(r) =k (r4)™ + po.
pr(r) = plr[" '
Ou r = max{0,1} et 0 < m < 1 est un coefficient fixe et py peut jouer le role de la pression de

I’huile qui est donnée et positive.

contact bilatéral avec frottement et usure

Le corps est supposé entrer en contact avec une fondation rigide, se déplacant a la vitesse v*. Ce
contact est supposé toujours maintenu au cours de ’étude du phénomene. Décrivons la condition

de contact entre corps et Fondation régide. Ici, la relation

u, = —w. (1.2.10)
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Ou w est la fonction dusure w : I's x [0,7] — R, reste valide afin de représenter 'effet de
I'usure sur la surface de contact I's. Cette derniere égalité montre que la position de contact
dépend de 'usure.

On suppose que pendant I’évolution du phénomene, la surface de contact se réarrange de sorte
que la vitesse tangentielle soit négligeable. La vitesse de glissement ne sera ainsi que la vitesse

v* = ||v*|| > 0. La relation (1.2.13) entraine

o,=al|u,l, surlzx][0,T]. (1.2.11)
Ou
1 (1.2.12)
kAo |

Le frottement suit la loi donnée par

o=—\Nu, —v*),A >0, sur I's x [0, 7] (1.2.13)

Nous modélisons le contact de frottement entre le corps et la fondation avec compliance normale

comme suit
o, =p,(u, —w—yg), sur '3 x|[0,T]

v* 1.2.14
UT:—pT(u,,—w—g)m, sur I's x [0, 7. ( )

1.3 Formulation des problemes mécaniques.

Ce paragraphe introduit les cadres physiques et par suite mathématiques utilisés dans cette mé-

moire.

1.3.1 Cadre physique de probleme mécanique

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné Q C R%(d = 2,3) avec une surface frontiere
réguliere, partitionée en trois parties disjointes I'y, I'y et I's, telles que mesl’; > 0. Nous notons
par v la normale unitaire sortante a I'.

Soit T" > 0 et [0,7T] 'intervalle de temps considéré. Le corps est encastré sur I'y dans une
structure fixe. Sur I'y agissent des tractions surfaciques de densité f,, dans () agissent des forces

volumiques de densité fy. Nous supposons que fy et fy varient tres lentement par rapport au
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temps . Le corps est en contact avec frottement avec ou sans adhésion avec un obstacle sur la
partie I's. Nous prenons en considération les propriétés mécaniques du corps. Notre objectif sera
d’étudier I’évolution de ces propriétés dans le temps, sous 'hypothese des petites transformations.

Nous utiliserons ce cadre physique dans ce mémoire.

£

Le corps Q S
a\‘ q
~N |-3

La partie de contact

La fondation

1.3.2 Modeles mathématiques

L’évolution d’un corps déformable sous 'action des efforts extérieurs est modelisée mathématique-
ment par un systéme d’équations aux dérivées partielles contenant I’équation de mouvement (ou
d’équilibre) du corps, la loi de comportement du matériau ainsi que les conditions initiales et
aux limites auxquelles il est soumis. On considere dans les chapitres deux et trois de matériaux
ayant des lois de comportement viscoélastiques avec endommagement soumis a des conditions aux
limites de contact avec adhésion citées dans les paragraphes précédents, dans le cas dynamique.

Plus précisement, les problemes mécaniques qu’on va étudier sont les suivants
Probléeme 01

Trouver le champ de déplacement u : Q2x [0, T] — R?, le champ des contraintes o : Qx [0, T] — S,

le champ d’endommagement a : Q x [0,7] — R, le champ d’adhésion 3 : '3 x [0,T] — [0, 1]
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tell que
o(t) € E(e(u(t))) + dw(e(u(t)))

t dans 2 x (0,T
+/0 F((t —s),e(u(t)), a(s))ds, (0,7)

pi = Diveo + fj, dans Q x (0,7
& — kEAa + dpi(a) 3 S(e(u), a), dans Q x (0,7)
u(t) =0, sur I'y x (0,7)
o(t)v =1, sur I'y x (0,7)
—o,(t) € Oh(0,(t)), sur I's x (0,7)
—o,(t) € 0V (u,(t)), sur I's x (0,7)
B = Haa(B: ¢o: R(Il u- 1)), sur I's x (0,7)
oo

— =0, sur '3 x (0,7
ov

u(0) = ug, u(0) = v, @(0) = o, dans
B(0) = Bo. sur Q.

Probléme 2

Trouver le champ de déplacement u : Qx [0, 7] — R?, le champ des contraintes o : Qx [0, T] — S

le champ d’endommagement a : Q x [0,7] — R, tell que
o(t) = A=(u(t)) + B(e(u(t))

" dans €2 x (0,T
+ [ 9o(s) = Acti(@), e(u(s)), a()ds. o

pi = Div o + fy, dansQ x (0,7)

& — kAa + 0pk(a) 5 S(o — Ae(u),e(u),a), dans Q x (0,7)

u =0, sur 'y x (0,7

ov = f;, sur I'y x (0,7)
—O0v = _0.‘ | @ ||, || o7 l|l= —po sur T3 x (0,7)
or ==X, —v*), A>=0

oo

— =0, sur I' x (0,7)

ov

u(0) =ug, u(0) =vpy, a(0)= vy, dans Q
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1.4 Outils Mathématique

Dans ce chapitre, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans ce mémoire, et nous

donnons quelques propriétés nécessaires dans la suite.

1.4.1 Espaces de Sobolev

Introduisons les espaces de Hilbert suivants,

H= {u = (Ul) /’UHL € LZ(Q)}, H = {O’ = (Uij) /Uij = 0j; S L2<Q)} .
le{U:<Ul)/U1€H1(Q)}, HlZ{JEH/O'ij,jEH}.
Les espaces H, H, Hy, et H; sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires

donnés respectivement, par

(u,v)H:/uividﬂc , (U,T)H:/aijnjd:v,
Q Q
(U, U>H1 = (U, U)H + (€(U>, 6(U>>H ) (Ja T)Hl - (07 T)'H + (DIV g, Div T)'H‘
Ou e : H — H et Div : Hy — H sont respectivement les opérateurs de déformation et de

divergence, définis par:

1 .
e(u) = (eig(w)),  eig(w) = 5 (wij +ugi), Dive = (0yy).
Les normes sur les espaces H, H, H; et H; sont notées par || - ||z, || - ||z, | - [z, et || - ||,
respectivement.

Puisque la frontiere I' est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiere est défini
p.p. Pour tout champ de vecteurs v € H; nous utilisons la notation v pour désigner la trace yv
de v sur I'. Rappelons que I'application de trace v : H; — L?(I')¢ est linéaire et continue, mais
n’est pas surjective. L'image de H; par cette application est notée par Hr; ce sous espace s’injecte
continument dans L?(I)?. Désignons par H. le dual de Hy et (.,.) le produit de dualité entre Hy.

et Hr. Pour tout o € H;, il existe un élément ov € H{ tel que
(ov,yv) = (0,e(v))y + (Divo,v)y Vv € H;. (1.4.1)
En outre, si o est assez régulier (par exemple C! ), nous avons la formule
(ov,yv) = /O'l/ -vda Vv € Hy.
r
Donc, pour o assez régulier nous avons la formule suivante
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Formule de Green
(0,e(v))n + (Dive,v)y = /UI/ -vda Vv € Hy. (1.4.2)

r
Nous définissons le sous espace fermé de H,

V={ve H/v=0surI'}. (1.4.3)
Inégalite de korn

Théoréme 1.4.1 Soit mes I' { > 0. Alors il existe une constante C' > 0 qui dépend de € et T’y
telle que
le) = Cllullm VYueV (1.4.4)

Inégalite de Friedrichs Poincaré
Théoréme 1.4.2 Soit £ € H
IVElla = crlléllm@ V€€ H. (1.4.5)
Ot cp » 0 est une constante qui dépend uniquement de 2 et I' et V& =&
Inégalite de Holder
Théoréme 1.4.3 Soit f € L¥(Q) et g € LI(N), }17 + % =1, alors fg € L'(Q) Vp,q >0 et
19l < [ fler@llgllza)- (1.4.6)
Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet

Théoreme 1.4.4 FEtant donné n € H', il existe f € H unique tel que
V) = (f,v)g YveH. (1.4.7)

De plus
I =1 f e -

Ce théoreme montre que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter de maniere
unique a l’aide du produit scalaire. L’application n — f est un isomorphisme isométrique qui

permet d’identifier H et son dual H'
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Théoreme 1.4.5 Soit a: H x H — R une forme bilinéaire sur H x H La forme a est dit

1. continue s’il exist un réel M > 0 tel que

la(u,v) [[< M |[ullallvllz Yu,veH. (1.4.8)

2. coercive s’il exist un réel m > 0 tel que

alu,u) >m || u ||} Vu€ H. (1.4.9)

Remarque 1.4.6 Soient A: H — H un opérateur et a : H x H — R la forme définie par
a(u,v) = (Au,v)y Yu,v € H. (1.4.10)
On a alors les propriétés suivantes
i a est bilinéaire si et seulement si A est linéaire.
1 a est continu si et seulement si A est continu.

111 a est coercive si et seulement si A est défini positif.

1.4.2 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principaun résultats sur les fonctions définies sur un
intervalle de temps et a valeurs dans un espace de Banach réel.
Soit 0 < T < o0 et soit (X) un espace de Banach réel. Nous notons par C.(0,7T; X') 'ensemble

des fonctions continues & support compact dans (0,7) & valeur dans X.

Définition 1 Une fonction f : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous ensemble E C
[0, T] de mesure nulle et une suite (f,),cy de fonction appartenant a C.(0,T; X) telle que
| fu(t) — f(t) ||x— 0 quand n — oo, pour tout t € (0,T)\E

Définition 2 Une fonction f : [0,T] — X est dite intégrable s’il eviste une suite (fy),cy de

fonctions appartenant a C.(0,T; X) telle que

t

1M-OHE@—f@HXﬁ=0
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On rappelle que W*P(0,T; H) est l’espace des distributions vectorielles u € D'(0,T.H) telle
que Dy, € LP(0,T; H) pour J =0,k, D, désignant la dérivée d’ordre j au sens des distributions.

Sil<p<+oo, WkP(0,T; H) est un espace de Banach réel pour la norme définie par

k t
(0, 0wz = 3 / (Dyu(t), Dyo(t)),, dt.
=070

En particulier, W5P(0,T; H) est un espace de Banach pour la norme définie par

k
| w lweo.r,m= Z sup ess || Dyu(t) ||z Yu € W*P(0.T; H).
=0

Pour cas particulier k = 0, on remarque que

WO(0.T; H) = L*(0.T; H).

1.4.3 Opérateurs fortement monotones.

Dans cette section nous commencons par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones
et de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert H muni du produit scalaire (.,.) g
et de la norme associée || - ||z et A: H — H un opérateur non-linéaire.

L’opérateur A est dit

1. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au— Av,u —vyg >m||u—v |} VYu,v€ H. (1.4.11)

2. de Lipschitz sil existe M > 0 tel que

|Au — Av||lg < M|ju —v||g Yu,v € H. (1.4.12)

Nous avons le résultat suivant

Théoreme 1.4.7 Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz. Alors pour

tout f € H il existe un élément unique Au = f.

Le résultat précedent est un cas particulier du théoreme de Minty-Browder. Il nous prouve
tout opérateur A : H — H fortement monotone et de Lipschitz est inversible. Plus précisement,

on a

Théoréme 1.4.8 Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz. Alors son

inverse A™' : H — H est également fortement monotone et de Lipschitz.
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1.4.4 Enoncés de certains théorémes

Banach: point fixe

Théoréme 1.4.9 Soit X un espace de Banach, K est un ensemble fermé et non vide de X. On

suppose que A : K — K
1. A est une contraction, i.e, o €]0, 1], tel que:
|Au— Av|| < aflu—0v| Yu,ve K. (1.4.13)

donc il existe une solution unique u € K de l'équation Au = u, i.e A a un point fixe unique

dans K.

2. A™ est une contraction pour m un entier positif, donc A admet un point fire unique dans

K.

Fonctions convex

On considere une fonction ¢ définie sur un espace vectoriel réel X et a valeur dans |—oo, +00]. La

fonction ¢ est dite convexe si
o(tu+ (1 —t)v) <tp(u) + (1 —t)p(v) Yu,ve X,t€]0,1]. (1.4.14)

On appelle la fonction indicatrice de K la fonction Uy : H —] — 0o, +00| définie par

0 siue K
\IIK(U) - { +00 sinon
Sous différentiabilité

Nous considérons dans tout ce paragraphe que X est un espace de Hilbert et K un sous-ensemble

de l'espace X.

Définition 3 On dit que la fonction ¢ : H —|— 00, +00] est sous différentiable en un point u € H
s’il existe f € H tel que
o(v) —p(u) > (f,v—u)y Yv e H. (1.4.15)

Définition 4 Soit une fonction ¢ est alors appelé un sous gradient en u et [’ensemble des sous

gradients de ¢ en u appelé le sous-différentiel de p en u est noté dp(u) :
Op(u) ={f € H/p(v) —p(u) = (f,v —u)g, YveH}.
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Le crochet (-;-) désignant la dualité entre X’ et X.

Tout élément u' de 'ensemble 07j(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en u. La fonction
j est dite sous-différentiable en u si dj(u) # 0. Elle est dite sous-différentiable si elle I'est en tout
point u de I'espace X.

Nous pouvons ainsi caracteriser le sous differentiel dp g (u) d'une fonction indicatrice ¢ xd’ un

ensemble convexe non vide
Opr(u) ={u' € H'/ (u',v—u), <0 VYveK}. (1.3.16)
Inéquation variationnelle hyperbolique d’évolution

Comme précédemment, soit V' un espace de Hilbert doté du produit scalaire (-, )y et la norme
associé || - ||g. Soit maintenant un opérateur A : V. — V', K C H, j : H —] — 00; +00] une
fonction propre et f € H.

Dans le reste de I'article, nous notons C' une constante dont la valeur peut changer d’une ligne
a lautre. étant donné un opérateur linéaire A : V' — V'  un fonctionnel ¢ : V' —] — oo; +0o0],
f eV etu0) =uy, u0)=uvy €V, nous considérons l'inégalité variationnelle hyperbolique

évolutive de la forme suivante

Probleme 1
Trouver u € L*(0,T;V) u € C(0,T; H) tel que
((i(t),v—u(t)m + (Au(t), v —u(t))x + (v)

—p(a(t) = (f(t),v —u(t)),
p.p. t €(0,T), pour toutv e V.

\u(O) = Uo, 'LI(O) = 1.
Nous imposons les hypotheses suivantes aux données du probleme I.
H(A): L’opérateur A € L(V, V") est symétrique et coercitif, c’est-a-dire qu’il existe une constante

a > 0 telle que

(Au, v) vy = (Av,u) vy et (Au,u)yxyr > allull} pour tout u,v € V.

H(p): La fonctionnelle ¢ : V' — R U {400} est une vraie convexe et semi-continue inférieure.
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H(f): f e H*0,T;V").

(Hgaue): La condition suivante s’applique: vy € D(0yp) et il existe zo € H tel que

(20, v — o) + (Aug, v — vo) + p(v) — p(vo) > (f(0),v — vo)
pour tout v € V, ou ug, vg € V.

Théoréme 1.4.10 Soit A : V. — V', un fonctionnel ¢ : V —| —oo;+o0], f € V' et u(0) =
up,u(0) = vy € V, satisfaites les hypothéses H(A), H(p), H(f) et Hy,,. Alors linéquation

variationnelle hyperbolique de admet une solution unique u € C*(0,T;V) tel que.
€ C(0,T; H)YNL*0,T; V), e L*(0,T; H)

Il est également utile d’observer que le probléme I a une autre formulation équivalente fournie

par le résultat suivant.

Proposition 1.4.11 Un élément u € V' est une solution du probléme I si et seulement s’il résout

inégalité suivante: trouver u € L*(0,T;V) tel que uw € C(0,T; H) et
( /0 (i(t),v —u(t))Hdt+/() (A(u(t)),v — u(t))Hdt+/0 e(v)(t)dt
- [ etinar= [ (.00 - i)

pour tout v € V.

(u(0) =ug, u(0)=vp.

Nous passons maintenant a la formulation de la méthode de Rothe pour le probleme 1. Elle
consiste en une discrétisation temporelle dans laquelle nous définissons une séquence approximative
en utilisant une formule d’Euler implicite (en arriére). Ensuite, a chaque pas de temps, nous
allons résoudre une inclusion d’opérateur stationnaire. Enfin, nous construisons les interpolants

constants par morceaux et affines par morceaux et prouvons un résultat de convergence.

Remarque 1.4.12 Le probleme I a été étudié dans Ka cur [9, 10] dans un cas particulier ot
@ est la fonction indicatrice Ix d’un ensemble fermé et convere non vide K dans un espace de
Hilbert V', c’est-a-dire
0siue K
I =
+ 00 st non.
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Dans ce cas, le probleme [ se réduit a l’inégalité variationnelle hyperbolique suivante: trouver

un élément v € L*(0,T;V) tel que uw € C(0,T; H) et

/O(u(t),v—u(t))Hdt+/0 (A(u(t)),v—u(t))q.[dt—i—/o o(v)(t)dt
- / p(a(t))dt > / (), v(t) — a(t)dt,

pour tout v € V.

\

11(0) = Ug, 11(0) = 9.

Etant donné un opérateur linéaire A, B : V' — V', un fonctionnel j : V x V — R et u(0) =
up,u(0) = vy € V, nous considérons 'inégalité variationnelle hyperbolique évolutive de la forme

suivante

Probléme 11

Trouver u € L*(0,T;V) , uw € C(0,T; H) tel que

((i(t),v —u(t)m + (Au(t), v —wlt))w + (B(u(t)), v — ult))x + j(v,v)
—j(v,a(t)) = (f(),v —u(t)).
p.p. t € (0,T), pour tout v € V.

u(0) = up, (0) = wo.

Nous imposons les hypotheses suivantes aux données du probleme I7.

H(1) II existe constante Mp > 0 tel que

<B(U1)-B(U2),U,1—U2 >> MB || UL — Uy ||%/ Vu1,U/2€V

H(2) Il existe constante Lg > 0 tel que

| Bur) = B(uz) v'= Lp | ur —uz v Vur,us € V.

H(3) L’opérateur A € L(V,V’) est fortement monotone , i.e, il existe constante M4 > 0 tel

que

<A(u),u>>My||u|? VYueV.
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H(4) Lanorme de A estLy , ie.

| A(w) < La|lully YuelV.

H(5) Pour tout u,v € V

< Au,v >=< Av,u >

H(6) Il existe constante L; > 0 tel que

J(g1,v2) + (g2, v1) — j(g1,v1) — j(g2,v2) < Lj | g1 — g2 vl vi —v2 lv  Vg1,92, 01,00 €V

H(7) Il existe constante C; > 0 tel que

3(g:01) = 3(g,02) < Cj | g [lv]l o1 = v2 [lv,

J(1,9) —j(v2, ) < Cj |l g vl vi —va[lv, Vg,v1,00 € V.
H(8) Fonction f satifait

f e HX0,T; V).

H(9) Pour tout u € V

j(u,.) est fonction convexe dans V, wu € V.

Théoréme 1.4.13 Soit A,B : V. — V', un fonctionnel j -V xV = R, f € V' et u(0) = uy,
u(0) = vy € V, satisfaites les hypothéses H (1)- H(9) . Alors l'inéquation variationnelle

hyperbolique de admet une solution unique u € C1(0,T; V) tel que.
we C0,T;H)NnL>®0,T;V),ue L>*(0,T;H)

Il est également utile d’observer que le probleme I a une autre formulation équivalente fournie

par le résultat suivant.
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Proposition 1.4.14 Un élément u € V' est une solution du probléme I si et seulement s’il résout

inégalité suivante: trouver u € L*(0,T;V) tel que u € C(0,T; H) et
/0 (i(t),v —0(t))gdt + /0 (A(a(t)), v — a(t))pdt + /0 (B(u(t)),v —u(t))ydt
+ [awwa [ ima= [ eo.un - o

pour tout v € V.

\

U(O> = U, 11(0) = Vp-

Nous passons maintenant a la formulation de la méthode de Rothe pour le probleme II. Elle
consiste en une discrétisation temporelle dans laquelle nous définissons une séquence approximative
en utilisant une formule d’Euler implicite (en arriere). Ensuite, a chaque pas de temps, nous
allons résoudre une inclusion d’opérateur stationnaire. Enfin, nous construisons les interpolants
constants par morceaux et affines par morceaux et prouvons un résultat de convergence.

Nous allons rappeler dans ce paragraphe deux résultats sur les équations d’évolution et un

résultat sur les inéquations variationnelles d’évolution.

Equation différentielle ordinaire

Théoréme 1.4.15 (Cauchy-Lipschitz) Soit (X, |.||x) un espace de Banach réel et soit F(t,.) :

X — Xun opérateur défini p.p. sur (0,T), qui satisfail les propriétés suivantes

il existe  Lp > Otel que
||F(t,£l)1) — F(t,l‘g)”x < LF“ZBl — ZEQHX \V/[L’l,l'g c X,p.p. c (O,T)

il existe 1 < p < +oo tel que F(.,x) € LP(0,T; X) Vz € X.

Alors pour tout xg € X, il existe une fonction unique x € W'(0,T; X) telle que

{gb(t) = F(t,z(t)) p.p.te(0,T).

Maintenant nous considérons V' et H deux espaces de Hilbert réels tels que l'application
d’inclusion de (V/||.|]yv) dans (H,||.||z) est continue et dense. Identifiant le dual de H avec lui-
méme, c’est-a-dire nous pouvons écrire le triplet de Gelfand V. ¢ H c V',

Les notations .||y , |-l et (.,.)y .y représentent les normes sur V , V' et le produit de

dualité entre V' et V respectivement.
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Inéquation variationnelle d’évolution

Théoréme 1.4.16 Soit V.C H C V' un triplet de Gelfand. Soit, K est un sous ensemble fermé
non vide, et convere de V', et soit a(-,-) : V. x V — R est une forme bilinéaire continue et
symétrique qui satisfait

il existe c; > 0 et Cy la condition de coercivite a(v,v) + Co || v |5=>C|[v |3 veV

Alors pour tout ug € K et f € L*(0,T; H), il existe unique fonction u qui satisfait

we HY0,T; H) N L2(0,T; V).

u(t) € K Vi€ [0,7].

(a(t),v —u(t)) vy +a(u(t),v —u(t)) > (f(t),v —u(t)y YveK.
w(0) =0, u(0)=0

Equation aux dérivées pratielles d’évolution

Théoréme 1.4.17 Soit V.C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A : V. — V' un opérateur

hemicontinu et monotone satisfaisant.
Jw >0, et AER (Av,v)yruy > w|v]|f + A Yo e V. (1.4.17)

pour des constantes w > 0,C > 0 et A € R. Etant donné uo € H et f € L*(0,T; H), il existe une

fonction unique u qui satisfait.

ue€ L*0,T;V)NC(0,T; H),ii € L*(0,T;V").
w(t) + Au(t) = f(t) pp t€[0,T].
u(0) = up.

1.4.5 Compléments divers

On présente ici des lemmes classiques du type Gronwall.

Lemme 1.4.1 Soient m,n € C(0,T;R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et

soit a > 0. si ¢ € C(0,T;R) est une fonction telle que
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S
o(t) <a +/0 m(s)ds +/0 n(s)p(s)ds vt e [0,T].

o(t) < (a—l— /0 tm(s)ds) exp ( /0 tn(s)ds) vt € [0,7].

Pour le cas particulier m = 0, ce lemme devient

alors

Corollaire 1.4.18 Soient n € C(0,T;R) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit a > 0
Si ¢ € C(0,T;R) est une fonction telle que

o(t) <a+ /Otn(s)gzﬁ(s)ds vt € [0,T].

alors

() < aexp ( /0 tn(s)ds) vt € [0,7].

Lemme 1.4.2 Soit m € W1(0,T;R) une fonction telle que m(0) = 0 et m(t) > 0 pour tout
t €[0,T) et soient a >0 et b >0 deuz constantes. Si ¢ € L>(0,T;R) est une fonction telle que

o(t) <a+m(t) + b/tgb(s)ds vt € [0,T7.

alors

o(t) <mf(t) + (a + b/otm(s)ds) e vt e [0,T].

Lemme 1.4.3 Soient m,n € C(0,T;R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et
soit a > 0. Si ¢ € C(0,T;R) est une fonction telle que

% )< “ +/m d8+/0t (s)p*(s)ds V¥t €[0,T).

lp(t)] < <a+ /Otm(s)ds) exp (/Otn(s)ds) vt € [0,T).

alors
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Chapter 2

Probleme de contact avec frottement de
réponse normale instantanée

Dans la deuxiéme chapitre, on propose d’étudier un probleme dynamique de contact avec frot-
tement de réponse normale instantanée et adhésion entre un corps viscoélastique avec mémoire
longue et endommagement, et une fondation. Le processus d’adhésion est modélisé par un champ
d’adhésion sur la surface de contact. Le contact est bilatéral, la contrainte tangentielle, due a
I’adhésion étant inclue. L’endommagement causé par les déformations élastiques du matériau est
modélisé par une variable interne du corps appellée champ d’endommagement.

Le probleme est formulé par un systeme d’équations et d’inéquations aux dérivées par- tielles
contenant 1’équation de mouvement ou d’équilibre du corps, la loi de comportement du matériau
avec endommagement, une inclusion du type parabolique modélisant le champ d’endommagement,
une équation différentielle modélisant le champ d’adhésion et les conditions aux limites auxquelles
il est soumis.

Cette section est divisé en trois paragraphes. Dans le premier paragraphe, nous présen- tons
le probleme mécanique, puis nous indiquons les hypotheses sur les données. Dans le deuxieme
paragraphe, nous décrivons la formulation variationnelle du probleme mécanique. Enfin, dans
le troisieme paragraphe, nous étudions l'existence et 1'unicité d’une solution faible du probleme
mécanique.

Le probleme est formulé comme un systeme couplé en déplacement, en contrainte, et en champ
d’adhésion. La nouveauté est que les opérateurs viscoélastiques avec fortement non linéaires,
obéissant a une condition faible de croissance, qui remplace I’hypothese de Lipschitz. Pour ce

probleme nous démontrons essentiellement un résultat d’existence et d’unicité des solutions faibles.
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Les techniques employées sont basées sur les résultats des équations variationnelles et la théorie

des opérateurs monotones, suivi par les arguments du point fixe.

2.1 Formulation du probléeme mécanique

Le probléme étudié dans cette section dans le cadre physique mécanique présenté dans le premiere
paragraphe de la mémoire. Pour que le modele soit complet, précisons que la loi de comporte-
ment est viscoélastique avec mémoire longue et endommagements. La condition de contact avec
représente les conditions de contact avec réponse normale instantanée et frottement sur la partie
I's, est préscrite dans premier chapitre. Nous considérons les conditions représentent les conditions
de contact avec adhésion.

Sous ces considérations, le probleme mécanique qu’on étudie est premier le probleme du premier

chapitre.

2.1.1 Probleme Mécanique

Trouver le champ de déplacement u :  x [0, T] — R%,  le champ des contraintes o :  x [0,T] — S,
le champ d’endommagement a : © X [0, T] — R, le champ d’adhésion 8 : I's x [0, T] — [0, 1]

tel que
o(t) € E(e(u(t))) + dw(e(u(t)))

N /t F((t— ), e(u(t)), a(s))ds. dans Q x (0,7), (2.1.1)
pi = Divo + fy, 0 dans Q x (0,7, 2.1.2
& — kEAa + dpi(a) 3 S(e(u), a), dans Q x (0,7, 2.1.3
u(t) =0, sur 'y x (0,7, 2.1.4
o(t)v =1, sur I'y x (0,7, 2.1.5
—o,(t) € Oh(u,(t)), sur I's x (0,7)
—o-(t) € 0V (u.(t)), sur '3 x (0,7, 2.1.7

B = Had(IBa Cﬂ’ R(” Ur ”))7

oo
— =0,
v

u(0) = up, w(0) = vo, @(0) = a,

5(0) = Bo,
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Nous décrivons maintenant les notations dans (2.1.1)-(2.1.11) et fournissons quelques com-
mentaires sur les égalités et les conditions aux limites.

D’abord, les équations (2.1.1) et (2.1.3)représentent la loi de comportement d’un matériau
viscoélastique non linéaire avec mémoire longue et endommagement, ou £ représente 'opérateur
d’élasticité, et w : QxS — RU{+o0} est un potentiel convexe d’opérateur de viscosité. Des mod-
eles de contact statique avec des lois de comportement impliquant une fonction semi-contionnelle
appropriée, convexe et inférieure w couvrent les problemes d’effets de verrouillage et ont été étudiés
dans [4,12]. En particulier, si w = 0, alors I'inclusion (2.1.1) se réduit a une équation constitutive
pour les matériaux élastiques linéaires avec mémoire longue et endommagement et F = (F;;) est le
tenseur de la relaxation. L’évolution du champ d’endommagement est modelisée par I'inclusion du
type parabolique donnée par la relation (2.1.3) ou S est la fonction source de 'endommagement.
L’équation (2.2.2) représente I’équation du mouvement ou fy est la densité des forces volumiques
agissent sur le corps déformable et p désigne la densité de la masse. Les conditions (2.1.4) et
(2.1.5) sont le déplacement et conditions aux limites de traction, (2.1.6) et (2.1.7 )représente les
conditions de contact avec réponse normale instantanée et frottement sur la partie I's.

le contact condition (2.1.6) est appelé multipluée normal damped response condition telle que
h:T3xR — RU{+o00}, est une fonction convexe. Ce sous-différentiel a été utilisé dans plusieurs
articles récents sur les problemes de contact, voir [7,19,2]. En particulier, si h(r) = I(_s(r),0l

(—00, 0] est la fonction d’indicateur de I'intervalle (—oo, 0], ¢’est-a-dire,
0, sir <0
I ooq)(r) = _
400, sir>0

puis (2.1.6) se réduit & la condition de contact Signorini bien connue dans les vitesses de la forme
u, <0, 0,<0, o,u,=0, surx(0,7).

Cette condition type a également été prise en compte dans de nombreux articles et monogra-
phies, cf. par exemple, [7,8,17,18,19]. La condition a valeurs multiples (2.1.7) décrit la condition
de frottement dans laquelle 1) = I's x R? — R U {+00} est un potentiel convexe. Cette forme
integre plusieurs lois de frottement rencontrées dans la littérature. L’un des choix les plus simples
est la valeur finie une fonction ¢(x, £) = F,(z)||€||, pour tous &€ € RY, p.p. x € I's, ol Fy représente

la limite de friction. Ce choix conduit & la loi de Coulomb bien connue du frottement a sec de la
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forme

—0 = —u(t)T siu
o) < B, +(1) FbHﬁ(t)TH A1) #0.

Nous référons a [13, section 6.3] pour une discussion détaillée sur les lois de frottement de la
forme (2.1.6).

Les relations (2.1.8) représentent les conditions de contact avec adhésion sur la partie I's de
la frontiere.(2.1.9 )décrit une condition aux limites de Neumann homogene ot da/v est la dérivée
normale de a.

Dans, la condition (2.2.10) donne le déplacement initial, la vitesse initiale et a est le endom-
magement initial. Pour plus de détails sur la théorie mathémactique de la mécanique des contacts,
nous référons a [7,8,13,17,18].

Enfin, dans I’équation (2.1.11) Sy désigne la liaison initiale.

Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme (2.1.1)-(2.1.11) nous introduisons pour

le domaine de liaison de ’ensemble

2.1.2 Hypotheses

On considére maintenant les hypotheses suivantes
L’opérateur d’élésitcité satisfait
(£:QxS* =S telle que
(a) E(w,e) = a(x)e pour p.p. = €N et tout e €S
< () a(z) = (aiju(x)) avec aijx = ajim = a € L), (2.1.12)

(¢) i (T)eiiem > my || € Hgd pour p.p. x € ()

et tout ¢ = (g;;) €S? avec mgy > 0.

Les fonctions w, h et 1 satisfaisont I’hypotheses suivantes

(w: Q x S* — RU {+oo}est telle que

(a) w(-,€) est mesurable sur  pour tout € € S% (2.1.13)
[ (D) w(z,.) est proper, convex et semi-continu pour p.p. x € €.

(h: T35 xR = RU{+o0} est telle que

(a) h(-,7) est mesurable sur I'; pour tout r € R, (2.1.14)

L () h(z,.) est proper, convex et semi-continu pour p.p. x € I's.
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P : T3 x RT — RU {+oo} est telle que
(a) Y(-, &) est mesurable sur I's  pour tout £ € R?, (2.1.15)

(b) W (x,.) est proper, convex et faible semi-continu pour p.p. =z € I's.

La fonction de la source d’endommagement S satisfait
(S:OxS"xR—=R
(a) Il existe Mg > 0 telle que
| S, €0 01) = S(%, € 02) 1< Ms(| € — &, || + 1| s — 3 ).
V€, &, € SY, Yay,as € R, p.p. x € €, (2.1.16)
(b) L’application x — S(x,§, ) est Lebesgue mesurable sur €,

pour tout £ € S, v € R

L(¢) L’application x + S(x,0,0) € L*(Q).

La fonction de relaxation F satisfait
(F:Qx(0,T)xS*xR —$*
(a) Il existe F > 0 tel que
| F (2.t &, dr) = F(,8,85,d2) || < Lr([ & =& [l + 1l di—da])
pour tout ¢t € (0,7),&,,&, € S¢, di,dy € R,p.p. € Q,
(b)L’application  — F(x,t, &, d)est Lebesgue
(2.1.17)
mesurable sur €2, pour tout ¢t € (0,7),€ € S¢ d e R,
(c)L’application t — F(x,t, &, d)est continu sur
(0, T)pour tout &€ € S*,d € R,p.p. = € Q,

(d) L’applicaction & — F(x,t,0,0) appartenir,

de H pour tout t € (0,7).
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De méme, nous supposons que la fonction d’adhésion H,q4 satisfait les propriétés suivantes
(H,q T3 xRXxRx[-L,L] — R
(a)IT existe L,q > 0 telle que
| Hog (2,01, 2,7) — Hygq (,b9,2,7) [|< Lag || b1 — b2 ||
Vbi,bp e R,z € Ryr € [—L, L], p.p.x € T3
et
| Hoa (2,01, 21,71) — Hag (2, b2, 29, 72) ||
S Laa ([ br=b2 [+ 2o — 22 [+ [[r1 =72 )
Wby, by € [0,1], 21,20 € R 71,79 € [-L, L], p.p. x € '3, (2.1.18)
(b)L’application © — Hyq(x,b, z,7) est Lebesgue mesurable sur I's
Vb, z € R,r € [—L, L],
(c)Lapplication (b, z,7) — Haq(z, b, z,r) est continue sur
RxRx[-L,L], pp. z€Tls,
(d) Hoa(x,0,2,7) =0 VzeRre|[-L,L|,pp. €}y,

() Hog(z,b,2,7) >0 Vb<0,z€R,re|[-L,L],p.pxelyet

Hug(x,b,2,7) <0 VYo>1,z€ R re[-L,L],p.p.x € Ts.

On note que si € L™ (I's), z € L™ (I'3) et r : I'3 — R est une fonction mesurable, alors les

conditions (2.1.18 )impliquent que
T — Had(xa B(x)v Z<I>7 R,I'(l’)) eL” (F3) :
Nous supposons que la masse volumique satisfont

p € L>=(Q), et il existe p* > 0, tel que p(z) > p*, p.p. z € Q. (2.1.19)

On suppose que les forces volumiques fy et les tractions f5 ont la régularité suivantes

foe H*(0,T;L* (), £ € H*(0,T;L*(T>)). (2.1.20)

Le déplacement initial et la vitesse satisfont
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a,be Vet w(ed)+h(b,)+1(b) < +oo. (2.1.21)

Le champ d’endommagement initial satisfait

ap € K. (2.1.22)

Le champ d’adhésion initial satisfait

Pour le champ des déplacements on a besoin du sous-espace fermé V' de H; par

V={ueH ,u=0 sur I'i}. (2.1.24)

On définit le forme bilinéaire a : H*(Q) x H*(Q) — R par

a(C,¢) = k/QVQV¢dx (2.1.25)

La condition de compatibilité se lit comme suit.

— £(0) + Aa + 0 (w(e(b)) + b (b,) + ¥ (b)) C H. (2.1.26)

Finallement, on définis sur l'espace H = L?*(©2)? un nouveau produit scalaire donné par

(u,v)g = ((pu,v))g, Yu;ve H. (2.1.27)
et soit || . ||z la norme associée, i.e
1
| v lg= (pv,v)}, Vv € H. (2.1.28)
En utilisant hypothese, (2.1.19) il s’ensuit que ||- ||y and || . ||z sont les normes équivalentes sur

H. De plus, la cartographie par inclusion de ( V) ||.||v ) dans ( H, ||.||z ) est continue et dense. On
note V' I'espace dual de V. Identifier H avec son propre double, nous pouvons écrire le Gelfand
triple

VCcHCcCV.
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Nous utilisons la notation (.,.)yxy pour représenter 'appariement de dualité entre V' et V.

Nous avons

(u,v)vixy = (u,v)g Yu € H, YveV. (2.1.29)

Enfin, on note || - ||y+ la norme sur 'espace dual V’. Le théoreme de représentation de Riesz

entraine 'existence d’'un élément f € V', tel que

(F(),0)viy = (folt),0) + (fo£):0) poeiryy . V0 EV, Db tE(0,T). (2.1.30)

On remarque que la condition (2.1.20) impliquent que

feH*0,T; V). (2.1.31)

Maintenant, soit ¢ : V' — R U {400}, 'application définie par

o(v) = /Qw(e(w))dv +/F (h(vy) + @b(vT))dv, pour tout v € V. (2.1.32)

Dans cette section, on va donner la formulation variationnelle du probleme

2.2 Formulation variationnelle.

Dans cette section, on va donner la formulation variationnelle du probleme.

Nous passons maintenant a la formulation variationnelle du probléeme de contact (2.1.1) -
(2.1.11). Cette fin, nous supposons dans ce qui suit que (u, o, o, 3) sont des fonctions lisses sur
Q2 x (0,T) qui résolution (2.1.1) - (2.1.11). Soit v € V, multipliant I’équation du mouvement (?77?)
par v — u(t) et en utilisant la formule de Green, cf. [13, Théoréme 2.25]. En utilisant la formule

de Green

(g,6(v))y + (Dive,v)g = / ov-vda, Vv e H.
r

on trouve

(0,6(v))u+ (Dive,v)g = /

a'l/-vda—l—/ au-vda—l—/ ov-vda, VveV.
I ) I3

en utilisant la définition de l'espace V' avec (2.1.24), (2.1.4) et (2.1.5), on obtient

(pit, V)11 + (@, £(v)) = /

fo-vda—l—/f2~vda+/0'u-vda, Vv eV.
Q T I's
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On remplace dans formule de Green v par v —u

(pit, v—10)y + (0, £(v) = (1) )y = (fo, (v—11))u +/

FQ FS

f, - (V—u)da—l—/ ov-(v—1)da,

YveV.

pour p.p. t € (0,7). Des conditions aux limites (2.1.4) et (2.1.5) combinées avec la formule de

décomposition, cf. (6.33) dans [13]. Puisque ov-v = o, - v, + 0, - v, il vient que
(pu(t),v —u®)m + (o,e(v) —e(a(t)))n = (£t), v —a(t))vixv
+ / (Ul,(t)(vl, — )+ o (t)(v, — uT))da, Vel
I's

De la condition (2.1.1), on a

o(t) = E(e(u(t))) +£(t) +/O F((t = s),e(u(t), a(s))ds.

avec

£(t) € dw (¢ (a(t))) ppte(0,T).

Ce dernier implique

<&(t),e(v) —e(u(t)) >< w(e(v)) —w (e (u(t))).
Par contre, de (2.1.6) et (2.1.7), par la définition du sous-différenticl, on a
— oy (t)(vi —w,(t)) < h(v,) — (i, (t), sur Tsx (0,7).
—o-(t) (v — (1) < o(vr) —d(ar(t) sur Tsx(0,7),
En insérant (2.2.4)-(2.2.5) dans (2.2.1), (2.1.27) nous obtenons I'inégalité suivante
(i(t), v — () m + (E(e(u(t))),e(v) —e(a(t)))n + ¢(v) — e(u(t))
+ ([ F((t=s),e(u(t)), a(s))ds,e(v) — £((t)))s = (£(£), v —a(t))yruv,

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

Enfin, soit a(t) € K et pour tout ¢ € [0,7]. De la définition (1.3.16) de dpx () et de (2.1.3),

on obtient

(@(t),€ = alt) ) — k(Da(t),§ — at))
>(S(e(u(t)), alt)),§ — a(t))LQ(Q), Ee K.

En utilisant la formule de Green avec (2.1.9) et (2.1.25), on trouve
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(@(t), € — a(t) L2 +ala(t),§ — alt))
2(5(5(u(t)),a(t)),§ - oz(t))LQ(Q), €€k

De (2.1.1) , (2.1.8), (2.2.10),(2.1.11), (2.2.6)et (2.2.7) et on obtient la formulation variationnelle

(2.2.7)

du probleme P1.

probleme Py

Trouver le champ de déplacement u : © x [0, T] — R?,  le champ des contraintes o :  x [0, T] — S,
le champ d’endommagement v : © X [0, T] — R, le champ d’adhésion 3 : I's x [0, T] — [0, 1]
tel que

o¢(t) € E(e(u(t))) +/0 F((t = 5),e(u(t)), a(s))ds, (2.2.8)
((ii(t), v —a(t)m + (oe(t),e(v) — e((t)))n + ¢(v) — @(u(t))
> (£(t), v —u(t))vixv, (2.2.9)

\ p.p. t € (0,7), pour tout v € V.
((&(t), € — a(t))r2() + ale(t), € — a(t))

>(S(e(u); a®),€ — a®)) . (2.2.10)

\ Ee K pp.te(07).
B = Hoa(B, s R(I| ur 1)), 0<B() <1pp. t€(0,T), (2.2.11)
u(0) = ug, u(0) =wvg, a(0)=ap, B(0)= Po. (2.2.12)

Nous remarquons que le probleme variationnel Py est formulé en termes de déplacement,
champ de contrainte, terrain d’endommagement et champ d’adhésion. L’existence d’une solution

unique de probleme Py, est déclaré et prouvé dans la section suivante.

2.3 Existence et unicité de la solution

Notre résultat principal concernant le bien posé du probleme Py, est la suivante

Théoréme 2.3.1 Supposons que (2.1.12) (2.1.24) sont satisfaites. Alors il existe une solution

unique (u, o, a, 3) probléme Py . En plus cette solution vérfiées
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ucCY0,7;V), weC,T;H)NL®0,T;V), i€ L®0,T;H). (2.3.1)
o c L*0,T;H); Dive € L*(0,T;V"). (2.3.2)
a € WH(0,T; L*(Q) N L*(0;T; H' (). (2.3.3)
B € Wh>(0,T; L=(T3)). (2.3.4)

Un quadruplet (u, o, a, 3) qui satisfait (2.2.8) (2.2.12) est appelé solution faible pour le prob-
leme P1. Nous concluons que, dans les hypotheses énoncées, le probleme (2.1.1) (2.1.11) a une

satisfait unique solution (2.3.1) (2.3.4).
Démonstration du théoréme 2.3.1

La démonstration du théoreme précedent sera conduite en plusieurs étapes. Elle est basée sur les
résultats des équations dévolutions avec les opérateurs monotones et les arguments du point fixe,
similaires ceux utilisés dans [38], mais avec un choix différent des opérateurs. Nous supposons
dans la suite que (2.1.12) (2.1.22) sont vérifiés

Soit n € H?(0,T;V) donnée. Dans cette premiére étape on construit le probléme suivant.

probléme Py

Trouver le champ de déplacement w,, : Q x [0, 7] — R? tel que:

(G, (1), v =y () + (Eeuy (), e(v) — (i, (2)))n

+ (V) — @y (t) + (n(t),e(v) — e(y (1)) = (£(t), v — ay(t))vrxv, (2.3.5)
p.p. t€(0,7), pour tout v e V.
u,(0) = ug, 1y,(0) = vy. (2.3.6)

Pour résoudre le probléeme Py nous utilisons le théoreme (1.4.10) d’existence et d’unicité. Nous

avons le résultat suivant

Lemme 2.3.1 [ existe une solution unique du probléme Py} qui satisfait la régularité précédente.

Alors il existe une fonction unique uy,

36



Démonstration du lemme 2.3.1

La preuve est basée sur le lemme 2.3.1. Nous considérons un triple d’évolution des espaces V' C
H C V', ouV est donné par (1.4.3), H = (L*(Q))% et i : V — H est un opérateur d’incorporation
compact. On définit 'opérateur A : V' — V' et fonctionnel ¢ : V — R U 400 par

(Au,v) = (E(e(u)),e(v))n Yu,v V. (2.3.7)

fat) = f(t) = n(t) € H*0,T; V). (2.3.8)

Nous vérifierons les hypotheses H (A), H(y), H (f) et (Hgu,) de théoreme (1.4.10). II est
facile de voir que sous les hypotheses (2.1.12), opérateur A défini par (2.3.7) satisfait H (A)
avec a = m,. En utilisant la convexité de w, h et ¢, il est clair que ¢ est convexe.

En utilisant une méthode similaire a celle du théoréme (1.4.10), nous déduisons que ¢ est
également semi-continu inférieur, car w, h et ¢ sont semi-continus inférieurs. Par conséquent, des
conditions (2.1.13) - (2.1.15) et (2.1.21), on en déduit que H(yp) est satisfait.

Ensuite, par I'hypothese de régularité (2.1.20)et (2.3.8) , nous obtenons que H (f) est vrai.

Enfin, les conditions (2.1.21) et (2.1.26) impliquent que les conditions initiales ont la régularité
requise dans (H,,.) et que cette condition est vraie. A savoir, puisque b € V est tel que w(e(b)) +
h(b,) + ¥ (b;) < 00 et —f(0) + Aa+ O(w(e(b)) + h(b,) +1(b-)) C H , nous avoir b € D(0yp). On
prend zy € H tel zy € —f(0) + Aa + O(w(e(b))h(b,) + ¥ (b-)).

On en déduit que 'inégalité énoncée dans (H,,,) est satisfaite.

Apres avoir vérifié les hypotheses des théoremes (1.4.10 ), sous la notation ci-dessus, nous
déduisons que le probleme Py est uniquement résoluble qu'il existe une fonction uniques u,, qui
satisfait w € C(0,7; H) N L>(0,T;V) et i € L>(0,T; H).

Il résulte de (2.3.7) et (2.3.8) que u, est une solution de le probleme variationnel Py} et il a la
régularité exprimé dans (2.3.1). Ceci conclut la preuve de la partie de 'existence du lemme 2.3.1.
Le caractere unique de la solution au probleme (2.3.5)-(2.3.6), garanti par le théoreme (1.4.10).

Dans la deuxieme étape, nous utilisons le champ de déplacement u,, obtenu dans le lemme

2.3.1 et envisager le probleme suivant la valeur initiale.
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Probléme Pg

Trouver le champ d’adhésion 8 : I's x [0, T] — [0, 1] tel que

By = Haa(Bys € R(>I| uy 1)), p.p. t € (0,7). (2.3.9)
Bn(0) = By (2.3.10)

En utilisant la version du théoreme de Cauchy-Lipschitz et arguments signaler fixe de Banach.

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.2 [l existe une solution unique du probléme Pg, et qui satisfait (2.3.4) et de plus
0< Byt <1, Vtel0,T)p.p. sur I (2.3.11)

Démonstration du lemme 2.3.2

Le probleme (2.3.9)-(2.3.10) est un probleme de Cauchy. Afin d’appliquer le théoreme de Cauchy-
Lipschitz, on considere I'opérateur suivant Soit ¢ € L>(0,T; L>(I'3)) et soit I'application
Foe(t,.) : L>®(I's) — L>(I'3) définie p.p. sur (0,7 par

Fye(t, B) = Haa(B(1), ¢ (), B([luy (1)]]))-

L’opérateur F,. est continu, et de Lipschitz par rapport au second argument. Comme [, €
L>(T'3), Papplication t — F,¢(t, 5) appartient a L>(0;71; L>(I'3)), on peut appliquer le théoreme
de Cauchy-Lipschitz (Théoreme 1.4.15), qui nous donne l'existence et 'unicité d'une fonction

By € WhTee(0,T; L>=(T'3)) tel que

BWC = Had(ﬁnCv Cﬁnu R(H Un¢ H))v p-p. te (Ov T)' (2'3'12)
Bc(0) = fo. (2.3.13)

Cela prouve que [, satisfait la condition (2.3.11). Nous supposons que S,¢(tp) < 0 pour
certains to € [0,7]. En vertu de la condition (2.1.23) nous avons 0 < f3,(0) < 1 et donc ¢y > 0 de
plus, depuis la cartographie ¢ — [(t) : [0,7] — R est continue, nous pouvons trouver t; € [0, %)
tel que B,c(t1) = 0.

Maintenant, laissez to = sup{t € [t1,to], [yc(t) =0}, alors to < tog, Bye(t2) =0et Byc(t) <0
pour t € (ty,to]. Véquation (2.3.12) impliquent que 3,(t) > 0 pour t € (ts,to], et donc B, (to) >

By(tz2) = 0 ce qui est une contradiction. Nous concluons qué 3,(t) > 0 pour tout ¢ € [0, 7).
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Un argument de Similaire Montre qué S,¢(t) < 1 Aubaines pour tous t € [0, 7.
0<Byt) <1, Vt€[0,7], p.p.surls. (2.3.14)

La propriété 0 < B,c(t) < 1 si on peut considérer l'opérateur A, : L>*(0,T;L>(I's) —
L>(0,T; L*>(I'3) défine par

t
A0 = [ Beloids e 0.1, (2:3.15)
0
pour laquelle nous prouvons que d’un seul point fixe.
Soit (1, € L*(0,T; L>°(T'3)) et soit s € [0,T].
De (2.3.12), (2.3.13) pour i = 1,2 nous

6%@=%+AVMMM@Qwﬂww@mua

et, en utilisant la derniere égalité et (2.1.17), nous trouvons

I Buci (8) = Buca(5) I < L“d/o I By (6) = Buca (6) || d9+Lad/0 I 61(6) = G(0) || df.

Ici et dans la suite, C' est une constante positive qui dépend des données, mais est indépendante
du temps et les conditions initiales, et qui peuvent changer de ligne en ligne.

L’application de la Gronwall lemme nous trouvons

|mm@—@a@MCAWQ@—@@Hw

et en intégrant cette inégalité dans I's étre

1Bncy (8) = Bz (8) [l 2o (rg) < C/O 161(6) = G2(0) || oo (s dO. (2.3.16)

From (2.3.15) et (2.3.16) nous trouvons

[AG(t) = AgCa(t) [l e (ra) < C/O /O 16:(8) = Ca(O) | Loe rg)dBds, ¢ < [0, T7]. (2.3.17)

Réitérant cette inégalité n fois, il vient

A7 — A Gall Lo 0,100 (rs)) < Tl 1¢1 = Gl oo (0,700 (15)) - (2.3.18)

Il conclut que n assez grand, un itéréA} de A, est une contraction de I'espace de Banach
L2(0,T; L>=(T'3)). Ensuite, il existe un unique ¢; :€ L>(0,T; L>(I'3)) tel que AJ¢r = ¢ et en

outre (; est également I'unique point fixe A,.
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Soit 8, = By¢; la solution de (2.3.12), (2.3.13) pour ¢ = (;. En utilisant (2.3.15)

G0 = 2,60 = [ B, (s)ds = / By(s)ds = s, te0.7)

et en gardant a Desprit (2.3.12)-(2.3.14) il s’ensuit que B, est une solution au probleme Py et
satisfait (2.3.4) et (2.3.11). Qui conclut la partie de 'existence du lemme 2.3.2.

L’unicité résulte de 'unicité du point fixe de 'opérateur A,, donné par (2.3.15).

Probléme Pg

Trouver le champ d’endommagement ¢ : © X [0, T] — R tel que
ag(t) € K, (dg(t),{ — ag(t))r2(a) + alas(t), ¢ — ca(t))

> (S(e(u(®)), a(t)), € — o (®)) V(€ K. pp. t € (0,7).

L)’
(2.3.19)
ag(0) = ay. (2.3.20)
Dans I'étude du probléme de P, nous avons le résultat suivant.
Lemme 2.3.3 Probleme Pg a une solution unique ag tel que
g € HY(0,T; L*(Q))n L*(0,T; H'(Q)). (2.3.21)
Démonstration du lemme 2.3.3
L’inclusion de (H'(Q2), || . [|m (o)) dans (L*(), || . |r2(q)) est continue et sa gamme est dense. On

note (H'(2)) I'espace dual de H'(Q) et identifier le dual de L?*(2) avec lui-méme, nous pouvons
écrire le Guelfand triple

HY(Q) C LA(Q) © (HY(Q)).

Nous utilisons la notation («, ¢) (1 (a)yxm () pour appariement de la dualité entre (H'($2))’

et H'(Q). nous avons

(o, Oy xm) = (@, )2, Va € L*(Q), ¢ € H'(Q).

et nous notons que K est fermé convexe définie dans H'({2). Puis, en utilisant la définition (2.1.25)
de la forme bilinéaire A et le fait que oy € K dans (2.1.22), il est facile de voir que le lemme 2.3.3

est conséquence directement du théoreme ?7 dans [7] (page 47).
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Enfin, a la suite de ces résultats et en utilisant les propriétés de 'opérateur F le fonctionnelle

S pour ¢ € [0,T], nous considérons 1’élément

A, 0)(t) = (A (n,0)(t), A*(n,0)(t)) € V' x L*(). (2.3.22)

définis par les égalités

A(n,0 / F((t—s),e(u(s),ap(s)))ds, VveV. (2.3.23)
AQ('I’I,@)( ) = S(e(uy(t), an(t)), VveV. (2.3.24)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.4 Pour (n,0) € L*(0,T;V' x L*(Q)), la fonction A(n,0) : [0,T] — V' x L*(Q) est
continue, et il existe un unique, élément (n*,0*) € L*(0,T;V'x L*(Q)) tel que A(n*,0*) = (n*, 0%).

Démonstration du lemme 2.3.4

Soit (n,0) € L*(0,T;V' x L*(Q)) et t1,t2 € [0,7]. Nous utilisons les notations u,, = u; et
ag, = a; et By, = B; pour i = 1,2.

En utilisant (2.1.19) ,nous avons
1AM (n,0)(tr) — Al (n, 0)(t2) [lv-
< [ 170 = ) clma) (o) = Fr =) el cals)ods (00

glum@—m@ww+lwmw—%@ﬁmw

Ensuite, en raison des régularités de u,, ag et B, exprimée en (2.3.1), (2.3.3) et (2.3.4)
respectivement, on déduit de (2.3.25) que A'(n,0) € C(0,T;V’). Par un argument similaire, de
(2.3.24) et (2.1.16) il s’ensuit que

[A% (11, 01)(t) — A% (M2, 02) ()] 12(0) < C([[ua(t) — wa(B)llv + laa (t) — aa(t) [ 120))-  (2:3.26)

par conséquent, A%(n,0) € C(0,T;L*()) et A(n,0) € C(0,T;V’ x L*(2)) Soit maintenant
(11,61), (ny,02) € L*(0,T; V" x L*(2)). Nous utilisons la notation u,, = w;, 0, = v,,, = v;, apy, =

a; et B,, = f; pour ¢ = 1,2 Des arguments similaires & ceux utilisés dans la preuve de (2.3.27)
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1A, 60)(8) = Ala: 62)(O) 120y
SCwmw—uww%+AHm®%ﬂM$M@ (23.27)
+Mﬁﬂ—%@Wﬁm+KHWMﬁ—%@Wé@%

D’autre part, étant donné que u,(t) = fot u;(s)ds + ug, on sait que pour p.p.t € (0,7),

lui () — ws(B)||? < 0/0 i (s) — ao(s)||2ds, Vit € [0, T). (2.3.28)

En utilisant (2.3.5) et des estimations similaires a celles de la preuve du lemme 2.3.1, nous

trouvons que pour s € [0, 7], En outre, a partir de (2.3.5), nous en déduisons que p.p. sur (0,7)

AHm@%dvaAHm@%wM$M-

Nous intégrons cette égalité par rapport au temps. Nous utilisons les conditions initiales

v1(0) = v2(0) = vg et (2.1.12) pour constater que

WMAhﬂﬁ—w®@%§—AUM@—m@ww%ﬂ%wwwﬁ vi € [0.7].

Puis, en utilisant 1'inégalité 2ab < “7—2 + vb? nous obtenons

t t
[ i) —vaoRds <€ [ o) = mi(s)pds, e 0.1 (2.3.29)
0 0
De (2.3.19) , en déduit que
(dl — dg, a1 — OJQ)LQ(Q) + CL(O[l — O, (X1 — O[Q) S (61 — 92, o — ag)L2(Q), a.e. € (O,T)

Intégrer I'inégalité par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales a1 (0) = an(0) = g
et l'inégalité a(a; — ag, a1 — ay) > 0 nous trouvons

%Hal(t) — (t)||72() < C/O (61(s) — ba2(s), a1 (s) — a(s)) 2@ ds,

ce qui implique que

t t
o (t) = aa(t) |20y < 0/0 161(s5) — 02(5) |72y ds +/0 lar (s) = az(s)[2yds,  (2.3.30)
Cette inégalité combinée avec I'inégalité de Gronwall conduit a
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t
Joa(t) = 0x(®)ls < C [ 161(5) = u(o)sards, ¥t € 0.7 (2:3.31)
Nous remplagons (2.3.28) dans (2.3.27) et nous utilisons (2.3.30) pour obtenir
1A (11, 01)(t) — A1, 02) (D) [V 120y < Cl[wn () — wa(t) ][+
t
/0 lus () — wa(s)[[ids + [l (t) — az(t) [ Z2())-
t
< ([ Ivi(s) = valo) s + lan(®) = ot )

Il en résulte maintenant de ce qui précede et les estimations (2.3.29) et (2.3.31) que

1A (1, 01) () — Ay, 02) () [V 120y < C(/O 111, 61)(5) = (112, 02)(5) [ 120 d5)-

Réitérant cette inégalité m temps de conduit a

@

m!

IA™ (111, 01) — A" (15, 021720 7y 1120y < (71, 61) = (112, 021720 7y 1 120

Introduisons les notations suivantes

(1o(t) = 13, 01)(0) = (10 (0
0= [ 1 6)6) — () s

:/0/0 /0 (0, 00)(F) — (11, 02) () v drdsy . .. dsy_1, ¥k > 2

et par récurrence, en notant par A? la puissance p™® de l'opérateur A on obtient
p
1AP(my, 61)(t) = AP (g, 0) () ][v < CP(D I |[(m1, 00)(t) — (112, 62) (1))
k=0

pour tout t € [0,T] et p € N

17 (i — / /Hm 772H<// /Hm T

(p—k)fois p k)fois

SF | m—n2 ||l 0,m5v)
Tp k
<= | = 12 [ Lo 0,131

I AL (1)~ AL(D) < 7 (Zq‘f% I m(6) — m(t) u) < I 000 = ) oo
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Réitérant cette inégalité m temps de conduit a

"

m)

[A™(n,01) — A™(ns, 92>||%2(0,T;V’><L2(Q)) < [ (11, 01) — (2, 02)||%2(0,T;V’><L2(Q))'

Il existe un unique (n*,0*) € L*(0,T;V’ x L*(Q)) tel que AP(n*,6*) = (n*,0*) et de plus,
(n*,0%) est aussi 'unique point fixe de A et on a A(n*,0%) = (n*,0%).

Ainsi, pour m assez grand, A™ est une contraction sur le Banach espace L?(0,T; V' x L*(Q))
et ainsi de A a un unique point fixe.

Passons maintenant a la démonstration du théoréme 2.3.1

Démonstration du théoréme 2.3.1

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour prouver le théoreme 2.3.1

Existence

Soit (n*,0") € L*(0,T; V' x L*(2)) le point fixe de A défini par (2.3.23)- (2.3.24) et soient u,,, g
et By, les solutions des problemes PV, P?, et P?, pour n =n*, ieu = uy, B = By, x = g~

Nous désignons o par la fonction donnée par
oy (t) € E(e(un-(t))) + Ow(e(un-(t))) + /0 F((t — s),e(up-(t)), e(s))ds

. Clairement (2.1.23) , (2.1.27) et (2.1.28) sont vérifiées.

Puisque A(n*,0%) = (n*,6*) on déduit (An*(t),v) = (n*,v), Vo € V p.p t € [0.T].

Et, gardant en téte (2.3.3), on déduit que (2.1.25) est satisfaite.

La régularité (2.1.29) s’ensuit de (2.1.18),pendant que la régularité (2.1.31)et la propriété
0 < B(t) < 1 sont des conséquences du lemme 2.3.2 En outre, puisque u € L>*(0,7;V) , il s’ensuit
de (2.2.10) et (2.1.23) que o € L*(0,T;H).

Choisissant maintenant v = ¢ ott ¢ € D(2)¢ dans (2.2.9) et utilisant (2.1.19) on trouve

pi = Dive(t) + f(t), pp. te(0.7)

Maintenant(2.1.19) et (2.1.20) la régularité exprimé dans (2.3.1) et I’égalité ci dessus impliquent
que Dive € L*(0,T; V") lequel son tous implique o € L*(0,T;H).
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Unicité

La partie de 'unicité est une conséquence de 'unicité du point fixe de 'opérateur A, et de I'unicité
des problémes Py}, PP et Pg. A cet effet, soit {u, o, a, 8} la solution du probléme (2.2.8) (2.2.11
Jayant la régularité (2.3.1), (2.3.4) et on considére un élément (n*, 0*) € L*(0;T;V x L*(Q)) défini

par

(n(t),v)y = (/0 F((t—s),e(u(t)),a(s))ds,v)y YveVtel0,T]. (2.3.32)
0(t) = S(e(u(t)), a(t)). (2.3.33)

L’équation (2.1.1) et (2.3.1)et (2.3.29) la condition initiale u(0) = u, signifie que u est une
solution de P; et comme il résulte du lemme (2.3.4) que ce probléme a une solution unique, notée

u, nous concluons que

(2.3.34)

u=uy

Ensuite (2.1.9) et(2.3.16) la condition initiale 3(0) = 3, implique que B est un solution de P

depuis le lemme 2.3.2 montre que le probléeme a une solution unique, notée 3, , nous obtenons

B =8, (2.3.35)

L’équation (2.1.3);(2.3.31) et la condition initiale a(0) = a impliquent maintenant que « est
une solution de Pg du lemme 2.3.3 probléme P@ a une solution unique, notée ayg et il s’ensuit

que

a = ag. (2.3.36)

En utilisant (2.3.32); (2.3.33); (2.3.34);(2.3.35) et (2.3.36), nous concluons que A(n;0) =
(15 @) et par I'unicité du point de A fixe, il s’ensuit que

n=n",0 = 06" (2.3.37)

L’unicité de la solution est maintenant une conséquence de (2.3.34) -(2.3.36) avec ’équation

o € E(e(u(t)) + dw(e((t)) + o F((t — 8),e(a(t), a(s))ds.
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Chapter 3

Probleme de contact
élasto-viscoplastique avec 1’usure

Dans la troisieme chapitre, on propose d’étudier un probléme dynamique de contact élasto-
viscoplastique avec I'usure et endommagement . Le contact est bilatéral, la contrainte tangentielle.
L’endommagement causé par les déformations plastiques du matériau est modélisé par une variable
interne du corps appellée champ d’endommagement.

Le probleme est formulé par un systeme d’équations et d’inéquations aux dérivées partielles
contenant 1’équation de mouvement ou d’équilibre du corps, la loi de comportement du matériau
avec endommagement.

Cette section est divisé en trois paragraphes. Dans le premier paragraphe, nous présentons
le probleme mécanique, puis nous indiquons les hypotheses sur les données. Dans le deuxieme
paragraphe, nous décrivons la formulation variationnelle du probleme mécanique. Enfin, dans
le troisieme paragraphe, nous étudions l'existence et 1'unicité dune solution faible du probleme
mécanique.

Le probleme est formulé comme un systéeme couplé en déplacement, en contrainte. La nou-
veauté est que les opérateurs viscoplastiques , obéissant a une condition faible de croissance, qui
remplace I’hypothese de Lipschitz. Pour ce probléme nous démontrons essentiellement un résultat
d’existence et d’unicité des solutions faibles.

Les techniques employées sont basées sur les résultats des équations variationnelles et la théorie

des opérateurs monotones, suivi par les arguments du point fixe.
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3.1 Formulation du probleme mécanique

Le probleme étudié dans cette section dans le cadre physique mécanique présenté dans le premiere
paragraphe de la mémoire. Pour que le modele soit complet, précisons que la loi de comportement
est élasto-viscoplastique avec endommagement. La condition de contact avec 'usure et frottement
sur la partie I's, est préscrite dans premier chapitre.

Sous ces considérations, le probléme mécanique qu’on étudie est le deuxiéme probleme du

premier chapitre.

3.1.1 Probleme Mécanique

Trouver le champ de déplacement u : Q X [0, T] — R%,  le champ des contraintes o : 2 x [0, T] — S,

le champ d’endommagement a : Q X [0, T] — R, tel que

o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t))

t ) dans Q x (0,7), (3.1.1)
+ [ 6(a() = Ac(i(®)), e(u(®)), als))ds,

0
pi = Divo + fy, dans Q x (0,7, (3.1.2)
& — kAo + 0pk(a) 5 S(o — Ae(u), e(u), o), dans Q x (0,7), (3.1.3)
u=0, sur I'y x (0,7, (3.1.4)
ov = f,, sur I'y x (0,7), (3.1.5)

—o, = =B | w || or |= —po,
r T 1.

{GT =-A(a, —v*), A>0 sur [y x (0, T), (3.1.6)
9o =0, sur I' x (0,7, (3.1.7)
ov
u(0) =ug, u(0) =vy, a(0)=ay, dans €, (3.1.8)

Nous décrivons maintenant les notations dans (3.1.1)-(3.1.8) et fournissons quelques commen-
taires sur les égalités et les conditions aux limites.

D’abord, les équations (3.1.1) et (3.1.3)représentent la loi de comportement d’un matériau
élasto-viscoplastique avec endommagement, ou u représente le champ de déplacement et £(u) est
le champ de tenseur linéaire. A et B sont des fonctions de viscosité et élasticité non linéaire, re-

spectivement, G représente le tenseur de viscoplasticité . L’évolution du champ d’endommagement
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est modelisée par l'inclusion du type parabolique donnée par la relation (3.1.3) ou S est la fonc-
tion source de I'endommagement. L’équation (3.1.2) représente I’équation du mouvement ou fy
est la densité des forces volumiques agissent sur le corps déformable et p désigne la densité de la
masse. Les conditions (3.1.4) et (3.1.5) sont le déplacement et conditions aux limites de traction,
(3.1.6)représente les conditions de contact avec 'usure et frottement sur la partie I's.

(3.1.7 )décrit une condition aux limites de Neumann homogene ot da /v est la dérivée normale
de a.

Dans, la condition (3.1.8) donne le déplacement initial, la vitesse initiale et «q est le en-
dommagement initial. Pour plus de détails sur la théorie mathémactique de la mécanique des
contacts, nous référons a [7, 8, 13, 17,18]. de 'ensemble Pour obtenir la formulation variationnelle

du probléme (3.1.1)-(3.1.8) nous introduisons pour le domaine de liaison

3.1.2 hypotheses

On considére maintenant les hypotheses suivantes

L’opérateur de viscosité A : Q x ST — S satisfait
((a)3L4 >0 telle que
|A(z,e1) — A(,9)|| < Laller — €2]| Ver,e0 € S% 2 € Q.
(b) Il existe m4 > 0 tel que
|A(z, 1) — Az, €2)|| (€1, €2) > maller — €2]|?, Ver, ey € ST (3.1.11)
(¢) L’application & — A(z,¢) est lebesgue mesurable sur €2,

pour tout ¢ € S

( (d) L’application  — A(z,0) € H.

L’opérateur d’élasticité B : Q x S¢ — S satisfait
((a) T existe Lg > 0 tel que
| B(z,e1) — B(x,e9) ||[< Lp || €1 — 2 | Ver,e2 €S pp 2 €
(b) L’application x — B(z,¢) est lebesgue mesurable sur (3.1.12)

pour tout ¢ € S%.

| (¢) L'application = — B(z,0) € H
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La fonction de relaxation G : © x S% x §% x R —» S% satisfait
((a)1l existe Lg > 0 tel que
| G(z,01,61,01) — G(x, 02,80, 00) |< Lg(|| o1 — o2 | + [[er — &2 || + | a1 — a2 [])
Vey,eq € Sd,Vm,ag S Sd,Val,ag eER,p.p.x e Q.
(3.1.13)

(b) L’application x — G(z,0,¢, ) est lebesgue mesurable sur(2

pour tout o, € S%, a € R.

| (¢) L’application x — G(z,0,0,0) € H.

La fonction §: @ x S¢ x R — R
((a) Tl existe Lg >0 tel que
| S(z,e1,01) = S(z,€2,0) |[< Ls(| e1 —e2 || + [ a1 — a2 )
Vey,eq € S Vay, as € R, pp.x € Q. (3.1.14)

(b)Ve €S* et a €R,S(, e, a) est lebesgue mesurable sur ().

| (¢) L’application z — S(.,0,0) € L*(9).

Nous supposons que la masse volumique satisfont
p € L=(Q), et il existe p* > 0, tel que p(z) > p*, p.p. z € Q. (3.1.15)

On suppose que les forces volumiques fy et les tractions f; ont la régularité suivantes

fo e H*(0,T;L* (), £ € H?(0,T;L*(T)). (3.1.16)

Le déplacement initial et la vitesse satisfont

u cV; voeH. (3.1.17)

Le champ d’endommagement initial satisfait

ap € K. (3.1.18)

Pour le champ des déplacements on a besoin du sous-espace fermé V' de H; par

V={ueH u=0 sur It} (3.1.19)
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On définit le forme bilinéaire a : H*(Q) x H'(Q) — R par

a(C,¢) =k /Q V(.Vodr (3.1.20)

Finallement, on définis sur I'espace H = L%*(2)? un nouveau produit scalaire donné par

(u,v)g = ((pu,v))y, Yu;v € H. (3.1.21)
et soit || . ||z la norme associée, i.e
1
| v |lg= (pv,v)}, Vv € H. (3.1.22)
En utilisant hypothese, (3.1.15) il s’ensuit que ||- ||y and || . ||z sont les normes équivalentes sur

H. De plus, la cartographie par inclusion de ( V) ||.||v ) dans ( H, ||.|g ) est continue et dense. On
note V' I'espace dual de V. Identifier H avec son propre double, nous pouvons écrire le Gelfand
triple

VcHCcCV.

Nous utilisons la notation (.,.)yxy pour représenter I'appariement de dualité entre V' et V.

Nous avons

(u,v)yixy = (u,v)g Yu € H, YvelV. (3.1.23)

Enfin, on note || - ||y la norme sur I'espace dual V’. Le théoreme de représentation de Riesz

entraine 'existence d’un élément f € V', tel que

(@), v)vixv = (fo(t),v) g + (f2(1), V) poe(ryy, YW EV, pp. t€(0,T). (3.1.24)

On remarque que la condition (3.1.16) impliquent que

feH*(,T;V"). (3.1.25)

Maintenant, soit j : V x V — R | I'application définie par

J(u,v) :/F Blluy || (|| v—2o"| +v,)da. (3.1.26)

Dans cette section, on va donner la formulation variationnelle du probleme
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3.2 Formulation variationnelle.

Dans cette section, on va donner la formulation variationnelle du probleme Nous passons main-
tenant a la formulation variationnelle du probleme de contact (3.1.1) - (3.1.8). Cette fin, nous
supposons dans ce qui suit que (u, o, ) sont des fonctions lisses sur 2 x (0,7") qui résolutiont
((3.1.1)) - ((3.1.8)). Soit v € V, multipliant '’équation du mouvement (3.1.2) par v — 4(t) et en
utilisant la formule de Green, cf. [13, Théoréme 2.25]. En utilisant la formule de Green
(g,6(v))y + (Dive,v)g = / ov-vda, Vv € H;.
r
on trouve

(o,e(v))u+ (Dive,v)g = /

av-vda+/ av-vda+/ ov-vda, VvevV.
I Ty I's

en utilisant la définition de l'espace V avec (3.1.19), (3.1.2), (3.1.4) et (3.1.5), on obtient

(pit, V)iz + (@, £(v))3 = /

fo-vda+/fg-vda—|—/au-vda, Vv evV.
Q s I's

On remplace dans formule de Green v par v —u

fg-(v—u)dcu—/ ov-(v—u)da, VYveYV.

T's

(pit, v — i)y + (0, £(v) — () = (B, (v — 1)) + /

s

pour p.p. t € (0,7). Des conditions aux limites (3.1.4) et (3.1.5) combinées avec la formule de
décomposition, cf. (6.33) dans [13]. Puisque ov-v =0, v, + o, - v,, il vient que
(pia(t), v —(t)) n+(o,e(v) —e(u(t))n = (£(t), v —a(t))vxv

+ / (0-1/<t)(vz/ —10,) o, (t)(Vr — 1iT)>da, el (3.2.1)

vous simplifiez I'intégration

_ /F (B (v~ igda
=— /F o, (t)(v, — t,)da — / o7 (t)(vr — tir)da

I's

=) Bl || (v, —,)da —/F o, (t) (v, — v*)da+/ o, (t) (i, — v*)da

I's

1, L — U,)d o - — v |)d o, 1 —v*|)d
§F3@||U||(U U)a+/F3|| @) [ (v U||)a+/p3” @) [ (Il @y —v* |)da

= Bl || (v, — t)da + A B o || (| o7 =" | = || &7 — 0" [|)da.
’ ’ (3.2.2)
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On obtient

(pi(t), v —u(t))u+(o,e(v) —e(a(t))y > - A Bl || (e || o = 0" [| +v,)da

+ 6 || Uy H (,LL || ?:LT —u” || —l—ul,)da—}— (f(t),V - l.l(t))v/xv, Vv eV
I's
(3.2.3)

De la relation ( 3.2.1 )et ( 3.2.3 ) nous obtenons 'inégalité suivante

(a(t),v =) + (Ale(t))), e(v) — e(at)))x + (Ble(u(?))),e(v) — e(u(t)))n + j(ult),v)
—Jja@),u)  + (/0 G(o(s) = Ale(uls))), e(uls)), als))ds, e(v) — e(a(t)))y = (£(t), v —a(t))vixv,

p.p. t € (0,7).
(3.2.4)

Enfin, soit a(t) € K et pour tout ¢t € [0,7]. De la définition de dpk(a) et de (3.1.3), on

obtient
(@(t), § — a(t))r2) — k(Da(t), § — a(t))

>(S(0 — Az(), e(u(t)), a(t)), § — a(t)) 20y, § € K.
En utilisant la formule de Green avec (3.1.8) et (3.1.20),

da(t)

(Aa(t), ¢ — O‘(t))m(ﬂ) + (Va(t), V(¢ - a(t))>L2(Q) = . o (¢ — a(t))da,

(Ba(t).¢ = at) 120 = = [ Talt)- T(c = alb)d.

Ensuite

(6(0).C = alt) ey + K [ Va(t): V(¢ = alt)ds
> (8(0 = As(@), (u(), a(1)), ¢ — (b))

L(Q)
on trouve
(6(0),€ = (D) 120y + a(a(D).€ ~ a(t))
> (S(o = Ac(i). e(u),a(t)),€ - a(t))

De (3.1.1) , (3.1.8), (3.2.5) et (3.2.4) on obtient la formulation variationnelle du probleme P1.

(3.2.5)
L EeK
12(0)
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Probleme Py

Trouver le champ des déplacements u : Q X [0; T] —> R™; et le champ des

contraintes o : 2 X [0;T] — S¢; et le champ d’endommagement « : 2 X [0; T] — R tel

que.
o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t)) + /Otg(U(S) — Ae(u(s)), e(u(s), a(s))ds, (3.2.6)
(@(t), v —u(t)u + (a(t),e(v) — e((?)))w + j(a(t),v)
—g(u(t),u(t)) = (£(t), v —a(t))v/xv, (3.2.7)
p.p. t € (0, 7).

(&(t). € — a(®) 2y + al@(t),€ — a(t)) > (S(o — Ae(@), e(u(t), a(®),€ — alt))
Ee K pp. te(0.7).

L2 ()’

u(0) =ug, u(0) =vy, «a(0)= ap.

Nous remarquons que le probleme variationnel Py est formulé en termes de déplacement,
champ de contrainte, terrain d’endommagement . L’existence d’une solution unique de probleme

Py, est déclaré et prouvé dans la section suivante.

3.3 Existence et unicité de la solution

Notre résultat principal concernant le bien posé du probleme Py, est la suivante

Théoréme 3.3.1 Supposons que (3.1.11) (3.1.19) sont satisfaites. Qu’il existe une constante 0y >
0 dépendant de I's, telle que

| 81| Lo r) ([ 12| oo (rs) + 1) < o, (3.3.1)
ANBN oo gy (11all Lo o) + 1) < ma < 2621 Bl Lo o) (1l oo ) + 1), (3.3.2)

Alors il eziste une solution unique (u, o, ) probléme Py . En plus cette solution vérfiées

ucC0,T;V); uiel>0,T;V), (3.3.3)
o c L*0,T;H); Dive e L*(0,T;V"), (3.3.4)
o c WH(0,T; L*(Q) N L*(0;T; H'(Q)), (3.3.5)

53



Un quadruplet (u, o, a) qui satisfait (3.2.6) (3.2.9) est appelé solution faible pour le probléme
P1. Nous concluons que, dans les hypotheses énoncées, le probleme (3.1.1) (3.1.8) a une satisfait

unique solution (3.3.1) (3.3.5).
Démonstration du théoréme 3.3.1

La démonstration du théoreme précedent sera conduite en plusieurs étapes. Elle est basée sur les
résultats des équations dévolutions avec les opérateurs monotones et les arguments du point fixe,
similaires ceux utilisés dans [38], mais avec un choix différent des opérateurs. Nous supposons
dans la suite que (3.1.11) (3.1.19) sont vérifiés

Soit ; € H?*(0,T;V) donnée. Dans cette premiére étape on construit le probléme suivant.

Dans cette premiére étape on construit le probleme suivant:

probléme Py’

Trouver le champ de déplacement u,, : Q@ x [0;7] — R™ tel que:
((iiy(£), v — Uy (1)) vr v + (A(e(y(2))), (v — 1y (1)))3 + (B(e(uy (1)), e(v — 1y (1)))2¢

+ (0(t), e(v) = ety (8)))n + 5 (0 (1), v) = j (0 (1), 0y (1)) = (f, 0 =y (1)) vrxv

(3.3.4)
p.p. t € (0,T), pour tout v V.

(;(0) = uo, 1y (0) = vy

Pour résoudre le probléeme Py} nous utilisons le théoréeme (1.4.13) d’existence et d’unicité. Nous

avons le résultat suivant

Lemme 3.3.1 [ existe une solution unique du probléme Py} qui satisfait la régularité précédente.

Alors il existe une fonction unique u,.

Démonstration du lemme 3.3.1

La preuve est basée sur le lemme 2.3.1. Nous considérons un triple d’évolution des espaces V' C
H C V' otV est donné par (3.1.19), H = (L*(2))¢
On définit 'opérateur A, B : V — V’

(Au,v) = (E(e(w)),e(v)n Yu,v € V. (3.3.5)
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(Bu,v)y = (Be(u(t)),e(v))y Yu,v € V. (3.3.6)

et fonctionnel j : V' x V — R par

jluv)= | Bllull Gl vr =" || +ovv)da. (3.3.7)
fa(t) = f(t) = n(t) € H*0,T;V"). (3.3.8)

Nous vérifierons les hypotheses H (1)- H(9) des théorémes (1.4.13). 1l est facile de voir
que sous les hypotheses (3.1.11), Popérateur A défini par (3.3.5) satisfait H (3)- H (5) avec
ma = My. et Ly = Ly . elle est clair que A symétrique.

I'opérateur B défini par (3.3.6) satisfait H (1)- H (2) avec mp = Mp. et Ly = Lp .

I'opérateur j défini par (3.3.7) satisfait H (6):

J(g1,v2) — 7 (g1,v1) + j (92, v1) — 7 (g2, v2)
:/ Bl gw Il (]| var — 0™ || +v2,)da —/ Bl gw |l (]| vir —v" || +v1,)da
F3 I13

+/ B gav | (|| 017 = 0" || +01,)da —/ Bl gaw || (|| v2r = 0" || +02,)da
F3 FS

= [ Bllgwll (ullver =" [ 4v20 — p || 1, — 0" || —v1)da
I's

- / B gow Il (gt [l 01r — 0" | —vrs + 1 || V2 — 0" || +03,)da
I's

< | Blgwll (wllviz—vor [ + || i —v2, ) da
I's

— | Bllga I (ullvie—vor [+ [ v1p —v2u ) da
I's

< | Blgw =g | (plvir—ver | + || vip —v2, [|) da

I's
< ||»3HL°0(F3) (||MHL°°(F3) + 1) ||91,u - 92,u||L2(F3)||U1,u - U2,VHL2(F3)
< HﬁHLw(Fs) (H/’LHLOO(FS) + 1) g1 — 92HL2(F3)H111 - UzHL2(F3)

< ElBlz=ms) (lellz=rs) + 1) llgr = g2lly- on = vally
I'opérateur j défini par (3.3.7) satisfait H (7):
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J(g,v1) = j (g, v2) =/ Bllgw Il v =™ | +v1,v)da—/ Bl gy I (ol va.r =™ | +v2,) da
F3 FS

= [ Blo Il (pllviz—v" || =pllvar —v" || +v1, —v2,) da
I's

< A Bl g | (el vir —vor [ 4[] v1p = vay [|) dl
3
< |1Bllzee oy el poo o) 1190l p2grg) 101, = V2,7l 2y
+ 1Bl ey lgull 2rs) [[v1,0 = o ll22(rs)
< I8z rs) (ellzoerg) + 1) gl 2y 1010 = vaullz2rs)
< 1Bl zee(rs) (HNHLOO(Fs) + 1) lgllz2 ) llvr — vallr2(rs).

rappeler le théoreme de trace ([ 25] ),il existe constant ¢, > 0 telle que
lullz2rsy < lullzz@) < e llullv,  Vu e L?(Ts).

Alors

J(g.01) = (g,05) = / 81 g || (1]l vrr — o* || +vr,) da — / 81 g || (i |l va — 0" || +v2,) da
I's I's

< (BNl ws) (Il 1 lzay +D)lgllv o1 = w2 [l -

(3.3.9)
et
J(91,0) — j(gs,v) = / Bllgw | (ullor—o* [ +0)da— | Bl ge Il (ull v — v || +0,)da
F3 FS
< (118l (Ll sy + D)llgs — gallv 1| [
(3.3.10)

I'opérateur j défini par (3.3.7) satisfait H (9):
soit M, N2 € C([Oa T]v V)a A>0

JAM 4+ A =X, v) = [ B Ay + (1 =Ny || (|| v — 0" || +v,)da
I's
< / BA 7w | 41— A) 7w || (1 || 0 — o7 || +0,)da
I's
o [ B M Gello— 0" | +o)dat (1— ) / 811 o Il (1| v — v || +v,)da
T's

= Xj(n1,0) + (1 = X)j(n2,0).
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Enfin, il est clair que f satisfait H (8)

Apres avoir vérifié les hypotheses des théoremes (1.4.13 ), sous la notation ci-dessus, nous
déduisons que le probleme Py est uniquement résoluble qu'il existe une fonction uniques u,, qui
satisfait @, @ € C'(0,7;V) N L>®(0,T;V) .

Il résulte de (3.3.5), (3.3.6),(3.3.7) et (3.3.8) que u,, est une solution de le probléme variationnel
Py et il a la régularité exprimé dans (3.3.1). Ceci conclut la preuve de la partie de I'existence
du lemme 3.3.1. Le caractére unique de la solution au probleme (3.3.4), garanti par le théoréme
(1.4.13).

soit 6 € C(0,T; L*(Q))

Probléme Pg

Trouver le champ d’endommagement ag : 2 x [0; 7] — R tel que

ap(t) € K, (cia(t), ¢ — ap(t))r2z(a) + alae(t),( — as(t))

> (S(0 — Ae(it), ¢ — ap(t))r2@), V¢ €K, pp. te(0,T) 3310
ap(0) = ay. (3.3.12)
Dans I'étude du probléme de P, nous avons le résultat suivant.
Lemme 3.3.2 Probleme Pg a une solution unique ag tel que
g € HY(0,T; L*(Q) N L*0,T; H'(Q)). (3.3.13)
Démonstration du lemme 3.3.2
L’inclusion de (H'(Q), || . [|m (o)) dans (L*(Q), || . ||12(q)) est continue et sa gamme est dense. On

note (H'(Q)) 'espace dual de H*(Q2) et identifier le dual de L*(Q) avec lui-méme, nous pouvons

écrire le Guelfand triple

HY(Q) C L*(Q) C (H'(Q)).

Nous utilisons la notation («, ()1 (q)yxm () pour 'appariement de la dualité entre (H'(Q2))’

et H'(2). nous avons

(o, Oy xmi) = (@, ()2, Va € L*(Q), ¢ € H'(Q).
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On sait que ’ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble non vide,
ferme et comvexe dans H'(Q). Ainsi, le champ d’endommagement initial oy € K. Main- tenant,

en utilisant la definition (3.1.20) de la forme bilineaire a, pour tout ¢, & € H'() on a

a(p, &) = a(§, p)

et
la(p, ) < 3KVl ul|VE| a

< clellm@lléllm @

donc, a est continue et symetrique. Ainsi, pour tout ¢ € H'(£2), nous avons

alp, p) = k|Velh

alors

a(e, ) + (k+ Dllliz0) = kIVell + 4l

et d’ou

a(e, 0) + collelliz = allelling avec c=k+1leter =k

Nous remarquons que toutes les conditions du théoréme ( 7?7 ) sont vérifiées. Ce qui conclut

la preuve du lemme ( 3.3.2) .

Probleme PV, 4

Trouver le champ de contrainte 0,6 : (0,77) — V"’ solution du probleme

one(t) = /0 G (on,0(5) s € (uy(s)), (s)) ds (3.3.14)
p.p, Vte(0,T)

Lemme 3.3.3 Il existe une solution unique du probléme Puvy, g qui satisfait la réqularité précédente
3.3.2). De plus, si W, ,og; et o, 9. représenter les solutions auz problémes Py, P8 et Py .,
i ni,Uq 1% \4 mne

pour i = 1,2, respectivement, alors il existe C' > 0 tel que

t t
om0, (t) = O (D)1 < C(/O [ (5) = %72(5)||2Vds++/O la, (5) = 16, (5) |72 ds) (3.3.15)
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Démonstration du lemme 3.3.3

Soit I'application 3=, : H*(0,T; V') — H?(0,T; V") donnée par

Zﬂwa/m%wmww»%@mS
n,0 0

(3.3.16)

Soit ; € H*(0,T;V"),i = 1,2 et t; € (0,T). nous utilison 'hypothese (3.1.13) et I'inégalité de

HOlder on trouve

Zgl(tl) — ZO‘Q(tl)
n,0 n,0

t1
<IT [ o) = oalo) [ ds

2
V/
On a de plus

S0 (Ewvr 1)) = oo (Epo @),

2
<L f) | S,001 () = 02 (1)t
< LYT? [0 [y lou(s) = oa(s)| dsdts

On généralise I'inégalité au-dessus par récurrence, nous obtenons pour toute ¢y, to,. ..

t1 to tn
ngnTn/O /0 /0 lov(s) — oa(s)|, dsdts

2

(n) (n)
D01 (t) =Yoo (tn)
n,0 n,0

Ainsi, on peut déduire en intégrant par rapport a (0,7") l'inégalité suivante

v

(n) (n) 2n2n
LT
_ g _ 2
E ! E oo < o o — oaly
n,0 n,0

V/

(3.3.17)

Jtn € (0,7)

codty

(3.3.18)

Alors de (3.3.18), pour n suffisamment grand, I'opérateur vang) est une contraction sur 'espace

H?*(0,T; V') et d’aprés le théoréme du point fixe de Banach, il existe un unique élément o, €

H?(0,T; V') telle que 257"9) Op9 = Ope, qui représente la solution unique de probleme Py, g .

. , . N i 61 .
De plus, si u,,, ag, et 0,, ¢, représente les solutions de probleme Py, Py et PV, ¢,) respectivement.

pour (i = 1,2), désigner w,, = u;, 0y, 9, = 0, Qtg, = (. NOUS AVONS

oi(t) = /0 G (0i(s),e(ui(s)),a5(s))ds  p.p. te(0,T)

et en utilisant les propriétés (3.1.13) de F, nous trouver

) = 2Ol < O () = o)l ds

+AHM@-W@%®+AH%@-%@EWM$
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Nous utilisons I’argument Gronwall dans l'inégalité obtenue a déduire (3.3.15).
Enfin, a la suite de ces résultats et en utilisant les propriétés de l'opérateurs A, B et F et la

fonction S pour ¢ € [0, 7], nous considérons 'opérateur

Aln, 0)(t) = (A (n,0)(1), A*(n, 0)(1)) (3.3.19)

définis par les égalités

(X (0:0)0):0)y = (|G 0na(s).2 1n(s) uls) ds (o) 0

A*(n,0)(t) = S (0,0(t), € (u,(t) ,ap(t)), VYwveV (3.3.21)
Soit nous considérons 'application
A:H?(0,T;V' x L*(Q)) — H?> (0, T; V' x L*(Q))
Lemme 3.3.4 L’application A admet un point fize (n*,0*) € H* (0, T; V' x L*(Q)), tel que
A (77*7 0*) = (77*7 0*)
Démonstration du lemme 3.3.4

Soit t € (0,T) et (m,01),(n2,62) € H?(0,T; V' x L*(R?)) ). Nous utilisons la notation u,, =

Wi, Uy, = Ui, Oy, 9, = 03 pour ¢ = 1,2, par hypotheses (3.1.13), (3.1.14) , nous avons

| A (11, 01) (£) — A (12, 62) (

W—n/g%m e (1t (5)) gy () ds
/ g UTI2 92 (um( ))7a92(8>>d8 ”%/’
S%éﬂ%m&)ﬁwﬁﬂ%ﬂ%ﬁ%ﬂﬂ%%

+ || cv, (t) — a, (¢) H%Q(Q))ds'

Nous utilisons estimation (3.3.15) pour obtenir
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1A (1, 00) (6) = A (12, 02) () < € (J lea(s) — w2 ds + [ lan(s) — () 3 5

Par des arguments similaires, de (3.3.15) ,(3.3.21) et (3.1.14)

A7 .1) 6 = A 01 2) 00y < O Tuss) = wals) s [ ) = x5 B dshpt € 0.7
Par conséquent
I, 62)0) = 4 02, 02) (O < € n(s) = (o)l s
n /Ot | on(s) — as(s) 2oy ds) ppt € (0,T)

D’autre part, étant donné que w;(t) = ug + fot U;(s)ds, on sait que pour p.p.t € (0,7

Hul(t)—uQ(t)Hv</0 [a1(s) = ta(s)]ly ds

On utilise lemme de Gronwall , nous trouvons

Jur (t) — ua (D)}, < C/O 1n1(5) = 12(s) Iy ds (3.3.22)

De (3.3.16), nous déduisons que

(d1 — (g, 0] — OéQ)Lz(Q) +a (Oé1 — (g, 0] — 042) < (91 - 92, a1 — Oéz)Lz(Q) , ppte (Oa T)

Intégrer 'inégalité par rapport au temps, avec les conditions initiales

061(0) = 062(0) =

et en utlisant 'inégalité

a(a; —ag, a1 —ag) >0

nous trouvons

31010 = ax)aey < C [ 01(6) = 0s).(9) = o)

61



Nous combinons l'inégalité précédente avec le lemme de Gronwall , pour trouver

t
Joa(®) = 0a(O)e < € [ 101(5) = 0a(o)iyds. Veel0T) (3323

De l'inégalité et estimations précédente (3.3.19), (3.3.22) et (3.3.23) il s’ensuit que maintenant

1A G, 61) (8) = A2, 02) (D) [ 20 < C(/O I (1, 01) () = (12, 02) () I3 12y D)

Introduisons les notations suivantes

11 = fot | (11, 01)(s) = (12, 62)(s) llvrxr2(0) ds

= Jo o' o I (s 00)(r) = (2, 62)(r) [l

et par récurrence,en notant par A la puissance m'®™¢ de l'opérateur A ,on obtient

WW%M@—M%%WMMWSW«Z%W%M%Wﬁ%%MwWW@)

k=1
(3.3.24)

pour tout t € [0,T] et m € N

I *((m,01) — (n2,62)) / /H (m,601) — (m2,602) ||

(m—k)fois

// /” 7]1,91 7]2,‘92) HH2 0,T;V' xL2(Q))

(m—k)fois

(71, 01) — (M2, 02) || 20,757 x L2(02))

Tm k
< | (n1,01) — (02, 02) ||a20,0:v 22(02))

[A™ (m1,61) (¢) _Am(7727 0a) (t )HQ(O,T;V’XL2(Q))

. m Tmfk
<C (Z cr, 7 (1, 01)(t) — (12, 02)(2) HH?(O,T;V/xL?(Q)))

(CT)

< I (1, 02)(t) = (2, 02)(t) 20,707 x 22

cela implique que pour m sufﬁsamment grand, l'opérateur A™ de A est une contraction
sur l'espace de Banach H?(0,T;V' x L?(Q2)) .donc A™ posséde un point fixe unique (n*,60*) €
H?(0,T; V' x L*(Q)) et par conséquent (n*,0*) est I'unique point fixe de A.

Passons maintenant a la démonstration du théoreme 3.3.1
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Démonstration du théoreme 3.3.1
Nous avons maintenant tous les ingrédients pour prouver le théoreme 3.3.1

Existence

Soit (n*,0%) € L? (0, T; H x L*()) le point fixe de A défini par (3.3.25)- (3.3.26)et soient u,=, ag-
les solutions des problemes P, P‘;’, pour n =n* 0 =60", ie u=u,,a = ag

Nous désignons par o la fonction donnée par

oy (t) = Ae(ty-(t)) + Be(uq-(t)) + /O G(o(s) — Ae(ty-(5)), €(uy=(3)), a(s))ds,

Puisque A(n*,0%) = (n*,0*) on déduit (An*(t),v) = (n*,v), Vv € V p.p t € [0.T].

En utlisant (3.3.20) et (3.3.21) en gardant a l'esprit que Al'(n*,0*) = n*, A%(n*,0%) = 6* on
trouve que le quadruplet {u,-, 0,, ag- } est une solution du probleme Py .Cette solution a la régu-
larité exprimés en (3.3.1)-(3.3.5) cela résulta de la régularités des solutions aux problemes Py}, P
et Pvyg. De plus, il résulte de (3.1.11), (3.1.12) et (3.1.13) qui o, € L*(0,T;H) .Choisissant

maintenant v = ¢ ot ¢ € C5°(2)? et utilisant (3.1.16) on trouve
pu =Dive(t) +£(t), pp. te(0.T)

Les hypotheses(3.1.15) et (3.1.16) la régularité exprimé dans (3.3.1) et I’égalité ci dessus im-
pliquent que Dive € L?(0,T; V") lequel son tous implique o € L?(0,T;H).
Unicité
La partie de I'unicité est une conséquence de 'unicité du point fixe de 'opérateur A, et de I'unicité

des problemes Py} et P& . A cet effet, soit {u, o, a} la solution du probléme (3.2.6) (3.2.9 )ayant
la régularité (3.3.1), (3.3.3) et on considére un élément (n*,0*) € L*(0;T;V x L*(2)) défini par

(n(£),v)y = (/0 G(o(s) — A(e(i(s))), e(u(s)))ds,v)y WveVite[0,T.  (3.3.25)

0(t) = S(o — A(e(a(t))), e(u(?)), a(t)). (3.3.26)

L’équation (3.3.1) et (3.3.22) la condition initiale u(0) = ug signifie que u est une solution de
Py et comme il résulte du lemme (3.3.1) que ce probléme a une solution unique, notée u, nous

concluons que

63



u=—u

. (3.3.27)

L’équation (3.1.3) et(3.3.23) la condition initiale a(0) = o impliquent maintenant que o est
une solution de P‘e du lemme 3.3.2 probleme Pg a une solution unique, notée ay et il s’ensuit

que

a = ayg. (3.3.28)

En utilisant (3.3.25) , (3.3.26) , (3.3.27) et (3.3.28) nous concluons que A(n;0) = (n;0) et

par 'unicité du point de A fixe, il s’ensuit que

n=mn"0=0" (3.3.29)

L’unicité de la solution est maintenant une conséquence de (3.3.27)- (3.3.28) avec 1'équation

o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t)) +/0 G(o(s) — Ae(u(s)), e(u(s)), as))ds
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/ Résumé \

L’objet dans ce mémoire, est I’étude variationnelle de quelques problémes aux
limites de contact avec réponse normale instantanée ou l'usure et frottement et
adhésion et endommagement entre un corps déformable et une base rigide ou
déformable. Ici nous considérons des lois de comportement non linéaires pour
des matériaux viscoélastique non linéaire avec mémoire longue dans les processus
dynamiques et élasto- viscoplastiques dans les processus dynamiques. Pour ces
problémes nous obtenons des formulations variationnelles, nous avons utilisé la
formule de Green a partir d’'un probleme mécanique. On a montré I'existence et
I'unicité de la solution des problemes par 1'utilisation les techniques employées
sont basées sur la théorie des opérateurs monotones, inégalité variationnelle hy-
perbolique, suivis d’une version du théoreme de Cauchy-Lipschitz et des argu-
ments du point fixe de Banach

Mots clés:viscoélastique avec mémoire longue, élasto- viscoplastiques , ad-
hésion, endommagement, inéquation d’évolution, inéquation variationnelle hy-

Qerbolique, solution faible, point fixe

/ Abstract \

The object in this thesis is the variational study of some problems at the limits
of contact with instantaneous normal response where wear and friction and adhe-
sion and damage between a deformable body and a rigid or deformable base. Here
we consider nonlinear constitutive laws for nonlinear viscoelastic materials with
long memory in dynamic and elasto-viscoplastic processes in dynamic processes.
For these problems we obtain variational formulations, we used Green’s formula
from a mechanical problem. We have shown the existence and the uniqueness of
the solution of problems by using the techniques used are based on the theory of
monotonic operators, hyperbolic variational inequality, followed by a version of
the Cauchy-Lipschitz theorem and the arguments of Banach fixed point

Key words:viscoelastic with long memory, elastoviscoplastics, adhesion,
damage, evolution inequality, hyperbolic variational inequality, weak solution,

Qxed point /
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