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Introduction générale

La théorie de 'approximation est la plus aimable des sciences exactes. Le droit a I’erreur
y est autorisé, et méme encouragé. Un objet f (nombre réel, fonction, opérateur, etc.)
mathématiquement défini mais inaccessible a des représentations élémentaires, est approché
par un objet plus simple p. Au premier niveau, il s’agit de construire une approximation
acceptable p.

L’interpolation polynomial représente une partie importante de ’approximation, ou on
peut approcher une fonction quelconque par un polynéme de degré déterminé.

Tchebychev admettait sans démonstration ’existence des polynémes qui s’écartent le
moins possible d'une fonction donnée dans un intervalle déterminé et qu’on appelle au-
jourd’hui polynémes d’approximation ou plus précisement la meilleure approximation. Mais
I’analyse moderne exige cette démonstration, car on sait que les questions de minima
n’admettent pas toujours de solution. Il est donc indispensable de faire quelques remarques
pour établir I'existence de polyndémes qui, parmi tous les polynémes considérés, s’écartent
le moins possible de zéro.

Dans le premier chapitre on s’intéresse a donner la notion de la meilleure approximation
avec quelques propriétés générales et théorémes principaux comme le théoreme de la Vallé
Pousin et théoreme de Tchebychev.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude du polyndéme de Tchebychev avec quelques
propriétés importantes, et a donner comment peut développer une fonction en série de
Tchebychev.

Dans le dernier chapitre nous avons donné quelques applications importantes du polyndéme
de Tchebychev comme la résolution d’une équation différentielle linéaire, problémes de

Sturm-Liouville et I'utilisation pour trouver les dérivées et les primitives d’une fonction.



Chapitre 1

Notion de la meilleure approximation

La detrmination de la meilleure approximation n’est pas toujours facile. Elle dépend de
la topologie des espaces mis en oeuvre. On s’intéresse ici & donner une idée simple de la

meilleure approximation dans un espace vectoriel normé.

Définition 1.0.1 (Distance) Rappelons qu’une distance sur l’ensemble X est une fonction

d définie pour tout couple d’éléments de X, avec
1-Y(f,9) € X x X, d(f,g) >0,
2- (f=9) = (d(f,9) =0),
3-V(f,9) € X x X,d(f,g9)=dlg,f) (symétrie),
4-Y(f,g9,h) € X x X x X, d(f,g) <d(f,h)+d(h,g) (inégalité triangulaire).

On appelle espace métrique tout ensemble X muni d’une distance.

Définition 1.0.2 (Norme) Une norme sur un espace vectoriel X (sur R ou C) doit vérifier
1-Vfe X, [[fl =0,
2- f=0<=|fll=0,
3- |lefll = lel L7

4=V 9 € X \f gl < IIfIH+ llgll-
Alors, || f — gl|| est une distance valide [1].

Définition 1.0.3 (Approzimation) On dit que le polynéme p de degré < n représente une
approximation d’une fonction continue f sur l’intervalle (a, b) si la valeur m(&ug) |f () — P (x)|
z€(a;

est minimale.



1.1. Meilleure approximation

1.1 Meilleure approximation

Définition 1.1.1 (Meilleure approximation )
Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté ((-, -)) et ||| la norme associée.
Soit V,, un sous espace de V' de dimension finie. On note {q1, q2, ..., qn} une base de V,,. On

dit que p, €V, réalise la meilleure approrimation de f € V au sens suivant

I = fIl = min [lo, — f] (1.1.1)

1.2 Polyndmes orthogonaux

Soit Ja;b[ € R borné ou non. Soit un poids w : Ja;b[ — R™ continue. On suppose

b
/ |z|” w (x) dz est convergente. Soit £ = C° (Ja,b[) muni du produit scalaire

b

(f:9), = / f(2)g () w(z) de

et [|-||,, la norme associée [5].

Définition 1.2.1 On dit que les deux fonctions f et g sont orthogonaux relativement a la

fonction de poids w (x) sur (a,b) si
b
[f@atm)e@ds=o0

1.3 Meilleure approximation de polynémes de degré n

1.3.1 Meilleure approximation d’un polynéme de degré n dans
Pn—l

La fonction continue la plus simple qui ne soit pas dans V' = P,_; est un polynome

f(z) = ax” + -+~ de degré n.



1.4. Propriétés de la meilleure approximation

La fonction d’erreur é = f — p est encore un polynéome de degré n ayant en commun
avec [ son coefficient de 2™. Les deux problémes suivants sont équivalents:

1. Construire la meilleure approximation p de f (z) = az™ +a’z" ' +--- 4+~ dans B,
sur [a, b],

2. Construire 8, 8", - -+ tels que
é(x) =ax" + 2"+ 82" 24 4§ (1.3.1)

soit de norme || ||, minimale sur [a, b].

En effet, si on résout 1, il suffit de prendre é = f — p; si on résout 2, p = f — é. La
formulation 2 montre qu’il suffit de s’occuper de «, a et b. De plus, si on résout 1 ou 2 avec
a = 1, il suffira de multiplier la réponse p ou é par a. On peut donc se limiter au probléme:

3. Construire la meilleure approximation de 2" dans P,_; sur [a, b].

Proposition 1.3.1 On se raméne a lintervalle canonique [—1,1] par le changement de

variable
b b—
t parcourt [—1,1] & x = a—2|— + Tat parcourt |a, b (1.3.2)

On peut donc se limiter a

4. Construire la meilleure approximation de " dans P,_1 sur [—1,1].

1.3.2 Meilleure approximation de polynémes de degré n dans P, -

Ne s’obtient (généralement) pas en passant de n a n — 1, puis & n — 2.! le polynéme de
la forme 2" 4 Ba" ! + - .-+, avec B imposé, de moindre norme est de la forme constante

T, (yx +0) si | 8] < ntan® -, sinon, c’est beaucoup plus compliqué [1].

1.4 Propriétés de la meilleure approximation

1.4.1 Symétrie

Si f est une fonction paire sur un intervalle de la forme [—a, a] , ¢’est-a-dire si Vo € [—a, a],

f(=z) = f(x), alors sa meilleure approximation p de degré < n au sens de Tchebychev est



1.4. Propriétés de la meilleure approximation

également une fonction paire. De méme, si f est une fonction impaire (f (—x) = —f (z)),
p est une fonction impaire.
En effet, soit f (—z) = sf (z) avec s = 1 (fonction paire) ou s = —1 (fonction impaire).

On a

E=|f(z) =p @)l = IIf (=2) = p (=2l = Isf (=) = sp (=)l = If () — 5P (=)l

d’out on conclut que sp(—z) est également une meilleure approximation de f sur le
méme intervalle [—a, a], d’on, par unicité, sp (—x) = p(z).

Si f est paire sur [—a,a], la meilleure approximation de degré < 2n présente donc
nécessairement un alternant d’au moins 2n + 3 points (puisque le méme p est également

optimal dans Py, ) [1].

1.4.2 Condition de Haar

Il existe une condition nécessaire et suffisante pour assurer I'unicité de la meilleure approx-
imation p € V,, d’une fonction f € C'(a,b), Cette condition est exprimé par ’équivalence
suivant:e

p qui exprime la meilleure de la fonction f est unique si et seulement si tout p, € V,,

admet moins que n racines sur (a, b) [6].

1.4.3 Théoréme de La vallé Poussin

Soit f continue sur le compact [a,b] et p sa meilleure approximation de degré < n au
sens de Tchebychev. Soit E = || f — pl| .
Alors, s’il y on a p € P, et des points

a<a <z, <---<zp<zy<b

ou f — p prend des valeurs de signes alternés, on a

. ’
oD | f (]

En effet, si tous les | f («}) — p(2})| > E, chaque p (z}) — p (2}) serait de méme signe que
f (i) = p (), puisque p (27) —p (27) = f (27) —p (27) = (f () — P (7)) et que f (27) — P (7)

n’est pas assez grand (sa valeur absolue est < E) pour renverser le signe de f (z}) — p (z}).



1.4. Propriétés de la meilleure approximation

Le polynéme p — p de dgré n € P, devrait donc prendre des signes alternés en n + 2
racine, donc changer de signe en n + 1 points intermédiaires, ce qui est impossible.

Ce dernier théoréme permet d’apprécier dans quelle mesure un polynéme p € P, est
proche de p : si p est tel que les signes des f (x}) — p (x}) soient alternés, on a I'encadrement
pour E

min | f (z}) —p ()| < E.

0<i<n+1
Puisque p n’est (normalement) pas optimal et que le dernier terme n’est autre que

If = Pllo-
Si les deux normes E = || f — p|| et || f — p|| sont proches, p et p sont également proches,

par forte unicité [1]

lp =2l < (If = pll = E) /7.

1.4.4 Théoréme de la condition nécessaire et suffisante pour la

meilleure approximation

Théoréme 1.4.1 (Théoréme de Tchebychev)
La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction p € P, étre une meilleure

approximation de la fonction f est

|f (i) = P (2:)| = max |f () —p(z)]

z€(a,b)

pour n + 1 points xg, x1, ..., T, de (a,b).

Exemple 1.4.1 Le polynome p = 2 + % est la meilleure approrimation de degré < 3 de
la fonction f (z) = |z| sur [—1,1].

Les points extrémaux de la fonction d’erreur sont bien a nombre de 5 : 0, :l:% et +1.

R 1
E(@)=f(x) - p(x) =[] " — |
1
On a Ir[lax] |E (x)| = 3 les valeurs altérnatives de E (x) aux points 0,%+3 et +1 sont
ze[—1,1

[6]



1.5. Quelques polynémes d’interpolation

1.4.5 Unicité forte

Essayons d’apprécier dans quelle mesure || f — p|| est plus grand que || f — p|| quand p # p.
En chacun des (n 4 2) points de l'alternant de f — p, on a

Q (x:) >’

() =pn) = ) =) 45 ) = () = (Vo (B4 1=l 25

ou @ est le polynome de norme unité (p —p) /||p —p|| € P, et o (E + |lp — pl| %) est
le signe de (E + |9 — | %)

Les (n + 2) valeurs Q (z;) / ((—1)i U) ne peuvent étre toutes < 0, sinon () aurait au
moins n 4 1 zéros. On montre que max; (—1)" 0Q (x;) est une fonction strictement positive,
continue en les coeffcients de ) sur le compact B; N P, , elle admet donc un minimum

également strictement positif que I’on note ~.

En un z; on (—1)" 0Q (x;) > 7, on a donc

|f (@) —p(z:)| = E+ Ip—pll v,

dou |[f =pll = E+~p = pl.-

1.4.6 Signes alternés

A partir d’'une approximation quelconque p, il n’est pas toujours possible de trouver n+ 2
points x} ou f —p prend des valeurs de signes alternés, mais on peut se donner n + 2 points
x; arbitraires (toujours avec a < x],; < --- < x5 < b, bien str), et construire p € P, tel

que les valeurs f (z}) — p () soient de signes alternés [1].

1.5 Quelques polynétmes d’interpolation

1.5.1 Polynéme de Lagrange

1l s’écrit

Ly () =Y Vil (x) (1.5.1)



1.6. Polynéme Tchebychev

ol L, (x) sont les coefficients de Lagrange définis par

(x —@o) -+ (& = wpp—1) (2 — Tpy1) -+ - (T — 2y)

Lo (2) = 1.5.2
* (@) (xr, — x0) - () — 1) (T — Tigr) -+ - (@ — ) ( )
et Yy = P, (zx). Notez que ces coefficients sont en fait des polynomes.
1.5.2 Polynéme de Legendre
Ils sont définis par la relation de récurrence

avec Py (z) =1 et P, (z) = x . Leur parité est celle k. Sur l'intervalle [—1,1], ils satisfont

| Py (z)] < 1.

1.5.3 Polynome de Hermite
Ils sont définis par la relation de récurrence
Hk+1 (l‘) , = 2.%'Hk (33) — ka,1 (.’L’) (154)

avec Hy (z) =1 et Hy (z) = 2. Il ont la méme parité que k [4] .

1.6 Polynome Tchebychev

Soit Z un nombre complexe (Z € C) tel que |Z] = 1, alors on peut écrire
Z =cosf +isinf = e

Z" = e™ = cosnf + isinnf (1.6.1)

(cos® +sinfh)" = ZC’k (cos )" (sin )"~

= cos" 0 +iC}cos" ' fsinf — C2 cos" 2 fsin? 0 - -- (1.6.2)



1.7. Meilleure approximation de la fonction nulle

La partie réel de (1.6.1) = La partie réel de (1.6.2)

cosnf = (cos )" — C2 (cos0)" > (sinf)® + C* (cos 0)"* (sin )" + - - -
= (cos )" — C2 (cos )" ? (1 — (cos 9)2) + C* (cos )" (1 — (cos 9)2)2 I
Cette expréssion représent un polyndéme de degré < n du variable x = cos#, 6 = arccos .

Donc, cos (narccosz) = cos(nf) est un polynome de degré < n appellé polynome de

Tchebychev (T,) [6].

1.7 Meilleure approximation de la fonction nulle

Théoréme 1.7.1 Les polynomes de Tchbychev T (x) = 225 (le coefficient de 2™ est égale

on—1
a 1) de dégré inferieur ou égale a n représente la meilleure approximation de la fonction

nulle sur l'intervalle (0,1).

Preuve. Par 'absurde, supposon que T, (z) n’est pas la meilleure approximation de la
fonction nulle sur (0,1).

Alors, on peut trouver un polynome R, € P, tel que
IRl < T3]
Donc, ||T7|| # Rgéilg,,l | R..||, posons
q= T; - Rn

q est un polynome de degré < n — 1 (car le coefficient de x™ dans T et R,, et égale a 1.

On consideére les points g, x1, ..., z,, ou T;, prendre les valeurs —1, +1, .... c'est-a-dire T}
prendre les valeurs —2,1%1, —1—2,1%1, "

Donc,

q(x) =Ty () — R ()

¢ (w0) = —5i1 — R (2)

¢ (1) = 51 — R (2)



1.7. Meilleure approximation de la fonction nulle

Mais ||R,|| < ||T7||. Alors ¢ (z1) < 0,q (z2) >0, ....

Alors, le polynome ¢ admet n racine c’est une contradiction car ¢ est de degré n — 1 [6].

10



Chapitre 2

Propriétés des polynémes de

Tchebychev

On donne ici, qulques propriétés des polynomes de Tchebychev, et comment dévlopper une

fonction par une série de Tchebychev.

2.1 Existence

2.1.1 Polynémes de Tchebychev de 1¢¢ espéce : T,

Soit n un entier naturel. Il existe un et un seul polynéme noté T,, tel que

V0 € R, T, (cosf) = cos (nd)

Unicité

T, est déterminé sur [—1, 1] qui est infini et donc uniquement déterminé.

Existence

Soient n un entier naturel et § un réel.

11



2.1. Existence

cos(nf) = Re(e™) =Re((cosf+isind)") = Re (Z C* (cos 0)"F (isin H)k)

k=0
E(n/2) E(n/2)
= Z (—=1)” C? (cos §)"-* (sin §)* = Z (—=1)? C? (cos §)" (1 — cos®6)”
p=0 p=0
E(n/2)
et le polynome Z (—=1)P C X% (1 — X?%)" convient
p=0
E(n/2)
VneN,T, = Y  (-1Crx " (1-Xx?)".
p=0

2.1.2 Polynémes de Tchebychev de 27 espéce : U,

Soit n un entier naturel non nul. Il existe un et un seul polynéme noté U, tel que

V0 € R,sin @ x U, (cosf) = sin (nd)
Unicité
U, est déterminé sur |—1, 1] qui est infini et donc uniquement déterminé.

Existence

Soient n un entier naturel et § un réel.

sin(nf) = Im(e™) =Im((cosf =ising)") = Im (Z C* (cos )" (isin 9)k>

k=0
E((n—1)/2)
= ) (17O (cos )" Y (sin )
p=0
E((n—1)/2)
= sind Z (—1)P C2* (cos 6)" 7" (1 — cos®0)".
p=0
E((n—1)/2)
et le polynome Z (=1)7 o2+ x =21 (1 — X?)Pconvient
p=0
E((n—1)/2)
VneN U, = >  (-1PCriixnrt(1-x?)".
p=0

12



2.2. Relation entre T, et U,

2.2 Relation entre 7}, et U,

Soit n un entier naturel non nul. Pour tout réel, on a T, (cosf) = cos(nd). En dérivant
cette relation, pour tout réel, on obtient

—sinT'n(cos @) = —nsin(nf),

ou encore

V8 € R,sind <lTn) (cos ) = sin (nd).
n

Par unicité de U, on a donc [3]

1
Vn e N*, U, = T
n

n*

2.3 Calcul de T, (z)

Ona: Ty(z) =1
Ti (z) = cos (1 arccos x) = cos (arccosx) = z .

Pour calculer T5, T3 on utilise la relation trigonométrique suivante

cos((n+m)0) +cos((n—m)f) = 2cos(nb)cos(mb).v0 € R, ¥n,m € N
T, (z) = cos(nb)

Toi1 () +Thq (x) = 22T, (2) & Thiq () = 22T, (x) — T q () (2.3.1)

Pour m=1 neN
cos (n+ 1) 0+ cos(n — 1) 0 = 2 cos (nd) cos O
Ona: cosf=ux
cos(n+1)0+cos(n—1)0 =2cos(nb)x

Toi1 () +Thq (z) =22T, () VneN | Vxel|-1,1] (2.3.2)

Cette relation de reccurence permet de calculer 75,75 - -

13



2.4. Signes alternés du polynéme de Tchebychev

Exemple 2.3.1 calcul de T5 :

Sin=1
Tivy () + T4 () = 22T (x)
Ty (x)+ Ty (x) = 22T (z)
Ty(x)+1 = 227
Ty(r) = 22°—1
T (x) =7

n=2=Ts(z)=22Ty(x) =T\ (z) =2z (22° — 1) —x = 423 — 3z

Figure 2.3.1: Graphes des premiersT,.

2.4 Signes alternés du polynéme de Tchebychev

T, est une fonction paire ou impaire selon la parité de n.

Vn € N, T, (z) = cos (narccosz) = cos (nf)
—1 < cosf<1

-1 < T,(x)<1

Dong, le polynéme de Tchebychev est de degré < n défini sur [—1, 1]

T, : x—T1T,(x)

-1,1] — [-1,1]

14



2.5. Degré, coefficient dominant

x=cosl ,T,(x)=cos(nd)
_ _ _ 2kt _ (2k+D)r
T,(r)=0 = cos(nf) =0 nl =" 0= """

Donc, le polynéme de Tchebychev s’annul aux points

2k+1)w

xr =cosly ke€Z telque 0, =
2n
(sin=0=Ty(x)=1).

T, prend les valeurs alternatives —1,+1,—1,+1,--- Sinf = kr = 0 = %” [6].

2.5 Degré, coefficient dominant

Soit n € N*. On rappelle que

B(3)
T,= ) (-1)FCrx"2(1-X?%)".
p=0
Puisque pour tout entier naturel p € [O,E (%)}, on an—2p+2p =n, T, est un
polynome de degré inferieur ou égal a n.

De plus, le coefficient de X™ dans T,, vaut [3]

1
CO+C?4+C - = 5((02—1—0%—1—02—1—02—#--)—i—(C’S—C’}L—i—C’fL—C’S—l—---))
]' n n
= S (@+D)"+(1-1)7
1
= 5(2—1—0)” (1-1)"=0 carn>1)
— 2TL—1'

2.6 Orthogonalité des polynémes 7,

Les polynoémes de Tchebychev construire un ensemble des polynémes orthogonaux rela-

tivement a la fonction de poids \/11_7 C’est-a-dire

1

1
| =T @@

-1

—0 (i)
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Le coefficient a,, de 2 dans le polynéme de Tchebychev T), est égal & 2. Donc, on peut

écrire [6]

T,(x) = 2" 'a" +a,_ 12" '+ +ag

(a05a17 cyQp— S R)

2.7 T, (T, (x)) =Ty (x)

En effet, les deux nombres valent cos (nmé) d’aprés
x = cosf,T, (z) = cos (nh).

Probléme 2.7.1 Montrez que f, de degré exact n,n =0,1,- - -
fonofm = fmofo,mn=012" = f,(z) =c+a"x—c)ou f,(x) = c+
al, ((x —¢)/a) , n=0,1,2--

En effet, soit fo = 0 = tous les f, (&) = . Si f est la deuxiéme racine de f, (z) = «,
onafo(r) =ate(x—c)(z—p) =a—cla—p)>/d+c(z—c), ou c=(a+p)/2
fonofo = faof, et f, de degré exact n = f, —c est de parité n en x — c.f3(z) =

z+e*(z—a)(zr—c)et ontrouve e (a —3) =2 ou 4. Il reste alors [%] inconnues dans

2
fo@) =c+ 3 e — 0" avee 7o = "L,
0

On trouve alors de proche en proche 7;,7,, - - en égalant les coeffcients de (x — c)2n72

(x—¢)* .. dans f, (f2 (). Il 0’y a donc que deux familles possibles, que 'on identifie
alors aisément.

En particulier, les polynomes de Tchebychev sur [0; 1] sont

T: =T, (22— 1) = Ty, (Va)
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2.8. Formule de Christofel-Darboux

2.8 Formule de Christofel-Darboux

L1 (2) T (y) — T () Toya
rT—y

W 23 1) T () (281)

En effet , 1. vraisin = 0; 2. n—1 — n : on applique la relation de réccurence

Tt (z) = 22T, (x) — T,,—1 () pour se ramener & l’ancien numérateur

T (2) T (y) = 1o (2) Toga (y) = [22T5 (x) — Toer ()] T (y) — T (@) [29T5 (y) — T (y)]
= 2(x—y) T (2) Tn (y) + 1o (2) Tna (y) — T (2) T, (y)

et on devise par = — y [1].

2.9 Equation différentielle vérifiée par 7, et coeffi-
cients de 7,

2.9.1 Equation différentielle vérifiée par T,

Pour trouver les coefficients de T},, on cherche d’abord une équation différentielle linéaire
dont 7;, est solution.

Soit n € N. En dérivant 1’égalité T, (cos ) = cos (nf), on obtient
vVl € R, —sin 07, (cosf) = —nsin (nd) ,
puis en redérivant
VO € R, —cos T/ (cos ) + sin? 0T (cos ) = —n? cos (nf) = —n>T), (cos ),

ou encore,

Ve € [-1,1], —2T, (z) + (1 — 2*) T} (z) = —n’T, (2).

Ainsi, puisque [—1, 1] est infini,

vneN, (1-X*)T) - XT, +n*T, = 0. (2.9.1)
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2.9. Equation différentielle vérifiée par T, et coefficients de T,

2.9.2 Coefficients de T,

Soit n > 2. puisque T, est de degré n et a la parité de n, on peut poser

T, = Z ap X" 2k,

0<k<2

Reportons alors cette écriture de 7,,, dans le premier membre de 'équation (2.9.1).

(1_X2) T?é,_XTrll“‘nQTn = (1—X2> Z (n—Qk) (n_Qk_l)aan—Qk—2

0<k<ﬂ—1
-X Z (n — 2k) ap X"~ k=14 2 Z ap X"
0<k<2zt 1 0<k<y
= ) (n—2k)(n—2k—1) X"
0<k<Z-1
— > (n—2k)(n—2k — 1) X"
0<k<%
— Z (n — 2k) ap, X" 2% + n? Z ap X"k
0<k<%Z 0<k<3
= Y (n=2(k+1)+2)(n—2(k+1)+1) X" 2"
0<k<2Z-1
+ Y (= (n—2k) (n—2k— 1) — (n — 2k) + n?) a X"
0<k<2

= > (n=2k+2)(n—2k+1)ap X"
1<k<Z

+ ) (4kn — 4K?) g X"

0<k<2

- Z [(n =2k +2) (n — 2k + 1) ap_y + 4k (n — k) ag) X" 2"
1<k<2

Par suite,
(1-X*)T) — XT, +n°T, =0 <= Vk €N,
(1§k<g (n—2k+2)(n—2k—|—1)ak_1—I—4k’(n—l€)ak:0>
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2.10. Développement en série de Taylors

En tenant compte de ag = dom (T;,) = 2"}, pour 1< k < %, on a alors

=2+ 1)(n—=2k+2) —(n—2k+3)(n—2k+4) —(n—=1)n

W = ok (n— k) A D)kt T Ixixmon ™
B (—l)k(n—2k~|—1)><(n—2k+2)><(n—2k:+3)><(n—2k:+4)><---><(n—1)><n2n_1
4k Ex(k—1)x---x2x1xn—-1)xn—-2)x---x(n—k)
_ k on—2k—1 n!/ (n — 2k)! _ Fon-2k-1__ N (n— k)
= (- k!x(n—l)!/(n—k—l)!_<_1) 2 n — kk!(n — 2k)!
= (D

Ce qui reste vrai pour k = 0 [3].

Vn € N*,Tn _ Z (_1)k 2n—2k 1 Ck an—Qk:.

k n—
0<k<2

2.10 Développement en série de Taylors

Les polyndémes de Tchebychev se développent en série de Taylor en 0 avec la formule

K
J (j—Fk—1) i—2k .
—E —Qk;’ > 1.
2 k' (j — 2k)! (2F) pourJ =

Cette formule se vérifie par une récurrence assez simple en utilisant ( 2.3.1). Elle nous
donne explicitement les polynémes 7}, en fonction de z, ce qui nous permet de calculer le né™*
coefficient en O (n) opérations arithmétiques. Il en faudrait O (n?) en utilisant (2.3.1). Une
autre application de cette formule est 1’écriture sous forme hypergéométrique des polynémes

de Tchebychev

Ton () = (=1)" oF (gﬂﬁ), Tonir () = (—1)" (20 + 1) 2 o ("“ "|x2),
(2.10.1)

ol oF7 est une série hypergéométrique, cas particulier de la définition ci-dessous.
2.10.1 Définition de la série hypergéomérique généralisée

La série hypergéométrique généralisée , [, est définie par

ai;;a (al) e (ap) "
Fy (e 2) = n nZ_ 2.10.2
plq <b1;~-;bq $> n% (b1),, - - (bg),, m!’ ( )
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2.11. Développement d’une fonction en série de Tchebychev

ou (-), désigne le symbole de Pochhammer, c’est-a-dire

(a)n:%:a(aﬂ)---(am—n. (2.10.3)
Cette représentation sous forme hypergéométrique n’est pas la plus classique. Cela est
surement da a la présence de deux formules afin de différencier les indices pairs et impairs.
La formule la plus fréquente dans la littérature, qui se déduit facilement de I’équation

(2(1 —2*)T! (x) = —nTy41 () + nT,_1 (x) ) aprés un changement de variable, est

n,—n x—1

De la récurrence (2.3.1), on déduit aussi que la série génératrice (indexée sur Z) des
polynomes de Tchebychev vérifie la formule simple [2]

1 1-—22
In| _
D T@ M = s (2.105)

nez

2.11 Développement d’une fonction en série de Tcheby-
chev

Définition 2.11.1 Les développements des fonctions f € L* (w) dans la base T, sont ap-
pelés séries de Tchebychev. Les séries de Tchebychev sont écrites selon la notation la plus

usuelle
f(x)= n% Ty () = %To (z) + 1Ty (z) + coTy (x) 4 - - - (2.11.1)

Il suit, en prenant le produit scalaire, que les coefficients ¢, sont définis par [2]

_2 M f(@)T (2)

Cp = dz.
T™J_1 V1 — g2
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Chapitre 3

Quelques Applications de polynémes

de Tchebychev

Le polynome de Tchebychev a une grande importance non seulement pour trouver une

approximation d’une fonction, mais aussi pour résoudre quelques problémes des EDO, calcul

primitive et dérivée.

3.1 Equation différentielle linéaire

y =T, (x) est une solution de

(1—2?)y" —ay +n’y = 0. (3.1.1)
En effet, on peut dériver I'équation (1 — 2?)y? = n? (1 — y?) :

—21'2/2 4 9 (1 . xz) y/y// _ _2n2yy/

et diviser par y' (aux zéros de y, (3.1.1) est établie par continuité de y, y/ et y”).
On peut aussi partir de 7, (z) = cos (nf)

d2
y = cosnb = dT’g = —n?y, (3.1.2)

et utiliser x = cosf : d/df = d/d arccosx = —v/1 — 22d/dx,
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3.2. Polynémes de Tchebychev et problémes de Sturm-Liouville

2y d [d /
- J _ | = — 1 — 2 1 — 2.,/
d6® ~ do (d9y> Vi-a <\/ v y) ’

d’ou une forme intéressante (formellement auto-adjointe)

/
Vi_ a2 (\/1 - x2y'> _— (3.1.3)
équivalente & (3.1.1) [1].

Proposition 3.1.1 La solution générale de la récurrence (2.5.2) aussi bien que de l’équation
(3.1.1) est
AT, (z) + BV1 — 22U,,—1 (x) = Acosnf + Bsinn#. (3.1.4)

ot U,_1 (x) est le polynome de Tchbychev de deuxiéme espéce de degré n — 1, défini par

Un s (2) = 5200 cosh) (3.1.5)

sinf ’

Lorsque (3.1.5) désigne la solution générale de la récurrence (2.3.2), A et B peuvent
dépendre de x, mais pas de n; si (3.1.5) désigne la solution générale de l’équation différen-

tielle (3.1.1) A et B peuvent dépendre de n, mais pas de .

3.2 Polynémes de Tchebychev et problémes de Sturm-

Liouville

L’équation (3.1.3) est bien de la forme de Sturm-Liouville

(p(@)y (2)) +q(@)y(x) = w(2)y (), a<w<b, (3.2.1)

avec p(x) >0 et w(z) > 0 sur (a, b). Un probléme de Sturm-liouville régulier consiste
a trouver des solutions non nulles (fonctions propres) de (3.2.1) vérifiant des conditions aux

limites homogénes, si p(a) et p(b) # 0. Ici, p(z) = v/1 — 22, on a un probléme singulier

Les fonctions propres sont alors simplement définies par des conditions de régularité aux

limites: valeurs et dérivées finies quand x — a et b.
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3.3. Coefficients, dérivées et primitives

Ici, avec p(z) = V1 —22, q¢(x) = 0 et w(x) = 1/v/1 — 22, la solution générale de
(3.2.1) est une combinaison de cos uf et sinpuf , ot A = —p? (comme d’habitude, faire
x = cos f pour obtenir d?y/df* = —p2y). Les dérivées en x sont les dérivées en divisées par
—sinf = —v/1 — 22, et restent donc finies en 41 si les dérivées en 6 sont nulles en § = 0 et
m . Ceci

impose sinur = 0 = pu € Z, donc, A\ = —n? n = 0,1,- - - et la fonction propre
correspondante = cosnf = T,, (x).

Pour traiter convenablement les problémes de Sturm-Liouville, il faut les définir sur des
espaces de Hilbert (espaces de Sobolev).

Dérivées d’ordre quelconque: en dérivant (3.1.1) p fois, on obtient

dPT2T, (o) dPtT, (o) drT, (z)

(par récurrence [sur p|, ou en utilisant une formule de Leibniz de la dérivée p¢ d’un

produit), ou encore

p+1 .
% ((1 — x2)p+1/z d d;;ifx)> +(n?—p?) (1- xQ)P—l/Q d%ﬂgx) _0 (323)

3.3 Coefficients, dérivées et primitives

J . n—1-—2j .
1. T,(z) = Z L) n(ﬁ(_j__;j))!!z " ¢n=2i En effet, nous savons déja que le coefficient de
Jj=0

3j<n
2" est 2" 1 et que les coefficients non nuls sont ceux de méme parité que n. Ensuite, par

(3.2.2) avec p = n — 2j, le coefficient de "%/ est 1/ (n — 27)! fois

AT, (0) —1 d"=22T,,(0)
dxn—27 o2 (n— 2j)2 dxn—2i+2
-1 d"%T,(0)

45 (n—j) dan2+

_ (_1)j on—1n1
4j(-1)--1n—=j)n—j+1)---(n—-1) .

iy , —2j42)(n—2j+1
n=2j ot de g"-2+2 egt MZHFAM—2H)
4j(n—j)

ol o = j/(n—2j). Ce rapport est donc > 1 tant que a < (\/5— 1) /2. A ce mo-

Le rapport des valeurs absolues des coefficients de x

1
da(a+1)
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3.3. Coefficients, dérivées et primitives

ment, c’est-a-dire j ~ n (2 — \/5) /4, on est en présence du plus grand coefficient, qui est
de ordre de (\/§ + 1)”.
2. Plus intéressante est 1’expression des puissances de x dans la base des polynémes de

Tchebychev, base que 1'on va s’habituer & utiliser dans la suite

oo L[y gy Bl

1+ dp—2k0

(|] : Est la partie entiére par défaut),

ou (}) = k,(%k), est le nombre de combinaisons de n objects pris k a k (coefficient
binomial).
En effet,
k=n
= con = (¢4 ) 2,0 =27 Y ()
k=0
3.
! TO

dT,, (z)  dcosnf

T — _
n (@) dx dcosf
sin nd
~ "smo -1 (@)
ein@ o efie

nN——
et — g—ib
— n (ei(nfl)e + ei(n73)0 4. .efi(nfB)G + efi(nfl)a)

= 2TL (Tn—l (ZL’) + Tn_g (ZL’) + - )
ol an termine sur e + e = 27} (x) si n est pair, et sur /% = 1 = Ty si n est impair.

Remarquons que 'on a aussi montré U, (z) — U,_2 (z) = 2T, (x) .

4.

/ T, (z) dz = 2T7(1:+<:U1)) - zTELnl—(?) (sin#1)+C. (3.3.2)
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3.3. Coefficients, dérivées et primitives

/Tn (x)dxr = —/cosn@sinn@dG

— —% / [sin(n + 1)8 — sin(n — 1)0] d

cos(n+1)¢  cos(n—1)¢
2(n+1) 2(n—1)

(sin#1)4+C

Tn (ZE) o Tn+1 (:E) - Tn—l (:E)
/ mdaz = T +C (3.3.3)

T )
/ \/%dx = —/cos nfdl = _smnne +C
_ _sinn?sin@ LC
n sin 0
1)0 — -1
_ cos(n +1)6 ‘ cos(n —1)0 e (n>0)
2n sin 6

6. Primitive de T, (z)log(x — ¢).

La primitive est de la forme A, (z)log(x —¢) — B, (x), ou A, est une primitive de T,, et
B,, est un polynéme. Choissions pour A, la primitive de 7}, qui s’annule en = = ¢, soit, par
(3.3.2),

T, X)—=T,_ T, —T,_
A, (z) = w1 (X) = To1 () Toa (@) = Ty (C> B, (z) est alors une primitive de

2(n+1) 2(n—1)
A, (z) [(x = 1).

Ay () Un(e) = Ui () Ups(¢) <=2 Up_op(c)
r—c 2(n+1) +; n+1 Tie() - 2(n—1) _2 n—1 T (2).
Donc [1],
U0 &K Uni (o) U (c) = Unsy(c)
Ba (@) = 250775 £ nt 1 e(2) = 2(71—1)_; no1 @
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3.3. Coefficients, dérivées et primitives

Conclusion générale
Parmi & la notion de la meilleure approximation et comment peut trouver une
approximation d’une fonction quelconque avec une fonction d’erreur minimale, nous
étudions des propriétés importantes pour 'existence et 'unicité de la meilleure
approximation comme la symétrie, condition de Haar et théoréme de la vallé Poussin.
Nous avons étudié aussi 'approximation au sens de Tchebychev avec quelques proropriétés
intérrisantes comme les signes alternés de la fonction d’erreur, orthogonalité des

polynoémes de Tchebychev.

Les polyndémes de Tchebychev ont une grande importance non seulement pour trouver une
approximation d’une fonction, mais aussi pour résoudre quelques problémes des EDO,

calcul primitive et dérivée.

En fin, nous avons donné une application du polynéme de Tchebychev pour la résolution

des problémes de Sturm-Liouville et pour trouver la solution d’une équation différentielle.

Le polyndéme de Tchebychev a d’autres larges utilisations. Nous avons donné ici seule-

ment quelques applications simples.
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