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Notations

N : L’ensemble de nombres naturels.

R . L’ensemble de nombres réels.

R, : L’ensemble de nombres réels positifs.

H . Espace de Hilbert.

1] : Norme dans X.

(.,.)y @ Produit scalaire dans H.

% : La dérivée partielle par raport a x.

DU : La différentielle d’ordre av € R™ .

L . Ensemble des fonctions intégrable.

L? : Ensemble des fonctions carré sommables.
H : {u/ueLQ:%ELQ,W}.

H™ : {v/veLl*:Va,|la| <m:0% € L?} .
Af . Laplacien de la fonction f.

Vf . Gradient de la fonction f.

o) : Frontiere de €.

P . Espace vectoriel de polynome de degré < k.
w; . Les fonctions de base P, en 1D.

FElemT; : La matrice élémentaire de I’élément 7.
N; . Les fonctions de base P, en 2D.



Introduction

Les origines de la méthode des éléments finis remontent aux années 1950 lorsque des
ingénieurs 1'utilisérent afin de simuler des problémes de mécanique des milieux continus dé-
formables. Depuis, le champ d’applications s’est considérablement étendu et les fondements
théoriques de la méthode se sont amplement consolidés.

La résolution des équations différentielles ou plus généralement des équations aux déri-
vées partielles occupe une place importante en ingénierie et en mathématiques appliquées.
Chacune de ces disciplines apporte une contribution différente mais complémentaire a la
compréhension et a la résolution de tels problémes.

Il existe plusieurs techniques permettant de résoudre les équations aux dérivées partielles.
On pense par exemple aux méthodes de différences finies, de volumes finis, aux méthodes
spectrales, etc. On peut sans aucun doute affirmer que la plus largement répandue est la
méthode des éléments finis. Cette popularité n’est pas sans fondement. La méthode des
éléments finis est trés générale et posséde une base mathématique rigoureuse qui est fort
utile, méme sur le plan pratique. En effet, cette base mathématique permet de prévoir jusqu’a
un certain point la précision de notre approximation et méme d’améliorer cette précision,
via les méthodes adaptatives.

Ce travail est donc une introduction a la méthode des éléments finis. Nous poursuivrons
ainsi deux objectifs. Nous souhaitons introduire la méthode des éléments finis et donner une
description relativement classique. Mais notre principal objectif est de donner comment peut
appliquer cette méthode sur un probléme en mécanique de fluide représenté par le systéme
de Navier-Stokes ot plus précisément le probléme de stokes pour simplifier les calculs.

Le contenu de chaque chapitre est résumé comme suit :

Premier chapitre : Il a touché les concepts de base de ’analyse fonctionnelle et comporte
des définitions, des relations et des théoréemes avec quelques inégalités utiles qui seront
utilisés dans les chapitres suivants.

En deuxiéme chapitre, nous introduisons un cas particulier d’équation aux dérivées par-
tielles sur un domaine compact avec conditions aux bords, sur laquelle on illustrera la

méthode des éléments finis. Ou nous avons appliqué la méthode pour trouver le systéme
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linéaire et montere comment étudier 'estimation de I'erreurs. Ensuite, nous avons effectué
une application numérique sur un probléme de Dirichlet nonhomogénes, Enfin, nous intro-
duisons une solution détaillée & une équation non linéaire pour obtenir la matrice globale
d’assemblage.

Dans le dernier chapitre, notre objectif principal est de construire des grilles FEM pour les
équations différentielles de Navier-Stokes qui sont la norme pour le mouvement des fluides,
c’est-a-dire la discussion de ’écoulement des fluides et ’ajout des complications tel que la
pression et effectuez des simplifications telles que I'indépendance du temps, ou remplacez

un terme dans le but de mieux modéliser la turbulence ou d’autres caractéristiques.



Chapitre 1
Préliminaire

L’analyse de la méthode des éléments finis requiert une bonne base d’analyse fonction-
nelle, outil fondamental pour une véritable compréhension de cette méthode. C’est 'objet de
ce chapitre. Précisons dés le départ que notre objectif n’est pas de donner un cours d’analyse
fonctionnelle complet mais de donner les outils de base nécessaires a 1’utilisation efficace de

la méthode des éléments finis (Les espaces de Sobolev et quelques inégalités utiles ...).

1.1 Espaces métriques

Définition 1.1. Soit X un ensemble, on appelle distance sur X toute application d de X x X
dans R* telle que

- d(z,y) >

- d(z, )—0=>93—y,

- d(z,y) = d(y, @),
-d(zyy) <d(z,z) +d(z,y).

Le couple (X, d) est appelé un espace métrique.

Définition 1.2. (Suites convergentes) On dit qu’une suite (x,), converge vers une limite x

dans l'espace métrique (X, d) si et seulement si on a

lim d(z,,z) = 0.

n—o0

Si la limite d’une suite existe, elle est nécessairement unique.

Définition 1.3. (Suites de Cauchy) Soit (x,,), une suite dans un espace métrique (X, d).
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On dit que (x,,), est de Cauchy si elle satisfait
Ve >0, dng > 0, t.q.Yn > ng, ¥p > 0, d (T4, Tntp) < €.

Autrement dit, une suite de Cauchy est une suite dont les éléments sont arbitrairement

proches & partir d'un certain rang.
Proposition 1.1. Dans un espace métrique (X, d) toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.4. (Espace métriques complets) Un espace métrique (X, d) est dit complet si

toute suite de Cauchy dans (X,d) est convergente.

1.2 Espaces vectoriels normés, espaces de Banach

Définition 1.5. Soit E un espace vectoriel sur K. On dit qu’une application N de E dans

R* est une semi-norme sur E si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites
1. N(z +y) = N(z) + N(y),
2. Pour tout X appartenant o K, on a N(Azx) = |\|N(z).

On dit qu’une application N de E dans RT est une norme sur E si et seulement si c’est

une semi-norme telle que N(x) = 0 implique que x = 0.

Définition 1.6. Soient E un espace vectoriel et N une norme sur E, le couple (E, N) est

appelé un espace norme.

Définition 1.7. (Espace de Banach) Soit (E, ||.||) un espace normé. On dit que (E, ||.||) est
un espace de Banach si et seulement si l’espace métrique (E,d) ou d est la distance associée

a la norme ||.|| (i.e. d(z,y) = ||z — y||) est un espace complet.

Exemple 1.1.

- L’espace des nombres réels R.
- L’espace des nombres complexes N.

- Les espaces R™ pour tout entier naturel n € N*.

Proposition 1.2. /3] Soit (E,||.||) un espace normé, alors lapplication définie par

ExE —R*
(z,y) = llz =yl

est une distance sur E, appelée distance associée a la norme ||.||.
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1.3 Espaces de Hilbert

On considére E espace vectoriel sur K =R ou C.

1.3.1 Définitions et propriétés élémentaires
Définition 1.8. On appelle produit scalaire sur E toute application (.,.) : E x E — K telle
que :
1. Pour tout y € E, Uapplication (.,y) — K définie par x — (x,y) est linéaire,
(a) siK=R,Ve,y € E, (x,y) = (y,x) (propriété de symétrie),

(b) siK=C,Va,y € E,(z,y) = (x,y) (propriété de antisymétrie),
2. Pour tout x € E (x,x) > 0 (positivité),
3. Pour tout x € E (x,x) = 0= 2 =0 (définie positive).
Toute opération sur E qui vérifie les trois propriétés ci-dessus est également appelée produit

scalaire.

Le couple constitué d'un espace vectoriel E et d’un produit scalaire sur E est appelé un

espace pré-hilbertien réel (si K = R) ou complexe (si K = C).

Définition 1.9. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
(.,.)g et qui est complet pour la norme induite || . || .
C’est-a-dire un espace de Banach dont la norme ||.||, découle d’un produit scalaire ou

hermitien (u,u), par la formule
2
[ull = (u, u)yy -

Dans toute la suite de ce chapitre, H désigne un espace de Hilbert muni de son produit

scalaire (.,.) et sa norme || . ||4.

Définition 1.10. [16] Soient u,v € H, on dit que u et v sont orthogonauz dans H si
(u,v)y = 0.

Théoréme 1.1. (Théoreme de décomposition) Soit V' un sous-espace vectoriel fermé de H.

On note l’espace orthogonal
Vit ={ue H/(u,u*) =0,Yu* € V}.

On a alors
H=VaV:



Préliminaire

Proposition 1.3. (Identité du parallélogramme) Yu,v € H,
lu+ vl + llw = ol = 2 [lullz +2loll3

Définition 1.11. Le dual de H est I’ensemble des formes linéaires continues sur H. Le dual
est noté H' : YL € H', il existe ¢ > 0 telle que

L)l g < ellully -

1.4 Espaces de Sobolev

1.4.1 Espaces des fonctions L', L? et L}

loc

Soit 2 est un domaine ouvert mesurable de R™. On désigne par L'(2) l'espace des

fonctions intégrables sur 2 & valeurs dans R. On pose
LY(Q) = {f mesurable sur Q// If] < oo} ,
Q

et || fll = Jo|f(z)]dz.

L’exemple fondamental L? est 1'espace des fonctions de carré intégrables

L*(Q) = {f mesurable sur Q// If]? < oo} ,
0

ot [|fll2 =1/ Jo | f(2)]" da.

Le produit scalaire est naturellement défini par

(u,v)p2 :/uvdx.
0

On identifie
u =v dans L? <= u(x) = v(z) pour presque tout x € .

Définition 1.12. (Espace L} ) Une fonction f : R — R est dite localement intégrable

loc
si sa restriction a tout segment |a,b] est intégrable, c’est-a-dire si l’intégrale f; |f(t)]dt
converge pour tout couple de réels (a,b) avec a < b.

Exemple 1.2.

1. Toute fonction continue est localement intégrable.
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1
2. La fonction f définie par f(x) = — six #0 et f(x) =0 si x = 0 nlest pas localement
x

intégrable.

Théoréme 1.2. Soit 0 C R"™, un domaine ouvert, muni de son produit scalaire naturel,

Uespace L?(Q) est un espace de Hilbert.

L’intégrale de Lebesgue assurant la complétude de 1'espace L?(2) est bien un espace
de Hilbert. Notons cependant que cette complétude se paye par la définition des fonctions
presque partout seulement. Elles ne sont donc a priori pas continues (au sens classique) et
leur dérivées sont définies au sens généralisés ou au sens des distributions. Malgré cela ces
fonctions s’avérent applicables en pratique, en grande partie grace au résultat de densité

suivant :

Théoréme 1.3. [7] Soit Q un domaine ouvert de R™, l’espace des fonctions continues

infiniment dérivable a support compact D = C°(Q)) est dense dans L*(£2)
Vu € L*(Q),3u, € D(Q) telle que u, — u dans L*(£2).

Le principe de la preuve repose sur une technique de suite régularisante basée sur un

produit de convolution.

1.4.2 Dérivée faible

Soit u € C1(Q2) et p € CY(Q), alors, en intégrant par parties, on aura

/ 8g0dx_ /go%dx,VgoéCé(Q),izl,Z...,N
Q o O;

notons que le terme gauche a un sens si u € Lj, () alors que le terme a droite na de sens
que si u € C1(Q), [12].

Définition 1.13. Soit u € L}, (Q) , sl existe une fonction v; € L}, telle que

/ &pdx— /vigoda:,VgoeC’é(Q),i:1,2,...,N,
Q

on dit que v; est la premiére dérivée partielle faible de w par rapport a x;.

Comme ¢ € C}(Q) est dense dans LI(Q) cette égalité reste vraie pour toute ¢ € L9(12).
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Définition 1.14. /1] On dit que la fonction u € LI(S2) admet une premiére dérivée partielle

faible par rapport o x; sil existe une fonction v; € L™(Q) pour 1 < r < oo, telle que

/u&p dx = —/vigodx,Vgp € LP(Q),
o Oz Q

~0Ou
v; est notée .
€

Plus générale : Soit m > 1 et a = (ay, g, ..., ) € R™. On dit que v admet une dérivée

faible d’ordre « 8’il existe v, telle que

olely
d—l'O"/ad Vo € C5o(Q
Quﬁalxlf)a?xg ......... 0oz, r=(=1) QU pdz, Ve € Cg7(Q)
ol
U, €st noté par, 8a1$18a2x2..% ..... aanxndx ou D%u.

1.4.3 Espace de Sobolev H'(Q)

Soit 2 un domaine ouvert borné de R". Par définition

le{ueLQ(Q)- Ou

R 2 ':
n €L (Q),Vi 1,...,]\7}.

Muni du produit scalaire

= (/QVu(SC)VU(:E)d:U—l—/Qu(x)v(x)dx)%.

est un espace de Hilbert [1].

2

L’espace H! est muni de la norme

Jull = (fjv / St / u(sc)?da:f
_ (/Q|Vu(x)|2d:v+/Q|u(x)|2dx)%7

ou
aiL’i

()
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1.4.4 Espace de Sobolev H}(Q)

Définition 1.15. Un sous espace trés important est 'adhérence de D(Q) dans H'(2). On
note

Hy () = D(Q).

Par définition

Hy(Q) = {u : ue Hy(Q),v|r =0} .

On voit que sur cet espace, la condition de Dirichlet est satisfaite automatiquement sur
tout le pourtour I' = 0f).
La frontiére I' est généralement partitionnée en deux sous-frontiére I'p et I'y sur les-

quelles on satisfait les conditions de Dirichlet et de Neumann respectivement I' = I'p U 'y
Hy p(Q) = {u : we H(Q),v]p =0},

et Hj(Q) C Hy p(Q) C H'.

Théoréme 1.4. [}] H}(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H'(Q) .

Théoréme 1.5. [12] La semi-norme définie sur Hy(2) par

1

2
ol = ( [ 9uto)a )

définit une norme sur H}(Q) , équivalente & la norme de H* ().

1.4.5 Espace de Sobolev H™

Définition 1.16. Si Q) est un ouvert connexe non vide de R™ , nous considérons ici l’espace
vectoriel

H™(Q){v € L*(Q) : Va,|a| <m: 9% € L*(Q)},

qui est un espace de Hilbert si nous y définissons le produit scalaire, la norme et la semi-

norme suivants

(U, V)0 = Z (0%u, 0%v) ,

|a|<m

1

) 2

[Vle = | D l0%0l*|
|| <m
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1

) 2

(o = | D l0%l*|
|a|=m

Définition 1.17. [9] Pour m € N, on désigne par HJ'(Y) la fermeture de D(Q) dans
H™(Q). On note

Hy'(©2) = D(Q) = Cg2(Q).

1.4.6 Espace W1(Q)

Définition 1.18. Soit p un élément de [1,4+00], Q un ouvert de R™ . On appelle espace de
Sobolev d’ordre 1, et on note WH(Q) (resp. HY(Q) si p=2), l’ensemble

ou

wr(Q) = {u € LP(Q)\Vi,1 <i<n, 3

ELP(Q)}.

)

Théoréme 1.6. [19] Pour tout p dans [1, +00], pour tout 2 ouvert de R™, on a les propriétés

suivantes :
1.
1
oull” \ ¥
(HUHIIJ/P + i O si p € [1,400],
u— ||ullyr = ) i || e
max <||u||Loo, T 1§z’§n) st p = +o00.

2. Pourp =2, HY(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

3. Pour 1 < p < +o0, I ‘espace WHT(Q) est réflexif.
4. Pour 1 < p < +o0, | "espace WHT(Q) est séparable.
1.5 Quelques inégalités utiles

1.5.1 Inégalité de Young

Soit 1 < p < 00, on désigne par g 'exposant conjugué de p, i.e % + é = 1. (On dit que p
et ¢ sont conjugués).

10
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Alors, on a l'inégalité de Young

1 1
ab < —a? + -b?, VYa,b > 0.
p q

1.5.2 Inégalité de Holder

Théoréme 1.7. (Inégalité de Hoélder) []] Soient f € LP () et g € LT () avec 1 < p < o0
et q lexposant conjugué de p. Alors f.g € L' (Q) et

/Q gl dz < 1o 9l

1.5.3 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.8. (Inégalité de Poincaré) [4] Soit Q un ouvert borné de R"™. Alors, il existe
une constante C > 0 (dépendant de Q) telle que, pour tout f € H} (), on a

||f||i2 < C(Q)/Q‘gf (:E)rd:z:.

En particulier,

=¥, = [ [Brf e

est une norme sur H} () qui est equivalente a la norme || f]| -

On peut écrire aussi
1 flloe < C ISl o, Yve Hy(Q).

1.5.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition 1.4. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) [}] Soit (E;(.,.)) un espace préhilbertien.

Pour tout x € E, on note
]| = v/ (z, z).

On a alors l'inégalité de Cauchy-Schwarz
[z, )| < el lyll, Ve, y € B
Ainsi, 'application z € E +— ||z|| est une norme sur F canoniquement associée au

produit scalaire donné qui confére ainsi & F une structure d’espace vectoriel normé.
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Préliminaire

1.5.5 Inégalité de Minkowski

Soient p € [1,4o00[ et deux fonctions f, g € LP(2). Alors

1+ gll, < 11711, llgll,

(/ !f+g|pdx>; <(/ rf|pdx)’l“ v |g|pdx); (15.1)

l'inégalités de Minkowski se vérifient dans le cas particulier de vecteurs dans R™ (ou C") et

c’est-a-dire

méme de séries (n = 00)

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z\fk‘i‘yk\p) < <Z ’$k|p> + <Z|Z/k\p> :
k=1 k=1 k=1

1.6 Formule de Green dans H'())

Le théoréme de trace permet de généraliser la Formule de la divergence & des fonctions
de H'() :
Proposition 1.5. Soit Q un ouvert borné de classe C* de R™. Si F € (H' ()" et g €
HY(Q), alors

/Qg(:x) divE (z) dxz—/Q?(a;).% () dx—l—/ g(0) F (0).7 (o) do,

o0

ot T représente le vecteur normal unitaire a 0S) orientée vers [’extérieur.

Rappelons que H?(Q) est lespace des fonctions f € L?*(2) dont toutes les dérivées
partielles d’ordre 1 appartiennent a H'({2). En particulier, ces dérivées partielles premiéres

admettent une trace sur 02 (si §2 est assez régulier).

Proposition 1.6. [2] Soit Q un ouvert borné de classe C' de R™. Soient f € H*(Q) et
g € H' (Q). Alors,

LAf<x>g<x>dx=—/jf(x).%m)czw/ o (0)g(0) do,

anon

avec of

o

Si f € H*(Q), alors ?f € (H*(2))" et il suffit d’appliquer la proposition précédente
avec F' = ? I

(0) = V(o). 7 (o).

12



Chapitre 2
Eléments finis en dimension 1

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode des éléments finis (FEM) en tant que
technique numérique pour résoudre des problémes qui sont décrits par des équations aux
dérivées partielles. Nous commencerons par présenter la méthode d’approximation interne,
qui est une méthode d’approximation abstraite dans les espaces de Hilbert. La méthode des
éléments finis est une méthode d’approximation interne particuliére, I’espace d’approxima-
tion étant un espace de fonctions polynomiales par morceaux. La solution recherchée est
remplacée dans chaque élément par une approximation avec des polynoémes simples et le

domaine peut ensuite étre reconstitué avec I’assemblage ou sommation de tous les éléments.

2.1 Formulation variationnelle

Considérons le probléme de Poisson en une dimension avec conditions aux limites de
Dirichlet homogénes :

Trouver une fonction u définie sur [0, 1] telle que

{ —u” (x) = f (.Z‘), VS (07 1)7 (211)

La présentation trés succinte faite sur cet exemple simple a pour but de donner les idées
de base et ne constitue qu’une introduction a la méthodes des eléments finis. L’approche
repose sur la méthode de Galerkin qui permet d’écrire le systéme différentiel sous forme
variationnelle dans un espace de dimension finie.

Soit une fonction v(z) € C* ([0,1]). On peut écrire :

_/Olu"(x)U(q;)dm:/Olf(a;)v(x)dx. (2.1.2)

13



Eléments finis en dimension 1

Par intégration par parties, on obtient

/0 o (z) v (x) de — [u () v (2)]y = /0 f(x)v(x)de, (2.1.3)

et si v est une fonction telle que v (0) = v (1) = 0 alors

/01 u' (z) ' (x) dr = /Olf(l“)v(x) dx. (2.1.4)

Pour cela, nous considérons les espaces des fonctions suivants
L2(Q):{UECI(Q),/|U|2<OO}, (QCR),
Q

Hy={ueL*(Q),u € L*(Q),u=0sur 00} .

Définition 2.1. On appelle formulation intégrale ou formulation variationnelle du probléeme,

le probleme qui consiste a trouver une fonction u appartenant a lespace Hy (]0,1[) telle que

/0 u (z)v (z)dx = /0 f(@)v(x)dz, pour toute fonction v € Hy (]0,1]). (2.1.5)

Définition 2.2. Une solution de la forme variationnelle (2.1.5) s’appelle solution faible du

probleme différentiel de départ.

2.1.1 Conditions aux limites de Neumann

On considére maintenant le probléme suivant ol les conditions aux limites sont données
par la valeur de la dérivée de I'inconnue u

Trouver une fonction u définie sur [0, 1] telle que
(2.1.6)

La formulation intégrale pour ce type de probléme différe par la prise en compte des
conditions aux limites. Nous reprenons la démarche qui permet d’écrire une formulation
variationnelle. On suppose que u est une solution et on multiple I’équation par une fontion

test réguliére v puis on inteégre sur [0, 1]

—/Olu”(x)v(m)dx—l—/Olu(x)v(x)dx:/Olf(x)v(x)dx.

14



Eléments finis en dimension 1

Aprés intégration par parties, on obtient

/Olu'(x)v'(x)d:c—[ul(:c)v(x)](l)+/01u(x)v(:c)dx:/Olf(g;)v(x)dz’

c’est-a-dire

/Ou’(x)v/(x)dx—l—/o u(x)v(x)dx:/o f(x)v(x)dx+ Bv(l) —av(0), (2.1.7)

puisque v’ (0) = a et v/ (1) = B . Ainsi, la condition aux limites de Neumann est directement
prise en compte dans la formulation variationnelle, et il n’est pas nécessaire de 'inclure dans
le choix de I'espace vectoriel de résolution. Pour que (2.1.7) soit définie, il suffit que u et v

soient continues et C' par morceaux sur [0, 1] . On introduit donc I'espace
H'={ue L*([0,1]),u € L*([0,1])} .

Alors, la formulation variationnelle de ce probléme devient
Trouver u € H' (0,1) telle que

/Ou’(x)v'(:v)drlr+/0 u(x)v(x)dx:/o f(x)v(x)dr+ Bv(l) —av(0), Yo € H (0,1).
(2.1.8)

Dans ce cas . .
a(u,v) :/0 u () v (x) dw+/0 u(z)v(z)de,
[8].

2.2 Théoréme de Lax-Milgram

D’abord, nous introduisons les notations suivantes : Si u,v € H} (]0, 1[), on pose

a(u,v) = /01 u ()0 (x)dx,

L(v)= /0 f(x)v(z)dx.

Les applications a et L sont respectivement une forme bilinéaire continue et une forme
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Eléments finis en dimension 1

linéaire continue sur H}(]0, 1[) et 'équation (2.1.5) est équivalente a
Trouver u € H;(]0,1[) tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy(]0,1[).

Le théoréme de Lax-Milgram montre que ce probléme abstrait admet une unique solution
sous des conditions trés générales.
On considére un espace de Hilbert V' dont le produit scalaire est noté (.,.) et la norme
|.]|- On introduit I'hypothése suivante sur a
(H) La forme bilinéaire a : V' x V +—— R est continue, i.e. il existe une constante M € R
telle que
a(u,v) < M ull.||v||, pour tout u,v € V

et coercive, i.e. il existe une constante a > 0 telle que
a(u,u) > oul|*, pour tout u e V.

Théoréme 2.1. (Théoreme de Laz-Milgram) Si la forme bilinéaire a satisfait (H) et si L

est une application linéaire continue sur V, alors il existe un unique u € V' tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € V.

2.3 Méthode de Galerkin

On souhaite maintenant de trouver une méthode pour calculer des solutions approchées
d’un probléme de Poisson. Comme nous souhaitons également pouvoir traiter des cas o la
solution est peu réguliére, nous allons en fait résoudre de facon approchée la formulation
variationnelle. La formulation variationnelle que nous avons vues peut étre mise sous la
forme

Trouver une fonction u dans V, telle que
a(u,v) = (f,v), pourtoutveV (2.3.1)

ou

- V est un espace vectoriel de fonctions,

- (u,v) —> a(u,v) est une forme bilinéaire sur V' x V,
- v — (f,v) est une forme linéaire sur V.

Dans le cas du probléme de Poisson avec conditions aux limites de Dirichlet homogeénes,
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Eléments finis en dimension 1

I'espace vectoriel ou I'on cherche la solution est V' = H; (]0, 1[) et les formes a et (f,.) sont

définies par X X
a(u,v) = /0 u (x) v (x)dxe, (f,v) = /0 f(x)v(x)de. (2.3.2)

L’espace de résolution V' étant de dimension infinie, le principe de la méthode de Galerkin
consiste a le remplacer par un espace vectoriel V}, de dimension finie et a résoudre le probléme
approché

Trouver une fonction u, dans V}, telle que

a (up,vp) = (f,vn), pour toute fonction vy, € Vj,. (2.3.3)

Dans le cadre de ce cours, nous prendrons toujours des espaces V;, C V | on parle
alors d’approximation conforme. Comme V}, est de dimension finie, la résolution de (2.3.3)
se rameéne en fait a la résolution d’un systéme linéaire. En effet, si on se donne une base

(p1, P2, ..., o) de Vj, , la solution recherchée peut se décomposer sur cette base selon
N
up (x) = Zujgoj (x). (2.3.4)
j=1

Résoudre (2.3.3) est alors équivalent a trouver un vecteur U = (uy, s, ..., uy) € RY tel

que

N
a (Zug‘%‘ (z) ,Uh> = (f,vn), Vo, €V,
j=1

— Za (pj (z),vn) u; = (f,on), Yoy € Vi,

=) ale;(@),pi(@) = {fei@), Vi=1..,N,

Jj=1

puisque (¢1, Y, ..., n) est une base de Vj,. En posant la matrice

A= (Ai,j>1§i7j§]\/ S RNXN; Aij=a (ij (z), 0 (7))

et le vecteur
F= (Fz‘)1§¢§1\/ S RN7 Fy = (f,¢i(x))
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Eléments finis en dimension 1

c’est-a-dire résoudre le systéme linéaire

alpr, 1) -0 oo a(en, ) uy {f:e1)

a(p,on) -+ - a(on, on) UuN (f, on)
Sous forme matricielle on écrit ceci

AU = F.

La matrice A est appelée matrice de rigidité, en référence aux problémes de mécanique ou
elle a été introduite pour la premiére fois. Cette matrice a des propriétés qui proviennent
directement des propriétés satisfaites par la forme bilinéaire a, et F' comme le vecteur de

chargement |[8].

2.3.1 Estimation de ’erreur

Lemme 2.1. (Orthogonalité de Galarkin) Soit uw € V' la solution exacte du probleme
continue (2.3.1) et uy, la solution exacte du probléeme discret (2.3.3). Alors Uerreur e = u—uy,
satisfait

ale,vp) =0, Yo, € Vj,. (2.3.5)

Démonstration. La solution exacte u satisfait a(u,v) = L(v) pour tout v € V. Puisque
Vi, € V, on peut prendre une fonction test de V}, et en déduire que a(u, v;,) = L(vy) pour tout
vp € Vi. En utilisant a(up, v,) = L(vy) pour tout v, € Vj,, nous obtenons immédiatement le
résultat. O]

Lemme 2.2. (Lemme de Céa) Sous les hypothéses du théoréeme de Lax-Milgram, soient
u la solution de (2.5.1) et uy, la solution de (2.5.3). Alors

M M
lu — uy|| < EHU — ||, Yo, € V), clest a dire ||u — uyl|| < Ed(u, Vi),

ou d est la distance induite par la norme ||.||.

Démonstration. On a

a(u — up,u—up) = a(u — up, u — vy + vy —uy), Yo, €V

= a(u — up,u — vy) + alu — up, vy, — up)
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Eléments finis en dimension 1

or vy, — uy, € Vj. Done, d’aprés (2.3.5) a(u — up, vy, — up) = 0. On a done
a(u —up,u —up) = alu —up,u —vp) Yo, € Vj (2.3.6)

a étant coercive, il existe o > 0 tel que a(u—up, u—uyp) > allu—uy||* ot ||.|| est une norme sur
V. Par ailleurs, a étant continue, il existe M > 0 tel que a(u—uy, u—vy,) < M ||[u—uy||||[u—vp]|.
En réinjectant ces deux inégalités de part et d’autre de (2.3.6) et en simplifiant par ||u—uy||,
on obtient
M
lu —up|| < EHU —uyl|, Yup € V. (2.3.7)

8]. 0

2.4 Eléments finis de Lagrange

Définition 2.3. Soit ¥ = ay,...,an un ensemble de N points distincts de RY. Soit P un
espase vectoriel de dimension finie de fonction de RY & waleurs dans R. On dit que X
est P-unisolvant SSI pour tous réels ay, ...,an, il exist un unique élément p de P tel que

pla;)) =i =1,...,N.
Ceci revien a dire que la fonction

L:P—RN
p — (p(a1), ..., p(an))

est bijective. En partique, on montrera que > est P-unisolvant en vérifiant que dim P =
Card ¥, puis en montrant l'injectivité ou la surjectivité de L. L’injectivité de £ en établissant
que la seule fonction de P s’annulant sur tous les points de ¥ est la fonction nulle.

La surjectivité de £ démontre en exhibant une famille pq, ..., py d’éléments de P tels que
pi(a;) = 05, ’est-a~dire un antécédent pour £ de la base canonique de RY. En effet, étant

donnés des réels aq, ..., ay, la fonction p = sz\il a;p; verifie alors p(a;) = a; ,j =1,..., N.
Définition 2.4. (Eléments finis de Lagrange) Un élément fini de Lagrange est un triplet
(K,%, P) tel que

* K est un élément géométrique de R™ (n = 1,2 ou 3), compact, conneze, et d’intérieur
non vide.

*¥ ={ay,...,an} est un ensemble fini de N points distincts de K.

* P est un espace vectoriel de dimension finie de fonctions rélles définies sur K, et tel
que 3 soit P-unisolvant (donc dim P = N ).
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Eléments finis en dimension 1

Définition 2.5. Soit (K, X, P) un élément fini de Lagrange. On appelle fonctions de base
locales de l’élément les N fonctions p; (i = 1,...,N) de P telles que

pi(a;) = 0y 1<i,j7<N.
On vérifie aisément que (py, ..., px) ainsi définie bien une base de P.

Définition 2.6. On appelle opérateur de P-interpolation sur X ['opérateur m qui, a
toute fonction v définie sur K, associe la fonction mpv de P définie par mpv = Zfil v(a;)p;.mpv

est donc l'unique élément de P qui prend les mémes valeurs que v sur les points de X, [2].

2.5 Exemples d’ éléments finis de Lagrange

2.5.1 Espaces de polyndémes

On notera P, 'espace vectoriel des polynomes de degré total inférieur ou égal a k
*Sur R, Py =Vect{1,X,.... Xk} et dim P, = k + 1.

v k+1)(k+2
i SUTR27Pk:VGCt{Xle;OSi—FjSk}etdimPk:( + )2( +2),

o k1) (k + 2)(k
“ Sur B, Py = Veet {X7Y9250 < i4j +1< k) et dim P, = L1 g J(k+3)

On notera )y 'espace vectoriel des polyndémes de degré inférieur ou égal a k par rapport

a chaque variable.
* Sur R, Qi = P..
* Sur R?, Qp = Vet {XV7;0 <14, <k}etdimQy = (k+1)%
* Sur R?* Q) = Vect {X'Y7Z50 <4, j,l <k} et dimQy, = (k+ 1)%.

Exemples 1D
Elément P,

* K =la,b,

* Y ={a,b},

* P =P.
Elément P,

* K =la, b,

* ¥ =q, GT—H),I)},

* P =P

Elément P,
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Eléments finis en dimension 1

* K =la,b,
b_
Y =lati—2  i=0,..,m}
m
*pP_p,.

Exemples 2D triangulaires
Elément P,

* K = triangle de sommets aq, as, as,
oy

Y= {a17a27a3}7
* P - Pl.

Les fonctions de base sont définies par p;(a;) = 6;;. Ce sont donc les coordonnées barycen-
triques : p; = A;.
El ément P,

* K = triangle de sommets aq, as, as,

. a; +aj
* 2 - {a17a27a37a127a137a23}7 ou aij — )

2
* P= P,

Les fonctions de base sont p; = A\;(2X\; — 1) et p;; = 4\ [2].

2.6 Eléments finis de degré 1 pour un probléme de Diri-

chlet homogéne en dimension n =1

Introduisons une discrétisation de lintervalle [a,b] en N sous-intervalles ou éléments
T, = [x;—1,2;]. Les éléments T; n’ont pas forcément méme longueur. Vp, est alors 'espace
des fonctions continues affines par morceaux (affines sur les segments T; ) et nulles aux

extrémités a et b.

FIGURE 2.1 — Domaine discret en dimension 1.

Rappelons que chaque fonction v;, € Vj 5, est déterminée de maniére donnée de ses valeurs

aux points z; pour ¢ = 2, ..., N. L’espace V, N —1 et il est engendré par la base de Lagrange
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qui est formée des w; € V;, définies par

w,(x])zéwz{ S I \V/’L:2,,N et Vj:2,

0 sinon
D’ou
A siw € [wio, @),
wi(z) = oo size (i, Tiga]
0 six ¢ [.Ii_l, in_H] .

Une fonction vy, quelconque s’écrit dans cette base

N,

xo =10 Xj-1 X; Xj+1 Xj+2

Xn+1 = 1

FIGURE 2.2 — Représentation géométrique des fonctions de base P; en dimension 1.

2.6.1 Ecriture du probléme approché

Ecrivons le probléme approché dans Vj 5, : Trouver la fonction u;, appartenant a V, telle

que pour tout v, € Vjp, on ait :

L%%m%@m+[%W@W@M:LU@%@M

(2.6.1)

Le probléme étant linéaire, I'égalité est vraie pour tout v, si et seulement si elle est vraie

pour une base de 'esp ace vectoriel V; j, c’est-a-dire

(2.6.1) est vérifiee Yoy, € Vo, < (2.6.1) est vérifiee Vw; pour i = 2,..., N.
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D’autre part, si uj, est solution du probléme approché dans Vj 5, on peut I'exprimer dans

la base des w; comme suit
N
r) =Y wuw;(w)
Jj=2

avec u; = wy, (x;) est la valeur approchée de la solution exacte au point x;. Ainsi le probléme
approché s’écrit :

Chercher us, us, ..., uy tels que

i(/ d:c+/ﬁw] z)w;(z dm) /f x)w;(x

Jj=2
F—/f x)w;(z)dz,

A, :=/ o) () (a >d:c+/ B (w)ws(a)da.

a

Posons

On remarque que le probléme approché prend la forme d’un systéme linéaire de N — 1

équations a N — 1 inconnues, qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante
AU = F.

Calculons maintenant les coefficients A;; en sommant les contributions des différents élé-

ments selon
Aoy =y @) @) = [ ag@uiie + [ o @i
= i ( / o awj(z)wi(z)dr + / Bu; (:c)w,-(g;)dx) .

Tk Tk

2.6.2 Matrices élémentaires

Considérons par exemple 'élément T; = [z;, z;41]. Sur cet élément, il n'y a que deux
fonctions de base non nulles : w; et w;,;. L’élément T; produira donc effectivement une
contribution non nulle aux quatre coefficients A;;, Ai11, Ait1i11 et A;;11 de la matrice
globale A. Calculons les contributions élémentaires de T; et disposons les sous la forme

d’une matrice élémentaire 2 x 2
et €l
ElemT;, = | H 12 |,
el el
21 €29
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Eléments finis en dimension 1

avec
' Thq1 Th+1
e11 = a(wi(z),w;(x) = / aw,(z)w(x)dx +/ Pw;(x)w;(x)dx
Tk Tk
(0% ZT; — T
= +
Tig1 — X4 3
' A Ty Tr41
€la = €51 = a(w; (), wis1(2)) = / aw;(r)wy, (v)dr +/ Bwi(x) w1 (z)dx
Tp Tk
(0% ZT; — I
= - + 5 H )
Tig1 — X4 6
. Tk+41 , , Th41
hy == a Wiy (), Wi (7)) = / aw; 4 (x)w;,, (x)dr + / Pw; 1 (x)w;q (z)dz
Tk T
« xX; — T
_ + gt ‘
Tip1 — T 3
D’ou

1 -1 =z 21
Tiv1 — Ty —1 1 6 1 2

Pour les F; = (f,w; (x)), on doit utiliser une méthode de calcul approché d’intégrale :
par exemple, la méthode des trapéze

_ ' i T -1
F= [ £ @an = (S5 g

La méthode de Simpson permet aussi un calcul approché et donne dans le méme cas

Fj:

o

(Fjo1 +4F; + Fj1),

[18].

2.7 Eléments finis pour un probléme non linéaire

Considérons le probléme non linéaire suivant

d> d
d—;;—l—uﬁ—u:e%, z e (0,1),

u(0)=1, u(l)=e.

(2.7.1)

Il est claire que u = e” est la solution exacte de (2.7.1).

Nous allons résoudre ce probléme numériquement en utilisant la méthode des éléments fi-
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nis. On va expliqué toutes les étapes en détail pour faciliter la compréhension de ’algorithme

sur lequel nous nous sommes appuyés en programmation.

Pour plus d’informations sur les problémes résolus en detail, veuillez vous référer a |§].

2.7.1 Discrétisation du domaine

On subdivise l'intervalle [0, 1] on 5 sous intevalles (N = 5), ou la longueur de chaque

sous intevalle est h, = % = 0.2,

x =20 x=1
[ —he—|

(= O O O O O

FIGURE 2.3 — Maillage composé de cinq éléments.

2.7.2 Formulation variationnelle

Tetl  (d*u  _du on
/xe w{@—ku%—u—e }da:—O.

Par intégrattion par partie, on obtient

/:pe+1 dwdu+ udu_ 7 b dy — wdu xc+1+/xe+1 6290de
2 dr dr ' lar ¢ -\ Ude 2 ‘

Te

Donc, la formulation variationnelle du probléme

Tetl (o d d -
/xe {ﬁﬁ#—wﬂﬁ—wu}dwzw(%) Q1+w(;1:€+1)Q2_|_/xe X wdz,

ou

25
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2.7.3 Approximation linéaire de u(x)

Xe Xe+1
ut(xz) = 1 + ca. © °©
Us ug
En appliquant les conditions
ué(ze) = ¢1 + Cowe = uj =2
. ¢ = () = uies () + uses(a Z uSpi(z),  (2.7.5)
U(Zeq1) = €1 + Coleyr = UG 1
ol
. Ter1 — T . T — X,
r)=——7"79¥—., r)=—"#/—,
(201( ) Let1 — Te 802( ) Ter1 — Te

sont connues sous le nom fonctions de base [8].

Propriétés des fonctions de base

e e 0 Si Z%j?
L wi(ﬂﬁj):{ 1 si i=j

j=2
2. Ypi(z) =
j=1

FIGURE 2.4 — Représentation de deux fonctions de base.

Le modéle par éléments finis peut étre obtenir a partir de I’équation (2.7.4) en substituant

I’approximation linéaire par éléments finis de la forme

Z% #5(x

Avec w = ¢§(x), i = 1,2, ou ¢5(x) sont les fonctions de base sur I'élément (z¢, Teiq).
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Eléments finis en dimension 1

Solution exacte u(x) = ufs(x) + us s (x)

L, uses(x)

ug@i(x) <,
u

FIGURE 2.5 — Approximation linéaire par éléments finis.

Substitution les valeurs de u et w dans 'équation (2.7.4)

x5+1 d(pi d e e e (& e— d e e e (& e e (& e e
— (ujp] + U2902> + 901“% (“1801 + U2802) — ¥ (Ul% + U2<P2) dx

dz dx
Te+1 (276)
@) Qe ) @t [ e,
xe+1 d(pe d (& e e (& e— d e e e (& e e (& e e
/ { da:2 ar (“1901 + U2902> + 902“% (“1801 + U2902) — P2 (Ul% + UQSOQ)} dx
e ein (2.7.7)
) Q) @t [ e
Te
Dans la notation matricielle, les équations algébriques peuvent étre écrites comme
Keue+Keue: €+Q€7
R 275)
K5uf + Ksyus = f5 + Q5.
Ou en d’autres termes
(K {uy = {f} +{Q°} (2.7.9)
tels que
Tet1 (]p¢ dpb d®
K = / 2Ty wfﬂﬁ — @55 ¢ dz,
J - dr dx dx J
e (2.7.10)

Te41

e __ e 2x

i —/ pie tdu.
Te
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Eléments finis en dimension 1

Supposons que

On obtient, alors

et f g dy de§ deS _
K¢ = i 2 oI ) g eI ) my — oot L d
K /xe { dx dx + (%% dz ) HARELE de ) 2T i (2.7.11)

= A5 + By + City + DS,

tels que

Te dr dx
e Te+1 e edgpi e Te+1 e, e
Cij = 2 902% dr, Dij = - fx (%’ SOj) dx.

Te

x dy$ dy§ N do®
Afj — [Tetl (ﬁﬁ) de, Biej _ fgg:H (905%0? dij) de,
(2.7.12)

En calculant ces intégrales, on trouve

Ter( dipe dig 11 -1
A¢ — ST g =
" /m (dw dx>x he[—l 1]7

13]-
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Eléments finis en dimension 1

2.7.4 Technique d’assemblage

Initiation du systéme linéaire

o O O O o O
o O O O o O
o O O o o O
o O O o o O

Marices élémentaires
1" Elément e = 1 :

A 1

ki1 kio

1 1

kay ko

0 0

o O O O o O
o O O O o O

0 0
0 O
0 0

2ime Flément e = 2 :

[0 0 0
ki ki
k3 K3
0 0
0 0
0 O

o O O o o O
oS O O o o O

3ieme Flément e = 3 :

0 O
0 O
Ry
k1 ki

0 0

o O O O o O
o O O O o o

o o0 o0 o0 o o o O O o o o

o O O O O O

o O O O o O

o o0 o0 o o o o O O o o o

o O O O O O

o O O o o o

(51
Uz
Uus
Uy

Us

Ue

U
Usg
Uus
Uy

Us

Ug

Uy
U2
Uus
Uy

Us

Ue

Uy
Uz
Uusg
Uy

Us

Ug
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Eléments finis en dimension 1

4ieme Elément e = 4 :

000 0 0 O] [w ] [OT] [ 0]
000 0 0 0 Us 0 0
000 0 0 0 us || 0 0
000 kL k4 0 ug || A * 4
00 0 ki ki 0 Us 4 4
(000 0 0 O] |u| |O0] [ 0]
5ieme Elément e = 5 :
0000 0 O ] [w] [OT] [ 0]
0000 0 O Us 0 0
0000 0 O up | _ | 0 N 0
0000 0 O Uy 0 0
000 0 Kk, K Us 5 2
[ 00 0 0 k3 k3 ] | ue | | f3 | Q3 |

Matrice d’assemblage

En effectuant la somme des systéme precédents, on obtient

[ ki ki, 0 0 0 0 ][ w ]
kg (ko + K7) ki 0 0 0 U
0 K3y (ks + k1) ks 0 0 us
0 0 k3, (Ko + ki) ki 0 Uy B
0 0 0 kg, (k3o +K71) KD, Us
| 0 0 0 0 k3, k3y | | ue |

cette derniére matrice obtenue est appelée matrice d’assemblage.

Le second membre du systéeme linéaire est évalué comme suit

0 si aucune source ponctuelle externe n’est appliquée,

Qs+ 01" = { 0,

Imposition des conditions aux limites

30
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fa + 13
5417
5+ fi
fa+ 17
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si une source ponctuelle externe de magnitude @, est appliquée.
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Q3 + Q1
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Eléments finis en dimension 1

[ ki ki
k%l (kéz + k%l)
0 k5
0 0
0 0
0 0
[ 1 0
kg (ko + K7)
0 k3
0 0
0 0
0 0

0

2
k12

(k35 + E3))
k%l (ng + k%l)

0
0

0

ki
(k3y + k7))

k5,

0

0

0
0

3
k12

4
k21

0

0
0
Ky

0 0
0 0
0 0
ki, 0
(ko +k71) K,
k3, ko
0
0
0
ki

(3, + k1)

4
k21

0

(koo + K01) &

0

o O o O

= Ot

—_

2

Uy
Uz
Uusg
Uyg
Us

Ug

Uy
Uz
Usg
Uy
Us

Ue

1
1

fa + 17
5+
5+
fa+ 1

5
L 2 .

u(0)
fo + 1%
[+ R
S+
o+

u(1)

Aprés 'assemblage des équations des éléments, un systéme d’équations non linéaires est

obtenu, par conséquent un schéma itératif a été appliqué pour le résoudre. Ce systéme est

linéarisé en incorporant la fonction w, qui est supposée connue de 'itération précedente et les

calculs pour u sont alors effectués pour l'itération actuelle. Ce processus est répété jusqu’a

la précision souhaitée [8].

2.7.5 Code MATLAB

Ce code est créé en langage Matlab suivant les étapes mentionnées ci-dessus.

31




Eléments finis en dimension 1

R IR R R R TR A AT IRt AT TITE AL LA e e s
EE R Méthode dez é€léments finis pour résoudre le probléme: EEELEEE
EEEEEETETEEE: u"+un' —u=exp(2x) , u{0}=1, u(l)=e EEEEEETEEEEEEEEEE:
R R R R R R R R R R R I R R I R R T R R T T T T T T T TTTETTIITTIIETETYRITIE R e e
[-] function bvpsolution{)
clear all; close all; clc

n=10; % Hombre des éléments.

nn=n+1; ¥ Nombre de noeuds.

lgth=1; % Dimension du domaine.

he=lgth/n; % Dimension de chague &lément.

x=[0:he:1gth]: % Points de données pour la variable indépendante.
BC=0.00005; % Précision

F=zeros(nn,1l):; % Initialisation
F{l)=exp{0); F{nn)=exp(l) ;% Conditions aux limites.
EE Rttt e L R R L R L R L R L L L L L L L L L L L R L L L L R R L L L AR L R L L L LR L LR L L L L LRt

TEETESEEES Processus itératif direct pour traiter TEEESEEE LR
EEETTEERRREE un problémes non linéaire EEERTEERR TR EERR
R R IR R R R R R R T T R R R T R R R R T R R R R T T R R R T R R R T R R TR TR LTI IERRITIOERR R e ey
c=1.0;

count=0; % Initialisation pour le comptage des itérations.
tic %t Temps de début.

[[Jwhile {c>0)

Fl=assembly{F,n, he);

c=0.0;

[-] for i=1:nn

if {(abs(F{i)-F1{i}))>aC)
c=c+l;
break

end

u end

F=F1;

count=count+l;

- end

disp('Donc, la solution=:"};

R R R LR R R LR T LR R LTI LT EIET TSI ILLILIR R TIEIRI R LI R R s
FELEEELRRLEERR R Sortie pour les wvariables TELRLEEERLEE LR EERR

EEEE R R LR L L L L L R T R TSRS
diff=abs (F-expi(x)"):

fprintf {'Ho des é&léments=%d\n',n)

disp('=x FEM exacte Erreur')

disp([=x',F,exp(x)",diff])

fprintf ('Ho des iteratiomns-3%d\n', count)
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Eléments finis en dimension 1

R T L R L R L L T L L T E L L LT R LTI LILRI T EIEIRI R TR
ELELLEFELLLLLEEEEEEE%%EY Tracé des wvariables résultantes 33533333353 L3%3%%%
R L T L T L T T T LT LTI LILIRITOEIEIRI R TR
Vi=exp (x)

figure (48)

plot (=, VV,"'-r="}

xlabel ("x")

yvlabel {"U (=) "}

title('Solution exacte')

print -dpdf Figure-48.pdf

open Figure-48&.pdf

figure (49)

ploc(x,F,"'-b=s")

xlabel({'x")

vlabel {"U (=} "}

title('Solution par éléments finis')

print —-dpdf Figure-49.pdf

ogpen Figure-49.pdf

figure (50}

plot(x,diff, '-g=")

title('Erreur de discrétisation')

xlabel ("x")

ylabel {"'E (=} "}

print -dpdf Figure-50.pdf

open Figure-50.pdf

toc

- end

LRI R T LR I L T LT LTI LTI LILITIILILI LI TIEIR LI R TTEILI Ry
TETEEEEEER Calcul de matrices élémentaires et assemblage FETTEEEEEEEE
R IR R R T R R R R T R R R T R R R R T R R R R T R LR R T R R T TR TR TIER R TEIRR R ey
[-] funetion [Fl]=assembly(F,n,he)
nn=n+1;
E=zeros (nn,nnj ; Initiation de la matrice principale.
E=zeros(nn,1); Initiation de la matrice ERHBE.
EYymsS X
s=[1-x/he,=x/he];
ds=diff(=s,=):
Imm=[]:
[Flfor i=1:m
Imm=[1mm; [i,i+1]]~

X comme variable symboligue.
Fonction linéaire de base.
Différenciation de la fonction de base.

o ol o o o o

Matrice de connectivite.

- end
Flfor i=1:n
Im=lmom{i,:}
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Eléments finis en dimension 1

e e e e L e e e e e e e e S R L L R L L L L L
£%%% Génération des matrices élémentaires (Kl1l) et F1 EEEEEEEEERREREES
IR AT T TITTTITITTYIITITLIIIILITIIIYTIETIYITIYTLI ey
¥ll=-int {d=s"*d=,x=x,0,he)+{int (s"*ds*=(1),x,0,he)*F{Im{1)) ...
+int(g'"*ds*=(2),=x,0,he)*F({Im(2)))-int (s8"*=,x,0,he) ;
fl=int {exp(2* (x+({i-1)*he))*s',x,0,he);
e
FEEEEELRR hssemblage selon la matrice de connectivite FEETEEEEIREERRES
e e e e L e e e e e e e e S R L L R L L L L L
E{lm,1lm)=K(lm, 1m)+k11;
E{lm)=E {1lm}+£fl;

-end
R R R Rttt
TEETEEEREER Imposition des conditions aux limites FTEETEEETEEEEEEERS

AR LR AL T LAttty
KE{l,:)=0.0 ; E(nn, :)=0.0;

K(1,1)=1.0 ; E(nn,nn)=1.0;

E{1,1)=F(l) ; EB{nn,l)}=F(nn):

PR AT T AR AT LS TSR R LR

EELEEEREEERREEERES zolution du systéme linéaire EEREEERELEER LSS
e e e e
d=E\R
Fi=d;
—end

Les figures suivantes représentent les résultats numériques obtenus pour deux valeurs
différentes de discrétisation N = 5 et N = 10, Nous dessinons les solutions exactes et
approchée dans deux figures différentes, et la troisiéme figure représente la différence entre

elles dans chaque cas [8].
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Solution exacte Solution par &léments finis
28 T T T T T T T 28 T T T T
261 i 28
24F
24 E
of 22f
22f E
Fs
2t J
= = .al o
5 Z18
181 o i
161
181 4 a
141
a
141 4
12 =
120 ” 1 1
. . . . . . . . . 08 . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 05 07 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 04 0.5 08
P x

<107 Erreur de discrétisation

18 T T T T T T T
o

=}

121 1

Elx)

8- 1

06 -

o0.2r 1

FIGURE 2.7 — Erreur de discrétisation pour N = 5.
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Solution exacte

Solution par &léments finis

238 T . T T T T T T T 28 . . : ; , . .
251 B 28
o
244 . 1 241
=
22t
22 o 4
ok o
2k a -
5 § 18k g
181 o E
a
161
a
161 g a
o 14ar .
141 R
a 12F a
o a
2 7 hli:3
o
1 L L L L L L L L L 08 L L L L L L L L L
o 0.1 02 03 04 0.5 08 07 0.8 0.8 1 o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 0.7 0.8 0.9
® X
. . 4
FIGURE 2.8 — Solution exacte et solution approchée pour N = 10.
10 Erreur de discrétisation
45 T T T T T T T
o
4k 5 4
a5k F g
3+ o i
o
25+ E
3
w
5k J
o
151 a4 4
. J
05F 4
a 1 1 ! 1 ! 1 1 ! 1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 07 0.8 0.9 1

FIGURE 2.9 — Erreur de discrétisation pour N = 10.

Nous avons également imprimé les solutions exacte et approchée avec I'erreur

chaque point de la discrétisation dans un tableau pour chaque cas.
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Eléments finis en dimension 1

z (N =10) | MEF Exacte | Erreur
0.0000 1.0000 1.0000 0.0000
0.1000 1.1053 1.1052 0.0001
0.2000 1.2217 1.2214 0.0003
0.3000 1.3502 1.3499 0.0004
0.4000 1.4922 1.4918 0.0004
0.5000 1.6492 1.6487 0.0004
0.6000 1.8226 1.8221 0.0004
0.7000 2.0141 2.0138 0.0004
0.8000 2.2258 2.2255 0.0003
0.9000 2.4598 2.4596 0.0002

1 2.7183 2.7183 0

r (N =5) | MEF Exacte | Erreur

0 1.0000 1.0000 0.0000
0.2000 1.2225 1.2214 0.0011
0.4000 1.4935 | 1.4918 | 0.0017
0.6000 1.8239 1.8221 0.0018
0.8000 2.2268 2.2255 0.0012
1.0000 2.7183 2.7183 0
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Chapitre 3

Eléments finis pour un systéme de

Navier-Stokes en dimension deux

3.1 Equations de Navier-Stokes continues

Les équations de Navier-Stokes sont la norme pour le mouvement des fluides. Toute
discussion sur I’écoulement des fluides commence par ces équations et ajoute des compli-
cations telles que la température ou la compressibilité, effectue des simplifications telles
que l'indépendance temporelle ou remplace un terme pour tenter de mieux modéliser la

turbulence ou d’autres caractéristiques.

pVi — uAV + p(V.V)V 4+ Vp = f (équations de quantité de mouvement),
pt + V.(pV) = 0 (équation de continuité).

e V : Vecteur de la vitesse.

e p : La pression.

e p: La densité du fluide.

e i : La viscosité dynamique.

e [ : Les forces du corps telles que la gravité.

Voici I’équivalent, en coordonnées cartésiennes 2D

% — @ + @ + u% + U% + @ =0
Par —H\or2 Tay2 ) T Per TPy Tar
ov v v ov ov  Op
27 Z 42 i 2= 3.1.1
Par —F (3x2 * 8y2> + Puor “’”ay * oy P ( )
p , Olpw)  Olpv) _
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Eléments finis pour un systéme de Navier-Stokes en dimension deux

Ici, nous nous intéresserons a l'étude de 'écoulement des fluides en régime permanent,
pour cela nous allons supprimer les dérivées temporelles.

On peut aussi supposer que la densité est constante. Dans ce cas, il convient de remplacer
la vitesse par la vitesse massique.

La pression peut absorber la force de gravité et peut étre redimensionnée par la densité
constante.

La viscosité dynamique peut étre remise a 1’échelle par la densité pour donner la viscosité
cinématique.

En réutilisant u et v pour signifier la vitesse de la masse, et p pour signifier la pression

ajustée et remise a 1’échelle. D’autre part, la viscosité cinématique recoit un nouveau

symbole, v.
v *u ou  Ou Op
—v <@+a—y2) +u%+vf)_y+8_x =0,
_y(%+gi;;)+u%+vg—;+g—g =0,
2t =0

Si nous résolvons les équations complétes de Navier Stokes, alors ’amplitude relative de
v mesure I’équilibre entre la diffusion et les termes d’impulsion non linéaires (perturbateurs).

Lorsque v tend vers zéro, le caractére du systéme physique, I” EDP et le modéle numé-
rique discrétisé se détériorent. Les solutions lisses deviennent irréguliéres. Les écoulements
laminaires deviennent turbulents.

Numériquement, les équations non linéaires deviennent difficiles & résoudre.

Le nombre de Reynolds est une grandeur sans dimension qui estime la dominance de

la quantité de mouvement sur la diffusion

_plbllZ _ ol Z
7 v

Re

ou L est une longueur caractéristique. Les mathématiciens ont tendance a résoudre des
problémes avec Re=1.
Si la viscosité v est suffisamment grande, les termes non linéaires peuvent étre négligés,

et nous avons les équations de Stokes

2 2
_V(%+0_U>+@ o,

ox?  Oy? ox
v op
‘”6@*@9*@ -
ou N ov 0
or oy

39



Eléments finis pour un systéme de Navier-Stokes en dimension deux

Parce que ces équations sont linéaires en u, v et p, elles sont beaucoup plus faciles a
travailler. Ils sont également utiles méme si nous voulons résoudre les équations de Navier-

Stokes, car ils peuvent nous donner une solution de départ raisonnable [5].

3.2 Formulation des éléments finies

3.2.1 Discrétisation du domaine

Le domaine 2 (que nous considérons ici comme un carré) est découpé en N éléments
(finis) triangulaires Ty, k = 1,..., N. La famille des triangles T} forme une triangulation 7,
indexée par le paramétre h, la longueur du plus grand des cotés de tous les triangles. Si 'on
définit le fermé Q;, = Uﬁj{v T}, nous observons que €2, = QU T si et seulement si I" est une
frontiére polygonale.

Maillage admissible : La construction de la triangulation 73, doit respecter (par défi-

nition) quelques régles :
- Les triangles sont d’aire non-nulle.
- Deux triangles voisins peuvent avoir en commun, soit un sommet, soit un coté entier.
- Les sommets définissant I';, = 0€;, doivent étre situés sur I’
- Les coins de Q (quand ils existent) sont des sommets de triangles.

Les sommets ¢ = 1, ..., N des triangles T}, sont les sommets de la triangulation. Ils vont
également servir comme noeuds du maillage (i.e. les points ou la solution numérique sera

calculée), si nous avons utiliser des éléments finis P; (polyndmes de degré < 1) [14].

FIGURE 3.1 — Exemples des maillages admissibles.

3.2.2 Construction des fonctions de base P, en 2D

La construction des fonctions de base est normalement la premiére étape, et la plus

importante, pour développer des équations aux éléments finis pour tout type d’élément.
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A vy 3(x3, ¥3)

(3. v3)

Jsx

2(x2. »)

(3. v2)
1(xp. v1)

(1. v1) X, u

FIGURE 3.2 — Elément fini 2D triangulaire a 3 noeuds.

Lors de la détermination des fonctions de base N; (i = 1,2,3) pour 1’élément triangulaire,
on peut bien str suivre les procédure standard décrite dans plusieurs ouvrages, en partant
d’une hypothése des déplacements a ’aide de fonctions de base polynomiales & constantes
inconnues.

Pour un élément triangulaire linéaire, nous supposons que les fonctions de base sont des

fonctions linéaires de = et y. Ils doivent donc avoir la forme

Ny =a; +bhw + cry,
NQ = ag + b2$ + CoyY, (321)
N3 = a3+ bg[L’ + csy,

ou a;, b; et ¢; (1 = 1,2,3) sont des constantes & déterminer. Les équations (3.2.1) peuvent

étre écrites sous la forme générale suivante
Ni = Q; —|—bzm+czy,z = 1,2,3.

Nous écrivons les fonctions de base sous la forme matricielle suivante

Q;
Nz:{l T y} b p =pla, pl={l,zy}

C;

ou « est le vecteur des trois constantes inconnues, et p est le vecteur de fonction de base

polynémiale (ou monéme). La matrice des moments P correspondente a la base p peut étre
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donnée par
Lz

I z3 ys

Les fonctions de base construites possédent la propriété de la fonction delta, cette pro-
priété indique que la fonction de base doit étre une unité a son domicile noeud, et zéro a ses

neeuds distants. Pour un probléme a deux dimensions, il peut étre exprimé comme

N 1 sii=j,
i\Tj,Y;) =
e 0 siij.

Pour un élément triangulaire, cette condition peut étre exprimée explicitement pour les

trois fonctions de base dans les équations suivantes. Pour la fonction de base Ny, on a

N1($17y1) = ]_,
Nl(%’yz) =0, (3-2-3)
Ni(xs,y3) = 0.

En effet, le nceud 1 en (z1,y1) est le noeud d’origine de Ny, et les nceuds 2 en (x5, ys) et
3 en (x3,ys) sont les nceuds distants de N;. En utilisant les équations (3.2.1); et (3.2.3), on
obtient

Ni(z1,01) = a1 + bixy + iy =1,
Nl(CL’Q, yg) = a9 + bQIQ + ColYp = 0, (324)
Ni(x3,y3) = as + bsxs + csyz = 0.

Résoudre le systéme (3.2.4) pour ay, by et ¢1, on obtient

ToYs — T3Y2

M= oA

Y23 X3 — T2

by —
y V1 2Ae7cl 2Ae )

ol A, est I'aire de I’élément triangulaire qui peut étre calculée a 'aide du déterminant de

la matrice des moments

L @
1 1
A, = 3 IPl=1|1 29 yo |= 5[(3323/3 — x3Y2) + (Y2 — y3)71 + (23 — T2)y1]. (3.2.5)
L z3 y3
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Eléments finis pour un systéme de Navier-Stokes en dimension deux

En remplagant 'équation (3.2.5) en (3.2.1);, on obtient

1
24,

1 [(w2y3 — x3y2) + (Y2 — y3)x + (23 — 22)y]

qui peut étre réécrit comme

Ny = ol = 90 = 23) + (3 — 22) (9 — ).

Cette équation montre clairement que N; est un plan dans 'espace de (z,y, N) qui passe
par la ligne de 2-3, et disparait aux nceuds 2 en (z3,y2) et 3 en (z3,y3). Ce plant passe
également par le point (x,%;,1) dans I'espace qui garantit 1'unicité de la fonction de base
au noeud d’origine. Ny peut alors étre facilement tracé comme dans la figure 3.4 (a).

En utilisant les propriétés de Nj, nous pouvons immédiatement écrire le deux autres

fonctions de base pour les nceuds 2 et 3. Pour le nceud 2, les conditions sont

NQ([El, yl) = 0,
N2($27?/2) = 1a
No(z3,y3) = 0,
et la fonction de base N, doit passer par la droite 3-1, ce qui donne
1
Ny = o [(z3y1 — 21y3) + (Y3 — y1)x + (21 — 23)Y]

- 2114e [(ys — 1) (@ — @3) + (21 — 23)(y — y3)] -

qui est représenté sur la figure 3.4 (b). Pour le neeud 3, les conditions sont

N3(:E17y1) = Oa
N3(w2,12) = 0,
N3(l'37y2) - ]-7

et la fonction de base N3 doit passer par la ligne 1-2, et donnée par

1
N3 = 94 [(z1y2 — z2y1) + (11 — y2)x + (T2 — 21)Y]

B 2114e (41 = y2) (2 — 1) + (22 — 22)(y — 1))

Le processus de détermination de ces constantes est fondamentalement simple. Les fonctions
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de base sont résumeées dans suivant formulaire

N; = a; + bix + ¢y,
1

a; = 2—146(363'% —l’kyj)a
b= ——(y; — 1)
24, ’

1
¢ = 2Ae(9€k—%‘j),

ou l'indice ¢ varie de 1 a 3, j et k sont déterminés par la permutation cyclique dans I'ordre

i, j, k. Par exemple, si ¢ = 1, alors j = 2, k = 3. Lorsque i = 2, alors j = 3, k =1 [14].

FIGURE 3.3 — Présentation d’une fonction de base en 2D.
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(@) 4 Ni(xy)

T (. V)

3 (3. 73)
(3. v3)

2(x3, ¥4)
(U )

(uq, 11) -l

3 (x3, ¥3)
(3. v3)

2 (X3, ¥9)
(Hz. 'l'z)

()

& Ny(xy)

3 (5, v9)
(uz. v3)

2 (x5, ¥7)
(3. v3)

FIGURE 3.4 — Elément triangulaire linéaire et ses fonctions de base.

3.3 Transformation géométrique

3.3.1

dales

Un élément de référence simple peut étre transformé par une transformation T¢, en un

élément de forme plus complexe figure 3.5.

On prend la notation : £ = (§, u) et x = (z,y).

La transformation 7 définie les coordonnées z¢ de chaque point de I’élément réel & partir

Ny(xp.yp=1
Ni(xp.v2)=0
Ni(x3.v3)=0

JVZ{.\I. _\'1) =0
JVZ{.\Z. _\'2) =1
J;Vz{.\'_;. _\'3)=0

J\f’s (.\1. _\'1) =0
J\f’s (.\2. _\'2) =0
J\f’s (.\3. _\'3) =1

Relation entre les variables généralisées et les variables no-

des coordonnées ¢ du point correspondant de 1’élément de référence.

Elle dépend de la forme et de la position de I’élément.
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FIGURE 3.5 — Transformation d’un élément fini de référence vers 1’élément parent.

Soit T = 1t =2f(§)

On notera aussi qu'un méme élément de référence, un triangle & 3 nceuds, peut se trans-
former en plusieurs éléments réels de méme type par des transformations différentes, figure
3.6 [11].

FIGURE 3.6 — Elément de référence représentant plusieurs éléments de méme type.

3.3.2 Reégles et propriétés de T°

T° doit générer des éléments réels et doit étre choisie ayant les propriétés suivantes :

- Doit étre bijective en tout point de § situé¢ sur I'¢lément de référence ou sur sa fronticre.
Donc a tout point de I’élément de référence correspond un point et un seul de 1’élément

réel.
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- Les noeuds géométriques de 1’élément de référence, définie par les noeuds géométriques
de cette frontiére, correspondent a la portion de frontiére définie par les nceuds cor-
respondant.

r=n

T¢: ¢ — £62£6(§,£17£27--- a:)

Ou z,, 2, ..., x, sont les coordonnées des nceuds de ’élément réel et n le nombre de noeuds.
On utilisera des transformations 7" linéaires par rapport aux coordonnées x,, de 1’élément
réel.

T: &= z(§)=<T(¢ >z,

De plus les fonctions de transformation sont choisies identiques pour les trois coordonnées.

2(§) =<T() >z, y(§) =<T(§) >y, 2§ =<T() >z (3.3.1)

avec :

T T
=< T1,T9,...,Tp >, g:<y1,y2,...,yn> , 2 =< Z21,29,...,%n >

T .
[11].
Applications :

Exemple de I’élément fini triangulaire a trois nceuds figure 3.2.

Position des nceuds : i: (z;,y;) Jj:(z;,y;) k= (@, ye)

Soit < T(§) >=<T"(&,n) T&n) T(En) >

On a alors les relations suivantes

z(&,m) = THE n)x; + THE n)x; + T3(E, )7,

X Yi
z(n)=<1=¢§-n & n>9 z; ¢, y&n)=<1-&—-n & n>< y; ¢ (332
Tk Yk

Vérification des propriétés : = Les nceuds géométriques dans le system de coordonnées

local 1 : (0,0), 2 :(1,0), 3 :(0,1) se transforment dans la base globale z;, z;, z.

L’application pour le noeud ¢ comme exemple donne

x(E=0n=0)=<1 0 0>¢ x; p=u.

Il en sera ainsi pour les autres nceuds j et k.
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= La correspondance des frontiéres (limites) : Chaque fronticre T de 'élément de réfé-
rence fk se transforme en une frontiére I' correspondante de T},.

On choisi pour l'exemple la frontiére qui passe par les noeuds 2 : (1,0) et 3 : (0,1), et
dont I'équation est 1 — & —n = 0. Elle doit se transformer en la frontiére qui passe par les

noeuds j : x; et k : ;. En substituant 7 = 1 — £ dans les relations (3.3.2) on obtient

\
€

r =<0 f 1—€> Z; :f$]+(1—5>$k,

Tk

Y;
y=<0 & 1-E&>9 vy ¢ =&+ (1= .
Yr )

Les relations (3.3.1) sont donc linéaires et ne dépendent que de x; etz qui sont situés sur
la frontiére I'?. = La transformation est bijective :

(57 77) - _gijective - (I,y)

dr -dy = |J| - d¢ - dn Avec |J| — Jacobien # 0
Expression d'une matrice J non singuliére.

(9x@

|l og oc | | Ti—m oy~

J = —

o (9_:)5 @ [xk—%‘ yk_yi]
on  On

det(J) = (x5 — x1) (yk — ¥1) — (% — x1) (vj — 1) = 24e.

Ce déterminant est égal a 2 fois 'aire du triangle donc, ne s’annule que si les sommets

sont alignés. Les angles du triangle doivent toujours rester inférieur a 180° pour que les
det(J) # 0 [11].

3.3.3 Interpolation des variables

Afin de discrétiser le probleme de Stokes, nous allons choisir des espaces de fonctions
discrets pour U et p. Nous n’avons pas trop parlé des espaces de fonctions & choisir pour le
probléme de Stokes, il parait naturel de chercher U dans un sous-espace discret de ((H*(£2))?
(a cause du terme ||[VU|*) et p dans un sous-espace discret de L*(Q) (a cause du terme

p.VU). Si N;(x,y) est une base de I'espace de fonction pour U, de dimension Ny et ¢;(z,y)
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une base de 'espace de fonction pour p, on pourra écrire

Ny
u = E u; N; (x
i=1

Ny
v = g v;N;(z
i=1

Np
b= Zpi¢i(w> Y).
i=1

3.3.4 Equations de Navier-Stokes discrétes

Formulation variationalle

(3.3.3)

(3.3.4)

(3.3.5)

Nous avons représenté u, v et p en termes de fonctions de base. Pour essayer de déterminer

les coefficients dans ces représentations, on multiplie les équations d’état par les fonctions

test appropriées

(~
(-

Nous intégrons chaque équation sur le domaine )

I
A

o, o
ox?  Oy?

g ok
or?  0y?

dp B
+@y>A7 _o,

dp
N pr—
_+ay) 0,

Ju Ov

(3 +5,) % =0
u  O%u dp
gu_ g4 N, —
2 + 8@/2) o ) dzx dy = 0,
v 0% Op
) iy ) N

/Q(gz a”) didz dy = 0.

En utilisant la formule de Green pour les équations de u et v

/1/ Ou ON; N
q \ Oz Ox
/1/ v ON; N

00N | O
dy Oy
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/(8u 8v> bsd dy = 0,
Q &C

les membres de droite sont nuls sauft pour les nceuds de la frontiére. Pour le moment, nous

n’avons pas besoin que les choses deviennent plus intéressantes, nous supposerons donc que

les cotés droits sont tous nuls [5].

3.4 Matrices élémentaires

Pour chaque élément T}y, on peut calculer une matrice élémentaire correspondente. On a

OuON; OuON; dp B
/V(%asz@_y@y) aNdxdy 0,

ov dN;  OvON, dp B
/V(£0x+5y5y)+6]vdxdy 0,

/ (8u 8v> by ddy =0
Ty a.T

D’apreés les relations (3.3.3), (3.3.4) et (3.3.5), on obtient

3 - -
ON; ON;  ON; 8]\7) / 00,
u; v + + N;| dxdy =0, 3.4.1
;J/T (8x8x oy oy ) V) or (3.4.1)
3 -
ON; ON;  ON; ON; 0(;5]
; N d dy = 4.2

j=1 L

Z[ / (w50 40,50 ¢) tedy] =0, (3.43)

Jj=1
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Alors, la matrice élémentaire prendre la forme

ain 0 a3 ais 0 aig air 0 apg Uy
a1 0 ags as 0 agx ar 0 ag U1
az1 0 aszz azma 0 azs asr 0 agg D1
0 a2 as3 0 ags asg 0 aug ag Us
asy ass 0 ass ase 0 asg asg V2
0 ag2 ass 0 ass ass 0 ass aey D2
ann arz 0 am arps 0 agr ag O us
agr agy 0 age ags 0 agy agg O U3
i agr agy 0 ags ags 0 agr agg 0 1L D3 i
tels que
Ligne 1
a _/ y ON; ON; n ON; ON; dad a %
e 7 or Ox oy 0y Yo s = 7, 0%
ONy ON; ONyON; / 0Ny
= dxd = —— o dx d
Q14 /Tkl/( or ox dy Oy ) ray , Gie - o ¢ dx dy,
ON3s ON;  ON3 0N, ON;
a7 /Tkl/< 97 Or + 3y oy Y, aig i ¢z dx dy
Ligne 2
8N1 (9]\72 8]\71 8N2 8N2
= dxd = — ¢ dxd
as1 /TkV< 97 Or + oy oy ) , Q23 1 Oz ¢1dx dy,
8N2 8N2 8]\72 3]\72 8N2
24 /Tkl/(@x 893+8y 0y) Tay , Qe " 8x¢2fy»
ON3 ONy  ON3 ON, / ON,
a7 /TkV<ax 8x+8y oy ray , Qg " ax%l’y
Ligne 3
aNl 8N2 8]\71 8N2 aNS
asy /Tk V< or O 8y Oy ) Yy, asz - o ¢1dx dy,
3N2 8N2 aNQ 8N2 aNS
= dxd = —— ¢y dxd
a34 /TkV< 97 Or + oy oy ) , 36 v ¢ dx dy,
ON3 ONy  ON3 ON, / ON3
asy /Tklf<ax 8:c+(9y oy ray , asg " ax%ﬂ?y
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Ligne 4

Ligne 5

Ligne 6

Ligne 7

Ligne 8

/ , ON; ONy 8]\71 8]\71
T, ox ('91' dy
" / 5 ONy ONy 8]\72 3N1
© T, ox ('91' dy
" / 5 ON3 ON; 8]\73 ON
i T, ox 890 dy 8y
ON 6N2 8N1 8N2

dy

8N1 (9]\/'3

ON5 ON;

8]\72 0N3

(
(
i /Tk , (88];/'3 6N2
(&
(

ox ('91'

Q.)

S|z

Q

S|z
\_/\_/\_/\_/\_/

ON
, Q43 / —a ! Cbl dx dy 0
T, 9Y

0Ny

dxdy , a46/ a—gbgdx dy =0,
T, 9Y

ON
CL49/ 8—1¢3d1‘ dy =0.
T, 9Y

N-
dxd a53/ 2¢1dxdy =0,
Ty, dy

ON.
a56/ a—2¢2d$dy =0,
T, Y

N.

dzdy , a59/ 2<b3dxaly: 0.
Ty, dy
N.

dady , ass [ S ondedy =0,
T dy

ON3

dxdy a66/ a—%dwdy 0,
T, Y

ON3 ON3  ON3 ONs / ON3
— dxd ——@3dx dy =
aos /Tk”<ax g oy ay) R T
ON. ON
T, T )
ON. ON.
Qrq Z/ (_6 2¢1) dxdy , ars Z/ (—2¢1> drdy =0,
T T Ty dy
ON. ON.
any = / (—%) dedy | az = / (—%1) d dy =
T, x 7, \ 0y
ON ON
asy :/ (a—l%) dxdy , agy :/ (_1¢2) dxdy =0,
T, T 7. \ Oy
agq = / <—8N2 ¢2) dxdy , ags = / (_(3N2 ¢2> drdy =0,
7, \ O 7, \ 0y
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ON. ON.
agy = / <—3¢2) dxdy , ass :/ (—3¢2
T T

o = [ (%qss)dxdy,a ( )d dy =0,
Tk
a94:/ <%¢3) dxdy , ags = ( >

T

ON.
agy = / <8—3¢3) dzxdy , ags =
Ty, Tk

Les coefficients de la matrice élémentaire peut étre calculée selon les régles de transfor-

dx dy = 0.
Ligne 9

Ny
Ay
ON.

2

25,
ONs
dy

mation vers 1’élément de référence fk comme suit
N, ON, 0N, ON, / ANy ~
=2A, déd =2A, —— ¢ dédn,
ay = / <8x 8w+8y oy §dn , as Tkaxqblfn

ON, ON,  ON, ON ON
g = 24, / ( it Rl 1>d§dn,a16=2Ae / ——L 5, dédn,
T

Or Ox dy 0y ox

ON; ON,  ON; ON, / N ~
=24, = 2A, —— 3 déd
ay; = / ( o o T 3y Oy ) dédn , ag T Pz d&dn).

De méme maniére on peut calculer les autres coefficients de ma matrice élémentaire tels
que
Ni=1-§—n Ny=¢ Ny=n.
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Résumé

Dans notre travail, nous avons intéresse a I'étude d'une de méthode de discrétisation numérique
pour la résolution des équations différentiel et équations aux dérivées partielles, exprimé par la
meéthode des éléments finis, qui est basée sur la discrétisation du domaine d'étude en des parties
élémentaires et & construire un espace de dimension finie qui contient la solution approchée. Le
principe de cette méthode est de donner une base de I'espace de dimension finie puis I'écriture des
inconnus sous forme d'une combinaisons linéaire dans ce base pour obtenir un systeme linéaire dont
les inconnues représentent les coefficients de cette combinaison.

Nous avons appliqué cette méthode a des exemples simples dans le deuxiéme chapitre avec I'étude
de la convergence puis a un systeme de Navier-Stokes dans le dernier chapitre.

Mots clé: Méthode des éléments finis, EDP, probléme de Navier-Stokes.
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Abstract

In our work, we have been interested in the study of a numerical discretization method for solving
differential equations and partial differential equations, expressed by the finite element method,
which is based on the discretization of the domaine of study into elementary parts and to construct a
space of finite dimension which contains the approximate solution. The principle of this method is to
give a base of the finite dimensional space then the writing of the unknowns in the form of a linear
combination in this base to obtain a linear system whose unknowns represent the coefficients of this
combination.

We applied this method to simple examples in the second chapter with the study of convergence
and then to a Navier-Stokes system in the last chapter.

Key words: Finite element method, PDE, Navier-Stokes problem.




