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Notations générales

R-i—

RTL

Jo
C’Da

RLDa

e.v.n

: ensemble des nombres réels.

. ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

: espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
: ensemble des nombres naturels.

. ensemble des nombres rationnels.

: intervalle semi-ouvert de R d’extrémité a et b.

: ensemble des fonctions continues de K dans F.

: valeur absolue d'un nombre réel ou module d'un nombre complexe.
: fonction Gamma d’Euler.

: fonction de Mittag-Leffler.

: intégration d’ordre a.

: dérivation d’ordre « selon la définition de Caputo.

: dérivation d’ordre « selon la définition de Riemann-Liouville.

: espace vectoriel normé.

: partie entiere de .
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Domaine mathématique du sujet en question

Le calcul fractionnaire est un domaine de ’analyse mathématique qui traite la
notion d’intégration et dérivation d’ordre fractionnaire et ses applications. Le terme
fractionnaire est un terme impropre, mais il est conservé a la suite de I'usage courant
(voir [Im],[TT] ).

Le calcul fractionnaire peut étre considéré comme un sujet ancien et pourtant il
est actuel. C’est un vieux sujet,qui a apparia a partir de quelques spéculations de
G.W. Leibniz (1695, 1697) et L. Euler (1730), il a été développé jusqu’a nos jours.
Une liste de mathématiciens, qui ont fourni des contributions importantes jusqu’au
milieu de notre siecle, comprend P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H.
Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-
67), A.K. Grinwald (1867-1872), A.V.Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884), P.A.
Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Hadamard (1892), O. Heaviside (1892-1912),
S. Pincherle (1902), G.H. Hardy and J.E. Littlewood (1917-1928), H. Weyl (1917),
P. Lévy (1923), A. Marchaud (1927),H.T. Davis (1924-1936), A. Zygmund (1935-
1945), E.R. Love (1938-1996), A. Erdélyi (1939-1965), H. Kober (1940), D.V. Widder
(1941), M. Riesz (1949) (voir [I0]).

Cependant, il peut étre considéré comme un sujet nouveau, puisque depuis quelques
années, il a fait I'objet de conférences et de traités spécialisés. Pour la premiere
conférence, le mérite est attribué a B. Ross qui a organisé la premiere conférence
sur le calcul fractionnaire et ses applications a I’Université de New Haven en juin
1974, et a édité les actes. Pour la premiere monographie, le mérite est attribué a
K.B. Oldham et J. Spanier, qui, apres une collaboration conjointe débutée en 1968,
ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974. De nos jours, la liste
des textes et actes consacrés uniquement ou partiellement au calcul fractionnaire et
a ses applications comprend plus d’une douzaine de titres, parmi lesquels le traité
encyclopédique de Samko, Kilbas et Marichev est le plus important. En outre, nous

rappelons l'attention portée aux traités de Davis, Erdélyi, Gel’fand et Shilov, Djrba-
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Chapitre 1. Introduction

shian, Caputo, Babenko, Gorenflo et Vessella, qui contiennent une analyse détaillée
de certains aspects mathématiques et / ou des applications physiques du calcul frac-
tionnaire, mais sans mention explicite dans leurs titres.

Ces dernieres années, un intérét considérable pour le calcul fractionnaire a été sti-
mulé par les applications que ce calcul trouve dans ’analyse numérique et différentes
zones de la physique et de I'ingénierie, incluant éventuellement des phénomenes frac-
tals (voir [I0]).

1.1.1 Domaine d’application : quelques exemples

Les applications de la théorie du calcul fractionnaire aussi bien dans les sciences
fondamentales qu’en ingénieries sont tres diverses. Ils apparaissent de plus en plus
fréquemment dans les différentes domaines de recherches (voir [I1]). Maintenant, on
va donner quelque exemples sur la domaine d’application
Electronique
Grace a des données expérimentales, Schmidt et Drumheller montrent que le courant
qui traverse un condensateur est proportionnel a la dérivée non entiere de la tension.
En effet, en utilisant un composé (L;NoH5504) et en procédant a des mesures que
sur une large gamme de températures et de fréquences, ils constatent que les parties
réelle et imaginaire de la susceptibilité ou encore, de la fonction de diélectrique
e = &' + je” sont tres grandes (' ~ &” ~ 10°%) et varient en fonction de la fréquence
suivant un ordre de puissance 1 (avec ¢’ € R et £” € R).
la relation suivante, valable pour un composé (L;NoH5S50,)

(1—4i)=eV2(iw)"2  avec i=+—1 (1.1)

NG

e=¢cw”

En utilisant la relation entre la fonction diélectrique et 'impédance, on obtient la

relation suivante )

Z = 1.2
JwCee (1.2)
ou C, est une constante.
En substituant la relation () dans (2), on a
1
7 = 1.3
iwCoe'\/2(iw) 2 (13)
qu’on peut éventuellement mettre sous la forme
K 1
on K = (1.4)

(Zw)% V20, ¢!
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ou encore, en fonction de la variable de Laplace s

=

7 =—. (1.5)

=

L’équation (ICH) montre en effet que I'on peut bien définir une impédance fraction-
naire de capacité, qui peut étre fabriquée a partir de composition de matériaux
spécifiques et par conséquent définir le terme de Fractor, par analogie au terme an-
glais Capacitor, pour mettre l'accent sur le caractere fractionnaire de I'impédance.
K désigne alors la constante du Fractor (capacité fractionnaire). Un axe de recherche
intéressant dans la physique des matériaux qui permettra de mettre en évidence les
propriétés de tels matériaux via des bandes de fréquences et de températures. La
réalisation d’une impédance fractionnaire peut se faire par juxtaposition en série de
cellules Résistance-Capacité (d'impédance traditionnelle).

Rhéologie

En rhéologie, lorsque des solides viscoélastiques sont employés comme matériaux
isolateurs ou amortisseurs de vibrations, la dérivation fractionnaire est un moyen
approprié pour décrire fidelement I'amortissement dans les équations de mouve-
ment. L’'introduction de la dérivation non entieére dans la modélisation réduit le
nombre de parametres du modele. On peut voir cela sur I'exemple du comporte-
ment contrainte-déformation d’un solide pour lequel I’équation de mouvement dans
le cas d’'un modele entier est donnée par

o(t) + ; bmi—ZJ(t) — Bpe(t) + ; bnc%g(t), (1.6)

ol o et £ désignent respectivement la contrainte et la déformation, et ou b,,, Ey,
M, N et E, sont des parametres du modele. Maintenant, en utilisant la dérivation
fractionnaire, on n’a plus besoin que d’un seul terme de dérivation agissant respec-
tivement sur la contrainte et la déformation. Ce qui produit un modele compact a
quatre ou cing parametres maximum, au lieu d'une dizaine dans le cas de 1’équation
(D)

(14+0Dy)o(t) = (Eo+ E1 DM e(t). (1.7)

Dans (IZ7), les parametres sont b, Ey, E; et a. Ce modele reflete fideélement les pro-
priétés mesurées de plusieurs matériaux. Le bon comportement de cette modélisation
fractionnaire s’explique notamment par le fait que les théories moléculaires classiques
produisent des relations entre contrainte et déformation contenant des puissances
fractionnaires de la fréquence. Des manipulations mathématiques de ces théories

mettent ces relations sous forme de dérivées fractionnaires

o(t) = KD2(t). (1.8)
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1.1.2 Position du probleme étudié

Soit le probléeme aux valeurs limites de type fractionnaire suivant :

(1.9)

Ot “D? est la dérivée de Caputo standard et 0 < o < lett € J = [0,T],u,v €
C(J,Ry) lespace de Banach des fonctions continues muni de la norme :
[u o= {sup | u(t) [t € J} et

p:J—=R g:J=RY IR Ry g:R*— Ry,

sont des fonctions continues pour tout et a;;, b;;, %, 7 = 1, 2 sont des constantes réelles.

1.1.3 Plan du mémoire et résultats

En plus de ce chapitre introductif, ce mémoire est réparti en trois chapitres.

Le deuxiéme chapitre

Intitulé "Introduction au calcul et I'analyse fractionnaires ", est consacré aux défini-
tions et fonction qui nous seront utiles dans la suite de ce travail.

Le troisieme chapitre

Dans ce chapitre, on introduit la notion d’espace métrique généralisé, en définissant
ce qu’on appelle une métrique a valeurs vectorielles. Dans ce contexte on présente
I'un des outils de la théorie du point fixe rarement utilisé appelé le théoréeme de
Perov. Ce théoreme est considéré comme un principe de contraction généralisé. De
plus on rappelle quelques notions sur les problemes différentiels aux limites, équa-

tions différentielles fractionnaires aux valeurs limites.
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Le quatrieme chapitre

Ce chapitre a pour objet I’étude du probléeme aux valeurs limites de type fraction-

naire :

(1.10)

On établit le résultat d’existence et unicité en appliquent le théoreme de point fixe

de Perov.

Nous terminons le chapitre par un exemple illustra tif du résultat principal. Enfin,

le mémoire sera cloturé par une Bibliographie.



Chapitre 2

Introduction au calcul

fractionnaire

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions essentielles de la théorie du calcul
fractionnaire et des équations différentielles d’ordre non entier. Ce chapitre, et tout

le contenu de ce chapitre, sont basés sur la documentation qui se trouve dans (voir

[@],[8])

2.1 Préliminaires et rappels sur le calcul fraction-

naire

2.1.1 Notations et définitions

Soit J :=[0,T], T > 0. Notons C'(J,R) I'espace de Banach des fonctions conti-

nues définies de J dans R, muni de la norme

[Ylloo = sup {|y(8)] : t € T},

ot |.| est une norme sur R et (E, ||.]|) et (F,||.]|) deux espaces de Banach.

2.1.2 Quelques notions et résultats élémentaires de ’analyse

fonctionnelle

Définition 2.1.1 On appelle opérateur borné toute application de E dans F qui

envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F.

Proposition 2.1.1 Soit A : E — F une application linéaire. Alors A est continue

si et seulement si A est un opérateur borné.

Définition 2.1.2 Soit A: E — E. On dit que x € E est un point fire de A si :
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A(z) =z,

Définition 2.1.3 Soit A: E — F un opérateur. On dit que A est une contraction

(ou contractant), s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que
Ve,ye B ||A(z) — A@y)llr < Kllz —ylle
on dit que A est un opérateur contractant.

Définition 2.1.4 Un sous-ensemble F' de E est relativement compact si son adhé-

rence F' est compacte.

Définition 2.1.5 Soient (K,d) un espace métrique et F un evn. On dit qu’une
partie A C C(K,d) est équicontinue si, pour tout € > 0, il existe a(e) > 0 tel que
pour tout f € A,

| f(x) = f(y) lr< e pour tout x,ye€ K tq d(z,y) < ale).

Proposition 2.1.2 Soit A un opérateur contractant, alors l'opérateur A admet un

point fixe unique x € E. De plus, si xg € E et x,, = Ax,_1(n > 1), alors :

r = lim z,.
n—oo

Rappelons 1'un des plus importants outils pour la caractérisation des ensembles

relativement compact dans les espaces des fonctions continues.

Théoréme 2.1.1 Soit M une partie de C([a,b]) muni de la norme de la conver-
gence uniforme. M est relativement compact dans C([a,b]) si et seulement si M est

équicontinue et uniformément borné.

Définition 2.1.6 (La transformation de Laplace) La fonction F(s) de la variable

complexe s définie par
+o00
F(s) :/ e St f(t)dt (2.1)
0

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f(t). Pour l’existence de l’in-
tégrale (Z) la fonction f(t) doit étre d’ordre exponentiel o, ce qui veut dire qu’il

existe deux constantes positives M et T telles que
e ft) <M pourtout t>T.

En d’autres termes, la fonction f(t) ne doit "croitre ou décroitre” plus vite qu’une

certaine fonction exponentielle quand t — +00.
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2.1.3 Quelques fonctions importantes dans le calcul frac-

tionnaire

Dans cette section nous présentons les définitions et quelques propriétés de
certaines fonctions utilisées dans le calcul et 'analyse fonctionnaires : la fonction

Gamma et la fonction de Mittag-Leffler.

La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma I’
(voir [A]).

La fonction Gamma I' est définie par l'intégrale suivante
+o0o
[a) = / e 'ttt a > 0.
0

La fonction I' satisfait les propriétés suivantes :
(1) Pour tout z € R

Fz+1)=2l'(z) etsi xzeN" alors I'(z)=(z—1)L

(2) Pour tout & € R supérieur a 1 on a

a+1 a+1 2

Tat+1)  al(a) - T(a)

(3) I'(1) =1, I'(04) = 4o0.
(4) T'(z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < z < 1.
La fonction Mittag-LefHler

La fonction Mittag-Leffler joue un réle trés important dans la théorie des équa-
tions différentielles d’ordre non entier. Elle est largement utilisée dans I’expression

des solutions d’équations différentielles d’ordre fractionnaire (voir [12]).

Définition 2.1.7 Pour x € R, on définit la fonction Mittag-Leffler comme suit :

=Y ——— a>0 (2.2)
pr IN¢ ak +1)

En particulier, si o = 1, nous retrouvons la fonction exponentielle

Ei(x) =€". (2.3)
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Cette fonction peut étre généralisée pour deux paramétres comme suit :

o0

Zrak+6 a>0,08>0. (2.4)

k=0

2.2 Intégrale et dérivée fractionnaires

Cette section sera consacrée aux définitions élémentaires : I'intégrale et la déri-
vée fractionnaire de Rimeann-Liouville, ainsi que la dérivée au sens de Caputo et

quelques propriétés.

2.2.1 Vlintégrale de Rimeann-Liouville

D’abord, on va définir I'intégrale de Riemann-Liouville. On cherche une formule
qui donne des primitives successives d'une fonction continue (voir par exemple [2]).

Soit f : [a,b) — R une fonction continue, (b peut étre fini ou infini). Une primitive

= / f(t)dt. (2.5)
Pour la seconde primitive on aura

(I2f) /(/f dt) ds. (2.6)

On utilise le théoréme de Fubini pour transformer 'intégrale double a une intégrale

de f est donnée par :

simple
1)) = [ -5 27)

Alinsi, en intégrant successivement par itération on arrive a l'intégrale suivante

) = [ o 2:8)

Définition 2.2.1 Soit f : [a,b) — R une fonction continue, l'intégrale de Riemann-

Liouville de f est définie par

(20)@) = o [ =07 0y 29)

Ot « est un réel positif.

Exemple 2.2.1 Soit la fonction f(x) = (v — a)®.

Alors .
o . B - _ pya—1 . B )
e — ) o /a (x =) (t — a)’dt



Chapitre 2. Introduction au calcul fractionnaire

Pour calculer cette intégrale on fait le changement de variable suivant

t=a+ (x—a)r, d'ot

o _ (@—a)e w1 gy, LB+ o
Ia(x—a)ﬁ—w/a(l—ﬂ T’Bdt—m(az—a)ﬁ :

Aprés utilisation de l'intégrale eulérienne de premiére espece (la fonction béta d’Fu-

ler), on wvoit bien que c’est une généralisation du cas a =1, od on a

1
(l’ - a)6+17

(B +1)
I;(x—a)ﬂ—r 11

(B+2)

(z —a)’*! =

car '(n + 1) = nl'(n).

2.2.2 La dérivation fractionnaire au sens de Rimeann-Liouville

La dérivée fractionnaire de Rimeann-Liouville D, f d’ordre réel a > 0, (voir

[@],[12]) est définie par :
« . dn n—oa
D (0) = g1 (1) (2.10)
- ﬁ%/ﬂ (t — 8)"_0‘—1f(3)d3, (n=lal+1,t>a). (2.11)

En particulier, quand o = n € N, nous obtenons :

Dy f(t) = f(t), Dy f(t)=f"(), (2.12)

ot f()(t) désigne la dérivée usuelle d’ordre n de f(t).
Si0<a<l1,alors:

0 :ﬁ%/ﬂ (t — ) f(s)ds, (> a). (2.13)

2.2.3 Quelques propriétés

Les dérivées de Rimeann-Liouville ont les propritétés suivantes (voir [{7],[12]) :
1. Une propriété importante de la dérivée fractionnaire de Rimeann-Liouville, pour

a>0,ett>aest:
DgIg f(t) = f(2). (2.14)

Qui signifie que 'opérateur de différentiation fractionnaire de Rimeann-Liouville est
un inverse gauche de 'opérateur d’intégration fractionnaire de Rimeann-Liouville
du méme ordre.

2. Soient & > 0, m € Net D = . Si les deux dérivées fractionnaires D2, f(t),

10
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D f(t) existent, alors nous avons :
Dy Dy f(t) = Daaim (t)- (2.15)
3. Sila dérivée fractionnaire d’ordre a, (n — 1 < o < n), d’une fonction f(t) est

intégrable, alors

n

I8,D3, 1) = £() = 3 [P £(0)

J=1

(t —a)*

T ;5T (2.16)

En général, nous voyons que les dérivées fractionnaires et les intégrales fractionnaires

de Rimeann-Liouville de méme ordre ne commutent pas entre elles.

2.2.4 La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.2.2 (voir [f1]) Soient o € R et f € C([a,b]).
La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f notée © D f

est définie par :

“Dgf(x) :=1""DM f(z) = ﬁ /I FO @) (x — )"t (2.17)

Remarque 2.2.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre
a €lm—1,m] s’obtient par une application de l'opérateur d’intégration fractionnaire
d’ordre m — « suivie d’une dérivation classique d’ordre m, alors que La dérivée frac-

tionnaire au sens de Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérations.

Exemple 2.2.2 Pour f(z) = (x — a)® avec >0, on a

0 si BE€0,1,2,...,m—1

C Nna _
Pt = —5firi a(x —a)fi~e si B>n—1 (2.18)

En particulier, si f est constante sur [a,b], alors :

“Def =0. (2.19)

2.2.5 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo et celle de Riemann-Liouville

L’avantage principal de I'approche Caputo et que les conditions initiales des

équations différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme

forme comme pour les équations différentielles d’ordre entier des fonctions inconnues

en borne inférieur x = a.

11
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Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo et que la
dérivée (cil’une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville elle
est m(m —a) “.

Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver a la dérivée frac-
tionnaire au sens de Caputo est également l'inverse quand on suit l'autre sens
(Riemann-Liouville), c’est a dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre «
oum — 1 < a < m par 'approche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par
I'intégration fractionnaire d’ordre (m — «) pour la fonction f(z) et puis on dérive le
résultat obtenu a l'ordre entier m, mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre
aoum—1<a<m par 'approche de Caputo on commence par la dérivée d’ordre

entier m de la fonction f(x) et puis on integre d’ordre fractionnaire (m — «).

2.2.6 Relation entre ’approche de Riemann-Liouville et celle

de Caputo

Le théoreme suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de caputo
et celle au sens de Riemann-Liouville (voir [7],[G]).

Théoréeme 2.2.1 Soient o« > 0, n = [a]+ 1. Si f posséde (n — 1) dérivée en a et si
D¢ f existe, alors :

n—1 k a
D)) = D2 | )~ S D (ot (2.20)

presque partout sur |a, b].

Remarque 2.2.2 Le résultat du théoréeme 222 signifie que la dérivation au sens
de Caputo d’une fonction f est une dérivation fractionnaire du reste dans le déve-

loppement de Taylor de f.

2.3 Introduction aux équations différentielles frac-

tionnaires

D’abord, nous introduisons les espaces suivant : (voir [7])
110, 0] = {y(z) € Chola,b] : (D7, y)(x) € Cya, b]}.

C*"[a,b] = {y(z) € C,[a,b] : “DZ y € C,la,b]}, C""[a,b] = C"[a,b].

+

Ca,nfl[a’ b] — C’g"n_l[a, b] = {y(l‘) I~ C’gil[a, b] : CDCO; Yy € C[CL, b]}

+

Crala, b = {y(x) € Cp—ala, b] : (Dg+y(:t)) € Ch—ala, b]}.

12



Chapitre 2. Introduction au calcul fractionnaire

Cn-ala, b] = {g(z) : (x = a)""g(x)Cla, b], |lgllc.—. = [l(z —a)""g(x)[|c}.

2.3.1 Probleme de Cauchy pour les équations différentielles
avec la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville

On considere le probleme de Cauchy pour I’équation différentielle fractionnaire

d’ordre av > 0 suivant

(“Dgyy)(@) = My(z) = f(z)  (a<z<b AER)

(2.21)
(“D2Fy)(ay) = by (by €R, k=0,...,n=—[—q]).

Supposons que f € C,la,b] (0 < v < 1). Alors, on peut transformer formellement

ce probleme en une équation intégrale de type Volterra :

N b egyai g A [T _y()dt L [" f(t)dt
yie) = jz:: M(a—j+ 1)( A INE) /0 (z —t)l-@ + I'(a) /0 (z— )i
(2.22)

On applique la méthode des approximations successives pour résoudre cette équation

intégrale. Selon cette méthode, on trouve

xT

y(e) = Z bj(z — a)* Egamjrr[Mz — a)] + / (z = )" Eaa[Az — )] f(t)dt.

0
(2.23)

Ceci donne une solution explicite a 'équation intégrale de Volterra (2222) et donc

au probleme de type de Cauchy (2221).

Siy > n — « alors, il existe une unique solution au probleme de Cauchy (EZ211) dans

Oy o~la,b]. L'équation (223) donne cette solution. Ainsi, on obtient le résultat

suivant (voir [[]).

Théoréme 2.3.1 Soient A € R, a > 0, n = —[—a] et v (0 < v < 1) tel que
v=n—a. SifeC,la,bl, alors le probléme de Cauchy (ZZZ1) admet une solution
unique y € Cyy_, [a,b] et cette solution est donnée par (223)

2.3.2 Probleme de Cauchy pour les équations différentielle

avec la dérivation fractionnaire de Caputo

Considérons le probleme de Cauchy pour I’équation différentielle fractionnaire

d’ordre @ > 0 avec la condition initial

(“D2y)(x) — My(z) = f(x) z€la,b]; n—1<a<nneN; \eR,

\ (2.24)
y( )(a):bk (kaR, kzO,...,n—l).

13



Chapitre 2. Introduction au calcul fractionnaire

On suppose que f € C,la,b] (0 < v < 1). On peut transformer formellement ce

probléme en une équation intégrale de type Volterra de la forme :

b A [Tyt 1 [T f(t)dt
R (R Y ey Al ey

Pour résoudre (2223), on applique la méthode des approximations successives

n—1

y(@) =) bi(x —af B[Nz —a)*]+ /Ox(w — )" Ea o[z — )] f(t)dt. (2.26)

Jj=0

Ceci donne une solution explicite y(z) de I’équation intégrale de Volterra (E223) et
donc du probleme de Cauchy (E224).

Depuis f[z,y] :== \y + f(z) satisfait la condition de Lipschitz. Alors, il existe une
solution unique (z) au probleme de Cauchy (2228) dans I'espace C$"*[a, b]. Ainsi,

on obtient le résultat suivant (voir [{]).

Théoréme 2.3.2 Soient A € R, n—1 <a <n(neN)et0<y <1 tel que
v = o St f € C,la,b], alors le probléme de Cauchy (2223) admet une solution
unique y(z) € Cy_, . [a,b] et cette solution est donnée par (2220).

En particulier, si v =0 et f(x) € Cla,b], alors la solution y(x) dans (2228) appar-
tient a l'espace C*"1[a, b].

Si f(x) =0 le probléme de Cauchy (B-23) devient une équation différentielle homo-

gene
(CD2‘+y)(x) —Ay(z) =0 (a<x<b n—1<a<n, neN; XeR) (2.27)

admet une solution unique y(x) € C" a,b] de la forme

n—1

y(x) = bj(x — a) Eq i1 [Mx —a)?]. (2.28)

<.
Il
o
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Chapitre 3

Principe de la contraction

généralisé

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’'espace métrique généralisé et 'espace a mé-

trique vectorielle et le application aux équations différentielles.

3.1 Espace métrique généralisé : espace a métrique
vectorielle

La notion de distance entre 2 points du plan ou de I'espace nous est familiere.
Plus généralement, dans 'espace R™ on utilise ce qu’on appelle la distance eucli-

dienne (voir [16], [0] ) :

d(%y): Z(xz_y'L)Qa CE:(‘rl?-'wxn)ay:(y17"‘7yn) ER”

i=1..n

La définition suivante généralise la distance euclidienne.

Définition 3.1.1 Espace métrique : Un espace métrique (E,d) est un ensemble E
muni d’une application d : E x E — R, appelée distance ou métrique, qui satisfait
les propriétés suivantes :

(1) Ve,ye F d(z,y) >0, etdlz,y)=0cx=y

(2) d(z,y) =d(y,z) (symétrie).

(3) Vz,y,z€ E d(z,z) <d(xz,y)+d(y,z) (inégalité du triangle)

Espace vectoriel

On dit que I'ensemble X est un espace vectoriel sur un corps K si les conditions
suivants sont satisfaites :
(1) X est un groupe abélien.

(2) La multiplication d’un vecteur par un scalaire est définie par :

15



Chapitre 3. Principe de la contraction généralisé

pour chaque élément z € X et o € K il y a un élément associé¢ de X noté par aux,
tel que

i) a(z+y) =ar+ay (aeK;z,yeX),

(ii) (a+ Pz =ax+ Pz (o, €K;z € X),

(iii) (aBz) = a(fr) (a8 €Kiz e X),
(

iv) L.z =z (1 est ’élément neutre de K).

Définition 3.1.2 un espace vectoriel normé (E, ||||) est un espace vectoriel E sur

le corps K =R ou C muni d’une application

Il : B — R qui vérifie :

()Vx € E,||z|]| >0, et ||z|| =0 =2z =0.

(2)VA e K,z € E, || x| = |M|||z]|, ou |\ désigne respectivement la valeur absolue siK =
R ou le module si

K=C.

B)Vx,y € E, ||z +y| < ||z| + ||yl (inégalité du triangle).

Définition 3.1.3 espace métrique généralisé (voir [1]) : Un espace métrique vecto-
riel (E,d) est un ensemble E muni d’une application d : E x E — R"™, appelée
distance ou métrique, qui satisfait les propriétés suivantes :

(1) Ve,ye B d(z,y) >0, etdlz,y)=0cz=y.

(2) d(z,y) =d(z,y) (symétrie).

(3) Vaz,y,z€ E d(xz,z) <d(z,y)+d(y,z) (inégalité du triangle).

Remarque 3.1.1 Ici, linégalité entre deux éléments de R™ est définie composante

par composante.

Définition 3.1.4 Soient (E,d) un espace métrique f une application de E dans E.
Elle est dite contractante si et seulement si d(f(z), f(y)) < d(x,y). Elle est dite

strictement contractante si et seulement si Ik < 1 telle que

d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Théoréme 3.1.1 (voir [I3]) Toute application strictement contractante d’un espace
métrique complet dans lui-méme admet un unique point fire x. De plus, x est la
limite des itérations de f a partir de n’importe quel point xo. Enfin, la vitesse de

d(l’o, l’l).

convergence est géométrique de rapport k : d(x,z,) <

—k

Théoréme 3.1.2 (voir [13]) Soit M € M,x,(R,) et considérons la suite (M")
dans M, (R ) définie par M® = M et M*' = MMP* pour k € N alors :

lim M* =0« p(M) <1

k—o0
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Chapitre 3. Principe de la contraction généralisé

tel que p(M) est le rayon spectral de M et défini par :

p(M) = max |\

i=1,...,n

et X\i,2=1,....,n les n valeurs propres de M.

3.2 Théorie du point fixe de Perov

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de Perov [14]) : Soient (E,d) est un espace mé-
triqgue complet généralisé avec d : E X E — R" et F : E — E tel que Pour tout
u,v € E on a

d(F(u), F(v)) < Md(u,v),

ou M est un matrice carré de composantes non négatives. Si la matrice M converge
vers zéro,c’est-a-dire M¥ — 0 quand K — oo alors F admet un point five unique

u, de plus on a

d(FX(v),u) < M¥(I — M)*d(F(v),)

pour chaque v € E et K > 1.

Lemme 3.2.1 Soit M une matrice carrée a termes non négatifs. Les propriétés
suivante sont équivalent :

(1) M est une matrice converge vers zéro.

(ii) I — M est non-singulier et (I — M)~ =1+ M + M?* + ...

(tit) |A| < 1 pour chaque A € C avec det(M — A\I) = 0.

(iv) I — M est non-singulier et (I — M)~ admet des éléments non-négatifs.

3.2.1 Quelques théorémes de point fixe

Les théoremes de point fixe utilisés souvent dans les applications, en général sont

les suivants (voir [@]) :

Théoréme 3.2.2 (Schauder) : Soient (E,d) un espace de Banach, X une partie
conveze et fermé dans E, et A: X — X une application telle que l’ensemble {Ax :

x € X} est relativement compacte dans E. Alors A posséde au moins un point fize.

Théoréme 3.2.3 (Schaefer) : Soient X un espace de Banach et A : X — X un

opérateur complétement continu. Si [’ensemble
e ={u € X : Nu = u, pour un certain A € |0, 1[} (3.1)

est borné, alors A posséde au moins un point fize.
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Chapitre 3. Principe de la contraction généralisé

3.3 Application aux équations différentielles de

type Sturm-Liouville

On introduit dans cette section sommairement les équations différentielles ordi-

naires et les équations différentielles fractionnaires.

3.3.1 Equations différentielles ordinaires

Définition 3.3.1 (voir [13]) (equation différentielle ordinaire) Une équation diffé-
rentielle ordinaire, également notée EDQ, d’ordre n est une relation entre la variable
réelle t, une fonction inconnue x +— x(t) et ses dérivées ', x",...,x™ au point t dé-
finie par

F(t,x, 2", ..., 2™) =0, (3.2)
ot F' nlest pas indépendante de sa derniére variable ™. On prendra t dans un
intervalle I de R (I peut étre R tout entier).

La solution x en général sera a valeurs dans R, N € N* ou N sera le plus souvent

égal a 1, 2 ou 3. On dit que cette équation est scalaire si F' est a valeurs dans R.

Existence et unicité locale

Théoréme 3.3.1 (voir [17]) (Cauchy-Lipschitz) Soient f € € (U;RYN) ou U est
un ouvert de R x R™ et (tyg,x9) € U. On suppose f lipschitzienne par rapport d
sa variable x sur un voisinage de (tg,xo), ¢’est a dire qu’il existe un voisinage de

(to, o) dans U et L > 0 tel que pour tout (t,z) et (t,y) dans ce voisinage

It z) = fty) ISLlle—yll. (3.3)

Alors on a les propriétés suivantes.
Eristence : il existe T > 0 et x € € ([to — T, to + T]; J) solution du probléme de
Cauchy

! = f(t,l‘),

(3.4)
x(ty) = .

Unicité : Si y est une autre solution du probleme de Cauchy ci-dessus, elle coincide
avec x sur un intervalle d’intérieur non vide inclus dans [ty — T;tg + T1.

Régularité si de plus f est de classe €7, > 1 alors x est de classe €.

18



Chapitre 3. Principe de la contraction généralisé

Existence et unicité globale

Théoréme 3.3.2 (voir [I]) On suppose f € € (I xR™;R™) et globalement lipschit-
zienne par rapport a x. Alors, quel que soit (tg,zo) € I x R™, il existe un unique
xr € €HI;R™) solution de 54

3.3.2 Equations différentielles fractionnaires

Equation différentielle fractionnaire & un seul terme

Considérons 1'équation différentielle d’ordre fractionnaire linéaire a coefficient

constants suivante (voir[i1]) :

aDgy(t) = f(t), (n—1< a <), (3.5
avec
[D* ()], =0,(k=0,1,...,n — 1), (3.6)
Appliquant la transformée de Laplace sur deux cotés de ’équation (BZ3) nous obte-
nons :
as*Y (s) = F(s), (3.7)
et comme . ) .
e
Git)=L ' — b= 3.8
1(t) {asa} al'(a)’ (38)

ot G1(t) est appelée la fonction fractionnaire de Green & un seul terme.
Sous les conditions initiales données, la solution y(¢) de I’équation (B3) est obtenue

par la convolution

v = [ Gre=a)fe)is = s [a—sr s = L. 39)

Exemple 3.3.1 Si nous prenonsa =1, f(t)=1 et a = % [’équation est devenue

Dey(t) =1, (3.10)

[D*y(t)],_, = 0. (3.11)
/t(t _ ) s = %\/i. (3.12)
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Equation différentielle fractionnaire & deux termes

Considérons I'équation différentielle d’ordre fractionnaire linéaire a coefficient

constants suivante (voir[i1]) :
aDgy(t) +by(t) = f(t),(n —1 < a < n), (3.13)

avec les mémes conditions par(BT).

L’utilisation de la transformée de Laplace donne :
as®Y (s) + bY (s) = F(s). (3.14)

Nous pouvons aussi écrire(BId)sous la forme

Y(s) =— F 3.15
)= g7y TF ) (3.15)
et comme,
1 1 1 b
Gy(t) =Lt = = LB, (——t%), 3.16
2 (1) {+} T (1) (3.16)

ot Gy(t) est appelée la fonction fractionnaire de Green a deux termes, et E, 5 la
fonction Mittag-Leffler de deux parameétres.

La solution y(t) de 'équation (B3) est obtenue par la convolution

y(t) = /0 Go(t — s) f(s)ds. (3.17)

Exemple 3.3.2 Si nous prenonsa=1b=1, f(t)=1eta = % nous obtenons :

Diy(t) +y(t) = 1, (3.18)

avec les mémes conditions par (311).

La fonction de Green est donnée par :
(—t7), (3.19)

et comme
y(t) = /0 Go(t — s)ds. (3.20)

La solution prend la forme

)= = [ 57 By (-shyis = ~ViEyy (—vB = Y (-1
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Equation différentielle fractionnaire a trois termes

Nous considérons ’équation différentielle d’ordre fractionnaire linéaire a coeffi-

cient constants suivante (voir[]) :
aDyy(t) +bDgy(t) +ey(t) = f(1), (n =1 < a <), (3.22)

avec les conditions par (B8) est

L’utilisation de la transformée de Laplace donne :[Dﬁ_k_ly(t)] i—0 =0,
(k=0,1,....,n—1).
Sous ces condition, la transformée de Laplace donne
Y (s) o F(s) (3.23)
§) = —————F(s). )
as? + bs* + ¢
Nous posons
1
= 3.24
98) = (3.24)

Et comme nous avons supposé que 3 > «, nous pouvons écrire g(s) sous la forme

1 es7@ 1
S 3.25
9(5) casP—e + b . s ( )
asP— 4+
—ok—a
_+ k+1 S
o Z ﬁ*a + g)szrl' (3'26)

Nous appliquons la transformée inverse de Laplace sur les deux cote de (B=23), on
obtient :
- b
Z tﬂ k)= 1E57a,,8+ak<__tﬁia>7 (327>
a

ot Gi3(t) la fonction de Green, et E) , la fonction de Mittag-Leffler de deux para-

metres, avec

d* N (k)
E¥ —F (k=0,1,2...
)\,u( ) dzk /\,u( ) Z]'F<)\j+/\k’+,u) ( Ly )

Finalement, la solution de I’équation (B=22) est donnée sous forme de convolution

P = /0 Ga(t — 5)f(s)ds

Exemple 3.3.3 Si nous prenonsa=1,b=1,c=1, ft)=1leta=1% et B = %,

définie par :
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alors l'équation(323) est écrite sous forme
Dyy(t) + Diy(t) +y(t) = 1,

et La fonction Gs(t) définit par

Gg(t) _ Z (_1)kt%(3k+l)Ek )<—t>.

L! 1,5 (3k+1
k=0 ’

3.3.3 Probléme de Sturm-Liouville

Soit L un opérateur formellement auto-adjoint de la forme

L=— @@)%) +r(z).

L’équation de la valeur propre
Lu+ Mp(x)u =0, x € [a,b]
sous réserve des conditions aux limites homogenes séparées

aju(a) + apu'(a) =0, lar| + |as| > 0,

Bru(a) + o' (a) = 0, |B1| + [B=] >0,

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

ou «; et (3; sont des constantes réelles, est appelé un probleme de valeur propre de

Sturm-Liouville, ou un probleme SL en abrégé.

Les problemes de type Strum-Liouville sont considérés en général en tant que pro-

blemes spectraux. Ce qui nous intéresse dans la suite, c¢’est 'application du théoréme

de Perov pour montrer I'existence et 'unicité de la solution pour un probleme de ce

type, mais ou la dérivée est d’ordre fractionnaire.

22



Chapitre 4

Application et résultat principal

4.1 Le systeme considéré

Dans ce chapitre, qui constitue ’essentiel de notre travail et la contribution de
ce mémoire, nous considérons le systeme d’équations fractionnaires de type Sturm-

Liouville suivant.

Ou “D? est la dérivée de Caputo, 0 < a < lett e J =1[0,T,uet v e C(J,Ry)
I’espace de Banach des fonctions continues muni de la norme :

| © ||oo= {suplu(t)] : t € J}. On dira que 'hypotheése (H) est vérifiée, si les
conditions suivante sont satisfaites.

Les fonctions
p:J—=R, ¢:J=R, f:RP=R g:R* =R,

sont continues telles que p(t) > 0 et ¢(t) > 0 pour tout ¢t € J. Les constantes
aij,bij,1,7 = 1,2 sont des parametres réels non nuls.

Notre objective dans cette partie est de montrer que le probleme (E-I) possede une
solution unique, en utilisons de théoreme de Perov. Ce théoreme de point fixe est

une généralisation du principe de contraction (usuel) suivant.
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4.2 Systeme intégral équivalent

A fin d’appliquer le théoreme de Perov, on doit d’abord transformer le probleme

(D) en un systeme d’équations intégrales du type Volterra.

Lemme 4.2.1 Si ’hypothese (H) est vérifie alors, u et v sont solutions du probléme
(1) Si et seulement siu et v sont des solutions du systéme intégrales fractionnaires

sutvantes :

ut) = u(0) (1 88 15085 ) i o [ s o = 10" f(utr) o) s

o(t) = v(0) (1+,’;;—; qg ) i = { L s =) 1g(u(’r),v(r))} dsdr

\

(4.2)
Preuve Supposons que u et v satisfont () alors on a
D(p(t)u'(t)) = f(u(t),v(t)) (4.3)
Ainsi, d’apres les hypotheses du lemme B2 on obtient
(000 = s [ (6= ) ve)ds +pOWO), (41
PO ) Jy | e |
, 1 1 - Z—EN))U(O)
() = s [ €= ) v+ e
OO
W) = S b s [ ) s (@)

Apres une intégration sur 'intervalle [0, ¢], on trouve

u(t) = u(0) + u'(O)/O %ds + /0 m /Os(s — ) f(u(r), v(r))drds

La condition aj3u(0) — appu’(0) = 0 implique v/(0) = %Ly (0), d’ou

a12

u(t) = u(0) + Z—E (0)/0 i%ds —l—/o m /OS(S — ) f(u(r), v(r))drds

u(t) = u(0) (HZ_E/; ;%@ +/Otm/ot(s—r)alf(u(r),v(r))drds
(4.6)
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En utilisant la condition au(T") 4+ ageu’(T") = 0 on obtient

- {u(owﬂum) /0 ), /0 sm /0 (s — e f(u(r),v(r))drds}

a2 p<3)

—a Ep(O) L ! — ) L f(u(s),v(s))ds| =
o) i J, € | =0

% foT(t - S>a_lf(u(s), v(s))ds
"o 7 p(0)

p(0)
an (TP G0 an P
az1 + G215 Jo (s) §—axn,, o(T)

3 Sty o s = S ute), o) drds
ail j‘p(O) au’p(O)

+ag L [7 ol ds — agp WL
21 T Q21 Jo 2(5) S a22a12p(T)

De la méme fagon, on peut montrer que v est une solution de la deuxieme équation
du systeme (£22).

Inversement, si w est solution du (E=2) alors elle vérifie (). On appliquant la

dérivation fractionnaire d’ordre v aux deux membres de (E2) on obtient (E=3).

On obtient le méme résultat pour la fonction v.

4.3 Existence et unicité de la solution

Dans ce paragraphe on montre 'existence et 'unicité de la solution du systeme

Notre résultat est basé sur le théoreme de point fixe de Perov.

Théoréme 4.3.1 On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées
(Hy) Pour tout i,j = {1,2} il existe des constantes positives L;; > 0 et

u = (u,uz),v = (v1,v9) telle que

|f (w1, uz) — f(vr,v2)|| < Lual[(ur — v1)|| + Laa||(uz — v2)|]
et

lg(ur, uz) — g(vr,va)|| < Loy ||(ur — v1)|| + Laa[(uz — o)
pour tout t € J et uy, us, vy, vy € O

(Hy) Les constantes (a;;)1<i<2 et (bij)1<i<2 sont telles que ajraiz < 0 et biybiz < 0.
1<5<2 1<y<2
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Si les constantes 01,05, 11,12 sont définies par

0 ;/T L "
27y p(o)Tla+1) 2%

m = KHZ—E/OT%@) +/0T$r(as—11)hld5}

;/T 1 s Iod
Tl e Ty

vérifient

ne + 61 + \/(772 — 01)? 4 4m 0, <1
2 — Y

alors le systéeme (1) admet une solution unique sur [0.T7].

(4.7)

preuve Nous transformons le probléme (Z71) en probléme de point fixe. Considérons
Vopérateur F' = (F1, Fy) : C(J,Ry) x C(J,Ry) = C(J,R;) x C(J,R,) défini par :

Fi(u,v)(t) = u(0) {1 + Z—E g%ds}

+ [ [ [t as (48)

Fy(u,v)(t) = v(0) [1 + Z—i; fot %ds}

N /0 t% {ﬁ /0 S(s—r)alg(u(r),v(r))dr] ds. (4.9)

Il est clair que tous les points fixes des opérateurs F} et I3 sont solutions du systéme
(220). On utilise le théoreme (B=2) de point fixe de Perov pour montrer que F' admet
un point fixe unique. En effet, si u = (uy,u2),v = (vi,v2) € C(J,Ry) x C(J,R4).
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Alors, pour tout t € J on a

| Py (ur, ug)(t) — Fi(vr, v2)(t)] <

' ‘ Uat zﬁﬁ /Os(s — 1) Laaflur — vl| + Lialus - UQHW} ds‘
‘/ / L — Hdrds‘
‘/ a>/ L uz - Hdd‘
e P T

(Luds

<

s = el | (i L

on pose
T T
a1 p(0) ) / 1 s“ H
0, = 1+—/ ——ds | + | ——==——=Luds
' H( a2 Jo ps) 0 p(s)F(a—l—l) H
et T
1 S
= | [ —— _L.,d
’ ’ p(s)T(a+1) %
donc
|Fy(ug,ug)(t) — Fi(vi,v2) ()] < 01ffuy — vr|| + Oafjug — va| (4.10)
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Faun, 0)(0)~ Faon,e)0)] < [l =] |14 72 t 2] \

+

r <1>/5< 9 s — vl + Laal — vl ds
< |uy vH[l b_ EO ‘ /Oql 1 s 1L, drds]
1

+ ||ug —

alf o
Y

| e
a+1 Lnd

/O ! Losdrds
(

/ot q(18) F(Oés—il)LmdSH

+ ||ug —

On pose
bu [ q(0) /T 1 s“
= ||1+— —Zd —_ Loid
n H e / 9T, i Tarn2*
et T
1 s8¢
= —————Lsd
" / q(s) Dot 1) =%
donc

| Fo(ug,ug)(t) — Fa(vi,v2) ()] < ml|ur — vi]] + n2lug — vaf|. (4.11)

Ainsi, on peut reformuler les inégalités (B-I0) et (E—I) sous la forme matricielle

suivante

28
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6, 0
M = 1 2
m 12

Pour appliquer le théoreme de Perov il suffit de montrer que la matrice M est

| F) - F(V) < M (” w v H>

|| Uz — U2 H

convergente vers zéro.

Montrons alors que ses valeurs propres sont dans la boule unité ouverte.

0 — X\ O

M — I\ =
T 7)2—>\

= (0 = AN)(m2 = A) — Oam
=0 — Ay — N0y + N — 1102
=N = (n2 + 0)A + (6112 — mb>)

alors
A= (02 +61)* — 4(01m2 — 17162)

= (2 — 91)2 + 4n10.

Donc les valeurs propre de la matrice M sont

:772-1-91—1—\/(772—91)2-1—477192 <1

)\1 92 9

a0y — /(o — 01)? 4 40, -
2

Puisque |\ < A1, la matrice M converge vers zéro lorsque A\; < 1, ce qui est assuré

par la condition (7).

Par conséquent, d’apres la théoreme de Perov 'application F' posseéde un point fixe

A2 1.

unique U* = (u*,v*) dans l'espace C(J,R;) x C(J,R,). Donc (u*,v*) est 'unique
solution du systeme intégrale (E=24). Ce qui acheéve la démonstration du théoreme,
puisque d’apres le lemme B=21 les fonctions u* et v* sont des solutions du systeme

différentiel fractionnaire (B-1).
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4.4 Exemple

On présente un exemple afin d’illustrer 'utilité du résultat principal. Considérons

le probléme aux limites suivantes :

( I'(a+2)

D2 (6u/(t)) = et Ma+2)

u(t) + AT a+1

v(t),

Dr(3v() = et

5u(0) + 6T/ (0) = 0,
w(T) —u'(T) =0,
50(0) + 6T%'(0) = 0,
v(T) — o' (T) = 0.

Ia+2)

U(t) + QT o+1

v(?),
(4.12)

k
pour tout ¢t € J =[0,7T] et u,v € C(J,Ry).
p(t) =6, q(t) =3,

Flu(t)o(0) = Zot By ¢ D)

I'(a+2) ['a+2)

glu(t),v(t)) =~ —

u(t) + v(t).

Soit (uy,v1), (ug,v2) € C(J,Ry) et t € [0,7]; alors an a

|f (w1, ug) — f(vr,02)]| <

et

lg(ur, u2) — g(v1, v2)|| <
5 1 s T(a+2) 2

0, =1|1— =T - ds = =

! ' 6T '+/0 6T(a+1) Tt 76
9_/T1 s Tlat+l), 1

27 ), 6T(a+1) 4T+ 7 24

5 (T6 1 s T(a+2) 1
=1—-— [ =d - ds = —
= /0 6 S|+/0 3T(a+1) Tott 773

/T 1 s TI(a+2) 1
Ny = = ds = —
o 3D(a+1) 2Te+! 6
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Chapitre 4. Application et résultat principal

M2 + 01 + /(02 — 61) + 4621

A:
2
1 1 2 11
-4 Z Z_I2y2 44— =
:6+6+\/<6 6> 249
2
_5
12
<1

Alors, les hypotheses (Hy) et (Hz) du théoreme EZ31 sont vérifiées pour chaque
0 < a < 1. Ainsi d’apres le théoréeme B2, le probléme (E-I2) posseéde une solution

unique définie sur [0, 7).
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Résumé

Nous étudions l'existence et l'unicité de la solution de certains
problémes aux limites pour des systéemes d'équations différentielles
fractionnaires non linéaires. Le but principal de ce mémoire est
I'application du theoreme de point fixe de Perov dans un espace a
métrique vectorielle.

Mots clés : Equations différentielles fractionnaires, espace métrique
généralise, théoreme de point fixe de Perov.

Abstract

We study the existence and uniqueness of the solution of boundary
value problems for systems of nonlinear fractional differential equations.
The main purpose of this thesis is the application of Perov's fixed point
theorem in a vector metric space.

Keywords : fractional differential equations, generalized metric space,
Perov's fixed point theorem.
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