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Dans ce m6moire, nous avons int6ress6 en particulier aux op6rateurs des puissances nor-

maux et leurs applications, on commence par quelques pr6liminaires sur les op6rateurs lin6aires

born6s et leurs propri6t6s, notions initiales et des th6ordrnes fondamentaux. Aprds, on donne

un rappel 6l6mentaire sur des d6finitions et des r6sultats de base sur Ies op6rateurs normaux

born6s, Ia normalit6 d'une somme et d'un produit de deux op6rateurs normaux.

Utiliser une th6orie importante propri6t6 de Fuglede-Putnam. Aprds des d6finitions et des

r6sultats de base sur Ies op6rateurs des puissances normaux, et l'op6rateur n-quasi normal.

Enfln, nous avons utilis les techniques de la th6orie des op6rateurs pour 6tudier les

6quations des op6rateurs AX - XB : C, et AXB - X : E, et en g6n6ralis6 l,6quation

A"X(A*)" - X - E avec Ia nature des solutions, et nous appliquons les r6sultats que nous

avons obtenus.

ful.ots c[6s

Op6rateur normal, n-normal, (n, k)-normal, propr6it6 tr\rgled+.Putnam.
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In this memory' we are particularly interested in the power-normal operators, and, its ap-

plications' We begin with a few preliminaries on bounded linear operators and their properties,

initial notions and fundamental theories. Then, we shall give a basic reminder on definitions

and will as basic results on bounded normal operators, the normality of a sum and a product

two normal operators. By using famous Fuglede.Putnam theory. After this we shall give a

deflnitions and basic results on power-normal operators, and the operator n power quasi normal.

Finally, we have used the techniques of operator theory to study the equations of form

AX - BX: c and AXB - x - E, end in general AX(A*)" - x - E, withthe nature of

the solutions and we applied the results we have got.

Keyworfs

Operator normal, n-normal, (n, k)-normal, property Fuglede-putnam.
llr
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Introduction

La th6orie des op6rateurs qui est une extention naturelle de la th6orie de matrices, et ces

appiications trouvent essentiellement dans plusieurs domaine_s comme 1a m6canique quan-

tique et la th6orie de symiale.

Le contenu de ce m6moire, se d6compos6 de Quatre chapitres, une introduction et une

conclusion :

Dans le premier chapitre, on rappelle tous les outils n6cessaires pour l'6laboration de ce

travail. On commence par g6n6ralit6s sur les op6rateurs lin6aires born6s, ainsi on rappelle

Ieurs propri6t6s fondamentaux et notions portant sur les espaces de Hilbert, et nous avons

6tudi6 et pr6sent6 quelques classes d'op6rateurs lin6aires [15]

(isom6trique, unitaire, auto-adj oints et positif) .

Dans Le deuxi6me chapitre on pr6sente les d6finitons et les propri6t6s importants, avec

quelques classes des op6rateurs normaux. Nous int6ressons au th6orbme classique et trbs

important dans Ia th6orie des op6rateurs born6s, et non born6s avec toutes applications [86]

ir savoir : Propri6t6 de Fhglede-Putnam .

Il existe plusieurs versions de ce propri6t6 pour les op6rateurs [fa] ' subnormaux, hyponor-

maux, p-hyponormaux, dominants, Iog-hyponormaux......,etc'.

Mais on va se contenter dans ce chapitre quelques applications de ce propri6t6 pour les

op6rateurs born6s.

- Sur la somme, et le produit des deux op6rateurs lin6aires born6s et normaux.

L'objectif du troisiEme chapitre est de donner des d6finitons, des r6sultats de base et les

propri6t6s importants des op6rateurs lin6aires born6s des puissances normaux et l'operateur



Introduction

n-quasi normal, et leurs quelques classes .

Finalement, dans Ie quatriBme chapitre, nous examinons les applications des op6rateurs

des puissances normaux, commencons par la famille d'6quations AX - xB: C sont
( a o \ I d u\

r6solublesssi : I o ' lnt I o u l*^.tsimil,i.o" erro-ton^-,{iti^-,resoluDlesssr: 

\ r , )" [; " )sontsimilaires,avecIaconrlitiondepropri6t6

de (FP)811a1.

Rosenblum t?] a montr6 que ce r6sultat reste vrai, quand A et B sont des op6rateurs

born6s auto-adjoints dans B(11) Nous avons g6n6ralis6 ces r6sultats pour l'6quation

(A+ta)X-X(B+i,0):C;

of ,4. * i,a el B + iP sont normaux et la paire (,4, B) satisfait 1a propri6t6 de Fugl}de-

Putnam (FP)rtul, et en g6neral pour l'6quation

(A- 
^)X 

+ X(B - tt): C;

telle que (" - ,\) est un op6rateur n-normal (V ), p e C).

Nous avons trait6 d'autres d'6quations sous la forme AX B - X : E qui sont l,objet du

dernier chapitre de ce m6moire, et sont admetent une solution si et seulement si :

(o-^, o \ /e_ x E \I |et I L
\ o r-^B) \ o r-^r)'

sont equivalentes dans ?l @ ?1, pour tout ) e C .

Dans ce chapitre, nous avons d6montr6 Ia solvabilit6 pour r6soudre des 6quations

A"X(A*) -\ " E, telle que B : A*.

Dans les cas,4 est un op6rateur n-normal et (A,B) satisfait Ia propri6t6 de (FP)Btul,
comme le d6tail suivant :

- si A est un op6rateur 2-normal et en g6n6rale n-normal.

- si A est un op6rateur (2,2)-normal et en g6n6rale (rz, k)-normal.

Et nous avons montr6 Ia nature de Cettes solutions .
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Chapitre 1

Pr6liminaires

Pour simplifier la lecteure de ce travail, nous pr6sentons dans ce chapitre quelques d6fini

tions et des r6sultats principaux d'analyse fonctionnelle, ces rappels concernent les espaces

de Hilbert, les op6rateurs et leurs propri6t6s sur les espaces de Hilbert, ainsi que quelques

classes d'op6rateurs.

1.1- Espaces de Hilbert

1.1.1- D6finitions et exemples

D6finition 1-.1-.L. Soit ?l un espace vectoriel . On appelle produit scalaire sur ?l toute

forme bilin6aire, d6finie positive.

On notera (* , A) Ie produit scalaire des vecteurs fr,U e ?{ c;ela signifie que I'application :

(,)''l7x'll-K:lR. ou C

@,a)*(r,Y)
v6riflant :

. Pourtout y e?l !'aplication r e77----(*,lD eK est unforrne lin6aire.

o Pour tout r,y e 7{ on a :

, \ I <r,r) si I'espace est r6el
\r,U):1

| (u , *) si I'esPace comPlexe



Propri6t6s des espaces de Hilbert

(
r Pour tout r e'll: I ("' n) : o si r : o

L(r,tr)>o si r*o
. L'espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d'un produit scalaire qui est de plus

cornplet pour la norrne

{ ll'll : \lG;d}
r Tous les espaces de Hilbert que nous consid6rerons seront suppos6s s6parables c'est-

A,-dire admettant un sous-ensemble d6nombrable dense.

Remarque 1.1.1. Notons que dans le cas complexe, on a d.onc pour tr, a e ?l et a e c :

(*, *A): d(r, A).

Exemple 1.1.1.

1) . Le prodoit scalaire sur IRN est d6fini par :

P(r,il : nrur I rzaz l "'* rnyn

or) r:(ri)rE,;<,, , U: (gr)r<l<,

. Le produit scalaire sur C est d6fini par :

forrne bilin6aire sur lR.N

/\)g\fr,a): frtutt frzuz+...+ finan 
L

or). r: (rr)r*r*, , A: (Uo)r",*, 
J

2) L'espace f,2(re) : { f: IR --' C mesurable tel que

Ie prodouit scul*ire( 
'f_

(f , g) : I f (r)s(r)dr et la norme d6finie par
J

L.L.z Propri6t6s des espaces de Hilbert

Proposition 1.L.1. (L'in6galit6 de Cauchy -schwartez )

?{ espace de Hilbert

l@, *l ^. ll"ll" llEll". Pour tout r, a e 'tt.

n'est pas forme bilin6aire .

,J trt,ll'a,. +*)

l / l: (J. rrr,rr'r,)+



Propri6t6s des espaces de Hilbert

D6finition L.\.2. (L'orthognal)

On dit quetret grsont orthogonaux, si: Vr,ye'17: (*,a):a
alors l'orthodonal de M (partie de 11) est d6finit par :

Mr : {u etl tq: Y r eH; a L *}.

Propositio n 1.L.2. (Identit6 du parall6logramme)

Pour tout (, , a) e H2, on a I'identit6 :

lln + sll;l+ ll" - a)l;, : ,(l.ll:" * llalll,)'

Appel6 l'identit6 du parall6logramme.

Proposition 1.1-.3. (Identit6 polarisation)

Soient r,ye71

ll Si p :'11 x ?l ,-- K est une forme bilin6aire sym6trique sur E, on a :

1r / \ , .-lp(r, A) : alw@ 
* a, r + il - p@ - A, * - il)

(*, u): i(u, + all' -ll" - uil,)

2/ Si K: C et si p:?l x?L* C est une forme sesquilin6aire sur I/ on a:

1r
e(n, a) : ilr\ * a, r + il - p@ - a, n - y) + tp(r *,iy, r + i,il - i,p(r - ty, r - i,y)f.

Alors :

v r, a, ll, * yll' : ll"ll' * z(*,a) + llyll'

v r, y' fl, -all' : llrll'- 2(", a)+ llsll'.

Th6ortsme 1.1.1. [6] (Projection)

Soit A un ensemble corrvexe ferm6 (et non vicle) de ?l alors pour tout a s ?4, il existe un

uniqueAeAteique:

#ill"-oll:ll *-all
Autrement dit : il existe un unique point y e ,4 qui est d, une distence de r, la plus

petite possible ce point y , s'appele la projection de r sur A .



G6n6raiit6s sur les op6rateurs lin6aires born6s

corollaire 1-1-1- soit P sous espace vectoriel ferm6 d,e'11,, et soit fre?l

1) soit a e F tell que Il, - yll : #ll. - 4,,.

Alors (" - ,) est orthogonal d, F ( i.e orthogonal d, tous 1es vecteurs z e F )

2) R6ciproquement si g e P, et tel que : (r - g) 1 F, alors

ll, - yll : *$ ll. - 4l; i.e a est 1a projection de r sur F.

Ddfinition 1.1.3. On notera A : Pr(r), et on dira que y est la projection orthogonale
de r sur F.

L.2 G6n6ralit6s sur les op6rateurs lin6aires born6s

L.2.L D6flnitions et exemples

D6flnition 1.2.1. (Op6rateur lin6aire)

Soierrt E et F deux espaces vectoriels D(7) c O dans F l'application

T : D(T) c E,-- P;

(Og) est Ia domaine de 7) qui v6rifie les conditions suivantes :

1) Vz, y e DQ): T(r,u):T(r) +r(il ( condition additive ).

2) VreD(T), V.\e K(K: IRouC) : T(\r):.\?(r) (conditionhomogdne).

Remarque L.z.L.

1. d'autre termes, I'op6rateur T : DQ) c E * .F. est lin6aire ssi :

T(Ar, p,0 : AT(r) + pT(d,V,tr, peK et y r, U e D(T).

2. Le vecteur 7(r) est en g6n6rale [ .

Ddfinition L,2.2. (Op6rateur continu)

Soient E et F deux espaces de Hilbert un op6rateur lin6ajre continu, A d6fini de ,E dans F.

est une application lin6aire et continue de .o et -F c'est -i -dire : v r e E, Ar e F

V (*, il e E x E, V (a, P) elR. : .A(ar + pil : qAr+ fr Aa.

lc > 0 : Vre -8, tel que : ll,4"ll" < "llrll'



G6n6ralit6s sur les op6rateurs lin6aires born6s

le plus petit nombre"c" s'appelle la norme de 1'op6rateur A et se note ll/ll i "

ll.4ll 
: 

?)B ffi : 
il:li:, 

llA4l,: 
il:]i:, 

tla*ll,

D6finition L.2.3. (L'op6rateur born6)

On dit que l'op6rateur ,4 : E - F est born6 s'il fait correspondre d tout ensemble born6

dans D(A) un ensemble born6 dans l'espace F.

D6finition L.2.4. Un op6rateur lin6aire A : E *- F tel que D(,4) : ?l est born6 si et

seulement si pour tout r e ?7, an a

lla*ll, < .ll"ll,

Th6ortsme L.z.L. Soit un op6rateur lin6aire A: E *-+ F tel que D(,4) :11 .

A est continu si et seulement s'il est born6.

Exemple L.z.L. 1. L'op6rateur de multiplication

Tr: c[0,1] *c[0,1]

f (r) * rf (");
est born6 car : ll"/ll : sup.lrl(r)l < ll/ll*

ce[o,r]

:+ llf ll*' c: t.

2. L'op6rateur de d6rivation

T : cl la,b],-- cla,b]

f(t) - f,(t).
7 est born6 ssi :

Ona:

lc> o' ll"/ll* < 
"ll/11",; 

Vf e ctlo,d.

:,:il1, lr f (t)l :,:p, l/'(')l llr';;-llrrll*



G6n6ralit6s sur les op6rateurs lin6aires born6s

on sait que : ll/lla : llf ll- + llf,ll".
D'or). :

llrrll* < llrll.,
Donc 7 est born6.

Th6orEme 1.2.2, Pour tout op6rateur lin6aire ? sur un espace de Hilbert ?l,les assertions

suivantes sont equivalentes :

(i) 7 est born6.

(ii) 7 est continu dans I'espace ?1.

(iii) 
" 

est continu en un point 16 de l'espace ?1.

Preuve : On remarque que (ll1 + (i,,i,i,), d,onc il suffit de d6montrer (Z) 
- 

(ZZ)

et (iii) 
- 

(r).

r (z) + (ze) : Soit r0 vecteur quelconque de 71 et (r,,),ex une suite dans'11. Comme

llr*" - r"oll : llr@"- "o)ll < llrllll," - "oll.

On a donc

(*n*ro) 
- 

({7""1 
-{T*o\),

d'or) la continuit6 de 7.

. (ii,i) :* (r) : Soit 7 un op6rateur lin6aire continu en rs e ?{

supposons Ie contraire, Soit 7 non born6, alors pour tout entier naturel n, il existe

un vecteur non nul rn e H tel que ll"r"il , " ll""ll.

Si on pose a,: f;n t, alors lly,,ll : 1.' 
"ll""ll) 

-'-'-- ttrtttt n

Or Un + 0, donc Un I ro ------- roi rnais

llr@,1,0) - 7,oll : llry,ll : ffi = 4""11 :,
Donc ? n'est pas continu en rs d'ot la contradiction, et par cons6quent ? est born6.



L'inverse d'un op6rateur lin6aire born6

Ddfinition L.2.5. [8](Type des convergences)

Une suite (7")".x d'op6rateurs lin6aires bornes sur un espace de Hilbert ?1, et soit f e B(11).

a) La suite (flr)rrsry conv€rge uniformement vers ? si

Jf.. llT" - 7ll : o.

b) La suite (Q),eN converge fortmement vers 7 si

c) Lasuite (?,),gNJ converg- r"rrr*:?:.:r'l'rr: 
O

(7.* , il - (fr, s) ,=*$ .

L.2.2 L'inverse d'un op6rateur lin6aire born6

D6finition 1.2.6. (Inversibilit6)
Soient E et F deux espaces norm6s, A e L(E,F) l'op6rateur A est dit inversible si pour

tout g e -F" I'6quation Ar : y admet une seule soiution .

D6finition L.2.7. [12] (Op6rateur invers6)

On dit que A e L(E,F) est inversible. S'il existe S e L(F,E) tel que

AS : IE et SA: IF.

On appelle l'inverse de ,4 est not6 par /-1.

Th6or6me L.2.3. L'op6rateur A-L inverse d'un op6rateur lin6aire A est aussi lin6aire.

Remarque 1.2.2. Ae L(E,F) est inversible s'il est injectif et A-t est continu (born6).

D6finition 1.2.8. [15] (Similarit6)
Soient,4,B deux op6rateurs dans B(?l), on dit que -4,.B Sont similaires si et seulement

il existe un op6rateur inversible 7, tel que

B : TAT_I.

D6finition L.2.9. Si 7 est un op6rateur lin6aire born6, La trace de 7 est la somme des

6l6ments diagonaux de Ia matrice de ? dans une base quelconque. On note trT.

Remarque 1.2.3. [12] Si T e B(1i), La trace de l,op6rateur inverse de ?

trT



Adjoint d'un op6rateur lin6aire born6

1.2.3 Adjoint d'un op6rateur lin6aire born6

D6finition L.Z.LO. [47] L'unique op6rateur lin6aire T* e t(K, 7l) tel que :

V re ?1,V AeTL: (Tr,,U): (r,T*A) est appel6 I'adjoint de 7.

Exemple 1.2.2. Soit

,4 : lR.2 '-, IR2

@,a) -'(r, o).

On pose X : (h,ar), Y : (rz,ar)

on a <AX,Y>: (X,,4*Y), alors <AX,Y>: ((rr,0),(rr,Uz)): rpy
D'autre part : on pose

A*y:Z:(21,22).

On a : <X, A*Y> : ((rr, Ut) , (zr, rr)) : :x121 * !122.

Donc z1 : 12, z2: Q ctbri : A*Y : A*(*r,az): (r2,0).

Donc A*(r,il : @,0).

Proposition 1.2.1. Soit 71, espace de Hilbert et soit T e B(17) alors, I'application T ,-- T"
est isometrique de B(17) dans B(?l) de plus :

1. (7*)* :7.

z llr.ll : ll?ll

e llr.rll : llrll'
Preuve :

1. On montre que: (7r,A>: ((?.).r,A>,V re H,V ye K. On a:

(T*, a) : (n, T*a) : <r-.a O: (y, (rr) : ((T*)*y , r). D'od (T*)* : T.

2. On a d'apr6s la preuve de th6ortsme pr6c6de.t llr.ll < llrll " ll?ll : ll(".).ll
donc ll".ll : llrll

3 on a llr.rll < llr.llllrll : ll"ll'
D'autre part, en utilisant Y r e H:

llr4l' : (rr,r*): (r*rr,r) < llr-r"llllrll < llr.rllllrll'?.

10



Op6rateurs isom6triques, unitaires, auto-adjoints, positifs

Et on sait que ' Il"ll' :,-yp Y#*,,)y llr.rilllrll' < llr.rll
Do,c : llrll': 1r-rtt 

r*o ll"ll-

Proposition L.2.2. [47] Soient S,T e B(?l,K) on a :

1. (aT + 0S). : aT* +ES*, a, p e C..

2. (TS). : S*T*.

3. Si 7 est inversible 7n est inversible et (?*)-1 : (?-t)*.

Lemme 7.2.L. [8] Soient '17, K deux espaces de l{iibert et ? e B('11,K) on a :

i) kerT : (IruT")L.

ii) kerT* : (IrnT)L.

111) kerT": {0} +Tndl : K.

Lemme L.2.2. Soit ? e B(7{) inversible

alors 7* est inversible et satisfait : (7-1)* : (7*)-,.

Preuve

TT-r : T-rT : I (T est inversible ) d,or) (TT-r). : I* : I (T-L)*T* : T* (T-L)* : I .

Alors T* est inversible et (7*)-1 : (7-1)*.

L.2.4 op6rateurs isom6triques, unitaires, auto-adjoints, positifs

Op6rateur isom6trie

D6finition L.Z.LL. On dit que ,4 e B(17) un op6rateur isom6trie (ou isom6trique) si :

A* A : 1; or) bien , Ila"ll : ll"ll, Vr e H.

Op6rateur unitaire

D6finition L.2.L2. Soit ?l un espace de Hilbert, U e B(?l). On dit que [/ est un op6rateur

unitaire si : [/ est inversible et

tt-l tr*U :L)

11



Op6rateurs isom6triques, unitaires, auto-adj oints, positifs

Proposition 1.2.3. soient (J,v e B(?l) des op6rateurs unitaires. Alors :

(i) t/ est isom6trique .

(ii) llull : 1.

(iii) U-1 et [J* sont unitaires.

(iv) UV est unitaire.

Preuve

(i) Pour tout u e ?7, on a bien :

llurll' : ([Ju , ur): (u*uu, a): (u , r): llril,.

(ii) Si llrrrll : llull no", tour o e ?t, arors :

II.,II ::}Pffi:,
(iii) c'est une cons6quence imm6diate de Ia proposition pr6sident.

(iv) On a bien (UV1-t : [J-ty-r : V,IJ* : (UV)*.

Pour contre, une application lin6aire isom6trique n'est pas forc6ment unitaire.

Op6rateur auto-adjoint

D6finition 1.2.13. [47] Soient ?h et llz d,eux espaces de Hilbert et T e B(7lr,1lr)
L'op6rateur adjoint de ? est I'op6rateur lin6aire T* :.1{2,-?lr caract6ris6 par

(T*A,r)x,:(a,T*)xr.

Pour tout a e 71t, u e 772, on dit que T est sym6trique ou que z est hermitien .

Exemple L.2.3. Soit A e M2(R.) tq

(n 2\

': (,, ,) 
d'oit' A* :

On remarque que : A : A* donc est auto-adjoint.

(;;)
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Racin carr6e d'un op6rateur lin6aire born6

Th6orEme 7.2.4. [15](Norme d,un op6rateur auto-adjoint)
Si 7 est un op6rateur auto-adjoint alors

llTll : sup l(?r,z)1.
ll"ll:,

Proposition L.2.4. Soit ?l un espace de Hilbert complexe, et T e B(?1) auto*adjoint alors :

(Tr, r) : (r, Tr) eIR, Vr e ?{.

Corollaire I".2.1. Si ?l est un espa"be de Hilbert, et ? e B(?1) un op6rateur auto-adioint

alors

(Tr,r):g =+?:0, Yre?1.

Proposition 1.2.5. [7] si 7r et 72 deux op6rateurs auto-adjoint alors

_ l. aT1+ 0Tz est un op6rateur auto-adjoint, Y a,0 e lR.

2. TtTz est un op6rateur auto-adjoint si T1T2 : 7r7,

3. Si 7 est un op6rateur quelconque alors, ?*7, TTn et T * ?* sont auto-adjoints.

Op6rateurs positifs

D6flnition L.2.L4. On dit qu'un op6rateur ? sur un espace de Hilbert ?l est positif s'il
v6rifie ;

(r,Tr)>0, Yre74;

c:r 6crit T B est positif si T ) B.

En utilisant f identit6 de polarisation on voit qu'un op6rateur positif est n6ssairement auto-

adjoint.

L.2.5 Racin carr6e d'un op6rateur lin6aire born6

D6finition 1.2.15. Soit 7 e B(71), on dit que,S e B0{ est la racine carr6 de ? si : 52 : T.

Th6or6me L.2.5. Soit 7 un op6rateur lin6aire born6 positif, alors il existe un unique

op6rateur positif S tel que ; 52 : T.

De plus : Si 7 commute avec B, alors B commute avec ,g on note s : Ti.

13



Les commutateurs

Exemple L.2.4.
/\

1. L'op6rateur,S: (; :) 
." la racine carre de I'op6rateur r: (; ,:)

Th6or6me l-2-6. (D6composition polaire d'un op6rateur lin6aire horn6)
Soit 7 e B(71) et inversible, alors T:UR oi -R est positif et [/ est unitaire.

Preuve : Puisque 7 est inversible, 7* est aussi, donc d'ori 7*? est inversible.

Puisque T*T > 0, alors (?n?); : l"l existe, et elle est m6me inversible, on prend :

R: (T*T)* et IJ : TR-L

donc il reste de montre que U est unitaire on a :

tJn(J : ("R-1)*("R*) : (ft-1)nr*?,R-1,

(rB-t : (E-'). car R positif ) R-1(".7)R-1 : I, (car T*T : R).

L.2.6 Les commutateurs

Soit E un espace vEctoriel norm6 complexe de dimension infinie.

D6finition 1.2.16. [t3] et [16]

1. Un 616ment X cle B(E) est appelS commutateur s'il existe T et B de B(E), tels que

X :TB - BT-

2. Le commutant de ? e B(E) est l'ensemble d6fini par

1T)':{ara1n1,TB:ur}
3. Le bicommutant de 7 e B(E) est l'ensemble d6fini par

{A\" : {c, a1n1,cB: BC,vB, o,}.

Proposition 1.2.6

i,) A,: {trl,i;
ii) A'est une sous-alg6hre de A(E).

iii) Att est une sous-alg6bre commutative de B(E).

ru) Tout polyn6me de ,4. appartienta -4l'

14



Spectre des op6rateurs lin6aires born6s

1.3 Spectre des op6rateurs lin6aires born6s

D6finition 1.3.1. [47] Soit ? un op6rateur lin6aire born6 sur un espace de Hilbert com-

plexe :

o Le nombre A e c s'appelle un point r6gulier de l'op6rateur ?, si (T - ,\/) est

inversible de ?l dans ?1 et (T -.\1;-t e BQI).

r L'ensemble des points r6gulier de l'op6rateur ? s'appelle l'ensemble r6solvant
et note par p(T) tel que

" p(") : {,1=c: T-\Ii,nuersi,ble\.

o La compl6mentaire de p(T) on note par o(?) est appel6 le spectre de l'op$rateur
7, et enfin la r6solvante de 7 d6fini par :

E.r(r) + {fr - ^)-', 
.l e p(r)}.

D6flnition 1.3.2. [16] Pour T e B(7{)

r Si .\ eo(T)et 19e7{,p*0tel que:79:)9
on dit que p est un vecteur propre de 7 associ6 i la valeur propre .\ .

. L'ensemble des valeurs propres de 7 est appel6 spectre ponctuel, not6 or(7) et

d6fini n*., {.f e C : ?-,\1 non injectif } : {^ e C. : Ker(T - ^I)* 
r}

r si .\ e o(T)lor(T) er Im(r - 
^I) 

: ?1, or dit que .\ est dans le spectre continue
de 7 not6 o.(T) donc est d6fini par

,"(T): {^. C : ? - .\/ injectif et rm(T - }I) +irn@:TD : ?t\.

r Si .\ e o(?)\oo(7) et Im(T - )1) + '11, on dit que : .\ appartient au spectre
r6sident not6 o,(7) telque :

o,(T): {^ . C. : T - \I i,njecti,f "tlm@:Tfi * *l
: {^. a(T)\or("),1*(T - AI) * rt\

. Le spectre approch6 de T e B(11) est l'ensemble

oo(T): {^ . C. :1(r*) c X; llz,ll : r et Jgg(" - .\1)r, : 0}

15



Spectre des op6rateurs lin6aires born6s

Remarque 1.3.1. 6(T) : oo(T) v o"(T) v o,(T).

D6finition 1.3.3. [6] (Rayon spectrale)

Soit 7 op6rateur bom6 dans B(71), le rayon spectral de ? est r(") or)

,(T): sup l)1.
Aeo('I')

Th6or6me 1.3.1. Soit ?l est un espace de Hilbert complexe et ? e B(?1) alors on a :

1

1) La limite ,HL(llf"lli" est existe et eite 6gate h r(?)

/11\
I i, "_i1+*(llr"ll) " :,pt(llr"lll" 

I

2) Si 7 est un op6rateur auto-adjoint, alors : r(T): llfll.

16
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Chapitre 2

Les op6rateurs lin6aires born6s et

normaux

Nous pr6sentons Dans ce chapitre les d6fnitions et les principaux r6sultats sur 1es op6-

rateurs normaux.

2.L D6finitions et propri6t6s

D6finition z.L.L. [15] On dit que f e B(H) est un op6rateur normal, si 7 commute avec

son adjoint : T*T : TT*.

Exemple 2.1.L.

(* o\ /- o\1/ soit f : l* | ,tel que a,beC, d,or) Z* : l" _ l.
_\o lL \oE)

On a: T*T :77*, alors 7 est normal.

2l On consid6re l'opErateur ( multiplicalionT, par une fonction mesurable born6 <p.)

T, : L2 [0, t] --" L2l},tl

rrf (t) : e(t)f (t).

Ona:

(rrf , n>: f' e(t)I(L)s(t)dL
JO

n1

J, rawd g@at

t7



Les op6rateurs lin6aires born6s et normaux

/'1: 
J" 

rAldnAil: <f Q),rAlsAl).

Donc : r$t(t): e1t1s1t\,, o&bien r;f (t):v@tAl.
Donc, TiT* : T*T$

L'op6rateur Q est un hermitien (auto-adjoint) s'il la fonction rp est r6elle.

Proposition Z.L.L. Soit ? e B(?7),les assertions suivantes sont 6quivalentes

1. 7 est normal.

z. llrrll: ll"-rll, pour tout r e?{.

3. Dans Ies cas complexes, les parties r6elles et imaginaires de ? commutent.

Preuve :

- Pour r e ?7, alors :

llr4l' - llr."ll'

!i.l_I.":.:::'
Donc l'6quivalence de 1 et 2.

- On pose : T : A+iB, tel que : A: Re(T),el B: ImQ).
Ona:

T* : A-i.8, etT*T -TT* :2i(AB - BA).

D'or) : T*T :7?* si et seulement si AB: BA.

Corollaire z.L.L. Si ? e B(H) est normal, on a

Ker(T): Ker(T*).

Proposition 2.L.2. Soit 7 est normal) on a :

1. L'op6rateur aT est aussi normal pour tout a e C.

2. L'op6rateur Tn est normal pour tout n e N*.

18



lin6aires born6s et normaux

Preuve :

1) Nous avons :

@f)@:f). : aaTT*, et (aT)*(aT): aaT*T.

Puisque 7 est normal, d'ot il sont 6gaux.

2) 7 est normal, d'ori 7?* : T*T

- 
(TT*)" : (T*T)"

- 
Tru(T*)" : (T*)"Tn

- 
ftu(fn)* : (Tn)*T,. C'est -d,-dire ?" est normal, pour tout n € N[* .

Corollaire 2.L.2. Soit P est polyn6me et ? est un op6rateur normal. Alors P(?) est aussi

normal.

Remarque z.L.L. ?'normal + 7 normal.

Exemple 2.1.2. Sorr, : (U ' )
/ \ \0-i)

on a : r' : (-^' o 
) .=- T2 esLnormal, mais T n'est pas normal.

\0 4)
Proposition 2.1.3. Soit 7 e B(71) est norrnal) on a :

Ker(T)@Im(T):71.

Preuve : On sait que :

d'oi

Donc

'11: Ker(T-) @ (/rer17*))1 : Ker('r:) @O@.

Proposition 2.L.4. (Inverse d'un op6rateur normal )
Soit 7 e B('17) est normal et inversible d'inverse ?-1. Alors T-1 est aussi normal.

Preuve:Ona:
(T-r)*7-t: (?*)-1f-1
: (ff.1-t: (7*?)-1 (car T normal)

: ?-1(?-*)-1 : ?-1(?"-1)*.

Donc ?-1 est un op6rateur normal.

Ker(T*): (IruT)L,

(Ker(r*))L : ((Im,T)r1t :(I@.
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Propri6t6 de Fuglede-Putnam

Proposition 2.1.5. Soit 7 e B(?1),les assertions suivantes sont 6quivalentes

i) 7 est normal.

ii) 7-17.( ou 7n?-1) est unitaire.

iii) il existe un op6rateur unitaire U tel que : T* : [JT.

Preuve : Montrons que :

. z) 
- 

ii,) On a:
(T-rT*)" (T-1?*) : ?(?-')* T-tT*

TT-t (T-t)*T* : I(TT-I). : I'
c ii,) ---- i,ii) Clair .

. i,i,i) ----i z) Pour tout r € 11, on a :

llr-rll' - llurrll'
: (UTI,UT r) : (T r,U*UT r)

: llr*ll'.
Donc, T est normal.

2.2 Propri6t6 de Fulglede-Putnam

La propri6t6 de Fuglede joue w r\le tr6s important dans 1a th6orie des op6rateurs born6s

et non-born6s avec toutes ses applications. Plusieurs travaillent sur ce propri6t6. Apr6s la

preuve de Fuglede-Putnam, Rosenblum a donn6 une preuve simple en utilisant Ie th6orbme

de Liouville. Berberian a donn6 une autre preuve avec une matrice qui fait l'6quivalence

entre celle de Fuglede et Putnam.

2.2.L Propri6t6 de Rrglede pour les op6rateurs born6s

ThdorEme 2.2.t. l36l(Frrglede - 1950)

Soient ? et N deux op6rateurs born6s sur un espace de Hilbert ?l,teLs que ?//: /{? ori

N est normal. Alors,

AN* : lf*.4.
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Quelques classes des op6rateurs normaux

Puis en 1951 Putnam a fait 1a g6n6ralisation au cas cle deux op6rateurs normaux.

Th6ortsme 2.2.2. [36] (Fuglede-Putnam-Rosenblum) :

Supposons que M, N et r e BQI) avec M,l/ sont normaux et MT: ?ly'. Alors

III*T :7I/*.

2.3 Quelques classes des opdrateurs normaux

2.3.L Op6rateurs quasi-normaux

D6finition 2.3.L. on dit que ,5 e B(17) est un op6rateur quasi-normal si :

,S commute avec ,S*S.

Proposition 2.3.1. Si S : UT est la d6composition polaire de S, alors ,9 est quasi-normal

si et seulement si : T et U commutent.

Preuve : T : lSl : (.9-S)*, [/ est une isom6trie partielle.

1. Si S est quasi-normal a,lors S et,S*,S commutent) avec,S*,S: T2. Cela implique:

,S et 7 commutent d'oir :

ST _ 7,S: O

: UTT -TUT
: (ur - ru)T
---; (UT - TU) : s

--; UT : TU.

2.

Si UT : TU -; UTTT : TUTT : TTUT
'--- ST2 :T2S

---; ,S est quasi-normal .

Proposition 2.3.2. Chaque op6rateur quasi-normal est un op6rateur sous-normal.

Lemme 2.3.1. Si 1{ est une extension minimale normal de ,S alors : ,S est quasi-normal si

et seulement si 7l est imariant par If*N.
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Quelques classes des op6rateurs normaux

Preuve : Si S est quasi-normal et / e ?l alors

lls.s/ll' : <s*sf ,s-,s/)
: <s f ,,9.9.s/)
: <s f , s. s, f> : <s, f , s, f>
: Ils'/ll'
: lll/'/ll'
: lln.nfll'

Par cons6quent 1/*I// e ?{. L'inverse est clair.

2.3.2 Op6rateurs sous normaux

D6flnition 2.3.2. Un op6rateur 7 e B(11) est dit sous-normal, s'il existe un espace rj.e

Hilbert K = ?{ et un op6rateur normal l/ e B(K), tels que

?l est invariant pour Iy' et 7 : N l, .

En d'autres termes, 7 est dit sous-normal s'il existe un espace de Hilbert K, tel que 71

est un sous-espace de K, et il existe un op6rateur normal If e B(K) qui s'6crit, selon Ia

d6composition K :'11@?lL, sous Ia forme

le 81: 
L; ;_] ' "' Ae B(?t)' B e (71r"tt) 'c e B(Hr)

Exemple 2.3.L.

1. Tout op6rateur normal est un sous-normal.

2. Tout op6rateur isom6trique est un sous-normal.

2.3.3 Op6rateurs hyponormaux

D6flnition 2.3.3. Un op6rateur 7 est hyponormal si :

TNT >- TT*.

Proposition 2.3.3. Soit 7 un op6rateur hyponormal. Si ? est inversible alors ?-1 est

hyponormai.
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Quelques classes des op6rateurs normaux

Preuve : Cette preuve utilise ie fait que si ? est un op6rateur inversible positif

et T 21, alors 7-1 < 1.

Puisque :

T*T > TT*:

et 7 est inversible alors

T-tT*TT*-t >- T*rTTnT*-l : I.

Par cons6quent : T*T-|T*-tf < 1 donc :

y-ty*-t g 7*-r7-r.

D'ot 7-1 est hyponormal.

Proposition 2.3.4. Si 7 un op6rateur hyponormal, ators ll""ll : llfll" , n e N.

Preuve : Si / e'Jl et, n ) 1, alors

llr,"fll' : (T"f ,T^f)
: (T*T"f ,7"-tf> < llr.r"/llll""-'lll
< ll""*'/llll""-'lll

Par cons6quent 
ilr,ll, < ll7,*r/llllr-rrll

Nous allons maintenant prouver l'6ga1it6 par r6currence.

Clairement, il est vrai pour n: l, et supposons donc que :

llr*ll : llrllk, po"' 1(k(n.

Arors : llrll- : llr"ll'< ll""*'/llilr"-rfll, d,or llr/ll"*' < ll""*,/ll.
L'in6galit6 inverse est valable pour tous les op6rateurs alors :

llrfll"*' < ll""*'/ll < llrfll"*' ----i llr/ll"*' : llr"*'/ll
Ainsi, pour chaque nombre naturel n, ll""ll : 11"il".

Proposition 2.3.5. : chaque op6rateur sous-normal est hyponormal.
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Spectre d'un op6rateur normal

Preuve : Soit ,S un op6rateur sous-rormal, et N son extension minimale normal. Si nous

6crivons /\/\ls x\ 1s'* 0 \,^/:l L rr*:l- - l.
\o r) \x. r.)'

Alors

0: r/*r/ - r/Ar* : ('"' 's*x )- (tt. + xx* *')
\ x-s X*x + TT* I t T*x* TT. l'\ '-- / \ /

Par cons6quent 0 : ^9*S -,S,9* - XX*, ou S*,5 -,S,Sn : XX* > 0.

En g6n6ralisant Ie concept de normalit6, plusieurs auteurs ont introduit les classes des op6-

Tateurs non-normaux.
' Notre nouvelle classe occupe l'endroit indiqu6 dans les schdma suivant et les inclusions sont

tous appropri6s :

oP6tateur normal c op6rateur quasi-normal c op6rateur sous-normal c op6rateur

hyponorn-tal.

2.4 Spectre d'un op6rateur normal

Proposition 2.4.L. [7] Soit f e BQI est normal, alors ;

1. Si Tu:.\r, te1 que )e C et,reIl. Alors; T*r:)r.
2. Deux espaces propres de ? associ6 d, des valeurs propres distincts sont orthogonaux .

Proposition 2.4.2. Le rayon spectral cl'un op6rateur norrnal T e B(?t) v6rifie :

r(") : ll"ll.

Preuve : On suppose d'abord que 7 est auto-adjoint.

on a llr'?ll : Il?,ll' et par r6currence sur n I'on obtient pour tout n e N la relation

llr'"il = Ilrll'",ilvient r(T) :,B llr*il'-" : llrll
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Spectre d'un op6rateur normal

On revient au cas normal, l'6l6ment ??* est auto-adjoint et il s'ensuit que l'on a :

,e):,rgt llr"ll*
:,,q (ilr"t'"1.1*)+

:,r5 (ilrrr.l"il*)+
: (r(TT.))+ : 11rr.ll);
: ll"ll

Proposition 2.4.3. Le spectre r6siduel d'un op6rateur normal est vide.

Dans Ie r6sultat suivant, nous pr6sentons certaines caract6risations du spectre continu d'un

_op6rateur normal born6.

Th6orEme 2.4.L. Soit 7 e B(H) est normal, les assertions suivantes sont 6quivalentes :

i) .\ e o.(T).

ii) ) e o(7)\ar(7).

iii) 7 - )1 est injectif, et llirnsgs de (" - M)(?t) n'a pas ferm6e.

Preuve :

i.i') -; i) Puisque .\ e o(?)\or(7), alors T - AI est injectif, mais ne pas surjectif.

Supposons que f image (T - 
^I)(?1) 

n'est pas dense dans ?1, alors

il existe z e (T - 
^I)(11)L. 

Par cons6quent nous avons,

z e (T - 
^I)(?DL 

: Ker(T* -).t11u11 : Ker(T - )1).

D'oi contradiction, donc nous concluons que : ,\ e o.(T).

'i) 
- 

i,ii) Est 6vidente i, partir de la d6finition du spectre continu.

i,i,i) 
- 

i11 On a 7 - )1 est injectif, alors .\ # oo(T).

Supposons que .\ e oo(T), alors il existe un op6rateur (inv6rsible ) ^9 
e B(11) tel

que : S(7 - ).1)r: r, pour la,tt r e 'll.

En particulier nous avons

1

mll"ll 
< lltr - v)rll , Yr e'11.

D'orf (T - 
^I)(11) 

est complet et ferm6e dans '17, qui est une contradiction.

Nous concluons que : ,\ e o(")\oo(T).
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Normalit6 d'une somme de deux op6rateurs normaux

Proposition 2.4.4. Le spectre d'un op6rateur normal est 6gale i, le spectre approximatif

o(T) : o"(T).

Corollaire 2.4.L. Soit 7 e B(?t) est un op6rateur normal. Alors,

o(T) : oo(T) v o"(T) : o"(T).

Thdor6me 2.4.2. Soit ?i est un espace de Hilbert complexe, soit ? e B(11) un op6rateur

normal et .\ e C. On a

t p€):{^.4:ft("1) :7{}
-{ 2. oo(T): {^ u a : n@ * r\

z. o": 
{,1 

. c , m("^) : ?l et m(")) * r\
4. o,(T): s

2.5 Normalit6 d'une somme de deux op6rateurs nor-

maux born6s

Dans cette section les op6rateurs sont suppos6s 6tre born6s. Tout d'abord, nous notons

que la somme de deux op6rateurs normaux n'est pas toujours normal, comme indiqu6 en

exemple suivant :

Exemple 2.5.L. Consid6rons 1es matrices A et B d6fnies que :

^: (l ,') , B: (; i)
On remrque que / et B sont normaux (B auto-adjoint) mais :

ln 1\A+B:l I n,estpasnormal.

\3 2l

Proposition 2.5.L. Soient A et B deux op6rateurs normaux born6s, si A commute avec

B*. Alors, A + B est normal.
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Normalit6 d'une somme de deux op6rateurs normaux

Preuve Montrons que : (A+ B)(A+ B)* : (A + B).(A+ B).
Ona:

(A+ B)(A+ B)* : (A + B)(A. + B*)

: AAn + AB* + BAn + BB*.

Et

(A+ B)(A+ B)* : AA* + AB* + BA* + BB*.

D'apr6s la propri6t6 de Fuglede-Putnum, et par Ia normalit 6 de Aet B on aura :

(A+ B)(A + B)* : AnA+ B"A+ A*B + B*B

, : A(A + B) + B.(A+ B)

: (A* + B*)(A + B)
: (A + B).(A+ B).

Puisque

AB* : B*A, BA* : A*8.

Combinaison de ces derix 6quations avec la normalitl de A et B donnent 1'6galit6 des deux

6quations, done 6tablir la normalit6 de A+ B.

Remarque 2.5J. L'inrrerse de Ia proposition pr6c6dente n'est pas toujours vrai. On peut

construire beaucoup de contre-exemples.

Exempre z.s.z.sot ? : (i ;) * normar, comme

Alors on a : (; :) " (l i) -,. normaux mais n'est pas commutent.

Remarque 2.5.2. 132)

1. Dans Ia proposition pr6c6dente on peut remplace la commutativit6 de A et B*, par

la commutativit6 de A et B .

': (; :) . (l r)

27



Normalit6 d'un produit de deux op6rateurs normaux born6s

2. La normalit6 de A + B n'implique pas la commutativit6 de A et B.

Corollaire 2.5.1. Si ,4 et B sont deux opdrateurs auto-adjoints commutant, alors :

A + iB est normal.

Proposition 2.5.2. Soient A et, B deux op6rateurs normaux born6s.

Si AB* el B*A sont auto-adjoints. Alors

1a nprmalit6 de A + B implique que la commutativit6 de ,4 et B.

Preuve : Puisque A, B et A + B sont normaux, on trouve

A*B + B*A: BA* + AB*

Comme AB* et B*y' sont auto-adjoints. Alors,

(AB*)* : BA* : AB* et (B*A)* : A*B: B*A.

On obtierit Bu A : AB". D'apr6s Ia propri6t6 de F\rglede-Putnam. Alors :

AB : BA.

2.6 Normalit6 d'un produit de deux op6rateurs nor-

maux born6s

Thdor6me 2.6.L. [27] Soient A et B deux operateurs born6s tels que A et AB sont normaux.

Alors : A* AB : BA* A <--; (BA) est normal.

Preuve : Montrons qu.e : A* AB : B A* A + (B A) est normal

Nous posons A:IJP alors A : P(J, ou [/ est unitaire et P est positif

de plus ils commutent, A*A: AA* : P2 car,4 est normal et d'apr6s Ie calcul on obtient

P2B: P2B implique PB: PB

U.(AB)U : U"UPBU

: PBU

: BPU

: BA,
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Normalit6 d'un produit de deux op6rateurs normaux born6s

(BA)(BA). : U.(AB)U (u.(AB)U).

: u.(AB)UU*(AB)*U

: u* (AB)(AB).U

: u" (AB)* (AB)U

: u*(AB)*UU.(AB)U

: (BA).(BA).
Alors BA est normal.

Montrons que :

(BA) est normal + A*AB: BA*A?

on a ABA: ABA + (AB)A: A(BA), et d'aprbs Ia propri6t6 de Fuglede-putnam

(AB). A: A(BA)* + ((AB). A)* : (A(BA)*)* ,

alors A*(,48): (BA)A*, donc A*AB: BAA*.

Th6orEme 2.6.2. [27] Soient A et B deux op6rateurs born6s et normaux. Alors :

( a.,qs: BA*A
{ : (BA) et (,48) sont normaux.

I BB.A: ABB*

Preuve :

Lq.,Ln: BA*A
1- I + @A) et (AB) sont normaux.

I BB.A: ABB*

Ona:

donc AB est normal

(AB). (AB) :B* A* AB : B* BAA*

: ABB*A*

: (AB)(AB).

(BA)"(BA) : A* B* BA

: A*ABB*

: BAA* B*

: (BA)(BA).

alors 8,4 est normal.
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Normalit6 d'un produit de deux op6rateurs normaux born6s

L'impiication inverse

2- (BA) et (AB)sont normaux =+ { 
e.'+e : BA*A

I BB.A: ABB*

Ona:
ABA: ABA +(AB)A: A(BA)

+ (AB)* A : A(B A)* , d'aprbs F\rglede-Putnam

+ BnA*A: AA*Bn

+ (B* A* A)* : (AA* B*)*

+ A*AB : BA*A

Ona:
BAB : BAB +(BA)B : B(AB)

+ (BA). B : B(AB)*, d'aprds Fuglede.Putnam

+ A*B"B: BB*A*

+ (A*B*B)* : (BB*.4*)*

+ B* BA : ABB*

Th6orbme 2.6.3. [27] Soient A et B deux op6rateurs hyonormaux supposons / commute

avec Ia partie r6el de B, et B commute avec la partie r6el de,4n.

Alors AB et BA sont hyponormaux.
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Chapitre 3

Les op6rateurs born6s des puissances

normaux

3.1 Les op6rateurs n-normal

Dans cet section, nous pr6sentons les op6rateurs n-normaux sur un espace de Hilbert ?1.

Nous donnons quelques propri6t6s de ces op6rateurs- En g6n6ral, un op6rateur rl-normal n'a

pas n6cessaire d'6tre un op6rateur normal, un op6rateur hyponormal.

D6finition 3.1.1. [a] soit T e B(71), est appel6 un op6rateur n-normal si

TrT* : T*Tn.

Proposition 3.1.1. soit ? e B(?t), alors 7 est n-normal si et seulement si :

7n est normal.

Preuve

- Soit 7 op6rateur n-normal, TnT* : 7n7". Donc

T'(Tn)' : T*Tn (T*)'-' : T* (T-T*) (T*)--'

: (7.)'yn (7*)n-2 : (T*)" 7".

Alors 7- est normal.

- soit Tru est normal. comme Tnr : TT", apr6s propri6t6 de Fhglede

T*Tn : TnT*. Donc 7 est n-normal.
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Les op6rateurs n- normal

Remarque 3.1.1. L'op6rateur born6 normal est n-normal pour tout n.

Mais l'inverse n'est pas vrai.

Exemple 3.1.1. Soit T : ( :' ), or a ? est 2-normal mais n'est pas normal.

\o -i )'
Proposition 3.1.2. Soit 7 e B(11) est n-normal. Alors

7- T* est n-normal

2- Si 7-1 existe, alors (?-1) est n -normal.

3- Si S', 7 cleux op6rateurs e B(71) sont unitairement 6quivalents, alors

.S est n-normal.

Preuve :

1- Comme 7 est n-normal, donc 7" est normal. On a

(T*)* : (?*)" est normal,

alors 7* est un op6rateur n-normal.

2- Comme 7 est n*normal, donc 7n est normal. Et on a

(?")-' : (f-t)" est normal,

alors 7-1 est un op6rateur n-normal.

3- Soit ? est un op6rateur n-normal et ?,,S sont unitairement 6quivalents.

Donc existe un op6rateur unitaire [/ tel que ,S : UTU*, alors S' : UTIU*.

Comme 7n est norrnal, alors ,Sn est normal + $ est un op6rateur n-normal.

Th6orbme 3.1.1. Si ,S, 7 deux op6rateurs ?z-normaux commutent, alors

,57 est un opdrateur n-norrnal .

Preuve : Comme ,S,? deux op6rateurs rr-normaux sgmmuf,gnl 
- 

Sn,Tn sont aussi.

Alors ,9"7" est un op6rateur normal.

Et on a S"T": (^97)", (,S7)" est normal. Donc S? est un op6rateur n-normal.

Remarque 3,L.2. Cette r6sulta n'est pas n6cdssairement vrai Si ,5, 7 non commutent.
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Les op6rateurs n- normal

ExempreB.l.2.soit s: (: _',)"r: ( ;:,) 
oou,*",rssurespace

de Hilbert C2. S et ? sont 2-normal. On remarque que

": (; :).(;-:):"

/-r+,\
Mais (S")'z : { 

aL 
I n'est pas normal donc S? n,est pas 2-normal.

\ 0 -r)
Proposition 3.1.3. Soit 7, S. deux op6rateurs n-normaux commutent, tel que :

(.9 + 
"). 

commute urr"" !' ( ; ) 
grt-k7k. Ators (s + T) est un op6rareur n-normar.

preuve : (,s + T )*G+ r)- : G( : )r,-*ro) (,s* + ?*),
\-=\k/ I

(.9 + T)'(s + z). : gi,5* - H f ' ) ,,-*r*(,s + T)* + Tnsn + snr* + Tnr* .

,-:r\k/

comme (s + 
"). 

est commute avec y, (l )r,-*r*,*:r\re/

(s+7)'(.9+?)*:s*s'+(s+z). t f " ) gn-kyk+,s*?, +T*sn+T*Tn .-:i\k/

Alors (S +T)"(S +7)*: (,S+?)* (,S" +7.) + (S+?)- (E(;)--r")

Donc (,s +r)*(s+?)*: (.e+r. (I (;)r,.-*r*) : (,s+").(s +r)*
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Les op6rateurs rr- normal

Remarque 3.1.3. la somme de deux op6rateurs n-normal commutent ne pas

n6cessairement n-normal.

Exempre s.r.B soit s: ( ; : ) 
r: ( : I )

On a S et 7 sont 2-normal, et commutent. Mais

s +r: (" ), 0o,,. (,s+"), : (" ) *. non-normar

\o r)' 
\ / 

\o t)
Donc 5'+ 7 est un op6rateur non 2-normal.

Lemme 3.1.1. Soient S, T e B(71) sont deux op6rateurs 2-normaux. Si

ST+7S: O;

alors 7 + S et ,S? sont 2-normaux.

Preuve :

o On a S7+ TS : 0, S2T2:T,252. Alors (S +T)' : 52 +?2 est normal.

Donc (,S + 7) est un op6rateur 2-normal.

. ST + 7,5 : 0, (^9")' : -S2T'2 : -7.252, apr6s (3.1.1) ST est un op6rateur

2-normal.

Th6ortsme 3.L.2. Soit fi, ...,Tn, sont op6rateurs rr-normaux sur B(11).

alors : (f, O ... O7}) .t (f, 4. . . .. . .. . Aft) sont op6rateurs r?,-normaux.

Preuve:

. (fic)...@T*)* (r.o...o4"). : (Tr @...oTn)g;o. .o7;)

: rTr{ o...@rr"r;: rirr o...@r;r#,

- 
lry1*: \a1 o...@r;)gi @...@Th): (rro...o7t,)*(rro ...@T*)".

Alors (7r @. . .. .. O%) est un op6rateur n-normal.
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Les op6rateurs n- normal

r Pour frlt . . .r* e'11

(", O ... @T*) (r, O... g?},)- (r, g ...@ n*)

: (ria. arX)Qf 4...@ri)@,8 ..8r-)
: T{TiqB...A TftTfir*

: T{r?*ra . . .8 TftTftr^: ("i s ry) (ri sT#) (*r8. . . @ r-)
: (TrA...A T*)* (Trg. ..6l T*)' (*16l. ..g r-).

Alors (fi A...6lT*)" (TrA... gT*)* : (f, O...6>?;,)* (f, O ...@h,)".
Donc (7r A . .. 4 fi) est n-normal.

Proposition 3.L.4. Soit T e B(H) avec la d6composition cart6sienne ? : A+i,B oi A
et B sont auto-adjoint- Alors 7 est 2-normal si et seulement si

.B2 commute avec ,4, et Lzcommute avec B.

Preuve :

r Supposer B2A: A.B2 et A2B:842. Alors:

T2T* : (A + iB)r(A - iB) : (A, + iAB + iBA - Br) (A - iB)

: A3 - i,A2B _ B2A+iB\ +IABA+ AB2 +iBAz + BAB

et

T*?,2: A3 _ AB2 +iA2B +iABA_iBAz +iBs + BAB + 82A

comme B2A: AB2 et A2B: BA2, d,oi T2T* :T*Tz.
Donc 7 est 2-normal.

o Soit 7 est 2-normal + TzTn : T*72, alors :

-BzA+ iBA2 - iAzB + ABz : -AB2 +iA2B -iBAz + 82A,

(AB' - a2A) + i (BA2 - a2a) : o.

Soit fi : AB2 - B'A, Tz: BA2 - A2B. Alors T{ : -Tr,Ti : -T,
( Tr,Tz sont sym6triques hermitiens) , et T1 + iTz :0. Alors -Tt * iT2 : 0.

Donc 7r : AB2 - B2A: 0. MCme, B'A: AB2.
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Les op6rateurs ??- normal

Remarque 3.L.4. L'op6rateur 2-normal est un op6rateur 2k-normal, et I'op6rateur

&normal est un op6rateur 3k-normal.

Exemple 3.1.4.
/\/\

1) sot?: (" )Ators?2: (^ o)"r,unop6rareurnormar.

\0 -r) \o 4)

Mais ?3 : ( : i ) "", 
non normar

2) Soit ?: (' ').Alors rr:(-u ' )*,unop6rateurnormal.
\-20/ \0 -8)

Mais ?2 : ( 0 4 
) *a un op6rateur non normal.

\-4 -4)
Proposition 3.1.5. Si ? est un op6rateur k-normal et (k * l)-normal pour tout k entier

positif. Alors ? est (k t 2)-normal. '

Donc, ? est n-normal pour tout n 7 k

Preuve : On a 7 est &-normal, TkT* :7*7e. Donc

TTbT*T : TT*TqT. Alors Tk+tT*T : TT*Tk+t.

Comme 7 est (k + 1)-normal, T*Tk+2 :7k+27x.

Alors 7 est (k * 2)-normal.

Corollaire3.1.1. Si ? est 2-normalet3-normal,alors ? est n-normalpourtout n72.

Exemple 3.1.5. Soit ? : ( : : ) 
* un op6rateur sur espace de Hitbert complex .

Alors 7 est 2-normal, 3-normal, donc est n-normal V n 2 2 mais est non normal.

Proposition 3.L.6. Soit 7 e B('11) est un op6rateur k-normal et est un isom6trie partielle.

Alors ? est (k + 1)-normal.

Et donc 7 est n-normal (Y n > A, ) et k entier positif.



Preuve : Comme ? est un isom6trie partielle li.1], TT*T: ?. Donc

TT*Tk : Tk et TbT*T : Tk.

Comme 7 est k-normal

7k+r7* _ yk et 7*7k+7 : Tk.

Alors

yk+t7* : T*Tb+I.

Donc 7 est (k -F 1)-normal. Apr6s la proposition (3.1.5) est ,l-normal (y n> k).

corollaire 3.L.2. si 7 e B(?l) est 2-normal et isom6trie partielle, alors

7 est n-normal (V n72).

Lemme 3.L.2. Soit 7 e BQI est k-normal et (k * l)-normal. Si ? ou ?* est injectif, alors

7 est normal.

Preuve : On a ? est (k + 1)-norpfl =a Tk+LT'k : T'*T'k+r.

Et on a 7 est k-normal --> Tk+tT* : T4T*T.

Donc

Tr (TT* - ?.?) : o.

Comme 7 est injectif ---- TT* - T*T :0. Alors 7 est normal.

Dans cas 7* est injectif, comme 7* est k-normal et (k + 1)-normal a f* est normal.

Donc 7 est normal.

Proposition3.1.7. Pourn 22. O a T: (.'\"., n-normalsietseulementsilo "l
b(an-r + an-2c+ ... + e-') :0, of a, b,ce C. 

\ /

Preuve : Soit 7: ( ; I ) 
o,"r, T est n-normat si et seutement si

= ( 
* b(an-r * an-2c+... +".-t) 

), T*Tn :TnT*.
\o c" )

7 est normal si et seulement si

lb (o"-' I an-2c+ ... + ."-t)l : 0.



Les opdrateurs (n, k)-normal

b(a"-t * an-2c+... +."-') :0.

Exemple 3.1.6. Consid6rer n,:3 dans la proposition pr6sident, alors 7 est 3-normal si

et seulement si b(a2 * ac * d) = O.Prendre a : 2, b : l,et c : -1 + \/}i,.Alors
l, 1 \T:l lest3-norrnal.
\o -t+\hi, )/\

Mais ?3: [ 8 0 
)"rtrror-al.donc ? est 3-normal.

\o s )
Proposition 3.1.8. En g6nerale et apr6s la proposition (3.1.7).On a Si

": (f ;) abrs *: (i' t**u:" ' ')

Ot ,4, B et X sont op6rateurs dans B(11)

3.2 Les op6rateurs (n, k)-normal

D6finition 3.2.L. [19] Soit 7 est op6rateur born6 . on appelle 7 est (n, &)-normal si et

seulement si

T' (Tr). : (T'k)* Tn,

oti n, k entiers non n6gatifs.

Remarque 3.2.L. tout op6rateur normal born6 est (n,, k)-normal

(or) n : k : 1). Et tous les op6rateur n-normal est (n, k)-normal (ori rn : 1).

Mais I'inverse n'est pas toujour vrai

Exemple 8.2.1. Soit T : ( " )
\o -z)

Arors, ,.: (i r ) ",: (; :) 13 : (: _i )
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Les op6rateurs (n, k

et (?2)* :

Donc, 7 est

Alors (?2)* ?2

et T2 (T')* :

(;:)

(3,2)-normal. Mais est non 3-normal,

arors ys(yz)*: (f t) :(r,)*r

('''.: ( :: -;) 
. ( : ;):,.,')

soit ? : ( . I ) 
o,",s ? est (2,2)-normat si b : c

t (2,2)-normal si et seulement si T2 (72)* : (72)* 72.

Corollaire 3.2.L.

Preuve : 7 es

Oru f.: (
\

ce qui implique 7 est (2,2)-normal si et seulement si b : c.

Proposition s.2.1. Soit , : (: ' ), or) o, b, c sont des nombres comprexes,

et n,kz 2. Alors T est ,r, *,-\.,1*;,{, .r;";",. ;
6z (on-r * an-2c+'..+ 6n-t) @n-t + ak-2c+...+ 

"*-t) 
:0, ck : ak et { : an.

Preuve : on a ,* : (o" ' (: "-''-')')tt
\o cn )
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Les op6rateurs (n, k)-normal

( ak ,\

er (2.*).: 

[, (,E*_,r_,) 1

Donc : r. 1r^1* - l"-. 
- (p- u-'r-')(i'-''-') I l- (,l "-''-') ] l

t, *(F-o*-o'r-') cnck 
)

Et (rn). r' --

Par cons6quent 7 est (n, k)-normal si et seulement si

- 
Li 

o*-o,o-,) (f_r-,,,-') : o, ck : ak et {: an

Pr6position 3.2.1. Soit 7 est un op6rateur born6. Si ? est (n, k)-normal, alors ?'&

est un op6rateur normal,

Preuve : 7 est un op6rateur (n,, k)-norrnal, alors T" (Tr)- : (f*)* Tn, e\

(?")* : (7*)'pour chaque c entier non n6gatif, Donc :

7nn (7nu)* : (7")r ((r*)"). : ry_. . .7") lr^rr . .Tr)*.

*,".* , rr**

: Tnrn . . . Tn (z*) 
- 

. . . (r*) 
- : T"Tn. . . (r*). T. (Tr)" . . . (r*) 

-

: (r*)- (r*).... (r*)- (T'T* ...7") : (rrrr ...rr)* (T"T* ...7")
rr -times & -times n- times /c- times

a'a.k *r (F^o*-oro-') 
)

[* [t or-o"o-,)] 
[,"-. " (I o*-o,o-,,) (*,,*,", ')j,J
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Les op6rateurs (n, k)-normal

: (("*)")* (r")r: (tr"l*)* t .1r : (r"r)* rnk.

Donc T"k est normal.

Proposition 3.2.2. 7 est un op6rateur (n, k)-normal si et seulement si 7 est (k,n)-

normal.

Preuve: Soit 7 est (n.,k)-normal, alors?" (fr).: (f*).7". Donc:

r* (r")* : (@* ("").).). : (r" (r*).)- : ({r*).r.) : (r\*rk.

Alors ? est (&, n)-normal.

Proposition 3.2.3. Si ? e B(11) est un op6rateur (n, k)-normal, alors

l) T* est (n, k)-normal.

2) Si 
"-1 

existe alors 7-1 est (ra, k)-normal.

3) Soient S,T e B(71) deux op6rateurs sont unitairement 6quivalents, alors ,S est

(rz, k)-normal.

Preuve : On a ? est (n, k)-normal, alors 7' (f*)- : (Tx)* 7".

1) Apr6s la proposition (3.2.2)

(?*)" ((r.)-)* : (T*)" Tk : Tk (?.)" : ((r.).)* (?.)".

Alors 7* est (n, k)-normal.

2) on a : (r-')" (("-,)-)" : (r")-' (tr.l-)-' : ({r.)* (r"))-' : 11r"; (ro).)-'

: (r" (r*).)-' : ({r-;.)-'{r";-' : (("-.).)* (z-,)".

Alors 7-1 est (n, k)-norma1.

3) Comme S elT, sont unitairement 6quivalents, alors S :UTU*.
Donc : (UTU.)" : UT,U* (t11])

Alors ' 
,n(,s*). : (uru*)* (frlru.f)* :\syny* (rlrku*).
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Les op6rateurs (n, k)-normal

: UT*(J*IJ (z*). U* : ur" (rr)- (J* : (J (T*). Tn(J*

: u (rr). (J":JT"(J* : (trru.). u*) ur"u" : (u (rru-))* tJTnun

: (turu")*). turu*;, : (^9k)*,s".

Donc ,S est (n, k)-normal.

Proposition 3.2.4. Soit 7 est (c, ft)-normal et (c + 1 , k)-normal, or) c, k sont entiers non

n6gatifs, alors 7 est (c +2, k)-normal. DoncTest (n, k)- normal

Preuve : On a 7 est (c, k)-uorrnal et (c + 1 , k)-norrnal, Alors

T" (Tr)" : (Tk)* T" et 7"+r (T'x)* : (r*)* 7c*r

-----; T.*, (Tr)* :7y.+t (fr). : f (Tr)- 7c+t - T (:fr)* T"T

: TT' (r*). T : 7"+r (r*)- : (r*). Tc+1'T : (r*)* 7c+2 .

Donc 7 est (c + 2, k)-normal, alors T est (n, k)-normal. Y n, k.

Proposition 3.2.5. [19] Soit 7 est (n , c)-normal et (n, c * 1)-normal, of n, c sont entiers

norr n6gatifs, alors 7 est (n , c * 2)-normal. Donc T est (n , k)- normal.

Th6orEme 3.2.L. soient ,S et 7 deux op6rateurs (n, k)-normaux, si ,S commute avec 7,

alors (,ST) est (n, k)-normal.

Preuve : Comme S et ? sont commutent, alors 67)" : SnTn.

De plus, ,S commute avec ?* et 7 commutes avec ,S*, on a :

(sr)" ((sz)*)* - snrn (s*r*)* :9n7, (r*). (s*).

: SnT" (r*)- (S*)- : ,S" (T*)* r" 1Sr1* (r est (n,k)-op6rateur)

: (r*)* 5" (gr)* r" : (rr)* (st;. g" (^S est (zz, k)-op6rateur)

: ((s")*)- (s")"

Alors ,SZ est (rz, k)-normal.

Th6ordme 3.2.2. Soit ?r, Tz,. . .,7p sont des op6rateurs (n, k)-normaux sur B(?l), alors

(Tt@Tr@ . . . O 7r) est un (n, k)-normal.
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Preuve : Comme Tr,Tz,. . . ,To sont (n, k)-normaux, alors :

rf (r:).: (r!).ry vi:1,2,...,p.

(r,@rz@.. o ro)" ((r,CIr,@...oG)*)*: (rr@zro @r;)(rf o r*a @r:).

: (rr @ry @. @r;) (4).o(4).o. @(ry) \ : rr (r!).@rr (r{).a...@r; Fn.
: (rr)*rie,g{).rta.. @(rr)"r;: ((ri"). @(rtr)" @ . @ (r{).) (rrorra. @r;)

: (r?@rtr o...@rf). Ffo?f o ...@T;): ((r.@"ro ..,@Tr)*) (r.o Tz@...@T)".

Alors (fi @7, O ...@To) est (n,k)-normat.

Th6orBme 3.2.3. Soit fi, Tz,. . .,7e sont (n, k)-normaux sur B(?t), alors (?r g 
", 

g .&To)
est un (n, k)-normal.

Preuve :

Comme Tt,Tz,. . . ,To sont (n, k)-normaux, alors :

Tf (r!) : (r!)rf V r : 1, 2,..,p. Er soit n1,n2,... , ro e '14, donc :

(rrBrz@...@rp)(r, o Tz@... @To)" (fn e rz@. . eq)*)

:(rf @r;@ .@r;) (4er*s. @ry).(,,8rz@...otrp)

: rf (T!)* rr@Ti" (r*). n26... 6lr; (Til* *o: (rf). T{*r8(r!)'r;rrO O(ry)'Ttro

: (rrrl. @ (ry). @.. . @ (ry).) (zl o rT a. ary) (*,@*,s...8 r,)

: (rf erlo .sry).(rf ort@...@r;)(r,I rz@...8,,)

: (frro"rG s7r)*) (rro Tz6....&Tr)* (116,rro... 8ro).

Alors (7r I f, @ . . . @T) est (n, k)-normal.
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Les op6rateurs rr-quasi normaux

3.3 Les op6rateurs n-quasi normaux

8.3.1 Les op6rateurs ru-quasi normaux

D6finition 3.3.1. [39] L'op6rateur 7 e B(77) est n-quasinormal, si :

T"T*T:T*To*r, Vn,eN

Remarque 3.3.1.

z) L'op6rateur 1-quasi normal est un op6rateur quasi nomral.

iz) Chaque op6rateur quasi-normal est n-quasi-norma1, quelque soit z.

Pr6position 3.3.1. L'op6rateur n-normal est aussi n-quasi normal. Mais I'inverse n' est

pas vrai.

3.3.2 Quelques classes des op6rateurs n-quasi normaux

D6finition 3.3.2. [42], [43] et [40]

A) L'op6rateur quasi n- normal :

On dit qu'un op6rateur T e B(71) est un op6rateurs quasi n- normal n normal si,

(Yn e Z+)

T (7.7") : (T*7")7.

B) L'op6rateur K-quasi-normal :

On dit qu'un op6rateur T e BQ! est K-quasi-normal si

T (T"T)k : (T*T)k T.

C) L'op6rateur,Af-quasi-normal :

On dit qu'un op6rateur T e B(?7) est .1y'-quasi-normal si et seulement si

T(T.T):N(T*T)7.

D) L'op6rateurs (l(,I/) quasi-norrnal :

On dit qu'un op6rateur T e B(?{) est (K, N) quasi-normal si satisfait :

Tk (T.T): N (T*T)Tb, oir K e Z+ et N e B(?t).
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Les op6rateurs n-quasi normaux

E) L'op6rateur (K,If) quasi ??-norrnsl :

on dit qu'un op6rateur r e BQt) est (K, rf)- quasi n-normal si satisfait

Tk(T*T*): N(T*T\T|, oriKe z+ et Ne B{?1).

F) L'op6rateur (K,Itr)* quasi n-normal :

on dit qu'un op6rateur T e B(?1) est (K, N)n-quasi n-normal si satisfait :

TK (T*T")K : t/ (T*T")K TK, or) K e Z+ et N e B(11).

Remarque 3.3.2. Soit ? est un op6rateur (K,,n/)*-quasi n-normal, tel que :

1- Si .Af : I alors 7 est un op6rateur quasi n-norrnal.

2- Si K : L,n: 1 alors 7 est un op6rateur l/-quasi normal .

3- Si 1( : 1, l/ : 1 alors 7 est un op6rateur quasi n-normal .

4- Si n: l,ff:,I alors 7 estun opdrateur quasinormal .

5- Si K : 7,fr: 1, ff : 1 alors ? est un op6rateur quasinormal.

Pour illustrer ces propos, nous allons introduire le sch6ma suivant

{tt-it{}' Quasi-+ rurmd

T
llcHlQEsi"$ tffim,i,

T
Itr-$!{h'*ii rffisrd

t\/\
sQBBS$6r{rd lE&miwnal

\/
\/

{*ffii+wd

{r'tf-Nwrx*r I \
t I \ cocneuiewl*eme*\l \ //

{lts*lld kgrr&rfuI\Ir \t
tuw@6*: $feafue

\)\f
\/

fwsJf,trxm{
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Th6orie spectrale des op6rateurs des puissances normaux

3.4 Th6orie spectrale des op6rateurs des puissances

normaux

Th6ortsme 3.4.L. [3a] Soit T e B(?l)est 2-normal et o(T) a ol4i)- {0} . Alors

o(T): o*(T)

Preuve : Comme o(T) : o"(T) v o.(T), il suffit de montrer o,(f) c o,(T).

Soit z e or(T). Alors il existe un vecteur non nul r e ?l tel que T*r : Zr .

Comme Tnzfi:72r et T2 estnormal, on a T2*: 22fr

1) Siz#0, alors (T-r)r:0.
Comme -z f o(T), (f - z)r: 0 donc z e or(T).

2) Si z:0, alors Tzr:0 et on a 0 e oo(T).

Donc a(7) : o"(T).

Th6orEme 3.4.2. [a+] Soit T e B(11) est 2-normat er o(?) ao(-T). {0}.

1) Si z et 'u.r sont des valeurs propres distinctes de ?, et r, g sont les vecteurs propres

correspondants (respectivement), alors (r , A) :0
2) Si z et tcr sont des valeurs distinctes par o,(T) et {r*), {gr} sont les s6quences de

vecteurs unitaires dans ?l tel que

(T - z)rn-Q et (T -*)a"- 0(n --*),

alors

J*("" , an): o

Preuve : Comme (T' - z') *o * 0 et (T' - w2)yn-. 0.

E\ T2 est normal + (Tz _ lar) An - 0. Donc

):*r'{*n,an): ;!g ("'*o,yn) - y11(T'**,u*)

: Jg (*n,T*'an): 
J1g w'\rn,an).

Si z2 : ru2, alors (z + w)(z - ?r) : 0.

Comme z*w, ona z--,tr. et o(7) no(-") c{0}



des op6rateurs des puissances normaux

ce qui implique z : 'tr: 0, qui est impossible pour des valeurs distinctes.

Par cons6quent,

"l5g 
("' a"> : o'

Corollaire 3.4.L. Soit ? e B(71) est 2-normat et o(?) n o(-") - {0}
Si z et 'u sont des valeurs propres distinctes de ?, alors

ker(? - z) L ker(? -,u).

Soit M est un sous-espace dell. on dit M est un sous-espace r6duce pour T
siT(M) c. ll[ andr.(ll[) c M"( M c'est un sous-espace invariant pour T etTn).

Th6ortsme 3.4.3. [34] Soit T e B(11) est 2-normat et o(?) ao(-T) - {0}.
Si z est une valeur propre non nulle de ?. Alors

ker(? - z): ker(72 - r') : ker (?*2 -zr):ker(T* -z).

Par cons6quent ker(7 - z) est un sous-espace r6duce pour ?.

Preuve : D'abord nous montrons

ker(? - z) : ker (72 - ,') .

Comme il est 6vident que ker(Z - z) c ker (72 - ,r) , nous montrons

ker (?2 - ,') -ker(T - z).

Soit reker(72 - ",),i.e.(72 - rr)*:0. Alors g + z)(T - z)r:0.

Comme z*0, et a(7) ao(-T). {0}, or:a -zf "Q).
Ici, (7 - z)r: 0 et r e ker(T - z). Donc,

ker(?2 - r').ker(T - z) et ker(Z - z): ker(22 - rr).

Comme 72 est normal, c'est clair ker (?2 - ,,) : ker (72 - Zr) .

Et comme -Z * o (7*) on a

ker (72 - 2') : ker (7. - Z) .
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Th6orie spectrale des op6rateurs des

Th6or6me 3.4.4. [34] En g6n6rale, pour ? un op6rateur r]-normal dans B(?1), nous d6fi-

nissons la propri6t6 suivante :

o(r)n(U"*,"rrl) .101
\

Ensuite, nous continuons avec le lemme suivant.

Lemme 3.4.L. Soit 7 e B(?l) satisfait (8.1) . Si z e o,(T), alors zn e o,(7").

Preuve : Suppose que z e oo(T), et zn e oo(7.). Alors

il existe un s6quence {zk} e o(T) tel que zt n z"(k --* m).

1) Si z:0, alors il est clair eue zp * 0(k - oo).

Donc, 0 $ o"(T). (c'est une contradiction).

2) Soit z * A. Comme

(3 1)

(,r - "To") (,- - "'#,z) 
. (,r - ee*btr) .t* - 4 

=S
On peut supposer :

(i) ,r 
-> 

z.
&'*o

(i,i) ilexiste i(j : 1,..., n - t) tel que,* 
;;*or.

comme z e o"(T), (i) ne pas vrai. Mais si ,* ;:S*L, alors 21, n e.Ti7.

Comme zp e o(T) et o(") est compacl,, eTi, e o(T).

Comme z*0 et ze o(T) o("+,"1f1), c'est une contradiction.

ThdorBme 3.4.5. soit 7 e B(71) est n-normal et satisfait (3.1). Alors o(?) : o"(T)

Th6or6me 3.4.6. soit 7 e B(11) est n-,orrnal et satisfait (3.1). Alors

1) Si z et tu sont des valeurs propres distinctes de 7 et r,U e ?l sont les vecteurs propres

correspondants, respectivement, alors (r, U) : A

1) Si z,lu sont des valeurs distinctes de or(?) et {r,), {y,"} sont les s6quences de vecteurs

unitaires dans 7{ tel que (T - z)r.- 0 et (T - r)A" - 0(n- 96), alors

j$(r", u,") : o
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Chapitre 4

Applications des op6rateurs

n-Itotmaux

Dans ce chapitre, on 6tudie Ia solvabilit6 d'une 6quations d'op6rateurs dans 1'a1g6bre

B(?1) des op6rateurs lin6aires born6s sur l'espace de Hilbert complexe s6parable et de dimen-

sion infinie H, on consid6re l'6quation A"XB" - XD : C, oti A,B,C et D des op6rateurs

dans B(71).

4.L L'6quation AX - XB : C dans B(Tt)

Rappelons que si M esl un sous-espace vectoriel ferm6 de7{ etT e B('}7), alors ? s'6crit

suivant Ia d6composition 11: Il[ @ ML comme suit

,:(A B\

\c D)

oil Ae B(M), B e B(*',*), c e B(u,rur) "t D e B(r')

Proposition 4.1.1. Soit A un op6rateur lin6aire born6 d6fini sur'11A?{, par A :

alors son adjoint An est donn6 par A* - (A. s-)

\R. r. )

(: ;)
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Applications des op6rateurs z-normaux

Lemme 4.1.1. [5] Si Ia matrice d'op6rateu" (3 f) 
ouor," sur ?l @ ?t est inversibte,

alors I'op6rateur S*S + Q*8 est inversible dans ?{

Th6orEme 4.L.L. Soient A et B deux opdrateurs born6s dans B(?/), satisfait Ia propri6t6

de (FP)81711 et C est op6rateur dans B(11), alors I'6quation :

AX - XB : C

admet une solution X dans B(11) si et seulement si

(^') et (; ;)\08
sont deux op6rateurs similaires dans'118H

Remarque 4.L.L. On peut g6n6raliser dans le cas A + i,a, B + iP e B(H) sont normaux

donc on a l'6quation :

(A+ict)x-x(B+tB):c

Propositio n 4.L.2. [48] Soient A et B deux op6rateurs normaux born6s d,ans B('tl), el C \
est opdrateur dans B(?l), alors I' 6quation :

(A + ta)x - x(B + i0) : c, (4 1)

admet une solution X dans B(?1) si et seulement si

(e*n"lo\(re*no1c)
\ o (B +.il) et 

I o (B *o)
sont deux op6rateurs similaires darrsH@'11

Preuve : Si I'6quation (4.i) admet une solution X, alors

(; r)('':'-' 1,,*uot)(; ;): ('';'."' 
(A*iq(;.ful'.'', 

)

50



Applications des op6rateurs n-normaux

-(to*r*t c ):\ o 1a+rp1)

parcons6quent (@*n*) 
' )et (@*n*l c 

).or,sim*aires
\ o (B+tp)l \ o (B*t0)"

Supposons maintenant que les op6rateurs :

(@*n*) o ) eL (v*n*) c \
[''' o"* @+tB) ) (\'^;'*' r/"*nu, ) 

sontsimilaires'

Alors il existe un op6rateur inversibte ( A 
1 ) orm B(?t@H) telque

\s r I

('';'"' ,,1,,,) (3 ;) : (: ;) ('';'"' oi,r)

(a * n"to (a + za)n) _ (ou * n*l QC + nra + zp))

\ta*,ois @ +tp)r) \s1a +e,y sc +16 +6))

Ce qui nous donne apr6s I'identification terme par terme

(A+ io)Q : Q(A+ta) et (A+ ic])R- R(B +ip) : gc.

(B +iB)S : S(A+ta) et (B +ip)T -r@ +g) : SC.

En appliquant Ia propri6t6 (FP)a<*l on obtient

(B + tp)s. : ,s.(A * ia) et (A + ia)Q* : g. (A + ia).

Par cons6quent 
(A + ia)5.,5 : ,S*,S(A * i,a),
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Applications des operateurs n-normaux

d'oir (,4 *. za) commute avec ,S*,S et Q*Q, donc avec Ia somme S* S + e*e.

L'inverse (S.,S+ Q.Q)-' commute aussi avec (A+la), car en g6n6ral si :

(A + lrr) commute avec (B + i,P), donc il commute avec (B + ip)-, .En effet

(A + ia)(B + t.0) : @ + r,B)@ + ia)

='(B + i1)-r@ +ip)(A+i,a)(B +ip)-,: (B + ip)-r(A+i,a)(B +i,il@ + til-'
** (A + i.a)(B + ip)-' : (B + i,p)-,(A + i,a).

De plus on obtient

(s-^9+ 8"8)C: Q*(A+irl)R- R(B +i,p)) +,S.((B +iilr -r(B+ip))
: ((A + ta)Q* R+ (A + i,a)S*T) - (Q. R(B + ip) + S.T(B + i,p))

: (A + i,a) (Q.R +,9.7) - (Q*A +,S.7) (B + ip).

D'aprds lemme (4.1.1)

l'op6rateur ,S*,S + Q*Q est inversible, son inverse commute avec (,4 + i,a).

Par cons6quent

c : (A+ ?a) (s.s + Q*g)-' (Q.a +,s.?) - (,s.,s + Q.Q)-, (Q.A+,S-?) (B + tfi \
d! oil,

x - (.9*s + Q.Q)-' (Q"a+.9.?) .

Proposition 4.1.3. [34] L'op6rateur (,4 -.\) est n-normal, pour tout A e C si et seulement

si .4 est un op6rateur normal.

En g6n6rale et apr6s la propositon pr6sidentT nous concluons Ia m6me resulta.

Proposition 4.L.4. Soient A et B deux op6rateurs born6s dans B(?l), satisfait la propri6t6

de (FP)e11q1 et E est op6rateur dans B(?l), alors I' 6quation :

(A- 
^)x 

+ x(B - p): E.

dmet une solution X dans B(?l) si et seulement si

(e-^t , ) eL (to-^t E )
\ o (B-r)) \ o (B-d)

sont deux op6rateurs similaires dans ?/ O ?1, of .\, trl e C.
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4.2 L'6quation AX B - X - E dans B(?{)

Maintenant, nous avons 6tudi6 cette famille d'6quation ori A est un op6rateur n-normal

le cas A est un op6rateur l-normal :

Si n : 1 donc l'op6rateur ,4 est l-normal, alors est normal.

Ainsi, I'6quation AX B - X : -8, est r6solue si satisfait les conditions suivantes :

Soient A et B deux op6rateurs normaux dans B(11) et .E quelconque dans B(?l). Tous

d'abord il faut remarquer que si I'op6rateur B est born6 et iuversible, I'6quation

AXB - X : E. (4.2)

Peut se mettre sous la forme

AX_XB-I:EB-1,

Alors il devient 6quation r6soluble comme on a vu dans le section pr6sedent (parceque si B

est normal --t B-1 est aussi normal).

D6finition 4.z.L.Deuxmatrr""r(A B\ la R\

\ c ; J 
"t ( ; | ) 

**'dites equivarentes sur

'll@'H, si et seulement s'ils existent deuxmatrices inversible U et I/ telles que

(^,):,(n,;),
\c Dl \s r)

a
Th6ortsme 4.2.L. Soient A,B,E e B(17). L'6quation (4.2) admet une solution X si et

seulement si

i,) La paire (A, B) satisfait la propri6t6 (FP)B(rl)

ii) ( e->'r 
,_o^, ) 

et (r;^, ,:^r)\oi
Sont equivalentes dans ?{ @?1, pour tout ) e C .
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le cas A est un op6rateur 2-normal :

Si n. : 2 alors A est un op6rateur 2-normal.

Th6orEme 4.2.2. Soient A,X, E e B(?l),.4 est un op6rateur 2-normal, et B : A*

alors

AZX(A*)2-X:E (4.3)

admet un solution.

Preuve : Comme,4 est 2-normal, donc A2 est normal. On a B : A*.

Aiors l'6quation (4.3), peut se mettre sous la fbrme :

A(AXA. +X)A. -(AXA* + X)- g (4.4)

On suppose Y - (AXA* + X) Alors

(4.4) <+ AUA*-U:E

<+ AUB-U:8.

Par cons6quent

Azx(A*)z- x : u * { 
auAn.- u : E

I u: (AXA. + x)
admet un solution [/ of X est la solution de l'6quation (J : AXA* + X.

le cas A est un op6rateur (2,2)-normal :

Th6orbme 4.2.3. Soient A, X, E e B(71), A est un op6rateur (2,2)-normal, et B : A*

alors )

A2X(A*)}-X:E (4.5)

admet un solution.

Preuve : On a A est (2,2)-normal, a l est 2-normal a 42 est normal. Alors

En multiplier (a.5) d, droite par (,42) on obtient :

Azx (A")2 A2 - xAz : EAz (4.6)
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Comme A2 est (2,2)-normal, alors (A*)' A, : A, (A*)'. I\{aintenant

(a.6) <+ A2XA2 (A*)',- XAz : EA2

On pose XA2 : Y, alors

I o,r (A.)'- Y : D
Azx 42 (A*)' - x42 : EA2 + I v : x a,

I o: e,+2

Donc I'6qualion A2X(A.)'- X : E admet un solution Y, oi Y : XA2.

le cas A est un op6rateur z-normal :

Proposition 4.2.L. En g6nerale, Si A est un op6rateur n-normal, et B : A* alors I'6qua-

tion

AX(A")^-X:E, (4.7)

admet un solution.

Preuve : Comme A est un op6rateur n-normal, alors ,4." est normal

Si B : A* ____; Bn : (A*)",

alors (4.7) <+

(AX A* - X) + A(AX A* - X) A. + A2 (AX A- - X) (A. ) 
r . . . + A.-r (AX A- - X) (A. ) 

n-r : R

! *r \ o, r1o.)o : E.
tIo

OnZ:AXA*-X.Donc
( "-rI l,e'z1A*)o : E

(a.7) + { n:o
I

lz:AXA*-X
IJne tres int6r6ssante preuve a 6t6 donn6e par Bhatia [11] pour r6soluble l'6quation

il-txBi:y.
i:0
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Est admet un solution donn6 par

* - sinrf n 
l* (, * A')-'y (L + A*)-' tt/.d,[.7T J,\

En g6n6ral et en fonction du r6sultat de Bhatia[11], nous pouvons r6soudre cette famille

d'6quations. Alors Z : AX A* - X admet un solution X oi Z est la solution de I'6quation

n-L

\,+,zpn-)o : E.
i:0

le cas A est un op6rateur (n , k)-normal :

Proposition 4.2.2. En g6nerale, Si A est un op6rateur (n, k)-normal alors l'6quation

A"X(4")*-X-8,

admet un solution dans B(?l).

Preuve : comme A est un op6rateur (n,k)-normal, alors A" est normal, alors

En multiplier (a.8) i droite par (A&) on obtient :

AX(A*)"AU-XAk:EAk.

Comme,4 est (n,k)-normal, alors (A*)"Ak: Ak(A*)" pu, cons6quent

(a.g) <+ AXAb(A*)* - ror : EAk

On posdrB : XAk alors

(4.8)

Donc, Si A uu op6rateur

admet une solution R, ot

,, o\ [ e-n1a.1n - R: EAk
(4.8) <+ {

I a: x,e*

(n,k)-normal, et B - A*, alors l'6quation A*X(A*)" - X : E
R : X AK . (V k, n deux entiers positifs )
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4.3 La nature de solution l?6quation AXA* - X : E

Th6orErne 4.3.L. Soient A,B,E e B(74),,4 est normal et la paire (A,B) satisfait la
propri6t6 de Fuglede-Putnam.

Si l'op6rateur E est auto-adjoint, et B : ,4n alors L'6quation

AXA*-X:8,

admet une solution X est auto-adjoint 
"

Preuve : On a

AXA" * X : E. (4 9)

On prendre l'adjoint de l'6quation (a.9)

(AXA* - X)* : E* <+ (1*)*XnA* - X* : E*.

En remplace B :,4*, donc on obtient

AX*A" - X* : E*. (4.10)

Comme E : E* , alors l'6quation (4.9) devient

AX*A*-X*:8.

Apr6s (4.2.1) cette 6quation admet une solutiotr X*, tel que la solution est unique donc

X* : X.

Th6or6me 4.3.2. Soient A,B et.E sont op6rateurs dans B(?l), tel que A est normal

et 1a paire (A, B) satisfait Ia propri6t6 de FugledePutnam.

Si 1'op6rateur E est anti-auto-adjoint, etr B : L* alors L'6quation

AXA*-X:E

admet une solution anti-auto-adjoint.
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La nature de solution l'6quation A"X(A*)" - X : E

Preuve : On a

AXA$-X:E. (4.11)

on prendre l'adjoint de 1'6quation (a.11) et multiplie a, gauche par (-1) on obtient

A(-X*)A. -(:X.):_E*.
Alors si E est anti-auto-adjoint devient :

A(-X")A* - (-X.) : E.

Maintenent, pour I'unicit6 de la solution ce sur la solution est anti-auto-adioint.

Remarque 4.3.1. En g6nerale l'6quation

A"X(A")*-X:8.

. Si A est un op6rateur auto-adjoint Ia nature de solution X est auto-adjoint tel que

-O est auto-adjoint .

Mais :

o Si A est un op6rateur normal ou rl-normal dans B(?l), alors ne pas n6cessaire que la

solution normal ou n-normal.
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Conclusion

L'essentiel du le travail pr6sent6 dans ce m6moire consiste aux les op6rateurs des puis-

sance normalrx et ces applications. Donc aprEs tous nous validans ces r6sultats :

Soit 7l un espace de Hilbert complexe, s6parable de dimension infini et soit B(11) i'algBbre

des op6rateurs lin6aires born6s sur ?1.

. Pour f e BQI) nous d6finissons les op6rateurs normaux : ? commute avec son

adjoint :T*T:TT*.
o Il y-a quelques classes des op6rateurs nonnaux:

- les op6rateurs quasi-normaux : Un op6rateur S e B(?l) est quasi-normal si :

.9 commute avec ,9*,S.

- les op6rateurs sous-normaux : Un op6ra,teur f e Bftt) est dit sous-normal s'il

existe un espace de Hilbert K e ?{et un op6rateur normal /f e B(f) tels que 7l

est invariant pour "ly' et ? : N l* .

- Ies op6rateurs hypnormaux : Un op6rateur 7 est hyponormal si :

T"T > TT*.

Cette classification nous donne un r6sultat important indiqu6 dans les sch6ma sui-

vant et les inclusions sont tous appropri6s :

op6rateur normal c op6rateur quasinormal c op6rateur sous-normal c op6ra-

teur hyponormal.

r La somme de deux op6rateurs normaux A et B n'est pas toujours normal, la normalit6

de A + B Il faut 6tre r6ciproque que Ia commutativit6 de A et B.
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Conclusion

o La question est que si A et B sont normaux, quand.-est-ce qu,on a AB normal ?
Ia r6ponse est positive dBs queA et B, commutent avec une application du fameux

th6orbme de F\rglede-Putnam.

o Pour T e B(17); les op6rateurs z-normaux satisfait Tn ccsrnrnute a,vec son adjoint :

T"T* : T*Tn.

o Si 7 est un op6rateur ru-normal + Tn est normpl.

o 7 est un op6ratetr (n,k)-normal si et selement si ?z (T^). : (T'x)* T^

. Les op6rateurs n- quasi normaux et quelques classes :

- Les op6rateurs n- quasi normaux : T*T*T : T*Tn+7 1 V n e N.

- Les quelques classes d' op6rateurs n-quasi normal ori K e z+ er N e B(r7) :

- L'op6rateur quasi n- normal : T (T*7") : (T*7")7.
- L'op6rateur K-quasi-normal : T (T*T)k : (T.T)kT.
- L'op6rateur ly'-quasi-normal :T (T.T): N (T*T)7.
- L'op6rateur (K,l/) quasi-normal : Tk (T*T) : N (T*T)TV.

- L'op6rateur (K, N) quasi n-normal : Tk 7T*Tn) : ,^/ (T*7.)Tk.
- L'op6rateur (K, N)* quasi n-normal : TK (7"7")n : N (T'T\K TK.

e L'6quation d'op6rateurs (A-^)X +X(B - p): E oit A et B sont des op6rateurs

normaux admet une solution X dans B(11) si et seulement si

le-x o \ (a-t \

("; ^ ,o- ,) 
et ('; ^ u'- ,)

Sont deux op6rateurs similaires

. L'6quation d'op6raterrs AXAn - x : C , telle que,4 est un op6rateur n-normal et

B : A* admet une solution.

r L'6quation A^x(A)" - x : E, et, B : A* admet un solution auto-adjoint, anti-

auto-adjoint (resectivement) si E est aussi.

o Si ,4 est un op6rateur normal ou n-normal, et B : ,4* alors ne peut pas n6cessaire

Ia solution de l'6quation A'X(An)" - x : E est un op6rateur normal ou n-normal.
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