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Resumé

Dans ce mémoire, nous avons intéressé en particulier aux opérateurs des puissances nor-
maux et leurs applications, on commence par quelques préliminaires sur les opérateurs linéaires
borneés et leurs propriétés, notions initiales et des théorémes fondamentaux. Aprés, on donne
un rappel élémentaire sur des définitions et des résultats de base sur les opérateurs normaux
bornés, la normalité d’une somme et d’un produit de deux opérateurs normaux.

Utiliser une théorie importante propriété de Fuglede-Putnam. Aprés des définitions et des
résultats de base sur les opérateurs des puissances normaux, et 'opérateur n-quasi normal.

Enfin, nous avons utilis les techniques de la théorie des opérateurs pour étudier les
équations des opérateurs AX — XB = C, et AXB — X = E, et en généralisé 1’équation
A"X(A*)" — X = E avec la nature des solutions, et nous appliquons les résultats que nous

avons obtenus.

Mots clés

Opérateur normal, n-normal, (n, k)-normal, propréité Fuglede-Putnam.
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Resume

In this memory, we are particularly interested in the power-normal operators, and its ap-
plications. We begin with a few preliminaries on bounded linear operators and their properties,
initial notions and fundamental theories. Then, we shall give a basic reminder on definitions
and will as basic results on bounded normal operators, the normality of a sum and a product
two normal operators. By using famous Fuglede-Putnam theory. After this we shall give a

definitions and basic results on power-normal operators, and the operator n power quasi normal.

Finally, we have used the techniques of operator theory to study the equations of form
AX — BX = C and AXB — X = B, end in general A"X(A*)" — X = E, with the nature of

the solutions and we applied the results we have got.
Keywords

Operator normal, n-normal, (n, k)-normal, property Fuglede-Putnam.
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Le spectre de 'operateur T.

Le spectre ponctuel de 'operateur T.

Le spectre résiduel de 'operateur T

Le spectre continu de l'operateur T

Le rayon spectral de U'operateur T

L’ensemble spectre approximatif.

Trace de T.

propriété de Fuglede-Putnam.

On désigne par opérateur n-normal l'opérateur normal de puissance n.
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Introduction

La théorie des opérateurs qui est une extention naturelle de la théorie de matrices, et ces
applications trouvent essentiellement dans plusieurs domaines comme la mécanique quan-
tique et la théorie de symiale.

Le contenu de ce mémoire, se décomposé de Quatre chapitres, une introduction et une

conclusion :

Dans le premier chapitre, on rappelle tous les outils nécessaires pour I’élaboration de ce
travail. On commence par généralités sur les opérateurs linéaires bornés, ainsi on rappelle
leurs propriétés fondamentaux et notions portant sur les espaces de Hilbert, et nous avons
etudié et présenté quelques classes d’opérateurs linéaires [15]

(isométrique, unitaire, auto-adjoints et positif).

Dans Le deuxiéme chapitre on présente les définitons et les propriétés importants, avec
quelques classes des opérateurs normaux. Nous intéressons au théoreme classique et tres
important dans la théorie des opérateurs bornés, et non bornés avec toutes applications [36]
a savoir : Propriété de Fuglede-Putnam .

Il existe plusieurs versions de ce propriété pour les opérateurs [18] " subnormaux, hyponor-
maux, p-hyponormaux, dominants, log-hyponormaux....... etc".
Mais on va se contenter dans ce chapitre quelques applications de ce propriété pour les

opérateurs bornés.
- Sur la somme, et le produit des deux opérateurs linéaires bornés et normaux.

L’objectif du troisieme chapitre est de donner des définitons, des résultats de base et les

propriétés importants des opérateurs linéaires bornés des puissances normaux et I’operateur
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n-quasi normal, et leurs quelques classes .

Finalement, dans le quatriéme chapitre, nous examinons les applications des opérateurs

des puissances normaux, commencons par la famille d’équations AX — XB = C sont

. : A 0 A B ey . _

résolubles ssi : et sont similaires, avec la condition de propriété
0 B 0 C

Rosenblum [?] a montré que ce résultat reste vrai, quand A et B sont des opérateurs

bornés auto-adjoints dans B(H). Nous avons généralisé ces résultats pour 1’équation
(A+ia)X — X(B+if8) = C;

ou A+ia et B+ if sont normaux et la paire (A, B) satisfait la propriété de Fuglede-

Putnam (FP)p(3), et en géneral pour I’équation
(A=XNX+X(B—-p =C,

telle que (7'~ A)est un opérateur n-normal (¥ )\, u e C).
Nous avons traité d’autres d’équations sous la forme AXB — X = F qui sont I'objet du

dernier chapitre de ce mémoire, et sont admetent une solution si et seulement si

A— Al 0 A— Al E
et

0 I —-)\B 0 I -)\B

sont equivalentes dans H @ H, pour tout Ae C .

Dans ce chapitre, nous avons démontré la solvabilité pour résoudre des équations
A"X(A*)" — X = E, telle que B = A*.
Dans les cas A est un opérateur n-normal et (A, B) satisfait la propriété de (FP)px),
comme le détail suivant :
- si A est un opérateur 2-normal et en générale n-normal.

- sl A est un opérateur (2, 2)-normal et en générale (n, k)-normal.

Et nous avons montré la nature de Cettes solutions .
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Chapitre 1
Préliminaires

Pour simplifier la lecteure de ce travail, nous présentons dans ce chapitre quelques défini-
tions et des résultats principaux d’analyse fonctionnelle, ces rappels concernent les espaces
de Hilbert, les opérateurs et leurs propriétés sur les espaces de Hilbert, ainsi que quelques

classes d’opérateurs.

1.1 Espaces de Hilbert

1.1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1.1. Soit H un espace vectoriel . On appelle produit scalaire sur H toute
forme bilinéaire, définie positive.
On notera {z, y) le produit scalaire des vecteurs z,y € H cela signifie que ’application :
(, Y HxH—->K=R ou C
(@, y) =<z, y)
vérifiant :
e Pour tout y € H Daplication z € H — {z, y) € K est un forme linéaire.

e Pour tout z,ye Hona:

{y, z) si Uespace est réel
(x,y)=

{y, x) si espace complexe
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{x,z)=0 si z=0
@,z)y>0 si T#0

e Pour tout z € H :

e L’espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire qui est de plus

complet pour la norme
{|=] = V&=, o }.

e Tous les espaces de Hilbert que nous considérerons seront supposés séparables c’est-

a-dire admettant un sous-ensemble dénombrable dense.

Remarque 1.1.1. Notons que dans le cas complexe, on a donc pour z,y€ H et ae C :

(x,ay) =0z, y).
Exemple 1.1.1.

1) e Le prodoit scalaire sur RY est défini par :

T,Y) = T1Y1 + Toyg + -+ +
o(@,y) e o sy forme bilinéaire sur R”.
ol T = (Ti)i<icn Y = (¥i)1<izn

e Le produit scalaire sur C est défini par :

o(@,y) = T + T2 + -+ + ToTn , .
n’est pas forme bilinéaire .

ou x = (‘Ii)lsisn y Y= (yi>1<i<n

2) L’espace I2(R) = { f : R — C mesurable tel que J |f(2)|?dz < +oo}

le prodouit scalaire :

<f 9> Jf g(z)dz et la norme définie par || f = (f |f(x 'de>

1.1.2 Propriétés des espaces de Hilbert

Proposition 1.1.1. (L’inégalité de Cauchy -Schwartez )
H espace de Hilbert

Kz, v)| < HxHH : HyHH . Pour tout z,y € H.
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Définition 1.1.2. (L’orthognal)
On dit que z et y sont orthogonaux, si: Va,yeH: (z,y)=0
alors 'orthodonal de M (partie de H ) est définit par :

Mt ={yeH tq: YoeH; yLla}

Proposition 1.1.2. (Identité du parallélogramme)

Pour tout (z, y) € H?, on a 'identité :

2
= + i3 + e = w3, = 2(lall, + Il2,)
Appelé T'identité du parallélogramme.

Proposition 1.1.3. (Identité polarisation)
Soient z,yeH

1/ Sigp:H xH— K est une forme bilinéaire symétrique sur F, on a :

w(fc,y)=ﬂs@(rv“y,ﬂy)*w(r—y,x—y)]

1

@)= (Je+ul* - = —of).

2/ SiK=Cetsigp:HxH— C est une forme sesquilinéaire sur H on a :

1 . . ‘
oz, y) = Z[w(x+y,x+y)—so(w—y,x—y)+w(fv+iy,xHy)—w(I—w,x—ly)]
Alors :

2
le|” + 24z, vy + |y

=l — 2¢z., ) + ol

<C
8
<
"
+
ho R
l

<C
8
<

B
z

=
I

Théoreme 1.1.1. [6] (Projection)
Soit A un ensemble convexe fermé (et non vide) de H alors pour tout z € H, il existe un
unique y € A tel que :

inf || 2 - a =] z -y

Autrement dit : il existe un unique point y € A qui est & une distence de z, la plus

petite possible ce point y , s’appele la projection de z sur A .
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Corollaire 1.1.1. Soit F' sous espace vectoriel fermé de #H, et soit z e H
1) Soit y € F tell que H:L — yH = inf Ha: - z”
zel
Alors (z — 2) est orthogonal & F° ( i.e orthogonal & tous les vecteurs z € F )

2) Réciproquement si y € F', et tel que : (z —y) L F, alors

Hx — yH = 1161Pﬁ Haz - zH ; 1.e y est la projection de z sur F.

Définition 1.1.3. On notera y = Pr(z), et on dira que y est la projection orthogonale

de z sur F.

1.2 Généralités sur les opérateurs linéaires bornés

1.2.1 Définitions et exemples

Définition 1.2.1. (Opérateur linéaire)

Soient F et F' deux espaces vectoriels D(T) ¢ E dans F Papplication
T:D(T)c E~— F;

(D(T) est la domaine de T) qui vérifie les conditions suivantes

) Vz,ye D(T): T(z,y)=T(z)+ T(y) ( condition additive ).

2) Ve D(T),VAe K(K=RouC): T(Ax)= AT(z) ( condition homogene ).
Remarque 1.2.1.

1. d’autre termes, l'opérateur 7' : D(T) c E — F est linéaire ssi :

Tz, py) = AT(z) +uT(y), VA, pe K et Ya,ye D(T).
2. Le vecteur T'(x) est en générale T}, .

Définition 1.2.2. (Opérateur continu)
Soient E et ' deux espaces de Hilbert un opérateur linéaire continu, A défini de £ dans F

est une application linéaire et continue de E et I c'est -3 -dire : Yz € E, Az e F
V(z,y)e ExE, Y(a, B)eR: Alaz + By) = a Az + 8 Ay.

de>0:VYzekFE, tel que:

AIHF = CHIHE
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PP )

le plus petit nombre ”¢” s’appelle la norme de opérateur A et se note “AH ie

HAH = sup HAx”F

= A = g Azl ...
o HI“E sup H x“F SLLL ” rHF

=] J=]<1

Définition 1.2.3. (L’opérateur borné)
On dit que l'opérateur A : E — F est borné s'il fait correspondre & tout ensemble borné

dans D(A) un ensemble borné dans I'espace F.

Définition 1.2.4. Un opérateur linéaire A : E — F tel que D(A) = H est borné si et

seulement si pour tout x € H, on a
|4z < cf=],,.

Théoréme 1.2.1. Soit un opérateur linéaire A : E — F tel que D(A) = H .

A est continu si et seulement s’il est borné.
Exemple 1.2.1. 1. L'opérateur de multiplication

Txz: ¢[0,1] — ¢[0,1]

f(@) = zf();
est borné car : ITf| = sup |zf(z)| < Hf”oo
z€[0,1]
= Ml e=1.

2. L’opérateur de dérivation
T:c'[a,b] = c[a,b]

f@) = f'(2).

T est borné ssi :

dc>0: HTfHOO < chHCl; Vfeca,b].

te[a,b]

ITf],, = sup |Tf(t)| = tiFI?]If’(t)le'Uw-
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On sait que : | f], = [l + 17
D’ou :

7], < 17

el
Donc T est borné.
Théoréme 1.2.2. Pour tout opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert H, les assertions
suivantes sont equivalentes :
(i) T est borné.
(ii) T est continu dans l’espace H.
(iii) T est continu en un point zy de 'espace H.
Preuve : On remarque que (it) = (4i1), donc il suffit de démontrer (i) = (1)
et (iii) = (i).
e (i) = (i) : Soit xg vecteur quelconque de H et (z,)neny une suite dans H. Comme
[Tz = Tao| = [T(zn = z0)| < [T]]an — 2]
On a donc
(@0 — 20) = ({Twn} — {Ta0o}),
d’ou la continuité de T.

e (7i4) = (7) : Soit T un opérateur linéaire continu en zy € H

supposons le contraire, Soit 7" non borné, alors pour tout entier naturel n, il existe

un vecteur non nul z, € H tel que HTacn >n “lnH
Si on pose y, = —:—Lﬂ—, alors HynH = l
n”;z:n n

Or y,— 0, donc y, + x9 —> zp; mais

e _ nle]

Hﬂ%+%%T%W:WWV:W%“ nlza]

Donc T n’est pas continu en zy d’ot la contradiction, et par conséquent T est borné.
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Définition 1.2.5. [8](Type des convergences)
Une suite (75, )nen d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert H, et soit T € B (H).
a) La suite (T,)nen converge uniformement vers T si
lim |T,,—T|=0.
n—+00
b) La suite (T},)nen converge fortmement vers 7T si
lim ||T,x —Tz| = 0.
n—+w

c¢) La suite (7,)nen converge faiblement vers T si

Tz, y) — Tz, yp — 0.

1.2.2 L’inverse d’un opérateur linéaire borné

Définition 1.2.6. (Inversibilité)
Soient E et F' deux espaces normés, A € L(E, F) l'opérateur A est dit inversible si pour

tout y € F I’équation Az = y admet une seule solution .
Définition 1.2.7. [12](Opérateur inversé)
On dit que A e L(E,F) est inversible. S'il existe S € L(F, E) tel que
AS=1Ig et SA=Ip.
On appelle I'inverse de A est noté par AL,
Théoréme 1.2.3. L’opérateur A~! inverse d'un opérateur linéaire A est aussi linéaire.
Remarque 1.2.2. Ae L(E, F) est inversible s'il est injectif et A~ est continu (borné).

Définition 1.2.8. [15] (Similarité)
Soient A, B deux opérateurs dans B(H), on dit que A, B Sont similaires si et seulement

il existe un opérateur inversible T, tel que
B =TAp,

Définition 1.2.9. Si 7' est un opérateur linéaire borné, La trace de T est la somme des
¢éléments diagonaux de la matrice de 7" dans une base quelconque. On note tr7.

Remarque 1.2.3. [12] S8i T e B(H), La trace de I'opérateur inverse de T'

trT ™t = —.
’ trT
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1.2.3 Adjoint d’un opérateur linéaire borné
Définition 1.2.10. [47] L’unique opérateur linéaire T* € £(K, H) tel que :
VeeH,VyeH: Tz, y)=<{x, T*y) est appelé 'adjoint de T.
Exemple 1.2.2. Soit
A:R?— R?

(z,y) — (z,0).
Onpose X = (z1,41), Y = (22,¥2)
ona (AX,)Y)=(X,A*Y), alors (AX,Y) = {(z1,0),(zs,942)) = T123.
D’autre part : on pose

AYY = Z = (2, 2).

On a: <X,A*Y> = <(£E1,y1) : (21,22)> = T121 + Y129.
Donc 21 = x3, 220 =0 d’ou : A*Y = A*(xs,12) = (x2,0).
Donc A*(z,y) = (z,0).

Proposition 1.2.1. Soit H, espace de Hilbert et soit 7' € B(H) alors, I'application T' — T*
est isometrique de B(H) dans B(H) de plus :

1L (T*)* =T.

2. |7 = |-
3. |7 = |7,
Preuve :

1. On montre que : Tz, y) ={(T*)*z, y), Ve H,Vye K. On a:

Tz, y) =<z, Ty =Ty, z) =y, (T*)) ={(T*)*y,z). Dou (T*)*=T.

2. On a d’aprés la preuve de théoréme précédent HT*H = HT” et HT” = H (T*)*”
done |7 = |7].
3. Ona |T°T| < |T*||T] = T]".

D’autre part, en utilisant V x € H :

HT:EH2 =Tz, Tx) ={(T*Tz,z) < HT*TJS“]]Q:H = HT*T“H&:HZ

10
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o]
oI

Et on sait que : HT”Z = sup < sup HT*THH:UHZ < |7*7|.
2#0 z#1
Donc: [ - [7°T).
Proposition 1.2.2. [47] Soient S,T € B(H,K) on a :
1. (T +BS)* =aT*+BS*, «a,BeC.
9. (TS)* = S*T*.
3. Si T est inversible T* est inversible et (7%*)~! = (T—1)*.
Lemme 1.2.1. [8] Soient #H, K deux espaces de Hilbert et T € B(H,K) on a :
i) kerT = (ImT*)*.
ii) kerT* = (ImT)" .
iii) kerT* = {0} < ImT = K.

Lemme 1.2.2. Soit T € B(#) inversible
alors T est inversible et satisfait : (T71)* = (T*)~L.

Preuve
TT =T"'T=1] (T est inversible ) d’ou (TT_l)* =[* = ](T‘l)*T* e T*(T‘l)* =],

Alors T* est inversible et (T*)! = (T 1)*.

1.2.4 Opérateurs isométriques, unitaires, auto-adjoints, positifs
Opérateur isométrie
Définition 1.2.11. On dit que A € B(#) un opérateur isométrie (ou isométrique) si :

A*A = I; ol bien : ”ALLH = HT ,Vx e H.

Opérateur unitaire

Définition 1.2.12. Soit H un espace de Hilbert, U € B(H). On dit que U est un opérateur
unitaire si : U est inversible et

U= U,

11



Opérateurs isométriques, unitaires, auto-adjoints, positifs

Proposition 1.2.3. Soient U,V € B(H) des opérateurs unitaires. Alors :
(i) U est isométrique .
(i) HU | =1
(iii) U~ et U* sont unitaires.
)

(iv) UV est unitaire.

Preuve

(i) Pour tout v e H, on a bien :
|Uv|* = W, Uvy =<U*Uw, vy = v, vy = |v]".

(ii) Si HUUH = HUH pour tout v € H, alors :

[U] _

[

(iif) C’est une conséquence immédiate de la proposition président.

U] = sup

(iv) On a bien (UV)™! = U~V = V*U* = (UV)*.

Pour contre, une application linéaire isométrique n’est pas forcément unitaire.
Opérateur auto-adjoint

Définition 1.2.13. [47] Soient H,; et H, deux espaces de Hilbert et T e B(H1, Hs).

L’opérateur adjoint de T est I’opérateur linéaire T* - Hy — H, caractérisé par

<7‘*y’ I>'H1 = <ya Tl>'H2
Pour tout z € M, y € Ha, on dit que T est symétrique ou que T est hermitien .

Exemple 1.2.3. Soit A € My(R) t
0 2
A= dou A* =
20 20

On remarque que : A = A* donc est auto-adjoint.

12



Racin carrée d’un opérateur linéaire borné

Théoréme 1.2.4. [15](Norme d’un opérateur auto-adjoint)

Si T est un opérateur auto-adjoint alors

HTH = sup Tz, z)|

z||=1

Proposition 1.2.4. Soit 7 un espace de Hilbert complexe, et T € B(#H) auto-adjoint alors :
Tz,z)y={z,TryeR, VzeH.

Corollaire 1.2.1. Si H est un espace de Hilbert, et T € B(H) un opérateur auto-adjoint
alors
Tz, zy=0 ==T=0 VYzei.
Proposition 1.2.5. [7] Si T} et Ty deux opérateurs auto-adjoint alors
1. o7 + BT, est un opérateur auto-adjoint, V o, 8 € R.
2. T'T5 est un opérateur auto-adjoint si 117, = ToT3.

3. Si T est un opérateur quelconque alors, T*T, TT* et T + T* sont auto-adjoints.
Opérateurs positifs

Définition 1.2.14. On dit qu’un opérateur T sur un espace de Hilbert H est positif s’il
vérifie :
{z,Txy>0, VzeH
on écrit TB est positif si T > B.
En utilisant l'identité de polarisation on voit quun opérateur positif est néssairement auto-

adjoint.

1.2.5 Racin carrée d’un opérateur linéaire borné

Définition 1.2.15. Soit T'e B(H), on dit que S € B(H) est la racine carré de T'si: S? = T.

Théoréme 1.2.5. Soit 7' un opérateur linéaire borné positif, alors il existe un unique
opérateur positif S tel que : S? = T.

De plus : Si T' commute avec B, alors B commute avec S on note S = T'3.

13



Les commutateurs

Exemple 1.2.4.

4 0
0 16

20
1. Lopérateur S = est la racine carré de 'opérateur T =
Théoréme 1.2.6. (Décomposition polaire d’un opérateur linéaire borné)
Soit T' € B(H) et inversible, alors T = UR ou R est positif et U est unitaire .

Preuve : Puisque T est inversible, T* est aussi, donc d’ot T*T est inversible.

Puisque T*T > 0, alors (T *T)% = |T| existe, et elle est méme inversible, on prend :
R=(T*T)z et U=TR™
donc Il reste de montre que U est unitaire on a :
U*U = (TR Y*(TR*) = (R"Y)*T*TR !,

(R' = (R")* car R positif ) RV T*T)R™'=1, (carT*T = R?).

1.2.6 Les commutateurs

Soit I/ un espace véctoriel normé complexe de dimension infinie.
Définition 1.2.16. [13] et [16]

1. Un élément X de B(FE) est appelé commutateur s’il existe T et B de B(E), tels que

X =TB - BT.
2. Le commutant de T € B(E) est 'ensemble défini par
[Ty = {B e B(E),TB = BT}.
3. Le bicommutant de T € B(FE) est 'ensemble défini par
(A} = {C e B(E),CB = BC,YB e A'}.

Proposition 1.2.6.
/
i) 4= {{ay}

ii) A’ est une sous-algébre de B(E).

)
iii) A” est une sous-algébre commutative de B(E).
)

1) Tout polynéme de A appartienta A”

14



Spectre des opérateurs linéaires bornés

1.3 Spectre des opérateurs linéaires bornés

Définition 1.3.1. [47] Soit 7 un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert com-

plexe :

e Le nombre A € C s’appelle un point régulier de 'opérateur T, si (T — AI) est
inversible de H dans H et (7' — AI)~' € B(H)).

e L’ensemble des points régulier de l'opérateur T s’appelle ’ensemble résolvant

et note par p(T') tel que
p(T) = {/\ eC: T=M inversible}.

o La complémentaire de p(T") onnote par o(T') est appelé le spectre de I’opérateur

T, et enfin la résolvante de T défini par :
BAT) 5 {(T= X7, xepm}.

Définition 1.3.2. [16] Pour T € B(H)

e Si Aeo(T)et 3peH, p#0telque: Ty =Ny

on dit que ¢ est un vecteur propre de 7T associé & la valeur propre \ .

e L’ensemble des valeurs propres de T est appelé spectre ponctuel, noté o,(T) et

défini par : {/\e C:T — A non injectif} = {/\ €C: Ker(T — Al) # 0},

o Si A €a(T)/op(T) et Im(T — AI) = H, on dit que X est dans le spectre continue
de T noté o.(T) donc est défini par

0o(T) = {A € C: T — Al injectif et Im(T — AI) # Tm(T — AI) = 7—[}.

* Si A e a(T)\op(T) et Im(T —AI) # H, on dit que : \ appartient au spectre

résident noté o,.(T) telque :
on(T) = {Ae C: T\ injectif elTm(T =) # #}
= {Xe o(DN\op(T), TnlT=3T) = #}.
e Le spectre approché de T € B(H) est I’ensemble

(T} = {A €C:3(@) =« Xilaal =1 et lim (T~ Al)a, = o}

15



Spectre des opérateurs linéaires bornés

Remarque 1.3.1. o(T) =  0,(T) v o.(T) v 0,.(T).

Définition 1.3.3. [6](Rayon spectrale)
Soit T opérateur borné dans B(H), le rayon spectral de T est 7(T) ot

r(T) = sup |}

Aeo(T)

Théoréme 1.3.1. Soit H est un espace de Hilbert complexe et T' € B(H) alors on a :

1
1) La limite liIJ1r1OO(HT”H)ﬁ est existe et elle égale a 7(T)
1 1
i,e lim (|7"[)n = inf(|T"|)n

2) Si T est un opérateur auto-adjoint, alors : r(T) = HT“
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Chapitre 2

Les opérateurs linéaires bornés et

normaux

Nous présentons Dans ce chapitre les défnitions et les principaux résultats sur les opé-

rateurs normaux.

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1. [15] On dit que 7' € B(H) est un opérateur normal, si T commute avec

son adjoint : T*T = TT*.
Exemple 2.1.1.

a 0
1/ soit T = tel que a,be C, dou T* =
0 b

o 9
o O

Ona:T*T =TT*, alors T est normal.
2/ On considére 'opérateur ( multiplication 7, par une fonction mesurable borné ©.)
T,: L?[0,1] — L?[0,1]
T f(t) = () f (1)

On a:

(Tof, g5 = j () (gDt

- f [Oe® g0t

17



Les opérateurs linéaires bornés et normaux

& Ll F®)p®)g(t)dt = <f(t),5(t_)g(t)>~

Donc : T;g(t) = ©(t)g(t), ot bien T f(t) = o(t)f(2).
Done, 13T, = T,T;.

L’opérateur T, est un hermitien (auto-adjoint) s’il la fonction ¢ est réelle.

Proposition 2.1.1. Soit T' € B(H), les assertions suivantes sont équivalentes

1. T est normal.

2. |Te] = |1z

|, pour tout x € H.

3. Dans les cas complexes, les parties réelles et imaginaires de 7' commutent.

Preuve :
- Pour z € H, alors :
Ta]” ~ |7
=Tz, Tz) —{(T*z,T*z).
={(T*T = TT*)z,x).
Donc léquivalence de 1 et 2.

- Onpose: T'=A+iB, tel que : A= Re(T),et B = Im(T).
On a:

T* = A—iB, et T*T — TT* = 2i(AB — BA).

D’ou : T*T = TT* si et seulement si AB = BA.
Corollaire 2.1.1. Si T € B(H) est normal, on a
Ker(T) = Ker(T™).

Proposition 2.1.2. Soit T est normal, on a :
1. L’opérateur a7 est aussi normal pour tout a e C.

2. L’opérateur T™ est normal pour tout n € N*.

18



Les opérateurs linéaires bornés et normaux

Preuve :
1) Nous avons :
(aT)(aD)* = aaTT*, et (aT)*(aT) = aaT*T.
Puisque T' est normal, d’ou il sont égaux.
2) T est normal, d’ou TT* = T*T
= (TT*)" = (T*T)"
— To(T*)* = (T*)"T™
= T™(T")* = (T™)*IT™. Cest -a-dire T" est normal, pour tout n € N* .
Corollaire 2.1.2. Soit P est polynéme et 7' est un opérateur normal. Alors P(T) est aussi

normal.

Remarque 2.1.1. 7" normal = 7T normal.

2
0 —1

Exemple 2.1.2. Soit T =

‘ =1 0 ‘
Ona: T?= —  T* est normal, mais T n’est pas normal.
0 -1

Proposition 2.1.3. Soit T € B(H) est normal, on a :

Ker(T)®Im(T) = H.

Preuve : On sait que : Ker(T*) = (ImT)*,
d’on
(Ker(T*))* = (ImT)*)* = (ImT).
Donc
H = Ker(T*) @ (Ker(T*))* = Ker(T) @ (ImT).
Proposition 2.1.4. (Inverse d’un opérateur normal )

Soit T' € B(H) est normal et inversible d’inverse T7~!. Alors 7! est aussi normal.

Preuve : On a :
(T—l)*T—l o (T*)~1T—1
= (TT*)~" = (T*T)™" (car T normal)
e T—I(T*)—l — T_I(T_l)*.

Donc T est un opérateur normal.
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Propriété de Fuglede-Putnam

Proposition 2.1.5. Soit T'e B(H), les assertions suivantes sont équivalentes
i) T est normal.
ii) T7'T*( ou T*T™!) est unitaire.
iii) II existe un opérateur unitaire U tel que : T* = UT.

Preuve : Montrons que :

e i)=—1ii) On a:
(T—IT*)*(T—IT*) _ T(T—l)*T—lT*
=TT Y T™Y)*T* = (TT Y)* = I.
e i) = 4ii) Clair .

e iii) = 1) Pour tout x € H, on a :

|7*2|* = |UTz|?
= (UTz,UTx) = (Tz,U*UTz)
= |T=|”.

Donc, T est normal.

2.2 Propriété de Fulglede-Putnam

La propriété de Fuglede joue un role trés important dans la théorie des opérateurs bornés
et non-bornés avec toutes ses applications. Plusieurs travaillent sur ce propriété. Aprés la
preuve de Fuglede-Putnam, Rosenblum a donné une preuve simple en utilisant le théoréme
de Liouville. Berberian a donné une autre preuve avec une matrice qui fait 1’équivalence

entre celle de Fuglede et Putnam.

2.2.1 Propriété de Fuglede pour les opérateurs bornés

Théoréeme 2.2.1. [36](Fuglede - 1950)
Soient T' et N deux opérateurs bornés sur un espace de Hilbert H, tels que TN = NT ou

N est normal. Alors,

AN* = N*A.
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Quelques classes des opérateurs normaux

Puis en 1951 Putnam a fait la généralisation au cas de deux opérateurs normaux.

Théoréme 2.2.2. [36](Fuglede-Putnam-Rosenblum) :
Supposons que M , N et T € B(H) avec M , N sont normaux et MT = TN. Alors

M*T = TN*.

2.3 Quelques classes des opérateurs normaux

2.3.1 Opérateurs quasi-normaux

Définition 2.3.1. On dit que S € B(H) est un opérateur quasi-normal si :
S commute avec S*S.

Proposition 2.3.1. Si S = UT est la décomposition polaire de 9, alors S est quasi-normal
si et seulement si : T et U commutent.
Preuve: T =|S|=(5*S)2, U est une isométrie partielle.

1. 81 S est quasi-normal alors S et S*S commutent, avec S*S = T2. Cela implique :

S et T commutent d’ou :

ST ~T8 =10
= UTT-TUT
= (UT-TU)T
= (UT-TU)=0
= UT =TU.

Si Ul'=TU = UTTT =TUTT =TTUT
= 972 =729

= S est quasi-normal .

Proposition 2.3.2. Chaque opérateur quasi-normal est un opérateur sous-normal.

Lemme 2.3.1. Si N est une extension minimale normal de S alors : S est quasi-normal si

et seulement si ‘H est invariant par N*N.
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Quelques classes des opérateurs normaux

Preuve : Si S est quasi-normal et f € H alors

|S*Sf|* = (S*Sf, S5*Sf)
=(8f,85*Sf)
=<5f,8*5%f) =<S*£,$°f)
= Is*f1° |
= |V
= NN

Par conséquent N*N f € H. L’inverse est clair.

2.3.2 Opérateurs sous normaux

Définition 2.3.2. Un opérateur T € B(H) est dit sous-normal, s’il existe un espace de
Hilbert K 2 H et un opérateur normal N € B(K), tels que
H est invariant pour N et T = N |4 .

En d’autres termes, T' est dit sous-normal s'il existe un espace de Hilbert K, tel que #
est un sous-espace de K, et il existe un opérateur normal N € B(K) qui s’écrit, selon la

décomposition K = H @ H*, sous la forme

A B
N = p , et AeB(H), Be (H',H),Ce B(HY)
0

Exemple 2.3.1.
1. Tout opérateur normal est un sous-normal.

2. Tout opérateur isométrique est un sous-normal.

2.3.3 Opérateurs hyponormaux
Définition 2.3.3. Un opérateur T est hyponormal si :
T*T = TT*.
Proposition 2.3.3. Soit T un opérateur hyponormal.Si T est inversible alors 7! est

hyponormal.
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Quelques classes des opérateurs normaux

Preuve : Cette preuve utilise le fait que si T" est un opérateur inversible positif
et T>1,alors T7' < 1.
Puisque :
T*T > TT*,
et T est inversible alors
B e i Rl I A s g R
Par conséquent : T*T'T*"'T < 1 donc :
T~1T*—1 < T*_IT_I.
Dot T7! est hyponormal.

n
,neN.

Proposition 2.3.4. Si T un opérateur hyponormal, alors HT”” = “T‘

Preuve : Si fe H et n > 1, alors
741 = T g, T
=TT < [T ]
<[zl

Par conséquent

I <

T71+1f”

Tn—lfH
Nous allons maintenant prouver 1'égalité par récurrence.
Clairement, il est vrai pour n = 1, et supposons donc que :

I7*| = |7|* , pour  1<k<n.

Mors [T[" = [T < [rssglrig),  aon [Ty < ey

L’inégalité inverse est valable pour tous les opérateurs alors :

HTf“n—H < HTn-Hf” < HTan-{-l N HTan+1 — “Tn+1fH

n

Ainsi, pour chaque nombre naturel n, HT"” = HT

Proposition 2.3.5. : Chaque opérateur sous-normal est hyponormal.
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Spectre d’'un opérateur normal

Preuve : Soit S un opérateur sous-normal, et N son extension minimale normal. Si nous

écrivons
S X S* 0
N = , N*=
0 T X* T*
Alors
5*S S*X SS*+ XX* XT
0=N*N - NN*= —
X*S X*X +TT* TEX* TT*

Par conséquent 0=5*S -85 —XX* ou S*S-85*=XX*2>0.

En généralisant le concept de normalité, plusieurs auteurs ont introduit les classes des opé-
rateurs non-normaux.

Notre nouvelle classe occupe endroit indiqué dans les schéma suivant et les inclusions sont
tous appropriés :

opérateur normal < opérateur quasi-normal < opérateur sous-normal < opérateur

hyponormal.

2.4 Spectre d’un opérateur normal

Proposition 2.4.1. [7] Soit T € B(H) est normal, alors :
1. Si Tx=MXz, telque AeCetxe H. Alors: T*z = Az .

2. Deux espaces propres de 1" associé & des valeurs propres distincts sont orthogonaux .
Proposition 2.4.2. Le rayon spectral d’un opérateur normal T € B(H) vérifie :
r(T) = |T).

Preuve : On suppose d’abord que T est auto-adjoint.

On a “TQH = HT“2 et par récurrence sur n ’on obtient pour tout n € N la relation

72| = |T|”", il vient »(T) = lim 77

= |-

24



Spectre d’'un opérateur normal

On revient au cas normal, I’élément TT* est auto-adjoint et il s’ensuit que l'on a :

L
r(T) = lim [77]"
1

5
= Jim, (Jerry )’

= (7))} = (Jr77))?
= |7l

= lim (HT"(T”)*

n—>0a0

Proposition 2.4.3. Le spectre résiduel d’un opérateur normal est vide.

Dans le résultat suivant, nous présentons certaines caractérisations du spectre continu d'un

opérateur normal borné.

Théoréme 2.4.1. Soit 7' € B(H) est normal, les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Ae o (T).
i) Aeo(T)\op(T).
iii) T — AI est injectif, et I'image de (T — M\I)(H) n’a pas fermée.
Preuve :
i) = i) Puisque € o(T)\o,(T), alors T — AT est injectif, mais ne pas surjectif.

i) = i)

iid) = i)

Supposons que l'image (7" — AT)(H) n’est pas dense dans H, alors

il existe z € (T — AI)(H)*. Par conséquent nous avons,
ze (T = A)(H)*" = Ker(T* — X)(H)* = Ker(T — A).

D’ou contradiction, donc nous concluons que : A € o (T).
Est évidente & partir de la définition du spectre continu.
On a T — A est injectif, alors A ¢ 0,(T).
Supposons que A € 0,(T), alors il existe un opérateur ( invérsible ) S € B(H) tel
que : S(T — Al)x = z, pour tout z € H.
En particulier nous avons

ﬁ—HHxH <[(T-ADz|,  Vee#.

Dot (T — AI)(H) est complet et fermée dans #, qui est une contradiction.

Nous concluons que : A € o(T)\o,(T).
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Normalité d’'une somme de deux opérateurs normaux

Proposition 2.4.4. Le spectre d’un opérateur normal est égale a le spectre approximatif
o(T) = o,(T).
Corollaire 2.4.1. Soit T'e B(H) est un opérateur normal. Alors,
o(T) = 0,(T) U 0o(T) = 04(T).

Théoréme 2.4.2. Soit H est un espace de Hilbert complexe, soit 7' € B(H) un opérateur

normal et A€ C. On a
1. p(T) = (A e C: R(T)) = H)
2. 0,(T) = {Ae C: R(T) # U}
3. ac={)\ec:m=7{em(m¢%}
4 0,(T) = @

2.5 Normalité d’'une somme de deux opérateurs nor-

maux bornés

Dans cette section les opérateurs sont supposés étre bornés. Tout d’abord, nous notons
que la somme de deux opérateurs normaux n’est pas toujours normal, comme indiqué en

exemple suivant, :

Exemple 2.5.1. Considérons les matrices A et B défnies que :

1 =l -1 2
A = B e
11 2 1

On remrque que A et B sont normaux (B auto-adjoint) mais :

1
A+ B= n’est pas normal.

Proposition 2.5.1. Soient A et B deux opérateurs normaux bornés, si A commute avec

B*. Alors, A + B est normal.
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Normalité d’une somme de deux opérateurs normaux

Preuve Montrons que : (A+ B)(A+ B)* = (A+ B)*(A+ B).
On a :
(A+ B)(A+ B)* = (A+ B)(A* + BY)

= AA* + AB* + BA* + BB*.

Et
(A+ B)(A+ B)* = AA* + AB* + BA* + BB*.
D’aprés la propriété de Fuglede-Putnum, et par la normalité de A et B on aura :
(A+ B)(A+ B)*=A*A+ B*A+ A*B+ B*B
= A*(A+ B) + B*(A+ B)
= (A*+ B*)(A+ B)
= (A+ B)*(A+ B).
Puisque
AB* = B*A, BA* = A*B.

Combinaison de ces deux équations avec la normalité de A et B donnent 'égalité des deux

équations, donc établir la normalité de A + B.

Remarque 2.5.1.  L'inverse de la proposition précédente n’est pas toujours vrai. On peut

construire beaucoup de contre-exemples.

31
Exemple 2.5.2. Soit T = est normal, comme
1 2
20 11
T = o
01 11
20
Alors on a : et sont normaux mais n’est pas commutent.
01 11

Remarque 2.5.2. [32]

1. Dans la proposition précédente on peut remplace la commutativité de A et B*, par

la commutativité de A et B .
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Normalité d'un produit de deux opérateurs normaux bornés

2. La normalité de A + B n’implique pas la commutativité de A et B.

Corollaire 2.5.1. Si A et B sont deux opérateurs auto-adjoints commutant, alors :

A + 1B est normal.

Proposition 2.5.2. Soient A et B deux opérateurs normaux bornés.
Si AB* et B*A sont auto-adjoints. Alors

la normalité de A + B implique que la commutativité de A et B.
Preuve : Puisque A, B et A + B sont normaux, on trouve
A*B+ B*A = BA* + AB*
Comme AB* et B* A sont auto-adjoints. Alors,
(AB*)* = BA* = AB* et (B*A)* = A*B = B*A.
On obtient B*A = AB*. D’aprés la propriété de Fuglede-Putnam. Alors :

AB = BA.

2.6 Normalité d’un produit de deux opérateurs nor-

maux bornés

Théoreme 2.6.1. [27] Soient A et B deux operateurs bornés tels que A et AB sont normaux.
Alors : A*AB = BA*A <= (BA) est normal.

Preuve : Montrons que : A*AB = BA*A = (BA) est normal.
Nous posons A = UP alors A= PU, ou U est unitaire et P est positif
de plus ils commutent, A*A = AA* = P? car A est normal et d’aprés le calcul on obtient
P2B = P?B implique PB = PB
U*(AB)U = U*UPBU

= PBU

= BPU

= BA.
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Normalité d’un produit de deux opérateurs normaux bornés

II

(BA)(BA)* = U*(AB)U (U*(AB)U)*
*(AB)UU*(AB)*U

(

(
"(AB)(AB)*U

(

(

I

I

*(AB)*(AB)U
AB)*UU*(AB)U

= (BA)*(BA).
Alors BA est normal.

I

U
U
U
U*
(

Montrons que :
(BA) est normal = A*AB = BA*A?
Ona ABA = ABA = (AB)A = A(BA), et d’apres la propriété de Fuglede-Putnam

(AB)*A = A(BA)* = ((AB)*A)* = (A(BA)*)*,
alors A*(AB) = (BA)A*, donc A*AB = BAA*.

Théoréme 2.6.2. [27] Soient A et B deux opérateurs bornés et normaux. Alors :

A*AB = BA*A
<= (BA) et (AB) sont normaux.

BB*A = ABB*
Preuve :
A*AB = BA*A
1- = (BA) et (AB) sont normaux.
BB*A = ABB*
On a:
(AB)*(AB) =B*A*AB = B*BAA*
= ABB*A*
= (AB)(AB)*

donc AB est normal
(BA)*(BA) = A*B*BA

= A*ABB*
= BAA*B*
= (BA)(BA)®

alors BA est normal.

29



Normalité d’'un produit de deux opérateurs normaux bornés

L’implication inverse
A*AB = BA*A
BB*A = ABB*

2- (BA) et (AB) sont normaux =

Ona:
ABA = ABA =(AB)A = A(BA)
= (AB)*A = A(BA)*, d’aprés Fuglede-Putnam
= B*A*A = AA*B*
= (B*A*A)* = (AA*B*)*
= A*AB = BA*A
On a

BAB = BAB =(BA)B = B(AB)
= (BA)*B = B(AB)*, d’aprés Fuglede-Putnam
= A*B*B = BB*A*
= (A*B*B)* = (BB*A*)"
= B*BA = ABB*
Théoréme 2.6.3. [27] Soient A et B deux opérateurs hyonormaux supposons A commute

avec la partie réel de B, et B commute avec la partie réel de A*.

Alors AB et BA sont hyponormaux.
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Chapitre 3

Les opérateurs bornés des puissances

normaux

3.1 Les opérateurs n-normal

Dans cet section, nous présentons les opérateurs n-normaux sur un espace de Hilbert .
Nous donnons quelques propriétés de ces opérateurs. En général, un opérateur n-normal n’a

pas nécessaire d’étre un opérateur normal, un opérateur hyponormal.
Définition 3.1.1. [4] Soit T'e B(H), est appelé un opérateur n-normal si
THL* = TFP5

Proposition 3.1.1. Soit T € B(H), alors T est n-normal si et seulement si :

T™ est normal.

Preuve ;

— Soit T opérateur n-normal, T"T* = T*T". Donc
T (T*)" = T*T™ (T*)"~' = T* (T"T*) (T*)">
= (T T (R = (1T
Alors T™ est normal.

— Soit T™ est normal. Comme T™T = TT™, aprés propriété de Fuglede
T*T™ =T"T*. Donc T est n-normal.

31



Les opérateurs n- normal

Remarque 3.1.1. L’opérateur borné normal est n-normal pour tout n.

Mais I'inverse n’est pas vrai.

1 2
Exemple 3.1.1. Soit T = ,on a T est 2-normal mais n’est pas normal.
0 —i

Proposition 3.1.2. Soit T € B(H) est n-normal. Alors
1- T est n-normal.
2- Si T existe, alors (T7!) est n -normal.
3- Si S, T deux opérateurs € B(H) sont unitairement équivalents, alors
S est n-normal.
Preuve :

1- Comme T est n-normal, donc 7™ est normal. On a
(T™)* = (T*)"  est normal,

alors T est un opérateur m-normal.

2- Comme T est n-normal, donc T™ est normal. Et on a
(T = (T™")"  est normal,

alors 77! est un opérateur n-normal.

3- Soit T est un opérateur n-normal et T, S sont unitairement équivalents.
Donc existe un opérateur unitaire U tel que S = UTU*, alors S™ = UT"U*.

Comme T™ est normal, alors S™ est normal == S est un opérateur n-normal.

Théoréme 3.1.1. Si S, T deux opérateurs n-normaux commutent, alors

ST est un opérateur n-normal .

Preuve : Comme S,7T deux opérateurs n-normaux commutent —> S™ T" sont aussi.
Alors S™T™ est un opérateur normal.

Et on a S"T" = (ST)™, (ST)™ est normal. Donc ST est un opérateur n-normal.

Remarque 3.1.2. Cette résulta n’est pas nécéssairement vrai Si S, 7 non commutent.
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Les opérateurs n- normal

1 0 i 2
Exemple 3.1.2. Soit S = ) et T = ) opérateurs sur espace
g —l 0 —i

de Hilbert C*. S et T sont 2-normal. On remarque que

1 2 i —2
ST = e =T§.
0 3 0 1
—-1 44
Mais (ST)? = n’est pas normal donc ST n’est pas 2-normal.
0 -1

Proposition 3.1.3. Soit 7,5 deux opérateurs n-normaux commutent, tel que :
n—1

n

(S+T)* commute avec Z )S”ka. Alors (S +T) est un opérateur n-normal.
-1\ k
k=1

Preuve : (S+T)"(S+T)* Z ;1 BTk [ Lg% o T,

(S +T)™(S + T)* = S5* + Z : SPRTR(S 4 T)* + T"S* 4 S*T* 4 T™T™.

n—1

n —
Comme (S + T)* est commute avec Z SnkTk,
k=1 v

(S + T)*(S + T)* = $*S™ + (S + T)* Z :‘ JEIE | BT 4 G o R

n—1 ,
Alors (S + TS +T)* = (S + T)* (8" + T + (S + T)* [ ¥ Z §n—kk
k=1

Donc (S + T)*(S + T)* = (5 + T)* Z Z SRR | = (S + TS + T)"
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Les opérateurs n- normal

Remarque 3.1.3. la somme de deux opérateurs m-normal commutent ne pas

nécessairement n-normal.

10
Exemple 3.1.3. Soit S = , T =

Ona S et T sont 2-normal, et commutent. Mais

11 1 2
S+T= , donc (S+T)%*= est non-normal.
01 01

Donc S+ T est un opérateur non 2-normal.

Lemme 3.1.1. Soient S, T € B(#H) sont deux opérateurs 2-normaux. Si

ST+TS = 0;

alors T+ S et ST sont 2-normaux.

Preuve :

e Ona ST+TS =0, S?T? =T252. Alors (S+T)? = 5%+ T? est normal.

Donc (S + T') est un opérateur 2-normal.

e ST+ TS =0, (ST)* = —S?T? = —T?5? aprés (3.1.1) ST est un opérateur

2-normal.
Théoréme 3.1.2. Soit T,......... , T, sont opérateurs n-normaux sur B(H).
alors: (T &®......... BT, et (M......... ® T,,) sont opérateurs nm-normaux.
Preuve :

e (®..0T,)"(T®..0T,)" = (T7'®...OTp) (Thn®... ®T})
=TIMTY®.. ®T'T = T ® ... T*T"

mTm mTm

=(Tf®..oTH(TI'®..0T) = N1®.. ®T,) (Ti®...0T,)".

Alors (T ®...... @ T,,) est un opérateur n-normal.
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Les opérateurs n- normal

e Pour zy,...2,, ¢ H
(T ®..0Tn)"(N1®..0T,)" (1:1® ... Ty)

= (IT'®..0TH)(Tf®..0T ) (21 ®...® x)
=TT &.. QT .
=TTTT51®...QTpTrtm = (TYQTE) (ITOT) (11 ® ... ® )
=(M®..0T.)" (T1®..0Ty)" (#1®...®Tm).

Alors (11 ®...0T,)" (N ®..9T,)" = (11®...0T,) (1 ®...0T,)".
Donc (T ®...®T,,) est n-normal.

Proposition 3.1.4. Soit T € B(H) avec la décomposition cartésienne 7= A +iB ol A

et B sont auto-adjoint. Alors T est 2-normal si et seulement si
B* commute avec A, et A%commute avec B.

Preuve :

e Supposer B?A = AB? et A2B = BA%. Alors :
T*T* = (A+iB)*(A—iB) = (A*+iAB + iBA — B*) (A - iB)

= A®—iA’B— B*A+iB®*+iABA+ AB? + iBA% + BARB

et
T*T? = A3 — AB®> +iA’B + iABA — i BA? +iB®+ BAB + B%A

comme B2?A = AB? et A’B = BA? d’ou T2T* = T*T>.
Donc T est 2-normal.

o Soit T est 2-normal = T2T* = T*T? alors :
—B?A+iBA* —iA’B + AB? = —AB? + iA?B — iBA? + B?*A,
(AB* — B2A) + i (BA® — A*B) = 0.

Soit Ty = AB*— B?A, T, = BA2 — A?2B. Alors T =-N,T} =-T,
( T1,T5 sont symétriques hermitiens), et T} 4+ iT5 = 0. Alors —T} + iTy = 0.
Donc Ty = AB* — B%2A = 0. Méme, B2A = AB2.

35



Les opérateurs n- normal

Remarque 3.1.4. L'opérateur 2-normal est un opérateur 2k-normal, et 'opérateur

3-normal est un opérateur 3k-normal.

Exemple 3.1.4.

4 0
1) Soit T = . Alors T? = est un opérateur normal.
0 —2 4
. 8
Mais T° = est non normal.
0 -8
_ 2 -8 0 )
2) Soit T = . Alors T3 = est un opérateur normal.
-2 0 B -8
. 0 4
Mais T? = est un opérateur non normal.
—4 —4

Proposition 3.1.5. Si T est un opérateur k-normal et (k + 1)-normal pour tout & entier
positif. Alors T est (k + 2)-normal. '

Donc, T est n—normal pour tout n = k
Preuve : On a T est k-normal, TF*T* = T*T*. Donc
TTET*T = TT*T*T.  Alors TFT*T = TT*TF,

Comme T est (k+ 1)-normal, T*Tk+2 = Tk+27%
Alors T est (k+ 2)-normal.

Corollaire 3.1.1. Si T est 2-normal et 3-normal, alors T est m-normal pour tout n > 2.

0
Exemple 3.1.5. Soit T = est un opérateur sur espace de Hilbert complex .
a 0

Alors T' est 2-normal, 3-normal, donc est n-normal V n > 2 mais est non normal.

Proposition 3.1.6. Soit T' € B(H) est un opérateur k-normal et est un isométrie partielle.
Alors T est (k+ 1)-normal.

Et donc T est n-normal (V n > k,) et k entier positif.
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Les opérateurs n- normal

Preuve : Comme T est un isométrie partielle [16], T7T*T = T. Donc
TT*T* =T* et T*T*T =T*
Comme T est k-normal
Tk+1T* = Tk et T*Tk+1 — Tk.
Alors
Tk+1T* — T*Tk+1.
Donc T est (k + 1)-normal. Aprés la proposition (3.1.5) est n-normal (¥ n > k).

Corollaire 3.1.2. Si T € B(H) est 2-normal et isométrie partielle, alors

T est n-normal (V n > 2).

Lemme 3.1.2. Soit T' € B(H) est k-normal et (k+ 1)-normal. Si T ou T* est injectif, alors

T est normal.

Preuve : Ona T est (k+ 1)-normal = T*1T* = T*Tk+1,
Etona T est k-normal == T*T* = ThT*T,
Donc
T (TT* —T*T) = 0.

Comme T est injectif = TT* — T*T = 0. Alors T est normal.
Dans cas T* est injectif, comme T* est k-normal et (k + 1)—normal = T* est normal.

Donc T est normal.

a
Proposition 3.1.7. Pour n > 2. Ona T = est m-normal si et seulement si
0 ¢
b(a" ' +a™%c+...+ 1) =0,0ua,b,ceC.
. a . .
Preuve : Soit T = . Alors T' est m-normal si et seulement si

a® b an~1 + an-2c+ s Cn—l
e ( ) N e i s
0 cn

T est normal si et seulement si

lb (an_l +a" %+ ...+ c"_l)] = 0.
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Les opérateurs (n, k)-normal

Donc

b (a”_l E i T PUS c"'l) = 0.

Exemple 3.1.6. Considérer n = 3 dans la proposition président, alors T est 3-normal si

et seulement si b (a* + ac+ ¢?) = 0. Prendre a = 2, b= 1, et ¢ = —1 + /3i. Alors

2 1
T = est 3-normal.
0 —1++/3i
0
Mais T° = est normal, donc T est 3-normal.
0 8

Proposition 3.1.8. En génerale et aprés la proposition (3.1.7).0On a Si

n—1
A X A" Z AiXBn—i—l
T = alors T = e

0 B 0 Bn

Ou A, Bet X sont opérateurs dans B(H)

3.2 Les opérateurs (n, k)-normal

Définition 3.2.1. [19] Soit T est opérateur borné . on appelle T est (n,k)-normal si et
seulement si

™ (Tk)* _ (Tk)*Tn,
ou n, k entiers non négatifs.

Remarque 3.2.1. tout opérateur normal borné est (n, k)-normal
(ot » = k = 1). Et tous les opérateur n-normal est (n, k)-normal (ot m = 1).

Mais 'inverse n’est pas toujour vrai .

1
Exemple 3.2.1. Soit T =
0 -2
2 0 , 4 0 8 4
Alors , T* = , 9= y T =
1 =2 0 4 0 -8
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Les opérateurs (n, k)-normal

. 40 . 32 16 .
et (TH)" = , alors T3(T%)" = = (T?)" T3
0 4 0 —-32

Donce, T est (3,2)-normal. Mais est non 3-normal,

20 -8 16 8
TST* — # — T*TS
-8 —16 8 20
. : a b
Corollaire 3.2.1. Soit T = L Alors T est (2,2)-normal si b= c
c

Preuve : T' est (2,2)-normal si et seulement si T2 (T?)"* = (T?)* T2,

5 @ a®+bc  bla+d) a’*+bc cla+d)
Ona T* = , et T? = = (T?)" =
b d cla+d) d®+be bla+d) d®+be
(a® + be)® + 2(a + d)? (a+d)(b(a® + bc) + d (d? + b))
Alors (T?)*T? = :
(a+d) (b(a® + be) + ¢ (d? + be)) Y (a+ d)? + (d* + be)®
(a® + be)? + b2(a + d)? (a +d) (c(a® + be) + ¢ (d? + be))
et T2 (T?)* =
(a+d) (c(a®+be) + b (d? + be)) (a+d)? + (d* + be)?

ce qui implique T est (2,2)-normal si et seulement si b = c.

a b
Proposition 3.2.1. Soit T = , ou a, b, c sont des nombres complexes,
0 ¢

et n,k>2. Alors T est (n,k)-normal si et seulement si

b? (a”‘l +a"%c4 -+ c"_l) (ak_l By e ck_l) =0, F=d et =a"

?
n
Z an~dcd—1

a” b <
Preuve : On a T" = d=1

0 c"
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Les opérateurs (n, k)-normal

CLk o

et (T’“)* - k
b (Z ak—dcd—l> &

d=1

n k n
|:a7zak + b2 <Z an—dcd~—1> (Z ak—dcd—l>:| |:bck <Z an—dcd—1>:|
i d=1 d=1 =1

k
be (Z ak—dck—l) ek
d=1

Donc: T™ (T™)

n
arak bak (Z an—dcd»l
d=1

Par conséquent T est (n, k)-normal si et seulement si

n k
b2 <Z an—dcd——1> (Z CLk—dcd-—l) _ 0’ Ck' _ CLk et = g"
de=1 d=1

Préposition 3.2.1. Soit T est un opérateur borné. Si T est (n,k)-normal, alors T

Et (T*)"T" =

est un opérateur normal.

Preuve : T' est un opérateur (n,k)-normal, alors T™ (Tk)* = (Tk)* T", et

(T°)* = (T*)° pour chaque c entier non négatif, Donc :

k— times n times

= Tnn. .. T (Tk)* o (Tk)* =T ... (Tk)* " (Tk)* . (Tk)*

— ng)* (Tk) * o (TA)": STnTn . Tnz — (Tka . Tk)’i ngTn L. Tnz

n -times k -times n— times k— times
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Les opérateurs (n, k)-normal

= (T (@) = (@) @) = ()" T
Donc T™ est normal.

Proposition 3.2.2. T est un opérateur (n,k)-normal si et seulement si T est (k,n)-

normal.

Preuve : Soit T est (n,k)-normal, alors T" (Tk)* = (Tk)* T™. Donc :

- (e - (@) - e

*

T (1) = (T (1))
Alors T est (k,n)-normal.

Proposition 3.2.3. Si T € B(H) est un opérateur (n, k)-normal, alors
1) T* est (n, k)-normal.
2) Si T~ existe alors T™! est (n, k)-normal.
3) Soient S,T € B(H) deux opérateurs sont unitairement équivalents, alors S est
(n, k)-normal.
Preuve : On a T est (n,k)-normal, alors T (T*)" = (T*)* 1™,

1) Aprés la proposition (3.2.2)
*\ 7T w\k\ K «\1 ik : (rE\T «\ ¥\ K rxyn
(T*)* (1)) = (T*)" " = TH(T*)" = ((T*)")" (T*)".

Alors T* est (n, k)-normal.

2) Ona: (T ()" = @7 (@) = (@ am)

1

= (@) (1))~

= (T” (Tk)*> -t _ ((Tk)*)_l (T”)_l _ ((T_l)*)k (T_l)n,
Alors T7! est (n, k)-normal.

3) Comme S etT, sont unitairement équivalents, alors S = UTU*.
Donc : (UTU*)" = UT"U* ([11]).
Alors :
s (SH)* = (uTU*)® ((UTU*)k>* = DT (Frepy”
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Les opérateurs (n, k)-normal

= UT"U*U (T%)" U* = UT™ (T%)* U* = U (TH)* T°U*
= U (T U UT™U* = ((T*0*)" U") UT"U™ = (U (T*U™))" UT"U®
_ ((UTU*)k)* (UTU*)" = (8%)" 5™,
Donc S est (n, k)-normal

Proposition 3.2.4. Soit T est (¢, k)-normal et (c+ 1, k)-normal, ot ¢, k sont entiers non

négatifs, alors T est (c+ 2, k)-normal. Donc Test (n, k)- normal
Preuve : Ona T est (c, k)-normal et (c+ 1, k)-normal, Alors
T (T*)" = (TF)"T° et TH (TF)" = (T%)" T+
—  T(TH)" =TT (TF)" = T (T%)" T = T (T%)" T°T
=TT (T*)*T = T°* (TF)" = (T*)" 7T = (T*)" T°+2.
Donc T est (c+ 2, k)-normal, alors T est (n, k)-normal. V n, k.

Proposition 3.2.5. [19] Soit T est (n, ¢)-normal et (n, ¢+ 1)-normal, ot n, ¢ sont entiers

non négatifs, alors T est (n, ¢ + 2)-normal. Donc Test (n, k)- normal.

Théoreme 3.2.1. soient S et T deux opérateurs (n,k)-normaux, si S commute avec T,

alors (ST) est (n, k)-normal.

Preuve : Comme S et T sont commutent, alors (ST)" = S"T™.

De plus, S commute avec T* et T commutes avec S*, on a :
(ST)" ((ST)¥)" = S"T™ (S*T*)* = S*T™ (T*)” (S*)"
= SPT™ (T*)" (S%)" = 5™ (TF)" T (S*)* (T est (n, k)-opérateur)
= (T*)"S™ (S*)" T = (TF)" (S5)"$™ (S est (n, k)-opérateur)
= ((ST)")" (ST)™.
Alors ST est (n, k)-normal.

Théoréme 3.2.2. Soit 11,T3,...,T, sont des opérateurs (n,k)-normaux sur B(H), alors

(®T,®...®T,) estun (n,k)-normal.
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Les opérateurs (n, k)-normal

Preuve : Comme T1,Ty,...,T, sont (n,k)-normaux, alors :
T (TF)" = (TH*1* vi=1,2,....p.
Tehe.. oT)" ((TI@TZ@...@T,,)"’)* =(MMoTr®..oT) (TeoTte...eTH)"
= (el e...oT) (Tf)'e(@) e.. ©T))) = ¢ (TF) oI} (T3)*e. . .eTr (TT)"
=M o) Te. (L) I = (T e (T e...e (TH)) (e e... oTr)
= (e e.. o) (Telye..0T) = (Lehe..0T)") (LeoThe...eT,)".

Alors (T @To®...®T,) est (n,k)-normal.

Théoréme 3.2.3. Soit 11, T5,...,T, sont (n,k)-normauxsur B(H), alors (11 @2 ®...RT))

est un (n, k)-normal.

Preuve :
Comme T,T5,...,T, sont (n,k)-normaux, alors :
Tr (TF) = (TF) TP Vi=1,2,.,p. Etsoit z1,2s,..., z,€H, donc:

MOLE®...QT,)" ((T1®T2®...®Tp)’“> (11 @7 ®...Q,)

=(IOR®..0T) (TFRTy®...0TH (1102, Q ... ®,)
=T ()" 2073 (T3) " 2®. .. QT (TF) " 2, = (TF)" T}, (TF) Ty22®. . @ (TF) Tz,
= ((T{C)*@(T;)*@.,.@(Tj)*) (Tl d.. dT") (119120 ...® )
=(MfOT®..0T) (MO} ®..0T) (1191, ...® z,)
_ <(T1®T2®...®Tp)’“)*(T1®T2®...®Tp)”(w1®x2®...®xp)-

Alors (Ti® T2 ®...Q®T,) est (n, k)-normal.

43



Les opérateurs n-quasi normaux

3.3 Les opérateurs n-quasi normaux

3.3.1 Les opérateurs n-quasi normaux
Définition 3.3.1. [39] L’opérateur T € B(H) est n-quasinormal, si :
TR < TP, VneN

Remarque 3.3.1.
i) L’opérateur 1-quasi normal est un opérateur quasi normal.

i1) Chaque opérateur quasi-normal est n-quasi-normal, quelque soit n.

Préposition 3.3.1. L’opérateur n-normal est aussi n-quasi normal. Mais 'inverse n’ est

pas vrai.

3.3.2 Quelques classes des opérateurs n-quasi normaux

Définition 3.3.2. [42], [43] et [40]
A) L’opérateur quasi n- normal :
On dit qu'un opérateur T € B(H) est un opérateurs quasi n- normal n normal si,
(Vn e ZT)
T(T*T") = (T*T™)T.

B) L’opérateur K-quasi-normal :

On dit qu'un opérateur T' € B(H) est K-quasi-normal si
T(T*TY* = (T*T)* T.

C) L’opérateur N-quasi-normal :

On dit qu'un opérateur T' € B(H) est N-quasi-normal si et seulement si
T(T*T) = N (T*T)T.

D) L’opérateurs (K, N) quasi-normal :
On dit qu’un opérateur T' € B(H) est (K, N) quasi-normal si satisfait :

TH(T*T) = N(T*T)T*, ou KeZ' et N € B(H).
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Les opérateurs n-quasi normaux

E) L’opérateur (K, N) quasi n-normal :
On dit qu'un opérateur T € B(H) est (K, N)- quasi n-normal si satisfait
TH(T*T™) = N(T*T™)T*, ot K € Z* et N € B(H).
F) L’opérateur (K, N)* quasi n-normal :
On dit qu'un opérateur T € B(H) est (K, N)*-quasi n-normal si satisfait :
T (T*T™)" = N(T*T"*T¥, ou K e Z* et N € B(H).
Remarque 3.3.2. Soit T est un opérateur (K, N)*-quasi n-normal, tel que :
1- Si N = I alors T est un opérateur quasi n-normal.
2- Si K =1,n =1 alors T est un opérateur N-quasi normal .
3- Si K =1,N = I alors T est un opérateur quasin-normal .
4- Sin=1,N = I alors T estun opérateur quasinormal .
5- Si K =1,n=1,N = I alors T est un opérateur quasi normal.
Pour illustrer ces propos, nous allons introduire le schéma suivant
{K-N}* Quasi-n- normal
(K-N) Quasi-n- normal

{K-M}Quasi normat

/N

n- Quasi normal k-Quast normal
Quasi-nomal
{nkj- Normal
T Isométrie partiefle
n-Normal /
Mormat Isométrie
Autp-adjoint Unitaire

PROJECTION
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3.4 Théorie spectrale des opérateurs des puissances
normaux
Théoréme 3.4.1. [34] Soit T € B(H) est 2-normal et o(T) n o(~=T) < {0} . Alors
o(T) = 0,(T)

Preuve : Comme o(T) = 0,(T) v 0,(T), il suffit de montrer ¢,(T) < oo(T).
Soit z € 0,.(T). Alors il existe un vecteur non nul z € H tel que T*z = Zz .

Comme T*?’x = Z?x et T? est normal, on a T?z = 22z
)

1) Siz#0, alors (T —2)z = 0.
Comme —z ¢ o(T), (T'—z)x =0 donc ze€ g,(T).

2) Si z=0, alors T2z =0 et ona 0¢€ o,(T).
Donc o(T) = o,(T).

Théoréme 3.4.2. [34] Soit T'e B(H) est 2-normal et o(T) n o(=T) < {0}.

1) Si z et w sont des valeurs propres distinctes de T, et z, v sont les vecteurs propres

correspondants (respectivement), alors {(z, y) = 0

2) Si z et w sont des valeurs distinctes par o,(T) et {z,},{y,} sont les séquences de
vecteurs unitaires dans H tel que
(T -2)z, -0 et (T—w)y, — 0(n — ),
alors
Preuve : Comme (T? —2%)z, —> 0 et (T? —w?)y, — 0.

Et T? est normal = (T? —w?) y, — 0. Donc
2 - 2, _ 2,
r}l—{{olo < <xna yn> = r}grolo <Z Ln, yn> = rlg{olo <T L, yn>

> *2 x 2
= lim Can, T*yn) = lim w* {2y, Yoy -
Si 22 =w? alors (2 + w)(z —w) = 0.

Comme z # w, ona z=—w, et o(T)no(-T) < {0}
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ce qui implique 2z = w = 0, qui est impossible pour des valeurs distinctes.

Par conséquent,

lim <{z,,y,) = 0.

n—00

Corollaire 3.4.1. Soit T'€ B(H) est 2-normal et o(T) n o(=T) < {0}

Si z et w sont des valeurs propres distinctes de T, alors
ker(T — z) L ker(T — w).

Soit M est un sous-espace de H. on dit M est un sous-espace réduce pour T’

SiT(M) < M and T*(M) < M. ( M c’est un sous-espace invariant pour T et T*).

Théoréme 3.4.3. [34] Soit T'e B(H) est 2-normal et o(T) n o(=T) < {0}.

Si z est une valeur propre non nulle de 7. Alors
ker(T — z) = ker (T? — 2*) = ker (T** = 2*) = ker (T* - %).
Par conséquent ker(T — z) est un sous-espace réduce pour 7.
Preuve : D’abord nous montrons
ker(T — z) = ker (T? — 2%) .
Comme il est évident que ker(T — z) < ker (T? — 22), nous montrons
ker (T? — 2*) < ker(T — 2).
Soit z € ker (T? — 2%), i.e. (T? — 22)x = 0. Alors (T + 2)(T — z)z = 0.

Comme z # 0, et o(T)no(=T) < {0}, ona —z¢o(T).

Ici, (T — 2)x =0 et x € ker(T — z). Donc,
ker (T? — 2%) c ker(T — z) et ker(T — z) = ker (T? - 27).

Comme T? est normal, c’est clair ker (T? — 22) = ker (T2 — 22) .

Et comme —Z ¢ o (T*) on a

ker (T2 ~E2) =ker (T" - Z).
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Théoréme 3.4.4. [34] En générale, pour T un opérateur n-normal dans B(#), nous défi-

nissons la propriété suivante :
f—1 pim
o(T) n (U e#Za(T)> c {0}.
j=1
Ensuite, nous continuons avec le lemme suivant.
Lemme 3.4.1. Soit T € B(H) satisfait (3.1) . Si z € 0,(7), alors 2" € g, (T™) .
Preuve : Suppose que z € 0,(T), et 2" € 0, (T™) . Alors
il existe un séquence {z;} € o(T') tel que 2 — 2"(k — ).

1) Si z =0, alors il est clair que z, — 0(k — ).

Donc, 0¢ 04(T'). (c’est une contradiction).

2) Soit z # 0. Comme

27 227 . 2(n—1)m .
(zk—enzz>~<zk~e n lZ)-~<zk—e w ZZ) (zk—2) —0

n—>x0

On peut supposer :

(Z) R —> 2.
k— 00 L
(i1) il existe j(j=1,...,n—1) tel que z, — en'z.
k—0

comme z € 0,(7T), (i) ne pas vrai. Mais si z, — em’*, alors z, — e n ‘2.
k—0

Comme z; € o(T) et o(T) est compact, e s € o(T).

Comme z # 0 et z€ o(T) N (egnlia(T)> , ¢’est une contradiction.

Théoréme 3.4.5. Soit T' € B(H) est n-normal et satisfait (3.1). Alors o(T) = 0,(T)

Théoréme 3.4.6. Soit T € B(#) est n-normal et satisfait (3.1). Alors

(3.1)

1) Si z et w sont des valeurs propres distinctes de T et z,y € H sont les vecteurs propres

correspondants, respectivement, alors (z,y) = 0

1) Siz,w sont des valeurs distinctes de 0, (T) et {z,} , {y,} sont les séquences de vecteurs

unitaires dans H tel que (T — 2)z, — 0 et (T — w)y, — 0(n — ), alors

lim {@p, yny =0
n—
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Chapitre 4

Applications des opérateurs

T =-1n0ormaux

Dans ce chapitre, on étudie la solvabilité d’une équations d’opérateurs dans I’algébre
B(H) des opérateurs linéaires bornés sur I’espace de Hilbert complexe séparable et de dimen-
sion infinie H, on considére I'’équation A"XB" — XD = C, ot A, B,C et D des opérateurs
dans B(H).

4.1 L’équation AX — XB = C dans B(H)

Rappelons que si M est un sous-espace vectoriel fermé de H et T € B(H), alors T s’écrit

suivant la décomposition H = M @ M+ comme suit

A B
¢ D

T:

04 Ae B(M), BeB(ML,M), CeB(M,Ml> ot DeB(ML>

R
Proposition 4.1.1. Soit A un opérateur linéaire borné défini sur H®H, par A = @ ,
T
Q* S*
alors son adjoint A* est donné par A* =
R* T*
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Lemme 4.1.1. [5] Si la matrice d’opérateurs @ définie sur H @ H est inversible,
T

alors I'opérateur S*S + Q*Q est inversible dans H

Théoréme 4.1.1. Soient A et B deux opérateurs bornés dans B(H), satisfait la propriété

de (FP)pmy et C est opérateur dans B(H), alors I’ équation :
AX -XB=C

admet une solution X dans B(#) si et seulement si

A0 A C
0 B 0 B

sont deux opérateurs similaires dans H @ H

Remarque 4.1.1. On peut généraliser dans le cas A +ia, B+iff e B(H) sont normaux
donc on a I’équation :

(A+ia)X = X(B+iB)=C

Proposition 4.1.2. [48] Soient A et B deux opérateurs normaux bornés dans B(#), et C

est opérateur dans B(#), alors I’ équation :
(A+ia)X — X(B+iB) =C, (4.1)

admet une solution X dans B(H) si et seulement si

(A +ia) 0 (A +ia) c
0 (B+1iB) 0 (B +1ip)

sont deux opérateurs similaires dans H @ H

Preuve : Si I’équation (4.1) admet une solution X, alors

I -X (A +ia) 0 I X (A+ia) (A+1ia)X — X(B +if)
0 I 0 (B+1i8) 0 I 0 (B+1ip)
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_ [ (A+iq) C
0 (B+1iB)

, (A+ia) 0 (A +ia) C o
Par conséquent et sont similaires.
0 (B+ip) 0  (B+if)

Supposons maintenant que les opérateurs :

((A+m) 0 ) ((AJrz'a) c ) o
et sont similaires.
0 (B +1i8) 0 (B +1i8)

) dans B(H @ H) telque

(A+ia) 0 Q@ R\ (@ R\[(A+ia) C
o B+ip)\s ] \s T 0 (B+if)

(A+i0)Q (A+ia)R Q(A+ia) QC+ R(B+if)

nn O
N X

Alors il existe un opérateur inversible (

(B+1i8)S (B+iB)T S(A+ia) SC+T(B+1ip)
Ce qui nous donne aprés l'identification terme par terme
(A+ia)Q=Q(A+ia) et (A+ia)R— R(B+iB) = QC.
(B+iB)S =S(A+ia) et (B+iB)T~T(B+ib) = SC.

En appliquant la propriété (F'P)ps) on obtient

(B+if)S* = S*(A+ia)et (A+ia)Q* = Q*(A +ia).
Par conséquent

(A +ia)S*S = S*S(A + i),
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d’ott (A + i) commute avec  S*S et  Q*Q, donc avec la somme  S*S + Q*Q.

L'inverse (S*S + Q*Q)™" commute aussi avec (A +ia), car en général si :

(A + i) commute avec (B + i8), donc il commute avec (B + i8)~". En effet
(A+ia)(B+if) = (B +iB)(A +ia)
& (B+if) ' (B+if)(A+ia)(B+if)™ = (B+if) HA+ia)(B +if)(B +if) ™"
& (A+ia)(B+iB)™' = (B+iB) (A +ia).
De plus on obtient
("8 +Q*"Q)C =Q*((A+ia)R— R(B+ifB)) + S*(B +iB)T — T(B + iB))
= ((A+ia)Q* R+ (A+1ia)S*T) — (Q*R(B + iB) + S*T(B + iB))
= (A+ia) (Q*R+ S*T) — (Q*R + S*T) (B + if).
D’aprés lemme (4.1.1)

Popérateur S*S + Q*Q est inversible, son inverse commute avec (A + ia).

Par conséquent
C=(A+ia) (§*S+Q*Q) ™ (Q*R + 8*T) — (S*S + Q*Q) ™ (Q*R + S*T) (B +iB)
d'ot
X =(S*S+Q*Q)"  (Q*R+ S*T).
Proposition 4.1.3. [34] L’opérateur (A — A) est n-normal, pour tout A € C si et seulement

si A est un opérateur normal.
En générale et aprés la propositon président, nous concluons la méme resulta.

Proposition 4.1.4. Soient A et B deux opérateurs bornés dans B(H), satisfait la propriété
de (F'P)p@) et E est opérateur dans B(H), alors I’ équation :

(A= NX+X(B-p) =E.

dmet une solution X dans B(#) si et seulement si

(A=) 0 (A=) E
0  (B-u) 0 (B—uw)

sont deux opérateurs similaires dans H@® H, o A, u € C.
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4.2 L’équation AXB — X = E dans B(H)

Maintenant, nous avons étudié cette famille d’équation o1 A est un opérateur n-normal

le cas A est un opérateur l-normal :

Sin = 1 donc l'opérateur A est 1-normal, alors est normal.
Ainsi, I'équation AXB — X = E| est résolue si satisfait les conditions suivantes :
Soient A et B deux opérateurs normaux dans B(H) et E quelconque dans B(#H). Tous

d’abord il faut remarquer que si I'opérateur B est borné et inversible, I’équation
AXB-X =E. (4.2)
Peut se mettre sous la forme
AX - XB™'=EB™L.

Alors il devient équation résoluble comme on a vu dans le section présedent (parceque si B

est normal => B~ est aussi normal).

A B Q

Définition 4.2.1. Deux matrices gt sont dites equivalentes sur
¢ D S T

H@H, si et seulement s’ils existent deux matrices inversible U et V telles que

A B Q R
- U 14
C D S T

-
Théoreme 4.2.1. Soient A, B,E € B(H). L’équation (4.2) admet une solution X si et

seulement si

i) La paire (A, B) satisfait la propriété (F'P)pm)

. A=) 0 A=Al E
i1) et
0 I-)B 0 I-)\B

Sont equivalentes dans H @ H, pour tout A e C .
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le cas A est un opérateur 2-normal :

Si n =2 alors A est un opérateur 2-normal.

Théoréme 4.2.2. Soient A, X, E € B(H), A est un opérateur 2-normal, et B = A*
alors

AZX(A*)2 —X=F (4.3)
admet un solution.

Preuve : Comme A est 2-normal, donc A? est normal. On a B = A*.

Alors I’équation (4.3), peut se mettre sous la forme :
A(AXA* + X)A* — (AXA* + X) = E (4.4)
On suppose U = (AXA* + X) Alors
(44) < AUA*-U=E

< AUB-U=E.

Par conséquent
AUA*-U=F

AX(A*)Y-X=E <
U=(AXA*+ X)

admet un solution U ou X est la solution de I’équation U = AXA* + X.

le cas A est un opérateur (2,2)-normal :

Théoréme 4.2.3. Soient A, X, F € B(H), A est un opérateur (2,2)-normal, et B = A*
alors )

A XAV -X=E (4.5)
admet un solution.

Preuve : On a A est (2,2)-normal, == A est 2-normal => A? est normal. Alors

En multiplier (4.5) & droite par (A?) on obtient :

A%X (A*)? A2 — X A% = EA? (4.6)
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Comme A? est (2,2)-normal, alors (A*)* A? = A% (4*)®. Maintenant
(4.6) = A XA%(A*)? — XA? = EA?
On pose XA? =Y, alors

A?Y (A -Y =D
A’XA? (A*)? — XA =FEA’ = { Y = X A2
D = EA?

Donc 'équation A2X(A*)2 — X = E admet un solution Y, ou ¥ = X A2,
le cas A est un opérateur n-normal :

Proposition 4.2.1. En génerale, Si A est un opérateur n-normal, et B = A* alors I’équa-
tion

AX (A" - X =E, (4.7)
admet un solution.

Preuve : Comme A est un opérateur n-normal, alors A™ est normal
Si B=A* = B" = (A*)",
alors (4.7) <

(AXA*— X)+ A(AX A* — X)A* + A2(AXA* = X)(A*)? -+ AV L AX A* — X) (AL =

n—1

© > AZ(A*) = E.
i=0

Ou Z = AXA* — X. Donc

n—1
DM AZAY =E
47 <4 3

Z=AXA*-X

Une tres intéréssante preuve a été donnée par Bhatia [11] pour résoluble I’équation

i A™XB =Y.

1=0
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Est admet un solution donné par

X = Sm:/nf (t+ AM7TY (¢ + A™) gy,

0
En général et en fonction du résultat de Bhatia[11], nous pouvons résoudre cette famille

d’équations. Alors Z = AX A* — X admet un solution X ot Z est la solution de ’équation
n—1
> AZ(A*) = E.
=0

le cas A est un opérateur (n, k)-normal :

Proposition 4.2.2. En génerale, Si A est un opérateur (n, k)-normal alors I’équation
A'X(A*)" - X — E, (4.8)
admet un solution dans B(H).

Preuve : Comme A est un opérateur (n, k)-normal, alors A™ est normal, alors

En multiplier (4.8) a droite par (A*) on obtient :
AX (A" AR — X AF = EAF,
Comme A est (n, k)-normal, alors (A*)"A* = A*(A*)" par conséquent
(4.8) & A"X AR (A" — X AF = EAF.
On posé//R = X AF alors

AnR(A*)n — R = EAk

(4.8)
R = XA*

Donc, Si A un opérateur (n,k)-normal, et B = A*, alors 'équation A"X(A*)"—X = E

admet une solution R, ot R = XAK. (V k, n deux entiers positifs )
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4.3 La nature de solution I’équation A"XA* — X = E

Théoréme 4.3.1. Soient A,B,E € B(H), A est normal et la paire (A4, B) satisfait la
propriété de Fuglede-Putnam.

Si Popérateur £ est auto-adjoint, et B = A* alors L’équation
AXA*- X =E,
admet une solution X est auto-adjoint .

Preuve : On a

AXA* - X = E. (4.9)

On prendre I'adjoint de I’équation (4.9)
(AXA* - X)"=E* < (A")*X*A* - X* = B~

En remplace B = A*, donc on obtient

AX*A* — X* = E*. (4.10)
Comme [E = E*, alors I'équation (4.9) devient

AX*A* — X* = E.
Aprés (4.2.1) cette équation admet une solution X*, tel que la solution est unique done

- X*=X.

Théoréme 4.3.2. Soient A, Bet E sont opérateurs dans B(H), tel que A est normal
et la paire (A, B) satisfait la propriété de Fuglede-Putnam.

Si lopérateur F est anti-auto-adjoint, et B = A* alors L’équation
AXA* - X =F

admet une solution anti-auto-adjoint.
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Preuve : On a

AXA*— X = E. (4.11)

On prendre I'adjoint de I'équation (4.11) et multiplie & gauche par (—1) on obtient

A(-XMA* - (-X*) = —E*.
Alors si F est anti-auto-adjoint devient :
A(=X")A* = (-X*)=E.
Maintenent, pour 'unicité de la solution ce sur la solution est anti-auto-adjoint.
Remarque 4.3.1. En génerale ’équation
ATX(A ' - X =E.

e Si A est un opérateur auto-adjoint la nature de solution X est auto-adjoint tel que
E est auto-adjoint .

Mais :

e Si A est un opérateur normal ou n-normal dans B(#), alors ne pas nécessaire que la

solution normal ou n-normal.
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Conclusion

L’essentiel du le travail présenté dans ce mémoire consiste aux les opérateurs des puis-
sance normaux et ces applications. Donc apreés tous nous validans ces résultats :
Soit H un espace de Hilbert complexe, séparable de dimension infini et soit B(H) l’algebre

des opérateurs linéaires bornés sur H.
e Pour T' € B(H) nous définissons les opérateurs normaux : 7' commute avec son
adjoint : T*T = TT*.
e Il y-a quelques classes des opérateurs normaux :

— les opérateurs quasi-normaux : Un opérateur S € B(#) est quasi-normal si :

S commute avec S*S.

— les opérateurs sous-normaux : Un opérateur 7' € B(H) est dit sous-normal s’il
existe un espace de Hilbert K 2 H et un opérateur normal N € B(K) tels que H

est invariant pour N et T'= N | .

~ les opérateurs hypnormaux : Un opérateur T est hyponormal si :
*T'=TT".

Cette classification nous donne un résultat important indiqué dans les schéma sui-
vant et les inclusions sont tous appropriés :
opérateur normal < opérateur quasinormal < opérateur sous-normal < opéra-

teur hyponormal.

e Lasomme de deux opérateurs normaux A et B n’est pas toujours normal, la normalité

de A+ B 1l faut étre réciproque que la commutativité de A et B.
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Conclusion

La question est que si A et B sont normaux, quand-est-ce qu’on a AB normal ?
la réponse est positive dés queA et B, commutent avec une application du fameux

théoreme de Fuglede-Putnam.

Pour T' € B(#); les opérateurs n-normaux satisfait 7" commute avec son adjoint :
o o

Si T est un opérateur n-normal < T™ est normal.

T est un opérateur (n, k)-normal si et selement si 7™ (Tk)* = (Tk)* T2

Les opérateurs n- quasi normaux et quelques classes :

— Les opérateurs n- quasi normaux : T*T*T = T*Tn+1 V' neN.

— Les quelques classes d’ opérateurs n-quasi normal ot K € Z* et N € B(H) :
L’opérateur quasi n- normal : T (T*T") = (T*T™) T.

Lopérateur K-quasi-normal : T (T*T)* = (T*T)* T.

L’opérateur N-quasi-normal : T (T*T) = N (T*T)T.

L’opérateur (K, N) quasi-normal : T* (T*T) = N (T*T) T*.

- L’opérateur (K, N) quasi n-normal : T* (T*T™) = N (T*T") T*.
L’opérateur (K, N)* quasi n-normal : T¥ (T*T™)¥ = N (T*T™)¥ TK,

L’équation d’opérateurs (A — A\)X + X(B — u) = E ot A et B sont des opérateurs

normaux admet une solution X dans B(#H) si et seulement si

A—-2A 0 . A-X E
e
0 B—-yu 0 B—u

Sont deux opérateurs similaires

L’équation d’opérateurs AXA* — X = C | telle que A est un opérateur n-normal et
B = A* admet une solution.

L’équation A®X(A*)" — X = E, et B = A* admet un solution auto-adjoint, anti-
auto-adjoint (resectivement) si F est aussi.

Si A est un opérateur normal ou n-normal, et B = A* alors ne peut pas nécessaire

la solution de I'équation A"X (A*)* — X = E est un opérateur normal ou n-normal.
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