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Notations

D(T) Domaine de 'opérateur T,

Du Dérivée de u au sens des distributions,

L(X) Ensemble des opérateurs linéaires et bornés de X dans X,
LP Espaces de Lebesgue,

LP1 Espaces de Lorentz,

H™, W™P  Espaces de Sobolev,

(X, Y)g, Espaces d’interpolation réelle,

Ch(R?) Espaces des fonctions continues et uniformément bornées sur R¢,
CY(R%) Espaces des fonctions Holderiennes d’exposant 6,

Lip(R%) Espaces des fonctions Lipschitziennes sur R,

Lr Espaces Lp avec poids,

R(T) Image de lopérateur 7.
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Introduction

La théorie de l'interpolation a débuté par le théoréme de convexité de Marcel Riesz
(1926) qui a été prouvé partiellement. En 1939 Thorin a achevé la démonstration de ce théo-
réme. Quelque temps aprés Marcinkiewicz a donné une autre version de méme théoréme.
Ces deux théorémes ont ouvert respectivement la voie a théorie de I'interpolation complexe
et réelle.

Pendant plusieurs années, les études de 'interpolation sont restées limitées aux espaces clas-
siques LP et aux espaces de Marcinkiewicz LP*>°,

Le changement est intervenu dans les années soixante, quand Calderon, Lions, Peetre
et autres mathématiciens se sont intéressés a des couples d’espaces de Banach quelconques
pour en construire d’autres ayant une certaine propriété.

En particulier, les théorémes de la théorie d’interpolation sont appliqués dans les situa-
tions du type suivant : Etant donné deux couples d’espaces Banach (X, X7) et (Y, Y1) avec
des propriétés qu’on précisera plus tard. A partir de ces couples on construit des espaces (
dits d’interpolation) {Xy} et {Yp}, 0 < 6 < 1, qui vérifient la propriété suivante : Supposons
qu’il y a, pour tout opérateur 1" linéaire et continu de X, a Yy et de X; dans Y;, alors T est
continu de Xy dans Yj, pour 0 < 0 < 1.

Ces espaces d’interpolation ont naturellement d’autres propriétés intéressantes pour la dé-
finition de certains espaces et aussi dans la résolution d’équations aux dérivées partielles,
telle que la densité, la compacité des opérateurs, etc.

La théorie a continué a se développer, et on la trouve en particulier dans la théorie des
espaces de Banach et des espaces des fonctions, la théorie des opérateurs, la théorie des

équations différentielles et intégrales, et la théorie de 'approximation.



Dans ce mémoire, on ne s’intéressa qu’aux espaces d’interpolation réelle introduire en
particulier par J.Peetre et J.L.Lions.

Ce travail est composé d’une introduction et de trois chapitres.

On commence tout d’abord au premier chapitre par présenter brefiévement certaines no-
tions utilisées tout le long de ce mémoire, a savoir les espaces de Sobolev, de Lebesgue, ainsi
que des notions de base de la théorie de I'interpolation.

Le second chapitre est consacré a I’étude des espaces de l'interpolation réelle, on parlera
alors de quelques méthodes d’interpolation, il s’agit de la K-méthode, J-méthode et la mé-
thode des traces.

Au chapitre trois, on expose le contenu d’un article de M. Haase fournissant des propriétés

d’interpolation liées aux sommes et intersections d’espaces.



Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques outils qui nous seront utiles par la suite.
Il sera divisé en deux parties. La premiére partie présente les définitions de quelques es-
paces dont nous avons besoin dans notre étude. Quant a la deuxiéme partie, elle sera une

introduction a la théorie d’interpolation.

1.1 Rappel d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Les espaces vectoriels
Espace de Banach

Définition 1.1.1. Soit X un espace vectoriel sur K (R ou C).
On dit que f: X — RT est une norme si :

1. flx)=0<2=0;

2. VAeER, Vx e X f(A\x) = |\|f(x);

3. VreX, VyeX flx+y) < f(x)+ f(y).
En général, on note f(x) par ||z||.

(X, |I.]l) est un espace vectoriel normé.

Définition 1.1.2. On dit qu’un espace vectoriel normé (X, ||.||) est de Banach si toute suite

de Cauchy dans X est convergente. Cela veut dire que X est complet.



Espace vectoriel topologique

Définition 1.1.3. Soit V un espace vectoriel muni d’une topologie 7. On dit que (V,T) est

un espace vectoriel topologique si les applications

f:VxV-=>YVY g: (K, V)=V
(v,y) — x+y (A, x) — Az

sont continues.

Proposition 1.1.1. On dit que (V,T) est un espace vectoriel topologique séparé si T est une
topologie séparée.
1.6,
x €0 ety € Oy
Vr,y € Vo #y, 3 01, Oy € T tels que et

01N Oy = .

1.1.2 Les espaces de Sobolev
Espaces LP

Définition 1.1.4. Soit p € R avec 1 < p < 00 ; on pose

LP(Q) = {f Q = R; f mesurable et /|f(x)|pdx < oo}
Q

i~ ([ !f(:v)!”dm)l/p-

On note

Définition 1.1.5. On pose
L= (Q) = {f o Q= R; mesurable et il existe une constante C' > 0 telle que

F(2)] < C p.p. sur Q}

On note

| fll L = sup esszeqlf(x)| = inf {C’ > 0; |f(z)] < C p.p. sur Q}



Espaces P avec poids

Définition 1.1.6. [7] Soit I un intervalle I C (0,+00). 1 < p < oo, on note par LE(I)

Uespace de fonction dans I par rapport & la mesure de Haar dt/t.

+oo pdt % .
I fllcecry = |f(1)] ) siv< +00.
0

Définition 1.1.7. On définie l’espace L comme L™, i.e

On note

L(I) = L>™(I).
Proposition 1.1.2. [7](L’inégalité de Hardy-Young) Pour toute fonction positive mesurable

v:(0,a) » R, 0<a<+oo, ettousa >0, p>1. On a

( V4
. a,_q t s a _q s
G for ( oso<s>%) N

(1.1)

\
Définition 1.1.8. [7] Soient X un espace de Banach et p € [0, co].
On définit l’espace L (1, X)) comme l’ensemble de toutes les fonctions mesurables de Bochner

f:Iv+—— X telle quet — ||f(t)||x est dans LE(I). Il le munit de la norme

/]

LA(I;X) = [t — (I f(D)]lx LE(1)-

Corollaire 1.1.1. [7] Soit u une fonction telle que t — tu(t) appartient a LP(0,a; X) avec

0<a<+4oo, 0<bO<1etl<p<+oo. Puis aussi la valeur moyenne

v(t) = 1/tu(s)ds, t>0

t

admet la méme propriété, et Uapplication ve(t) = t%v(t), on a

vl 2 (0,0;x) < = 0||u0\ LP(0,a:X)-



Espaces de Sobolev

Définition 1.1.9. Soit m € N. L’espace de Sobolev H™(I) d’orde m est défini par

H™(1) = {u € 13(1) : D*u € LX(1D), |a] <m}.
On note que D%u est la dérivée de u au sens des distributions.

Remarque 1.1.1. On peut généraliser la définition précédente : On considere lespace LP(I)

a la place de L*(I). Donc, l'espace de Sobolev, est noté W™P(I), est défini par
Wme([) = {u € I'(I): D*u € LP(I), |a| < m}
WP est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u, v)wmp = (u,v)2 + Z(Dau, D%v),
a=1

1l est muni de la norme

m
lallwms = lluller + D 1Dl -

a=1

C’est un espace de Banach (mum parfois, si 1 < p < oo, de la norme équivalente

1.2 Théorie de 'interpolation

3=

(ullZe + l11Z0)

1.2.1 Les opérateurs

Définition 1.2.1. [/] Soient X, Y deux espaces vectoriels normés et
T:DT)CcX—Y

T est une application d’une partie D(T) de X dans Y .

T est dit opérateur linaire si, D(T) est un sous espace vectoriel de X et

VAL, A €R Va,y € D(T) : T(Mx+ Ay) = MT(x) + AT (y).



Un ensemble borné

Définition 1.2.2. On dit qu’un ensemble K est borné dans X s’il existe une boule B(0;r)

pour r < oo telle que K C B(0;r).

Opérateur linéaire borné

Proposition 1.2.1. [}/ Soient X, Y deuz espaces vectoriels normés et T : X — Y un

opérateur linéaire, les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. L’ensemble {Tz :||x| < 1} est borné dans Y,
2. T est continu en l'origine 0 de X,
3. T est continu,

4. Jx >0 tel que Vo € X ||Tx|ly <||z||x.

Remarque 1.2.1. On note L(X,Y) l’ensemble des opérateurs linéaires bornés.

Si X =Y, on notera L(X).

1.2.2 Espaces d’interpolation
Couple d’interpolation

Définition 1.2.3. /1] On dit que deuz espaces de Banach X etY forment un couple d’inter-
polation si tous les deux s’injectent continiment dans un méme espace vectoriel topologique

(séparé) V.

Espace somme
Définition 1.2.4. [1] Soit (X,Y) un couple d’interpolation d’espaces de Banach, alors

X +Y est un espace de Banach, si on le munit de la norme

{lellxer = it (Ilellx + llylly) =€ X,y eV}

Preuve. A Daide de la propriété caractéristique de la borne inférieure et des normes des
espaces X et Y, on montre que {||v||x4+y = infopury(||2]|x + ||ylly) = € X,y € Y} est un

norme.



-Vve X+Y HUHX-FYEO?

on a
2]l x =0 et flylly = 0;
d’out
lzllx + llylly = 0;
alors

. > .
xE}(n§€Y<||x||X +lylly) = 0;

- vllxay =0 v=07
On pose
follxsy = inf A, on A= {lzllx +[lylly : v=2+y}.

1. =) Soit v € X + Y, supposons que inf A =0 i.e ||v| = 0.

La propriété caractéristique de la borne inférieure dit que
(Ve>03 2z € At.q:z. <infA+e).

Soit j € N*, choisissons € = % Donc, 3z, € At.q:z; <0+ % = %

On sait que z; > 0 et que z; s’écrit forcément comme

2z = Nzl + llysll 25 € X,y; € Y W5 € N

Ainsi :
Vi €N, 0 <oyl + sl < (12)
De plus, on sait que v = z; +y;, Vj € N. On fait un passage 4 la limite dans (1.2)
qui donne
gl 725000 A [lyl 75 0.
D’ou
z; X0 A Y; 0. (1.3)

Par conséquent (se rappeler que X -V A Y <V X+Y CV).

Par suite :

(13)= 2,50 A 1y —0.



:>xj+ij>O
=0v=0.

2. (<)v =0 = inf A = 0. Cela est évident car v = 0+ 0 est une décomposition
possible et inf A > 0.

-VAER Vv e X +Y, [[M]xiy = [A[v][xsy 7

on a

IMllxsy = nf ([[Az]lx +[[Aylly);

= inf ((Allfz][x +[Alllylly);

+y

inf (IA[([[z]]x +[lyllv));

v=x+y

= |A[ inf ([lz]lx +[lylly);
v=x+y

= [Alllollx+v-

-Vu=2"+y, v=0+y) € (X +Y, X+Y) [utvlxiy < lullxsy + [[vllxsy 7
onpose z=z+2 et 2 =y+y

on a

_ : / .
i+ ollxey = it (Ilzllx -+ [1211y);

< inf((llallx + 1l + lylly + 1/ llv);

< i ((llallx + lglly) + (1l + 1Dl );
<

inf (llzllx +llylly) + inf (fla"llx +[1y/[lv);
v=r+Y u=x"+y

< ullx+y + [Vl x4y

Donc ||.||x+y est une norme.

]

Remarque 1.2.2. En général |v||x+y = infp—piy (||2]| x +1]lylly) est une norme pourt > 0.

La démonstration de cette propriété est similaire a la précédente.



Espace intersection

Définition 1.2.5. [1] Soit (X,Y) un couple d’interpolation d’espaces de Banach, alors XNY

est un espace de Banach, si on le munit de la norme

{2l xny = maz([[z[|x, |lz|ly)}-

Corollaire 1.2.1. X NY s’injecte dans X et'Y, qui, eux mémes, s’injectent dans X +Y .

Espace intermédiaire

Définition 1.2.6. /5] Soit (X,Y") un couple d’interpolation d’espaces de Banach. On appelle

espace intermédiaire entre X et 'Y tout espace de Banach E tel que
XNYCECX+Y

avec injections continues.

Espace d’interpolation

Définition 1.2.7. [5] Soit (X,Y) un couple d’interpolation d’espaces de Banach, et soit E
un espace intermédiaire entre X et Y. On dit que E est un espace d’interpolation entre X
et Y si tout opérateur linéaire de X +Y dans X +Y et continu de X dans X et de'Y dans

Y, est automatiquement continu de E dans E.

10



Chapitre 2

Les espaces d’interpolation réelle

Dans le second chapitre, on étudiera les espaces d’interpolation réelle. On définira quelques
méthodes d’interpolation : K-méthode, J-méthode et la méthode des traces, on étudiera ces
propriétés principales et la relation entre eux. Ensuite, on présentera les classes d’espaces

intermédiaires et le théoréme de réitération.

2.1 Quelques méthodes d’interpolation réelle

2.1.1 La méthode K
Définitions

Définition 2.1.1. [5/(Fonction K de Lions-Peetre). Soient X etY deux espaces de Banach

formant un couple d’interpolation. Pour tout x € X + Y, on définit la fonction K par
ve>0 Ktz X,Y):= mf {falx+t]blly}

ot Uinfimum est pris sur toutes les décompositions de x en somme d’un élément a de X et

d’un élément b de Y.
Dans toute la suite, on écrira K (t,z) au lieu de K (t,z, X,Y’), sauf exception.

Remarque 2.1.1.
(i) On note que K(1,z) = inf,—.p{llallx + |bllv} = ||=||x1v-

11



(ii) Pourt > 0 fizé, la fonction K(t,x) est une norme sur X +Y, équivalente a la norme
habituelle.

En effet : ||x||xiy et K(t,x) sont équivalentes i.e;
Ja, 8> 0 allz|xy < Kt z) < Bl|z|lxiy-

On a
min{1, t}||z|| x4y < K(t, ). (2.1)

Par ailleurs, on a

K(t,x) < max{l,t}||x] xsv- (2.2)

Donc d’apres (2.1) et (2.2) les deuz normes sont équivalentes.
(7ii) La fonction t — K (t,x) est croissante, concave de Ry dans Ry et continue.

En effet

— la fonction t — K (t,x) est croissante parce qu’elle est affine et son coefficient

de directeur est positive.

— La fonction K(t,z) est concave i.e,
VaeeX+Y, s€e€(0,1]t1,ts € (0,+00) K(st1+(1—8)ty, x) > sK(t1,z)+(1—8)K(ts, ).
sK(t1,2)+(1=s)K(ty, 2) = s inf [lafx +t.[blly) +(1=s)( inf flaflx +t[blly)
< sinf||a||x + styinf ||b]]y + (1 — s)inf ||a||x + (1 — s)t2inf ||b]|y
< (51— s) inf [lallx + (st + (1 = s)t2) i Bl
<inf ||a||x + t(st1 + (1 — s)ta) inf ||b]|y
< nf (lallx + (st + (1 - 5)2) )
= K(st; + (1 — s)ts, x).

D’ot K(t, ) est continue.

On définit maintenant une famille d’espaces de Banach a I’aide de la fonction K.

12



Définition 2.1.2. [8/(Espaces d’interpolation réelle). Soient X etY deux espaces de Banach
formant un couple d’interpolation. On définit sur Ry x (X +Y) la fonction K associée

ces deux espaces. Pour tout 0 < 6 < 1, on définit

t—0+ t——+o00

(X,Y)g = {:c EX+Y: lim t°K(t,2,X,Y)= lim t?K(t,z X,Y)= O}.
Un parameétre auziliaire, 1 < p < oo étant donné, on définit également
(X, Y)p, = {x EX4+Y: t—t 'Kt 2, X,Y)e Lf(0,+oo)}.
Ces espaces sont des espaces de Banach si on les munit des normes
p<+oo |zl = K2, X, Y) 120,100
p=40 |zllxye. = IETOK(E 2, X, Y)|| 1 (0400)-
Ces espaces sont appelés espaces d’interpolation réelle.

Dans toute la suite, on remplacera la notation ||z[|(x,y),, par |[z]le, sauf exception.

Propriétés élémentaires de ’interpolation réelle
Proposition 2.1.1. [6] Soit (X,Y') un couple d’interpolation. Alors pour tous 6 € (0,1),p €
[1,00], on a

(X7 Y)9 = (Y7 X)l—@; (X7 Y)@,p = (Y7X)1—9,p7

avec égalité des normes.
Preuve. Tout d’abord, cette propriété est une conséquence de la relation d’homogénéité
Kz, X,)Y)=tK({t ' z,Y, X).

On vérifie cette relation
K(t,z,X,Y) = inf(|[a| x +t]|b]]y)
= tinf(t~[alx + [|b]ly);

= tinf(||blly + t{|al|x);

13



=tK(t ' 2,Y,X).

Par le changement de variables t — ¢! = 7, dr = —%, on obtient, pour tout x € (X,Y)y,

+oo dt 1/1’
lelloy = ([ Kt 700 )

::(—/Ou%lewamy—@;)w

Yoo 7271
+oo d 1/p
([ ek yopt)
0 T
= [|z[li-0,-

Proposition 2.1.2. [9] Soit (X,Y) un couple d’interpolation.

Pour0 <0 <1, 1<p; <py <00, ona
XNY C (X,Y)op, C (X,Y)op C (X,Y)y C (X,Y)poo C X+Y.

De plus
(X,Y)po CXNY;
ot X, Y sont les fermetures de X, Y dans X + Y.

Preuve. On montre que (X,Y )y est contenu dans X NY et il s’injecte dans X + Y.
Soit x € (X,Y)p,0- Alors on a

Illoe = 11E77inf (lall + el =000yt > 0

d’ou
K(t,z) < t7]|2]p,00-

Pour tout € > 0 et pour tout n € N, il existe a,, € X, b, € Y tel que x = a,, + b,, et
lanlx +tlbally < K(t,2) +e < )|2]lo00 + &
choisir € = —5||z||g,

1 1 1 2
et = lanllx + —lally < 5 l2llooe + 5 lellooe = —5lellooes

choisir ¢t = %

14



en particulier,

lz = bullxsy = llanllxsy < lanllx < llzllocen™.

Donc, b, tend vers r dans X + Y quand n — co. Ainsi, (X,Y ) est contenu dans Y.

En suivant les méme étapes, montrons que (X,Y )y C X (en prend t = n), on obtient
lanllx +nllbally < 20°(|2]|6,00;

en particulier,

lz = aullxsy = nllballxsy < nllbally < zflooon®™";

alors a,, tend vers z dans X + Y quand n — +o00. Donc, (X,Y )y est contenu dans X.

De plus, avec la définition K(1,z) = ||x|| x4y, on a
K(1,2) = |[zllxsy < l2llo.00, Vo € (X,Y)0,00;

de sorte que (X, Y )y s'injecte dans X + Y.

On montre que (X,Y )y C (X,Y)pco-

Soit * € (X,Y), alors la norme du supt K (t,r) est bornée. Elle I'est, car d’une part,
t=9K(t,z) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 ou +oo (ce qui implique que la fonction t = K (¢, z)
est bornée aux voisinages ( qu’on peut choisir ouverts) de 0 et +o00. D’autre part, dans le
complémentaire compact de ces deux voisinages, la méme fonction est continue, donc bornée.
Ainsi z € (X,Y ) 0.

Montrons maintenant que (X, Yy, est contenu dans (X, Y)y et qu’il s’injecte dans (X, Y )p
pour p < 00.

Pour tout = € (X,Y )y, et t > 0, d’abord on verifie que

1 1 e ds
t—gz(Hp) p(/t s"PH)'
too ds 1 oo /P
1/p — Up _= | o—0p
o ([ ) =00 (5 l])

= O (=) () = .

Et d’apreés la croissance de la fonction K(.,x), on a

K(t,x) 1 oo ds \ P
22— (op) p/t ) K@) t>0

En effet

&)
iS]
—_

15



IN

K(t I .
19 g [ o) 1o
t

< (0p)' 7|2l < oo

Donc z € (X,Y )y et

Iz [lo.0c < (89)Plllo.p.
Par le changement de 6 en 1 — 6 et X en Y, on obtient
I[lo,00 < (1= 0)p)""||[lo,p-

D’ou
2 ]lo.00 < [min{f, 1 — 0}p]"/7(|2lg,p- (2.3)

Faisant ¢ — 0o, on obtient lim;_,, .t ?K(t,z) = 0.
Pour prouver que = € (X,Y )y, nous avons besoin aussi de lim;_,qt YK (¢,2) = 0. Cela peut

étre vu comme suit. Comme (X,Y )y, = (Y, X)1_g, alors

0= lim t 9Kt 2,Y,X)= lim /Kt 2 X,Y)= lim 7 K(r,z,X,Y).

t— 400 t—+o0 t—0+

On prouve que (X,Y ), C (X,Y)g,, pour p; < py < 400.
Pour z € (X,Y)g,,, on a

+o00 dt 1/p2
lelly = ([ o)
0

1/p2

+00 1/p2
< (/ t_ng(t,x)m?) (sup 15_‘9K(t,x))(m_pl)/”2
0

t>0

= (lzllop )/ (l2llg.00) 71772,

en utilisant (2.3), on obtient
|2 ]lo,p, < [min{, 1 — G}/ 172 g .
D’ou l'inclusion.

Enfin, & partir de linégalité K(¢t,2) < min{l,t}||z|xny pour tout z € X NY, il suit
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immédiatement que X NY s’injecte dans (X,Y)g,, pour 0 <0 <1, 1 <p; < py < o0.
La proposition est ainsi démontrée.

]

Remarque 2.1.2. La premiére partie de la preuve de la proposition 2.1.2 montre le lien
entre la théorie de 'interpolation et la théorie de [’approrimation.

En particulier, si x € (X,Y )0, alors ||z — byl|xsy < const.n™ et ||b,|ly < const.n'.

Proposition 2.1.3. [7] Pour tout § < (0,1), p € [1,00], (X,Y)s, est un espace de
Banach. Pour tout 6 € (0,1), (X,Y )y est un espace de Banach, par rapport & la norme de
(X, Y)p,00-

Preuve. On a déja vu que (X,Y)p, est un espace vectoriel normé, il faut maintenant
démontrer seulement que (X, Y )y, est complet.

Soit {2, }nen une suite de Cauchy dans (X,Y),. Par I'injection, on a (X,Y)s, C X +Y.
Donc, {x, }nen est aussi un suite de Cauchy dans X + Y, et comme X 4 Y est un espace de
Banach alors la suite {2, },en est convergente vers z € X + Y.

Estimons ||z, — /g ,-

Pour € > 0 fix¢é In. e NVn,m >n.: ||z, — 2

0.p S €.
Mais y — K(t,y) est une norme de X 4+ Y, donc pour tout n,m € Net¢>0on a
K(t,z, —z) < K(t,z, — z,n) + K(t,z,, — x),

de sorte que

tOK (e, — ) <K (tx, — 2) + K (L, 20 — 2),

pour p = +00.

Pour tout ¢t > 0 et Vn,m > n,, on a
K (t, 2, — 2) < e+t max{t, 1}||zm — x| xiv. (2.4)

Quand m — +o0, on prend t YK (t,x, —x) < e Vt > 0. Ceci implique que z € (X,Y )00
et x, — = dans (X, Y )y . Donc (X,Y )y est complet.
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On montre maintenant que (X, Y)y est fermé dans (X, Y )y .

Soit x,, € (X,Y)g et x, — = dans (X,Y)y alors
Ve >0, dng € N Vn >ng, ||z, —2)se0 <e.
D’aprés I'équivalence des normes de ||.[/g. €t ||.]]g, on a
dJa >0 oz, —zllp < ||zn — 2llo0o < €,

d’ou

€
e —allo <& = =,

donc (X,Y)g est fermé dans (X,Y )y cela signifie que (X, Y )y est complet.

Et pour p < o0

1/6 1/p
|zn — x|lo, = lim (/ t P K (t 2, — x)pdt) :
6—0 §

Du fait grace a (2.4), Vo € (0,1), on obtient, pour n,m > n,,

1/5 1/p 1/8 1/p
(/ t_gp_lK(taxn_x)pdt) < ”xn_x”&p+||In_x||X+Y(/ t_ep_l max{t, 1}dt)
5 1

< e+ C0Op)len — zllxty.

Faisant tout d’abord m — oo et § — 0, on obtient € (X,Y )y, et x,, — 2. Alors (X,Y )y,

est complet.

]

Théoréme 2.1.1. [6] Soient (X1,Y1), (Xo,Y3) deux couples d’interpolation. On suppose que
T € L(Xy, Xs) N L(Y1,Ys). Alors pour tout 6 € (0,1), p € [1,00], T admet une extension
continue de (X1,Y1)g, dans (Xa,Y2)p,p, et de (X1,Y1)s dans (X, Ya)gi-e.,

T € L(<X17}/1)9,I77(X27}/2)9,p)mL((X17}/1>97(X27}6)9)'

De plus
|’T‘|L((X17Y1)9,p7(X27Y2)9,p) < (HTHL(XLXZ))170(HTHL(Y1,Y2))9' (2'5)
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Preuve. Si T est un opérateur nul, il n’y a rien a prouver.
Si T # 0, soit || T Lx,.x,) 7 0 0ou [|[T]|r(vi,v2) # 0. Supposons que ||T|5(x,,x,) 7# 0. Soit
x € (X1,Y1)s, : alors pour tous a € X; et b € Y7 tels que x = a + b et pour tout ¢t > 0 on a
T Tb < T HTHL(Y11Y2) b
ITallxc, + tlTllve < [ Tlzexxe { Nallx, + tmmm=—=""[1blly; |,
H HL(XLXZ)

de sorte que, on prend la borne inférieure pour tous les a, b comme ci-dessus, on obtient

. . 1T\l ovi va)
< )
Tgc:lil“lerTb (HTaHXz + t||Tb||Y2) < xilclzib <HT||L(X1,X2) <Ha||xl + t—HTHL(Xl,Xz) 6]y, ) ),

. . 17| £.(v,yva)
f T T < ||T f — b
& pint (17l + 1700, ) <1 i, (Hall, + 2 o, ),
finalement on obtient
HTHL(Yl,Y2)
K(t, Tz, Xo,Y2) < || T|lnxy xo) Kt 2, X1, Y1 | (2.6)
1T £(x1,%2)
On pose s = t”ﬂ'ﬁ%, on obtient Tx € (Xs,Y3)q,, et d’aprés cette propriété
(K(S,ﬂf,Xl,E) S SGHxH(XLYl)G,p)
on a ,
| 35||(X2,Y2)9,p <| ||L(X1,X2) T e v ||93||(X1,Y1>9,,,- (2.7)
H HL(Xl,Xz)
D’ou

1-60 0
1T 200, ¥0) 0. (X2 ¥2)o ) < <HT||L(X1,X2)) (||T||L(Y17Y2)) :

De (2.6) il découle également que

lim t K (t,z,X,,Y1) = lim ¢t K(t,z,X,,Y1) =0

t—0 t——+o0

= lim K (t, 2, X5, Ys) = lim t K (t,z,X,,Ys) =0,
_)

t——+o00
qui signifie que T" est un opérateur de (X, Y])y dans (X, Ys),.
Dans le cas ot ||T']|z((x, x,) = 0. On substitue dans (2.7) X; en Y; pour i = 1,2, et 0 par
1 — 6, on obtient

TN
172 v xorss < ||THL<YI,Y2>(—1 D) el
||T||L(Y17Y2)
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(1-0) 1-0
o 1Tl o, < (HTuLyl,m) (HTHL(Xl,Xg)) T
Donc
1-6 0
TN L1, ) 0.0, (X2, Yo )o ) < (||T||L(X17X2)) (HTHL(Yl,Yz)) :

[]

Corollaire 2.1.1. Soit (X,Y) un couple d’interpolation. Pour 0 <0 <1, 1 <p < 400 il

existe une constante c(0,p) telle que

lyll ey, < c@,p)llylX "Iyl Yy e XNY. (2.8)

Preuve. On définit K = R ou K = C selon le fait que X, Y sont des espaces de Banach en
rappelant réel ou complexes. Soit y € X NY, et on définit T" par

T(A) =)y VieK.

Alors
1T wx) = lyllx, |1 Tloey) = llylly, et 1 Tomw vy, = 19y,
L’étape suivante : on prend X; =Y; = Ket Xy = X, Y5 =Y dans le théoréme 2.1.1, en

rappelant que

(K,K)g, =K.

Une autre preuve plus directe est la suivante : pour y € X N Y\{0}, on a K(t,y) <
min{||yl|x, ¢[ly[ly }, alors

HQHX
lylly

t< = K(t,y) <tllylly = ' K(t.y) <t llylly < lylIx°llyll5

et

llyllx lylly \°
vz = K(t,y) < lylx =t °K(t,y) < ol ) Melx = Iyl yl15--

Par conséquent ,
[l = spt K (1) < ol

et I'assertion en découle pour p = 400 avec une canstante ¢(f, c0) = 1.

Pour p < 400 U'inégalité est vérifice car (X,Y )y, s'injecte dans (X, Y ) oc-
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2.1.2 La méthode J
Définitions

Définition 2.1.3. Soient X etY deux espaces de Banach formant un couple d’interpolation.

Pour tout x € X NY, on définit la fonctionnelle J par
vVt >0 J(t,z, X,Y) := max{||x| x, t|| =]y}
Dans toute la suite, on écrira J(t,z) au lieu de J(t,z, X,Y’), sauf en cas de besoin.

Proposition 2.1.4. [1] Pour tout x € X NY, la fonction t — J(t,x) est positive, crois-
sante, convexe et vérifie

t
J(t, ) <max{l, -}J(s,x),
s
t
K(t,z) <min{l, -}J (s, x).
s
On définit maintenant une famille d’espaces de Banach a I’aide de la fonction J.

Définition 2.1.4. (Espaces d’interpolation réelle). Soient X et Y deux espaces de Banach
formant un couple d’interpolation. Pour tous 0 < 0 <1 et 1 < p < 400, ou pour 8 =0, 1,

et p =1, on définit [’espace
+o00 dt »
(X, Y)pps=1a= v(t); e X+Y|u(t) e XNY ppt>0, ett™"J(t,v(t)) € LE(0,400) ¢,
0

qu’on munira de la norme

0,55 = inf [[£77T (2, 0)l| 20, 00)-

Linfimum est pris sur toutes les v telles que x = 0+°O v(t)%,

Une propriété importante de cette famille d’espaces est le résultat suivant. En dehors

des cas 6 =0, 1, la J-méthode donne les mémes espaces que la K-méthode.

Théoréme 2.1.2. [6] Soit (X,Y") un couple d’interpolation. Pour0 < 6 <1etl < p < +o0,

la J-méthode donne les mémes espaces que la K-méthode, avec des normes équivalentes.
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Preuve. D’abord, on montre que (X,Y )y, s C (X,Y)g,. Soit x € (X,Y)y, s, alors
+oo dS »
x = u(s)— € X +Y et s7°J(s,u(s)) € LE(0,400).
0 s

On utilise les décompositions suivantes © = u+0 = 04w, on en déduit que, pour u € XNY
on a

K(t,u) < minfullx, t]ully },

et, comme z — K (t,z) est une norme, on déduit que

teo s
K(t,x) < i K(t,u(s))d?,

< [ mingute) . o)l V5

et pour tout u e X NY, s>0on a
J(s,u) 2 |lullx, et J(s,u) = slully.

Donc

min{ullx,fluly} < minf1, *}J(s, u(s)),

UK () < /0 ™ nin { (2) B (2) 1_6}3—9J(s; u(s))d—s.

Ceci est le produit de convolution pour le groupe multiplicatif R, (i.e si f et g deux fonctions

alors

localement intégrable sur R™, on appelle produit de convolution de f et g en x, la valeur
définie par l'intégrale( si elle est convergente) f * g(x) = [o. f(y)9(y — x)dz). Comment

passer de la convolution multiplicative

too s
ox () = / o(Ly(s)

A la convolution usuelle
frg(x)= [ flygly—x)dx?
Rn

On pose s =¢¥, x =¢€” et f(r) = p(e"), g(y) = ¥(e¥) dans lintégrale

+oo " d
/ ‘P(—W(S)—S, on obtient :
0 S S
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-/ " fa = ey
= fxg(y).

Alors, on a

7K (¢, )]

L2(0,+00) < C||t_0J(t, U(t)) ’

LE(0,400)-
Maintenant, on montre que (X,Y )y, C (X,Y )y, s. Pour cela, nous avons besoin d’un lemme.

Lemme 2.1.1. (fondamental)
Soit x € X +Y tel que

K(t,x
K(t,z) = 0 quand t — 0 et % — 0 quand t — +o0.
Alors, il existe une fonction u vérifiant x = O+°°u(t)%
ot u(t) = u, pour e” <t <"t

De plus, il existe une constante C' universelle suffisant
J(t,u(t)) < CK(t,z) Vt>0.

Avant de démontrer le lemme fondamental, on compléte la démonstration du théoréme

2.1.2. Par la proposition 2.1.2 si z € (X,Y )y, C (X,Y)p 0, alors on a

K(t,z) < Ct’.

Ainsi, il en résulte que K(t,x) — 0 quand ¢ — 0 et @ — 0 quand t — +o00. Par consé-
quent, le lemme fondamental implique ’existence d’une représentation u,, € X NY telle que

si on pose u(t) = u, pour e" <t < e"*1. Alors

too gt el g I

et
J(t,u(t)) < CK(t,x) Vt >0,
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donc

t=0J(t,u(t)) < CtPK(t,z),

d’ou

25, < Clizllo,-

Preuve. (du lemme fondamental).
Pour tout n € Z, il existe une décomposition x = z¢, + =1, telle que pour tout Cy > 0, on
a

[Zomllx + € |z1nlly < CoK(e", x).

Cela implique

|l zon|lx — 0 quand n — —o0 et ||z1,]]y — 0 quand n — +o0.
On écrit

Up = Ton+1 — Ton = L1in — Tin+l exXn Y,
alors u, € X NY. et pouri < jona
J
T — E Up = X141 — To4i = T — L1541 — L0,i-
i
Par conséquent, on a

j
K(l,x — Zun) < |lz1 41y + [|zosllx-
i

Faisant ¢ -+ —oo et j — +00, on obtient

“+oo
T = Z Up converge dans X + Y.
—00
Vu que K (t,x) est croissante en t et @ est décroissante en ¢, on a

K(e" x) < K(t,z) < K(e", z)

et
t

t
n+1 n
FK(G ,I)SK(t,l‘)Se—nK(e ,ZE’),
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pour tout e" <t < et et

unllx < [|Topnt1llx + [|Tom |l x
< CoK (") + CoK (e, x) < Co(1 + e)K(t, x),
tlunlly < tllrinally +tlzially

t
S OO en—f—l

K(€n+1, (L’) + CO@%K(en7x) < CO(]- + €)K(t,l’)

Donc

J(t,u(t)) < Co(1+e)K(t,z).

2.1.3 La méthode des traces

Définition 2.1.5. Soient 0 <0 <1 et 1l <p < oo.
V(p,0,Y, X) est l'ensemble de toutes les fonctions

(e WhP(a,b; X +Y) pour tout 0 < a <b < +oo,
et

t > ug(t) = tPu(t) € LP(0, +o0;Y);

t s vg(t) =t (t) € LP(0, +o00; X).

u:Ry — X +Y telles que

\

Cet espace est un espace de Banach si on le munit de la norme

[ullvpoxyy = llusll Lz o,00v) + 10l 2(0,00:3)-
Par ailleurs, pour p = 400, on définit un sous-espace de V(00,0,Y, X), par

Volo0,6.Y, X) = {u € V(00,0, Y. X) lim||t*u(t)]|x = lim [¢°u'(t) [y = 0}.

Proposition 2.1.5. [7] Soit (0,p) € (0,1) x [1,+00], (X,Y )y, est l'ensemble de toutes les
traces en t =0 des fonctions dans V(p,1 —0,X,Y), et

Iz]lgr = inf{|lullvpi-ay,x) s @ =u(0), u€ V(p,1—6,Y,X)}

est une norme équivalente avec la norme usuelle dans (X,Y )q . Par ailleurs, pour 0 < 6 < 1,

(X,Y )y est l'ensemble de toutes les traces en t =0 des fonctions dans Vo(oco,1 —60,Y, X).
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Preuve. Soit x € (X,Y)p,. On a besoin de définir une fonction u € V(p,1 —6,Y, X) par
u(0) = x.
Pour tout ¢ > 0 il existe a; € X, b; € Y tels que ||a¢||x + t]|be|ly < 2K (¢, ). 11 vient

70 by < 207K (2, ),

et la fonction ¢t — ¢t~ YK (t,z) est dans LP(0,+o00). De plus, nous savons déja ( voir la
preuve de la proposition 2.1.2) que lim; 0 b; = x dans X + Y. Alors, la fonction ¢ — b,
est un bon choix pour u. Mais en général elle n’est pas mesurable dans Y, et n’est pas dans
VVZIO’CI(O, +00) dans X. Donc on la modifie et on continue comme suit

Vn € N, soient a,, € X, b, € Y tels que a, + b, = x, et
1
lanllx + ~llbully < 2K(1/n, ).

Pour ¢t > 0 on pose

u(t) => bnyx (1, 19(t) = > (x— an41)X (2 19(t),
n=1 n=1
ou Y7 est la fonction caractéristique de I'intervalle I, et
1 t
v(t) = —/ u(s)ds.
t Jo

Puisque (X,Y)q, est contenu dans (X,Y)p. alors t7?K(t,z) est borné¢, de sorte que
lim,_y K (¢, z) = 0.

Donc limy— 1o ||an|lx = 0, alors ||z — b, || x4y < ||lan|lx — 0 quand n — +o0,

et x = limy_,ou(t) = limy_,ov(t) dans X + Y.

De plus,
+oo
[ Cu(t)ly < ¢*° ZX(%H,%](UQ(” +D)K(1/(n+1),2) <4 °K(t,z),  (2.9)
n=1

alors t — t'7%(t) € LP(0,+o0;Y). Par le corollaire 1.1.1, ¢t + t'7%(¢) appartient &

LP(0,+00;Y), et
1

—0 —0
10| 20,4 0027 SmW ul

LE(0,400;Y)

< 407" |zlo,p-
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D’autre part,

1 [t
v(t) =x — ), ;X(ni [(8)ant1ds

alors v est différentiable pour toutes les valeurs de X, et

V) = 3 [ ao)ds = 7o00

t2

o g(t) = > X(L (t)anH Notons que

lg()l[x < ZX (2K (1/(n+1),2) < 27 K(t, 2).

(oo o)

<t sup [lg(s ||/ds—||t g(0)]

O<s<t

Il en résulte que

1= ()] =

<t sup [lg(s)|| + t%9(t)]| < 4t~ °K(t, ). (2.10)
0<s<t
Ainsi t — t27%/(t) appartient a L?(0, +-00; X), et
10| 2 (0 owix) < 4ll2ll0,p-
Donc x est une trace en t = 0 de la fonction v € V(p,1 — 0,Y, X)), et

l=llg;, < 1t~

iX)
< A0 [zllop + Allzllop < 202+ 1/0)[[llop.
Six € (X,Y), alors,(2.9) donne,
lim ¢'~%||u(t)||y = 0.
t—0

Donc

. 1-6 _
lim ¢~|Jo() |y = 0.

D’aprés (2.10), on a
lim¢™ ||g( )|x =0,
t—0
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d’ou

lim t79||v/(t)|| x = 0.

t—0
Donc v € Vy(oo,1 —0,Y, X).

Inversement, soit x la trace en ¢t = 0 d’une fonction u € V(p,1 —6,Y, X). Alors
t
r=x—u(t)+u(t) = —/ u'(s)ds +u(t) Vt>0,
0

de sorte que

. + 170 u(t)]]y (2.11)

1 t
tK(t,x) < HZ/ u'(s)ds
0

Le corollaire 1.1.1 implique que t — t~9K (¢, 2) appartient & L?(0, +00), donc
T € (X, Y)97p7 et

1
lzllop < Zllwlos

Si z est la trace d’une fonction u € Vy(oco,1 — 6,Y, X), on peut supposer sans perte de

généralité que u s’annule pour ¢ grand. Ensuite,(2.11) donne

lim K (z,t) = lim K(x,t) =0.
t—0

t——+o0

Par conséquent = € (X,Y).
[

Remarque 2.1.3. [7] D’apes la proposition 2.1.5, si x € (X,Y)s, ou x € (X,Y )y, alors
x est la trace en t = 0 d’une fonction appartenant o LP(a,b;Y) N WP(a,b; X) pour 0 <
a < b. Mais il est possible de trouver une fonction plus régulicre v € V(p,1 —0,Y, X)( ou
v e Vy(oo,1 —0,Y, X)) telle que v(0) = x. Par exemple, on peut prendre

v(t) = 1/tu(s)als, t > 0.

t
On remarque que v € WHP(a,b;Y)NW2P(a,b;Y) et v(0) = z. En outre t v t'=%0(t) appar-
tient @ LP(0,4+00;Y), t — t27%0/(t) appartient @ LP(0,4+o00;Y) et t — t'=%/(t) appartient &
LP(0, +00; X)), avec les normes s’écrivant sous la forme const.||u|yvpi-6,v,x)-
Mieuz encore. On choisit une fonction réquliere positive ¢ : Ry — R, ayant un support

compact telle que f0+°° s7lp(s)ds = 1. On pose
Foo t dr Foo t\ ds
t = — _— = — | —
o= [ o) = [Teton(t) T
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de sorte que v € C*(R; X NY), v(0) ==z, et
t t" (1) € LP(0,400; X), n €N,
t "M (1) € LP(0,400:Y), n €N,
avec les normes égales a c(n)||ullvpi-ay,x). Si, p = +00 et x € (X,Y )y alors
lim ¢~ ?[[v™(t)[x =0, n €N,

t—0

lim =0 o™ (#) |y = 0, n € N,

t—0

2.2 Espace intermédiaire et réitération

Soit (X,Y) un couple d’interpolation.

2.2.1 Classes d’espaces intermédiaires

Définition 2.2.1. Soient 0 < 0 <1 et E un espace intermédiaire.

(i) E appartient o la classe J(0) entre X et Y s’il existe une constante c telle que
lzlle < cllzllx ]y, Vo € X NY.

Dans ce cas, on écrit E € Jo(X,Y).

(ii) E appartient a la classe K(0) entre X et'Y s’il existe une constante k > 0 telle que
K(t, 2, X,Y) < kt’|z|p, Vxe€E, t>0.

Dans ce cas, on écrit E € Ky(X,Y).
Si 6 € (0,1) alors E s’injecte dans (X,Y)p.cc-

Théoréme 2.2.1. [1] Soit 0 < 6y,0; < 1, 6y # 6. On fize 8 € (0,1) et on fire w =
(1—0)0y + 006,.
Les affirmations suivantes sont vérifiées :

(i) Si E; appartient o la classe Ky, (i =0,1) entre X etY, alors

(Eo, E1)op C (X, Y )wp, VD € [1,+00], (Eo, E1)g C (X,Y)y.
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(ii) Si E; appartient a la classe Jg, (1 = 0,1) entre X et'Y, alors
(X, Y )wyp C (Eo, Er)op, Vp € [1,+00], (X,Y)w C (Eo, Ex)p-
Done, si E; appartient a la classe Ko, (X, Y )N Jo,(X,Y) (i =0,1), alors
(X, Y)wp = (Eo, E1)op, Vp € [1,400], (X,Y)y = (Eo, E1)o,
avec équivalence des normes respectives.

Preuve. On montre 'assertion (i). Soit E; appartenant a & la classe Kp,. Il existe des

constantes k; > 0 telles que

K(t,x) < kit

z||g, Yr € FE;, i=0,1,t>0.
Pour tout = € (Ey, E1)g,, soit a € Ey, b € E; tel que © = a + b. Alors
K(t,z,X,)Y)< K(t,a,X,Y)+ K(t,0, X, Y).
Comme a et b sont arbitraires, il en resulte que
K(t,z,X,Y) < max{ko, ki 1" K (z,t"~% Ey, E).
Par conséquent
UK (2, X,Y) < max{ko, ki O UK (% x, By, B,

=t “K(t,x,X,Y) < max{ko, ki }t IO K (x5 7% Fy B). (2.12)

Avec le changement de variable s = t27% on vérifie que I'application t — t K (t,z, X,Y)
est dans L2(0, +00).
En effet

+o00o dt l/p
[ K (t, 2, X, V)| 12(0.400) = ( / Ktz X, Y))”;)
0

+o0 Pat\
< (/ (max{ko,kl}t_g(al_ef’)K(x,tal_eoaE07E1>> ?)
0

+o0 1 P s\ /P
< max{ko,kl}(/ (0 7 59K(a:,3,E0,E1)) —)
0 1— 0o s
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< max{ko, k1 } (01 — ‘90)_1/p”xH(Eo,E1) < +oo.

0p —

Ce qui signifie que z appartient a (X,Y),,, et

2l (xy), < max{ko,ki} (01 — 00) " /Pl|||(5,E1),,, Sip<+o0,

w,p —

2]l (X ¥y e < max{ko, k1 t|2|l(z0,5:),,,: si p = +o00.

Si x € (Ey, Ey)g, par (2.12) on obtient

limt ™ K(t,z, X,Y) < max{ko, k1 } lin% s 'K (s,x, By, Ey) =0,
S—r

t—0

et
lim ¢t“K(t,z, X,Y) < max{ko, k1 } hIJP s 'K (s,x, By, Ey) =0,
S—+00

t—-+o0
donc z € (X,Y),.

Maintenant, on montre 1’assertion (ii). Par la proposition 2.1.5 et la remarque 2.1.3; tout
x € (X,Y),, est latrace en t = 0 d’une fonction réguliére v : Ry — XNY telle que v(+00) =
0, t — t17*v/(t) appartient a LP(0, +00; X), ¢ — t*7“v'(t) appartient a LP(0, +o0;Y), et

[£ ' (1)]

12(0,400:) F 12790 (8) | 120, 40057 < kHﬂng}Y)

w,p’

avec k indépendant de x et v. Nous allons montrer que la fonction
g(t) = v(t/O=0)) 1 > 0,

appartient a V(p, 1 — 6, Ey, E1), sachant que ¢g(0) = z. Cela impliquera, & travers la propo-
sition 2.1.5, que = € (Ey, E1)g,p-

Dans ce but, on fait une estimation préliminaire de ||v'(¢)||g,, ¢ = 0, 1. Soit ¢; des constantes

vérifiant
lylle: < cllylx " lylly vy €Y, i =0,1.
Donc
[0(5) s, < e s = I I (), i =0.1,
avec

00—1—1—w=1—9(91—90), 01+1—w:1+(1—9)(91—90),
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on obtient

(@) 18" 2@ (5)| o0 towsn) < okl vy,

(2.13)
(i1) [|s* =000/ (s) ) < cokl|zl[ (% vy, ,-
On a l'égalité v(t) = —ft+oo '(s)ds. Dans V'equation( 2.13)(i7), on utilise I'inégalité de
Hardy-Young (la deéfinition 1.1.2(éi)) si p < +o0, alors on a
k
$(1=0)(01—=00) ., (¢ . < “ -
H U( ) LY (0,400;E1) = (1 _ 0)<01 _ 00) ||x||(X,Y)Z:7p
1l en résulte que t — t1=%(¢) € LP(0, +o00; Ey), et
1t~ g(t) < (01— )Py 1) )
Par ailleurs, ¢'(t) = (6; — 0y) "1t 1+1/01=00)q/ (11/(61=00)) " de sorte que, par (2.13)(4),
3 870 (1) = (6 — 0p) =00 000 (O00) € 13(0, +00; By, ot
19" )l 20, 400sm0) < (01 = 00) P20 (8| (0,1 ocs )
Donc g € V(p,1 — 6, Ey, Ey), si bien que x = ¢(0) appartient & (Ey, E1)g,, et
HxH(TEO,El)Q,,, < (6 - 90)7171/%"37”(TX,Y)M,T,
Siz e (X,Y),, alors (2.13)(i) doit étre remplacée par
lim 5! =%@1=90)||/ (5) | g, = 0,
t—0
de sorte que
1-6) 1 OOt 1/(61—80)
; - T 1—0o —
i £/ 0l = lsy (g, =0,
De méme, (2.13)(i¢) doit étre remplacée par
o AH(1=0)(01—60) ||, / _
fim s V(e = 0.
On utilise I'égalité
£1/(01—6p) tl_e 400
t=0(t) = tl_e/ v'(s)ds + —— (61_9/ v’(s)ds),
t1/(61—60) £ el/(61—60)
qui est vraie pour 0 < ¢t < &. On en déduit que lim; o t'%||g(¢)| g, = 0.
[
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Remarque 2.2.1. L’hypothése 6y # 01 est incontournable. Considérons par exemple, le cas
Ey = Ey = (X,Y)py.00, dans Ko(X,Y). Si Uaffirmation (i) du théoréme de la réitération est
vraie pour Oy = 01 alors (X,Y )gy.0o C (X,Y )y, pour chaque p < 400, ce qui est fauzr en

général.

Remarque 2.2.2. (X,Y)y, et (X,Y )y sont dans Ko(X,Y) N Jp(X,Y) pour 0 < 6 <1 et

1 <p < +00. Le théoréeme de la réitération donne
((X? Y)907q07 (Xa Y)91,q1)9,p = (X’ Y)(1*9)90+9917P’

((X> Y)9o7 (Xv Y)91,q>9,p = (X> Y)(1*9)90+091 D)
((Xv Y>90,q7 (Xv Y)91>9,P = (X7 Y)(1—9)90+991,p7

pour 0 < 0,6, <1, 1 <p,q < +oo. En outre, comme X appartient & Ko(X,Y)NJo(X,Y),
et Y appartient o K1(X,Y)N 1 (X,Y), alors

((Xv Y)907q7 Y)G,p - (X> Y)(1*9)90+9,p7 ((Xa Y)Go’ Y)9 = (Xv Y)(1*9)90+0>

et
(X7 <X7 Y)ﬁ’l,lI)@,p = (X7 Y>991,p> <X7 (X7 Y)91>9 = <X7 Y)9917

pour 0 < 6y,0; <1, 1 <p,q < +o0.
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Chapitre 3

Identification de quelques espaces

d’interpolation réelle

(d’aprés Markus Haase. Proc.AMS.,134,8, P 2349-2358,2006).

Aprés la présentation de quelques méthodes d’interpolation réelle, dans ce chapitre nous
appliquerons une de ces méthodes ( la K-méthode ). Pour cela, nous allons d’abord énon-
cer un théoréme principal d’identification de quelques espaces d’interpolation réelle. La
deuxiéme partie est consacrée aux preuves. Enfin, dans la derniére partie, nous esquissons

quelques applications liées au probléme d’intersection et a la théorie des opérateurs sectoriels.

Dans ce qui suit, (X, Y) est un couple d’interpolation. Pour @ € [0, 1] on note § = max(6,1—

) et § = min(#, 1 — #). On introduit ’ensemble

[':= ([0,1] x [1,+00])\({0,1} x [1,400)).

3.1 Théoréme

Théoréme 3.1.1. /3] Soient (X,Y) un couple d’interpolation et (0,p) € I'. Alors

(X+Y, V)N X =(X,Y)y, N X = (X, XNY)g,, (3.1)
(XNY,Y)gp+X =(X,Y)op+ X = (X, X +Y)g,, (3.2)
(X +Y,Y)op N (X, X +Y)gp = (X,Y)o,, (3.3)
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(XY, V), + (X, X NY)gp = (X, V), (3.4)

(X+Y, X)op, N(X+Y,Y)o,=(X+Y, XNY)y,, (3.5)
(X, XNY)gp+ (Y, XNY)gp = (X +Y, X NY)g, (3.6)
(X.Y)0p N (X, Y)1ogp = (X +Y,XNY)g,, (37)
(X, V)op+ (X, Y)10p = (X + Y, X 1Y), (3.8)

(X, XNY)pp N(X+Y, XNY)1 4, =(X,XNY)5,; (3.9)
(X+Y, V), + (X +Y,XNY)1 g, = (X, X NY)g,, (3.10)
(X, XNY)pp+ (X +Y, XNY)5, = (X,Y)gy, (3.11)
(X+Y V), N(X+Y, XNY)g, = (X,Y)gp (3.12)

3.2 Démonstration du théoréme
Nous allons commencer avec quelques lemmes
Lemme 3.2.1. Soient (X,Y) un couple d’interpolation et v € X + Y. Alors
Kz, X)Y)=K(t,z, X, X+Y) (t>1).

Preuve. Soit t =a+bavecace X, be X +Y etsoitb=c+davecce X, deY. Alors

Kt e X,Y)= inf (la+clx+tldly),
<|la+c||lx +t|d||y, Va,ce X; VdeY, x=a+c+d,
< llallx + llellx +¢lld]ly,

< llallx +tlllcllx +1ldllv], £ =1,

< inf (Jallx + el + ldly] < K2, X, X +7). (3.13)

D’autre part, pour tout ¢t > 0

K(ta, X, X +Y) = inf (Jallx +tblxey),
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< lallx +tlellx + ldlly], b=c+de X+Y
< lallx +t|d|ly, VaeX,deX+Y,x=a+d

donc

K(ta, X, X +Y) < inf(|la]lx + tlldly) = K(t,2,X,Y). (3.14)

(3.13) et (3.14) donnent ’égalité.
[

Remarque 3.2.1. Rappelons que si (A, B) est un couple d’interpolation avec A C B, alors

sia € (A, B)g, seul le comportement de K(t,a, A, B) sur (1,00) est pertinent. De plus

[t K (t,a, A, B)

L2(1,400)

est une norme équivalente dans (A, B)g,. Une remarque analogue s’applique dans le cas

B C A.

Lemme 3.2.2. Soient (X,Y) un couple d’interpolation et (6,p) € I". Alors
(X, X +Y)pp,={r e X+ Y|t 'K (t,z,X,Y) € LF(1,+0)}, (3.15)
(X+Y,Y)pp={z e X+ Y[t 'K(t,x, X,Y) € LF(0,1)}. (3.16)
Preuve. Pour la premiére assertion, on a
(X, X +Y)p,={z € X+ Y|t °K(t,r, X, X +Y) € LP(0,4+0c0)}, (3.17)
d’ott grace au lemme 3.2.1
BAN ={r e X+ Y|t 'K (t,2,X,Y) € LP(0, +00)}, t>1 (3.18)
et d’aprés la remarque précédente, on a
(318) ={r € X + Y|t 'K(t,2, X,Y) € LP(1, +00)}.
Concernant la deuxiéme assertion, on a

(X4+Y,Y)op={r e X+ Y|t 'K(t,z, X +Y,Y) € LF(0,4+0c0)}, (3.19)
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la remarque précédente implique

(319) ={r e X + Y[t °K(t,2, X +Y,Y) € L2(1,+00)},

={z e X +Y Kt 2, X +Y,Y) € LP(1, +00)},

le changement de variable 7 = t~1 qui preserve les espaces L? donne

—dt

dTIt—Q, t=1—7=1, t=+400—717=1,

donc

(3.20) = {z € X + Y|’ K(r,2,Y, X +Y) € L?(0,1)},

moyenant le lemme 3.2.1, on obtient
(321) ={r e X +Y|r'K(r,2,Y, X) € L*(0,1)},

={r e X +Yt'K(t,x,X,Y) € L*(0,1)}.

Lemme 3.2.3. Soient (X,Y) un couple d’interpolation et x € X. Alors
Kz, X,Y) < K(t,2,X,XNY) (t>0),

K(tz, X, XNY)<2K(t,2, X,Y) +t|z|x (t<1).

(3.20)

(3.21)

Preuve. On montre la premiére affirmation. Soit r =a+b€e X +Y ounaec X, beyY

K(t,2,X,Y) < [lallx +t[[olly

< llallx +tllolly + /bl x

= llallx +t|bllxny = K(t,z, X, X NY).

Pour montrer la deuxiéme affirmation, on prend x = a+0b, ot a € X, b €Y. Alors évidem-

ment be XNY et

K(t, 2, X, X 0Y) <lal[x +t]|b] xy

= llallx + ¢llolly + ¢]jbllx
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< [lallx + tllolly + tlle — allx
< [lallx + tliolly + tllzllx + t]lalx car ¢ <1
< 2[allx + 2t[|lly + [lz]|x,
on prend l'infimum sur les décompositions de z, on obtient

K(t,2, X, XNY) <2K(t,z, X,Y) +t|zl|x (t<1).

]

Proposition 3.2.1. Soient (X,Y) un couple d’interpolation et (0,p) € I'. Alors les asser-

tions suivantes (3.1, 3.2) sont vérifées :

(X+Y, V)N X =(X,Y)y, N X = (X, XNY)g,,

(XY, Y)gp+X = (X, Y)gp+ X = (X, X +Y)g,

Preuve. On montre l'identité (3.1). Les inclusions ” D ” sont claires car si on prend = €

(X, X NY), grace aux lemmes 3.2.3 et 3.2.1 on obtient
Kt, o2, X +Y,Y) +t|z||x =tK{t 2, Y, X +Y) +t||z|x

=tK({t ' 2,Y,X) +t]|z]x
= K(t,z,X,Y) + t||z| x
<Kz, X,XNY).

Par conséquent, il suffit de montrer
(X +Y, Y)97p NX C (X, Y)97p NnXc (X, XN Y)g,p.

On prend z € (X +Y,Y)p, N X. Comme z € X, alors on étudie le comportement de
K(t,z, X, X NY) seulement dans (0, 1). D’aprés le lemme 3.2.3 et le lemme 3.2.1 on a

K(t,z, X, XNY) <2K(t,z,X,Y) + t||z] x

= 2Kt 2, Y, X) + tl|z|x
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SRt 3, Y, X +Y) + HJo]x
— 2K (L2, X + YY) + tal]x.

Maintenant, identité (3.1) est vérifiée.

2

Pour prouver l'identité (3.2), on note que les inclusions ” C ” sont triviales car si on prend

€ (X,Y)pp,+ X ona

(XNY,Y)g, C(X,Y)gp C(X, X+Y)g,et X C(X,X+Y)g,.

On prend z € (X, X +Y)g, et on écrit x = a + b avec a € X, b € Y. Ensuite, par le lemme
3.2.1on a
K(t,b,X,Y) < K(t,z,X,Y) + K(t,a,X,Y)

< K(t,z,X, X +Y)+|la]|x pour t > 1
et K(t,b,X,Y) <t|b|ly pour ¢t < 1. Donconabe (X,Y),.

Doutxz=a+0be (X,Y)s, + X. O

Remarque 3.2.2. Dans notre preuve, en général on prend soin de l'inclusion au sens de la
théorie des ensembles et non au sens topologique. Celles sont automatiques par le théoréeme
du graphe fermé (i.e X,Y espaces de Banach, T application linéaire de X dans Y. |G(T)
fermé dans X x Y| < [T € L(X,Y)],0u G(T) = {(z,Tz);z € X} C X xY ). Cependant,
une analyse approfondie de nos arguments mene inégalités désirées.

Par exemple, en montrant l’existence d’une constante C' telle que
[zl x+xv)0, < Cllzllxx4v)s,
pour tout x € (X, X +Y)g,p, on aura Uinclusion topologique
(X, X +Y)gp = (X +(X,Y)gp.

Dans la preuve du résultat suivant, on utilise la loi modulaire pour les sous-espaces

vectoriels A, B, C' d’un espace vectoriel Z

BcC= (A+B)nC=(ANC)+ B. (3.22)
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Preuve. D’abord on montre que
B+ (ANnC)C(A+B)ncC.
On note que BC C, ANC C C, donc
B+ (ANnC)cC,

de plus
BCcB+ A AnC C B+ A.

Ainsi
B+ (ANnC)C A+ B,
d’ou I'inclusion.
Aprés cela, on montre l'inclusion inverse. Soit c € CN(A+ B), alorsc=a+boua € A et

b € B, par conséquent a = b —c, ainsia € Ccarce C, be BC C. Donca € ANC, de

sorte que

c=a+beB+(ANC).

]

Proposition 3.2.2. Soient (X,Y) un couple d’interpolation et (6,p) € I'. Alors les asser-

tions suivantes (3.3, 3.4) sont vérifées :

(X +Y,Y)o, N (X, X +Y)g,, = (X,Y ),

(XNY,Y),+ (X, XNY)p, =(X,Y)gp.

Preuve. La premiére identité est immeédiate grace au lemme 3.2.2 et a la définition de

(X,Y)g,. En effet
(X4Y, V)N X, X+Y)p, = {z € X+Y [t 'K (t, 2, X,Y) € LP((0, )U(1, +00))} = (X, Y ).

b

On montre la seconde identité. On montre 'inclusion ” D

Soit x € (X NY,Y)p, + (X, XNY)y,. Alors

(X ny, Y)G,p + (X> XN Y)G,p = (X ny, Y)G,p + <X7 Y>97p nx
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= (X> Y)e,p N (X + (X ny, Y)Q,p)
= (X7 Y)gm N ((X7 Y)gm + X) = <X7 Y)97p‘

Pour établir 'autre inclusion, on prend z € (X,Y )y, et on écrit z = a+baveca € X, be Y.
Alors
b=x—a€[X+ (X, )] NY =[X+(XNY,Y)p,]NY

=XNY+(XNY,Y),=(XNY,Y)gp,
ou on a utilisé la proposition 3.2.1 et la loi modulaire (3.22). De la méme maniére
a=x—beY+ (X, Y),]NnX=[(X,XNY)y,+Y]NX
=XNY+ (X, XNY)p, = (X, XNY)g,.
Par conséquent la deuxiéme identité est prouvée. O

Proposition 3.2.3. Soient (X,Y') un couple d’interpolation et (0,p) € I'. Alors les asser-

tions suivantes (3.5, 3.6) sont vérifées :
(X+Y, X)pp, N(X+Y.Y)g,=(X+Y, XNY)y,,
(X, XNY)op+ (Y, XNY)gp = (X +Y,XNY ).
Preuve. On utilise (3.2)et (3.22)
(X4+Y, X)op N(Y, XNY)pp, = [ X+ (Y, XNY)p ] N[Y + (X, X NY)gy]
={XNY + (X, XNY)g,l}+ (Y, X NY)g,
=(XNY)+ (X, XNY)g,+ (Y, XNY)g,
=(X, XNY),+ Y, XNY)y,
C(X+Y,XNY)y, C(X, XNY)y,+ (Y, XNY)g,.
[

Proposition 3.2.4. Soient (X,Y') un couple d’interpolation et (0,p) € I'. Alors les asser-

tions suivantes (3.7, 3.8) sont vérifées :
(X,Y)o, N (X, Y )19, = (X +Y, XNY)5,,

(X;Y)op + (XY )1o0p = (X +Y, XN Y )y
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Preuve. Sans toucher a la généralité du probléme, on peut supposer 0 < 6 < % L’identité

(3.5) donne
(X, Y)Q’p N (X, Y)l—@,p C (X + Y, X)1_97p N (X + Y, Y)1_97p

=(X+Y, XNY)i_g,.

En outre, puisque § <1 — 0,

(X+Y, XNY)19p, CXH+Y, X)19,N(X+Y,Y )19
CX, X+Y), N(X+Y,Y)gp,=(X,Y)gy

grace a la proposition 3.2.1. En échangeant les roles de X et Y dans cette inclusion, on
obtient
(X + Y’, XN Y)lfgm C (Y,X)g,p = (X, Y)l,@p.

Par conséquent, l'identité (3.7) est complétement prouvée.

On passe maintenant a (3.8). On a
(X4+Y, XNY), =X, XNY)y,+ Y, XNY)y, C(X,Y)gp,+ (Y, X)g,.
D’autre part
(X, Y)op = (X, XNY)y, +(XNY,Y)p, C(X+Y,XNY)y,
+FXNY, X+Y)y, C(XH+Y, XNY)yy,
puisque # < 1 — 0. Ceci achéve la preuve. O

Proposition 3.2.5. Soient (X,Y') un couple d’interpolation et (0,p) € I'. Alors les asser-

tions suivantes (3.9, 3.10) sont vérifées :

(X, XNY), N(X+Y,. XNY)19,=(X, XNY),

0,p?

(X+Y, V)i, + (X +Y,XNY)g, = (X, XNY)g,.
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Preuve. On prouve l'identité (3.9). On utilise (3.6) et(3.22) qui conduisent a
(X, XNY)op N(X+Y, XNY)1g,

= (X, XNY), N[(X, XNY )19, + (Y, XNY)1_g,)
=X, XNY), N[(X, XNY )19, + (XN, XNY)1_g,]
= (X, XNY),N[(X, XNY)1_g, + X NY]
= (X, XNY)g, N(X, X NY )19, = (X, X NY)g,.

Pour prouver I'identité (3.10), alors on se sert de (3.5) et (3.22)( mais dans le sens inverse)
on écrit

(X+YY)i 9, +(X+Y.XNY)y,
= (X 4Y,Y)10p + (X +Y, X)gp N (X +Y,Y )y,
=(X+Y, V)0, + [V +(X+Y, X)) N (X +Y,Y)g,)
=(X+Y,Y)1 0, +[(XNY)N(X+Y,Y)s,]
=(X4+Y.Y)i 9, +(X+Y.Y)p,=(X, XNY)g,.
]

Proposition 3.2.6. Soient (X,Y) un couple d’interpolation et (0,p) € I'. Alors les asser-

tions suivantes (3.11, 3.12) sont vérifées :
(X, XNY)gp+ (X +Y, XNY)g, = (X, Y)op;

(X+Y, V)5, N(X+Y, XNY)g, = (X,Y)s,

Preuve. On peut supposer 0 < % sans toucher & la généralité du probléme. On déduit de

(3.6) et(3.4)
(X, XNY),+(X+Y, XNY)1_9,

— (X, XNY)op+ (X, XNY)1_gp+ (Y, XNY)1g,

— (X, XN Y)op + (Y, XN Y)1ay = (X, Vs,
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De méme, en utilisant (3.5) et(3.3), on obtient
(X+Y, X)19,N(X+Y,XNY)y,

= (X4 Y, X) 1y N (X +Y, X)g, N (X +Y,Y)g,

=(X+Y, X) 19, N(X+Y.Y)g, = (X,Y)g,.

O]
3.3 Corollaires
Corollaire 3.3.1. Soient (X,Y) un couple d’interpolation et (0,p) € I'. Alors
(X+Y, XNY)5, C(X,Y)g, C(X+Y,XNY)g,, (3.23)
(X,Y)pp, € Ky(X+Y, XNY)NJH(X+Y,XNY), (3.24)
(X, V)1, =(X+Y,XNY)1,. (3.25)

Preuve. On commence par (3.23). Grace a (3.7) on a
(X+Y,XnN Y)gjp C (X, Y)a,,
d’autre part, d’aprés (3.8) on a
(X, Y)op C (X +Y, X NY)gy,

d’oi (3.23).

La deuxiéme assertion est un résultat immédiat de (3.23) car
(X+Y,XNY);, C (X, V), ie(X,Y)g, €T,

et
(X, Y)97p C (X +Y, XN Y)@p i.e (X, Y)gyp € Koy,

donc

(X,Y)op € Ky(X +Y, XNY)N (X +Y, XNY).
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Conservant I'égalité (3.25), on prend 6 = L dans (3.23) on obtient § = § = 3, alors

(X+Y,XNY),, Cc(X,Y),, C(X+Y,XNY)

D=

7p'

N[

Donc

(X,Y)

’p‘

=X +Y,XNY)

D=

1
2

O

On va maintenant donner une illustration géométrique du théoréme ci-dessus. Soit A un
espace vectoriel et B, C, D C A des sous-espaces de A et D C BNC. Une telle situation est

représenté dans le diagramme.

A
N
B C
~N 7
D

On appellera ce diagramme bloc élémentaire. On dira que le bloc élémentaire ci-dessus est
propre si A= B+ C et D= BNC. Ainsi, (3.7) et (3.8) du théoréme 3.1.1 affirment que si

< % le bloc

(X +Y,XNY),,

/ \
<X7 Y)G,p <X7 Y)ke,p
/

\
(X +Y,XNY),

est propre. Maintenant, en supposant a nouveau 6 < %, considérons le diagramme suivant
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X+Y

\
/

(X, X+Y)1_6,p (X+Y,Y)g

\
/
\
/

(X, X +Y)g, (X+Y,XNY)y, (X+Y, V)1 g,
X\ (X,Y)g p (X,Y)1_6,p /Y
(X, XNY)g, (X+Y,XNY);_g, (XNY,Y);_g,

/
\
/
\

(X, XNY)1 4, (XNY,Y)g,

/
\

Xny

on peut alors résumer les résultats du théoréme 3.1.1 comme suit

Théoréme 3.3.1. Soit (X,Y) un couple d’interpolation et soit (9,p) € I avec § < 1. Dans

le diagramme ci-dessus tous les blocs élémentaires sont propres.
Preuve. Le résultat découle directement du théoréme 3.1.1. O

Théoréme 3.3.2. Soient (X,Y) un couple d’interpolation et (8,p) € I'. Alors les identités

suivantes sont vérifiées :
(X, X NY)op, (X + Y Y)gp)op = (X, Y)op, (3.26)
(X, XNY)gp, (X +Y,Y)op)1-0, = (X +Y,XNY)g,. (3.27)
Preuve. On montre I'identité (3.26). Moyennant les identités (3.3) et (3.4) et
(X, XNY)gpCXet(X+Y,Y)y,CXH+Y,

on a
((X, XN Y)gm, (X +Y, Y)@,p)@,p C (X, X + Y)@m N (X +Y, Y)gyp

(3.3) (3.4)

(X, Y)o, (X, XNY)g,+(XNY,Y)s,

- ((X7 XN Y)G,pa (X + Y7 Y)@,P)G»P‘
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De la méme maniére, on montre la deuxiéme identité
<<X7 XN Y)G,pa (X + Y7 Y)G,p)l—@,p C (X, X + Y)l—@,p

((X, XN Y)Q’p, (X +Y, Y)G,p)l—e,p C (X +Y, Y)97p7
car AC X et BCX = (A,B)y, CX.
D’ou

(3.28) C (X, X + V)1 N (X +Y,Y)g,.
D’aprés (3.5)
(329) = (X +Y, XNY)gy,

et (3.6) donne

(X+Y, XNY)y,=(X, XNY)gp + (Y, XNY)g,,
or ACX = AC (A,X)gjp.
D’ou

(X, XNY)op C (X, XNY )y, (X +Y.Y)op)1-0,

C(X+Y,XNY)gp C (X, XNY)gp (X +Y,Y)gp)1-0p

(3.28)

(3.29)

O

Corollaire 3.3.2. Soient (X,Y) un couple d’interpolation et (§,p) € I' avec 6 < 5. Alors

(X +Y, XNY)yp, (X, X NY)gp)rozs , = (X, V)

Preuve. Ce résultat s’obtient par le théoréme de réitération et application du théoréme

précédent.

3.4 Applications

Espaces de Lorentz

]

Définition 3.4.1. [2] Soit (Q, ) un espace de mesure o—finie. Pour toute fonction mesu-

rable f - —>R, ou f: Q2 —C, ona

m(o, f) = p{x € Q [f(z)| =z 0}, 020,
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et
[*(s) = inf{o, m(o, f) < s},
m(., f) et f* sont positives, décroissante et continue. De plus, on a pour chaque og > 0
{t > 0: f*(t) > oo}| =mlog, f) = p{z € Q: |f(x)] > 00},
et par conséquent
{t>0:f*(t) € [on, 0]} = p{z € Q: |f(2)] € [0, 02]}-
Donc, pour tout p > 1,
+o0o
[ u@putan) = [ @pdssess 1) = 710 = spessf o),
Q 0

et pour chaque ensemble mesurable E € )

n(E)
[ 1f@pudn = [ @
E 0
f* est appelé le réarrangement décroissant de f sur (0, +00).

Définition 3.4.2. L’espace de Lorentz LP1(X) est constitué des fonctions mesurables f :

X — C pour lesquelles la quantité suivante est finie

( N . g 71/q
[ﬁ 0 {tpf*(t)} %} 511 < p,q < +oo,
1Fllzra = SUPoq tH/P £*(t) 511 <p<+oo et qg=-+oo,
| Supso f7(1) si p,q = +00.

Proposition 3.4.1. /2/(Espaces de Lorentz comme espaces d’interpolation)

1. Pourl <p<+4oo, 1 <q< 400

1
P = (L', L>®)y, avec 0=1-—-. (3.30)
p
2. Pour py # p1, on a
1 1-6 6
(Lpo’Lm)aq — (Lpo7qo7L’p17q1)97q = IP?  aquec = = 4+ —. (3'31)
b Do b1
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3. Dans ce cas po =p1 =p on a

11266 (3.32)
q do Q1

(Lp,qo7Lp,q1>9’q — [P g

Exemple 3.4.1. Soit (Q, ) un espace de mesure o—finie. Alors (L'(Q2), L>(Q)) est un

couple d’interpolation. Pour 0 < 0 <1, 1 < q < +o00. On peut montrer le résultat

1

(LM(Q), L))y = LT99(Q). (3.33)

On en déduit que
L'ALTo? = (L' L' N L®),,.

Exemple 3.4.2. On prend X = C’(RY) l'espace de Banach des fonctions continues et
uniformément bornées sur R? et Y = Lip(RY) qui est ['espace des fonctions Lipschitziennes

continues sur R muni de la norme

[flluip = [f + [£(0)].

Alors (X,Y )g.oo = CO(RY) est lespace des fonctions Holderiennes d’exposant 6.
Par suite lidentité (5.1) donne

C’(RY) N C*(R) = (C*(R), C"(R) N Lip(R"))p,.

3.4.1 Opérateurs sectoriels

Définition 3.4.3. [/] Soit 'opérateur (T; D(T)) linéaire fermé avec domaine dense (X =

D(T)) dans un espace de Banach X. Cet opérateur est dit sectoriel (d’angle §) si

(1) I existe §, 0 < 6 < § tel que

Z ={AeC |arg(\) > g — 0} U (0) C p(T)
=3

ot p(t) désigne l’ensemble résolvant.

(2) Pour e € (0,0) il existe M > 0 tel que

M —
IR\ T)| < o pour \ € Zé—l+s et A # 0.
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L’angle spectral 6(T') de Uopérateur sectoriel est defini par
O(T) = inf{0 € [0, 7] tel que quand (1), (2) sont vérifiées }.

On pose

> ={reC—{0} larg(N)| < &}.

On définit les espaces

H) )= {f €Y = C f holomorphe }

H(Y) = {f c HY), If] < oo}.
() = {f cH(Y), 3550 fo e H°O<Z>},
ou :

o(6) et [l = £l , = sup {m) rey }
e,0

T 1442
Le théoréeme 3.1.1 a été motivée par ’étude du calcul fonctionnel pour les opérateurs

sectoriels injectif non inversibles. On a le schéma suivant :

X
\ /
D(T) N R(T)

D( R(T)

ou X est I'espace de Banach sous-jacent, et D(T') et R(T) sont le domaine et 'image de
Iopérateur sectoriel 7.

On peut démontrer qu’on peut faire du calcul fonctionnel sur 7" quand on se restreint aux es-
paces d’interpolation verticale (X, D(T) NR(T))g,p, aux espaces d’interpolation horizontale
(D(T),R(T))g,p- Notre théoréme 3.3.1 montre que le résultat de Dore (2002) sur le calcul
fonctionnel (utilisant interpolation réelle) est un corollaire de ce travail.

Une seconde application en relation avec les opérateurs sectoriels apparait dans la caracté-

risation des conditions de croissance comme

Sll]di) 1t°C(t+T) ™ |ly_x < oo ou sug) 1£7(¢ + T)_1B||YHD(T) < 00
t> t>
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au moyen d’espaces d’interpolation (voir[3|). Soit Y un autre espace de Banach et
C:D(T)—=>YetB:Y =X
des opérateurs linéaires. La croissance ci-dessus des conditions sont des hypothéses usuelles

dans les résultats de perturbation.

3.4.2 Le probléme d’intersection

Comme autre conséquence de nos résultats, il y a le probléme d’intersection. Il s’agit

d’établir une identité du type
(A, BN (A, Clgp=(A,BNC )y, (3.34)

ou A, B,C s’injectent dans un espace plus grand. Les résultats de Grisvard et Peetre (voir
[3]) montrent que chaque identité reste vraie, si on suppose (A, B) un couple quasi-lineaire
( voir [9] pour la définition de cette notion) Maintenant, I'identité (3.5) du théoréme 3.1.1
montre aussi que A = B + C est une hypothése qui rend I'identité d’intersection vraie. On

peut généraliser ce résultat en considérant la condition
BNCCAC((ANB)+ (ANC)

qui implique (3.3).

En effet, il résulte d’abord que
(A+B)N(A+C)=A

et cela implique

(A, B)g,p N (A, C)g,p C A.
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Par conséquent,
(A, Bop N (A, Clop = [(A Bop N AN [(A, Cop N Al

=(A,ANB)y, N(A,ANC)y, = (A, ANBNANC)g,
= (A,BNC)gy,

ou on a utilisé les identités (3.1) et (3.5).
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Conclusion

Dans ce mémoire, on définit quelques espaces d’interpolation réels a partir des sommes
ou intersections des autres espaces d’interpolation.
Pour prouver cela, on utilise les espaces d’interpolation qui sont définis par la méthode K
et les relations algébriques de la théorie des ensembles.
Apres avoir présenté la méthode K, la méthode J, la méthode des traces, et on vu la
relation entre eu.
On s’est intéressé au contenu d’un article récent consacré a la démonstration d’une

douzaine d’identités nouvelles ayant trait a la théorie de ['interpolation réelle.
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Abstract

In this work, we present the theory of the real interpolation after some
basic concepts of functional analysis. There are many methods in this
theory. Among them, there is the so called K-Method which is
detailed in the chapter Il. The chapter IlIl is devoted to the
identification of some interpolation spaces related to the sum and
intersection spaces. These results (12 identities) have been proved in
an article published by Markus Haase in 2006.

Keywords
Interpolation couple, interpolation space, intersection space, real
method of interpolation, sum space, sectorial operator.

Résume

Dans ce mémoire, on définit quelques espaces d'interpolation reels a
partir des sommes ou intersections des autres espaces d'interpolation.
Pour prouver cela, on utilise les espaces d'interpolation qui sont
définis par la méthode K et les relations algébriques de la théorie des
ensembles. Apres avoir présenté la méthode K, on s'est intéressé au
contenu d'un article récent consacré a la démonstration d'une douzaine
d'identités nouvelles ayant trait a la théorie de I'interpolation réelle.

Mots-clés
couple d'interpolation, espace d'interpolation, espace d'intersection,
espace somme, méthode d'interpolation, opérateur sectoriel.
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