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Introduction

Ce polycopié contient le programme officiel de la matiére "Théorie Spectrale des opérateurs"
destiné principalement aux étudiants en premiére année master mathématiques. De plus, il
est utile pour les doctorants en mathématiques. Dans ce but, nous avons illustré le texte
avec des exemples variés toutes les fois que nous avons introduit une nouvelle notion ou
montré un théoreme.

Le contenu de cette matiére est la base de toute introduction a ’analyse fonctionnelle.
Pour bien préciser ses spécificités un rappel historique sur le développement de ’analyse
fonctionnelle n’est pas inutile.

La théorie des opérateurs linéaires trouve ses origines d’une part dans I’étude des sys-
témes finis d’équations linéaires & un nombre fini d’inconnues et d’autres part dans des
équations linéaires différentielles et intégrales.En effet, c’est I’analogie entre les systémes
d’équations linéaires en dimension finie et les équations intégrales, qui a permis & quelques
mathématiciens du début du siecle tels que I. Fredholm ou J. Volterra de dégager les élé-
ments essentiels de la théorie qui porte aujourd’hui le nom de la théorie des équations de
Fredholm.

Dans un effort pour compléter les travaux de I. Fredholm, Hilbert parvient & des concep-
tions plus générales. En particulier il découvre que le succés de la méthode de I .Fredholm
repose sur la notion de « compléte continuité » qu’il dégage en la formulant pour les formes
bilinéaires et qu’il étudie de fagon approfondie. Puis juste aprés, E. Schmidt et M. Frechet
introduisent délibérément le langage de la géométrie euclidienne dans ’espace de Hilbert.

La notion d’application linéaire complétement continue se trouve pour la premiére fois

définie de facon générale dans le ceélebre mémoire de F. Riesz 1918 sur la théorie de 1.



Introduction

Fredholm. Vers les années vingt de ce siécle, S.Banach ajoute une étude poussée des relations
entre une application linéaire continue et sa transposée, étendue aux espaces normés. Cette
période verra naitre de grands théorémes tels que le théoréme du graphe fermé ou le théoréme
de Banach-Steinhaus.

La publication traité de Banach sur les opérations linéaires marque le début de ’dge
adulte de I’Analyse fonctionnelle et de la théorie des opérateurs.

Le contenu de ce polycopié est composé de cinq chapitres.

Chapitre 1: Formes bilinéaires et quadratiques.

Chapitre 2: Généralités sur les opérateurs linéaires bornes.

Chapitre 3: Quelques classes des opérateurs.

Chapitre 4: Image numérique d’un opérateur.

Chapitre 5: Eléments de correction des exercices.

A la fin des chapitres 1, 2, 3 et 4, on trouve des exercices. Le but des exercices est
de vérifier si I’étudiant a bien compris et assimilé le contenu du texte. Ce sont donc des
exemples ou des applications directs de la matiére qu’on a vue dans le chapitre et qui sont
faciles & résoudre.

Enfin, je ne serais pas terminer cet avant-propos sans passer un grand remerciement & mes
collegues de I'université d’El Oued et je souhaite remercier également et tout particuliére-

ment nos lecteurs, en particulier mes étudiants en premiére année master mathématiques.



Chapitre 1

Formes bilinéaires et quadratiques

1.1 Formes sesquilinéaires et bilinéaires

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur k, (k = R ou C). On appelle forme

sesquilinéaire sur E une application ¢ : E X E — k vérifiant:

Va,B €k, Vr,y,z € B
(i) ¢ (ax + By, 2) = ap (z,2) + Be (y, ).
(i) ¢ (z, ay + Bz) = @p (z,2) + By (z, 2).

Définition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel sur k, (k = R ou C). On appelle forme
bilinéaire sur E une application ¢ : E X E — k vérifiant: Vo, 5 € k, Vx,y,z € E,

(i) ¢ (ax + By, z) = ap (x,2) + Be (y, 2).
(i) ¢ (2, 0y + B2) = ap (z,2) + B (2, 2).

Remarque 1.1.1 Remarquons que st k = R, une forme sesquilinéaire est une forme bil-

méaire.
Exemple 1.1.1 .
1. Le produit scalaire sur R",

¢ (z,y) = 1y1 + TaYo + oo + T,

ot = = (%)<, Y = (Yi)1<;<,, €st une forme bilinéaire sur R".



1.1. Formes sesquilinéaires et bilinéaires

2. Le produit scalaire sur C",

0 (x,y) = 2171 + XYz + oo + Ty

est une forme sesquilinéaire sur C" et n’est pas forme bilinéaire.

3. Si fi et fo sont linéaires, et ¢ est une forme bilinéaire. Alors, 'application
("L‘7y) = @(fl (x) 7f2 (y))7

est bilinéaire.

Proposition 1.1.1 Soit ¢ : Ex E — k une forme sesquilinéaire. Alors, pour tous x,y € FE.

On a
oty z+y)+e@—yr—y) =2 x)+elyy).

Preuve. Des propriétés d’une forme sesquilinéaire on a le développements suivants:

plx+y,z+y) = pEz+y)+ey,z+y)
= p(@,2)+e(@y) +e,2)+e Wy,
et
plx-yz—y) = pEz—y +ey,r—y)
= p(@,7) =9y —ey,2)+e YY),

pour tous x,y € F.

D’otu la somme membre & membre donne le résultat. m

Définition 1.1.3 Une forme bilnéaire ¢ est dite symétrique, si pour tous x,y € E. On a

o (z,y) =¢(y,).

Définition 1.1.4 Une forme sesquilinéaire ¢ est dite hermitienne, si pour tous x,y € FE.

On a

o (z,y) = ¢ (y,2).



1.1. Formes sesquilinéaires et bilinéaires

Exemple 1.1.2 Le produit scalaire sur R" est une forme bilinéaire symétrique.

Exemple 1.1.3 Soit E = C'[—1,1], Uapplication

1

p:ExE—Ro(fg)= [f({t)g(t)dt,

-1

est une forme bilinéaire symétrique.

Exemple 1.1.4 Soit E = C'[—1,1], Uapplication

1 S

p:ExE—C,o(f.g)= [f()gt)dt,

-1

est une forme sesquilinéaire hermitienne.

Théoréme 1.1.1 (Indentité de polarisation) Toute forme bilinéaire symétrique @ véri-
fie
dp(z,y) = +y,z+y) —p(x—yx—y) pourtousz,yc E.

Toute forme sesquilinéaire ¢ (hermitienne ou non) vérifie
dp(z,y) =@ +y,x+y) —p@—y,z—y) +ip(r+iy,x +iy) —ip (v — iy, z — iy),

pour tous x,y € F.

Preuve. 1. On a
pa+y,cty) —vl@—yz—y) =2¢@y)+20y ),
comme ¢ est symétrique. D’ou
ety rt+y)—e@—yz—y)=4do(r,y).
2. Exercice. m
Proposition 1.1.2 Soit ¢ une forme sesquilnéaire sur E, les conditions suivantes sont
équivalentes:

1. ¢ est hermitienne.



1.1. Formes sesquilinéaires et bilinéaires

2. Pour tout x € E, on a ¢ (z,z) € R.
Preuve. Si ¢ est hermitienne. Alors,
¢ (2,2) = ¢ (@,2), ¥z € .

D'ou ¢ (z,z) € R.

Pour montre la réciproque, on pose:
¢ (2,y) = ¢ (2,9) — ¢ (y, ), Y,y € E.
Alors, ¢ est une forme sesquilinéaire, par hypothése
¢(r,z) =0,V € E.
Et par le théoréme précédent ¢ est une nulle. D’ot

o (x,y)=¢(y,z),Vr,y € E.

Remarque 1.1.2 Si ¢ est hermitienne alors, pour tous x,y € E:

ex+y,z+y) = ¢(@,x)+2Rep(z,y) +9¢(y,y),

plr—y,r—y) = p@r)-2Imp(r,y)+¢ (Y y).

Définition 1.1.5 Une forme hermitienne ¢ sur E est dite positive. Si
¢(z,z) >0,V € E.

Exemple 1.1.5 Soit A = (a;;) € M,, (C) une matrice hermitienne, i.e., a;; = ;.

1<i,j<n

Alors, Uapplication fa4 de C x C dans C définie par

fA (‘Tay) = <A:L‘7y> ’

est une forme hermitienne. f4 est positive si et seulement si les valeurs propres de A sont

POositives.



1.1. Formes sesquilinéaires et bilinéaires

Définition 1.1.6 Une forme hermitienne ¢ sur E est dite définie positive. Si
¢ (z,z) > 0,Ve € E\ {0} .

Proposition 1.1.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit ¢ une forme hermitienne sur

E, pour tous x,y € E. On a

o (2, 9)]* <o (z,2)0(yy).

Preuve. Soient x,y € FE, pour tout A € C, ¢ (z+ A\y,z + \y) est positif et par

développement, elle sécrit

e @+ Ay, 2+ Ay) = [\ (1) + X (7,9) + Ao (y,2) + ¢ (7, 2).

Supposons ¢ (y,z) = |¢ (y, )| €? et soit A =te ¥ t € R.

D’ot, on trouve

p(z+ Ay, x+Ny) = %0 (y,y) + 2t |0 (2,9)] + ¢ (,2) 2 0.

Il en résulte que son discriminant, & savoir négatif ou nul.

On aura donc

o (2. ) < @ (z,2) 0 (y,y) .

Théoréme 1.1.2 (L’inégalité de Minkowski) Soit ¢ une forme positive sur E. Alors,

N

1 1
p@+yz+y)? <e@z)+e(yy)?.

Preuve. D’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit

o(z,y)+e(y,z) = 2Rep(z,y)

< ¢(z,x)

NI
NI

¢ (y,y)?.

Et

plxt+y,z+y) = pr,z)+e@y) +ey,2)+eWy)

< 20(x,2)7 0 (y,y)? + [so(x,ﬂf) ]2+ [@(y,y)

N
N

I



1.2. Formes quadratiques

D’ou
2

N

erx+yrz+y) < [w(%@éﬂf)(y,y)

Ce qui implique que

1 1 1
ele+y,z+y)? <e(r,2)2+¢(y,y)?.

Exemple 1.1.6 Les inégalités de Caucy-Shawrz et Minkowski pour le produit scalaire s’ecrivent

pour x,y € H comme suit
[z, )] < =l lyll »

et
[z +yll <[zl + [yl

Définition 1.1.7 Si E est un espace normé. On dit qu’une forme bilinéaire p : E X E — k

est continue s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

o (2, y)] < cllzll llyll, Ve, y € E.

1.2 Formes quadratiques

Définition 1.2.1 Une application q : E — R est appelée forme quadratique sur E s’il existe

une forme bilinéaire symétrique ¢ sur £ x E telle que

q(z)=¢(z,x),Vo € E.

La forme quadratique q est dite associée a la forme bilinéaire symétrique .

Exemple 1.2.1 Soit ¢ : R? x R? — R, telle que

2 (($17$2> ) (y1>y2)) = T1Y1 + T2Yo-

Alors,
q(z1,72) = x% + $§



1.2. Formes quadratiques

Remarque 1.2.1 La forme hermitienne @ est positive, si la forme quadratique q est postive,
1.e.,

q(x) >0,Vr € E.

Proposition 1.2.1 Une forme quadratique q sur E est une application q : E — R vérifiant

les deux conditions suivantes:
1. ¢(\z) = Nq(2), Vo € E,¥A € R.
2. L’application ¢ (x,y) = % l[q(z+vy)—q(x) — q(y)] est bilinéaire symétrique.
Preuve. 1. On a

g(Ax) = oAz, \x)
= Ap(z, \x)
= MNo(z,1).

2. Exercice. m

1
Remarque 1.2.2 L’inégalité de Minkowski montre que l'application x — q(z)? est une
semi-norme, et est une norme si et seulement si la forme q est non dégénérée, c’est-a-dire
vérifie: q (x) =0 si et seulement si v = 0. On dit, dans ce cas, que c’est une norme induite

par la forme hermitienne .

Remarque 1.2.3 Le produit scalaire sur E est une forme hermitienne positive et non

dégénérée.

Définition 1.2.2 Un élément x de E est dit isotrope pour la forme quadratique q quand
q(z)=0.
Exemple 1.2.2 Soit la forme quadratique q sur R? définie par

q (1‘1,1}2) - l’? - fL‘g,



1.2. Formes quadratiques

L’ensemble de ses vecteurs isotropes est la réunion des deux droites vectorielles d’équations

T9 =1 et T9 = —x7.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de Riesz-Fréchet (Rappel)) Soit H un espace de Hilbert

et f une forme linéaire continue sur H. Alors, il existe a € H et un seul tel que
f(x) = (x,a),Yx € H.

Preuve. i) Si f =0, alors (x,0) = 0 d’ou il existe a € H, a = 0.
ii) Si f # 0, soit M = ker f (fermé car f est continue). Donc M+ # {0}, il existe
be H\{0} tel que b€ M=t ie., f(b)#0.

On pose @
—x—f—x er f =
Ty = f(b) b € k f M,
car f (zg) =0
o @ @
F@), N\ gy
(== Fae) =0 o =(Fg)
D’ou
@t = Lo
. f () 2
= Sl
Donc
. F®,
= <x mb>
o)®
On deduit que L
AON
]|

Pour preuve I'unicité, soit aq,as € H tel que pour tout x € H,

<JZ,CL1> = <$7a2> =f (‘T)

10



1.2. Formes quadratiques

Alors, en prenant x = a; — as, on obtient
<CL1 — a9, — CL2> = 0.
Ce qui implique que
2
HCll — GQH =0.

D’ou

a1 = Q9.

Théoréme 1.2.2 Soit ¢ une forme sesquilinéaire bornée sur H. Alors, il existe une appli-

cation linéaire unique T' de H dans H tel que

¢ (z,y) = (z,Ty),

pour tous x,y € H.
Preuve. Fixons y € H, alors d’aprés le théoréme se Riesz il existe un élement unique

Z (y) € H tel que
p(r,y) = (2, Z(y))

Il nous montrer que 'application y — Z (y) est linéaire.

En effet, pour tous x,y;,y2 € H. On a

(£, Z (i +12)) = @@ +12)
= p(zy)+e(z,p)
= (2,Z2(n)) + (. Z (32))
= (,Z(p) +Z(y2)) -
Dol
Z(y1+y2) =Z (1) + Z (y2) -

D’autre part, nous avons pour tous z,y € H et A € k.

11



1.3. Exercices

On a
(z, Z (A\y)) = ¢z, \y)
= X(p(xvy)
= Mz, Z(y))
- <x’)‘Z(y)>'
D’ou

Z(\y) =2 (y).

Alors, Z (y) est linéaire. Ce qui termine la preuve. m

1.3 Exercices
Exercice 1.3.1 Dans E = R, [X] lespace vectoriel réel des polynomes de degré < 2.

On considére 'application ¢ : ' x E — R définie par:

1
’

p(P,Q)= [P (t)Q (t)dt.
0
1. Montrer que est une forme bilinéaire sur E.

2. Déterminer la matrice B représentant dans la base canonique de E.

3. ¢ est - elle symétrique? anti-symétrique?

4. Meémes questions pour: ¢ (P, Q) = jP QL —t)dt, ¢ (P,Q) = i Pi)Q ),k €
0 i=1

N*.
Exercice 1.3.2 Montrer que ['application:

p: (P,Q)— P(1)Q (0)+ P (0)Q(1),

définit une forme bilinéaire sur E = R [X]|. Est-ce un produit scalaire?

12



1.3. Exercices

Exercice 1.3.3 Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels a, b, ¢, d pour que
["application:

¢ (z,y) = ax1y; + br1ys + cray; + dxays,

définisse un produit scalaire sur E = R?.

Exercice 1.3.4 On munit R"du produit scalaire usuel. En utilisant l'inégalité de Cauchy-

Schwarz, montrer que:
(Jag] + |ag| + ... + |an])? < n (af+a3+..+al).

Exercice 1.3.5 Montrer que si ¢ est une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel com-

pleze E, telle que p (z,x) € R pour tout x € E, alors ¢ est une forme hermitienne.

Exercice 1.3.6 Soit ¢ une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E, et soit q sa forme

quadratique associée.
1. Montrer que:
q(q(u)v—¢(uv)u) =qu) (g q)—ewv)e(,u).
2. En déduire, si q est définie positive I'inégalité de Cauchy-Schawrz
¢ (u,v)  (v,u) < q(u)q(v).

Exercice 1.3.7 Montrer que q (z,y) = ax® + bry + cy? est définie positive si et seulement

si le discriminant A = b* — 4ac < 0.
Exercice 1.3.8 Dans E = R, [X], on considére l'application q : E — R définie par:
q(p) :q(azx2+bx+c) = b% — 4ac.

Montrer que q est une forme quadratique et déterminer la forme bilinéaire associée.

13



Chapitre 2

Généralités sur les opérateurs

linéaires bornés

Dans l'analyse fonctionnelle la notion d’opérateur linéaire est une notion fondamentale
. . 9 . ) 2 7 2 7 . 2

puisque en grande partie I’analyse fonctionnelle s’est dévelopéé en étudiant des opérateurs

linéaires donnés par certaines équations intégrales. Nous donnons ici les définitions et pro-

priétés de base des opérateurs linéaires bornés.

2.1 Opérateurs linéaires sur un espace vectoriel

Définition 2.1.1 (Opérateur linéaire) Soient E et F' deux espaces vectoriels. On ap-
pelle opérateur linéaire de D (T') C E dans F toute application T : D(T) C E — F (D (T)

est le domaine de T, noté aussi D) qui vérifie les conditions suivantes:

(1) T(x+y) =T (x)+ T (y) pour tous z,y € D (T) (condition additive).
(2) T (A\x) = AT (), VA ek = (R ou C), Vo € D (T) (condition homogene).

Remarque 2.1.1 .

(1) En d’autres termes 'opérateur T': D (T') C E — F est linéaire si seulement si

T (Ax+ py) = AT (z) + uT (y),

14



2.1. Opérateurs linéaires sur un espace vectoriel

pour tous A\, u € k et z,y € D (T).
(2) Le vecteur T (x) est en général écrit Tx.

(3) On suppose que D (T') est une varieté linéaire i.e,
Ve,y e D(T) Y\ pek: Ae+pye D(T).
Exemple 2.1.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels.

(1) On considére 'opérateur

Ilx=z,Vx € FE.

L’opérateur I s’appelle opérateur identique.
(2) Soit Ox = =z, Vo € E. Alors, 0 s’appelle opérateur nul.
(3) Considérons l'opérateur T : L?[0,1] — L?[0, 1]

Tf(x) = af(x).
L’opérateur T est appelé opérateur de multiplication par .
Définition 2.1.2 Soit T un opérateur linéaire de D (T)) C E dans F'. L’ensemble
kerT'={x e D(T): Tx =0},
est appelé noyau d’opérateur T', et aussi noté parfois N (7).

Définition 2.1.3 Soit T un opérateur linéaire de D (T) C E dans F. L’image de T défini
par

ImT ={Tx:x2€ D(T)},
et aussi noté parfois R (7).

Exemple 2.1.2 Soit E = C ([0, 1]). On définit l'opérateur linéaire de Volterra:

T

VfeE Af(x)= [f(t)dt.

0
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2.1. Opérateurs linéaires sur un espace vectoriel

Alors, on a

ker A = {0},
et
ImA={ge F:g(0)=0}.

Définition 2.1.4 Soient A et B deux opérateurs linéaires, on dit que A et B sont égales si

2. Ve € D(A): Az = Bu.

On note alors, A = B.

Définition 2.1.5 On dit que B est une extension de A, si

1. D(A) C D(B).

2. Vxe D(A): Ax = Bu.

On note alors, A C B.
Notation 2.1.1 On note par L (E, F) l’ensemble des opérateurs linéaires de E vers F. Si
F =k est la dual algebrique de E, il est noté E*.

Enfin, si E = F on écrira L (F) au lieu de L (E, E).

Définition 2.1.6 (Somme d’opérateurs) Soient A et B deux opérateurs linéaires de E

dans F'. On définit l'opérateur A + B par:
(A+ B)x = Az + Bx;Vr € D(A+ B),

et D(A+ B)=D(A)+ D (B).
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2.2. Opérateurs bornés entre espace normé

Définition 2.1.7 (Produit d’opérateur) Soient A et B deux opérateurs linéaires, A €
L(E,X) et Be L(X,F) tel que X un espace vectoriel. On définit l'opérateur BA comme

lopérateur linéaire de E dans F' par:
(BA)x = B(Ax), Vo € D(BA);

tel que
D(BA)={xe€ D(A),Az € D(B)}.

Définition 2.1.8 On définit l'opérateur kA produit d’un opérateur A par un nombre k
comme suit:

(kA)x =k (Ax),Vz € D(A).
Remarque 2.1.2 On dit que A et B commetent et on écrit AB = BA, si

ABx = BAI, Ve € Dap N Dga.

2.2 Opérateurs bornés entre espace normé

Définition 2.2.1 (Opérateur continu) Soient E, F' deux espaces normés, A € L(E, F)

est dit continu si pour tous (x,), C E,

Iz Il g
T, — = Ax, — Ax.

Exemple 2.2.1 Considerons l'opérateur de dérivation

!

T:Cla,b — Cla,b], Tf(t)=f (t).

L’opérateur T est linéaire, mais pas continu. Cela résulte par exemple du fait que

sin(nt)
n

la suite x, (t) = converge vers 0 pour la métrique de C[a,b], tendis que la suite

Tz, (t) = cos (nt) est diverge.

Définition 2.2.2 (Opérateur borné) Soit A € L(E,F) est dit borné, s’il est définit
partout dans E (i.e, D (A) = E) et transforme tout ensemble borné dans E en ensem-

ble borné dans F'.

17



2.2. Opérateurs bornés entre espace normé

Définition 2.2.3 Un opérateur A € L (E, F) est dit borné s’il existe une constante positive
c, telle que

|Az||» < c|z||z, Vo € E. (2.2.1)
Exemple 2.2.2 L’opérateur de multiplication T : C'[0,1] — C'[0, 1],
Tf(x)—af(z),

est borné, car

1Tfllo = sup |zf (z)] < [Ifll
z€[0,1]

Exemple 2.2.3 L’opérateur de dérivation

!

T:C a,b) — Cla,b],Tf (t) = £ (t),

est borné, on a

1Tl = [£] = s |£ @),
00 tE€(a,b]
et on a
[ losagy = sup £ ()] + sup |f (1)
t€(a,b] t€(a,b]
D’ou

1T fllce < 1 F et fap -

Donc, T' est borné.

Remarque 2.2.1 L'opérateur A € L(E, F) est non borné si et seulement si il existe une

suite (z,,), C D (A) telle que:
lzallp =1 et lim [[Az,|p = +oo.

Exemple 2.2.4 On suppose E = F = L*(R). Alors, l'opérateur A défini par:

18



2.2. Opérateurs bornés entre espace normé

de domaine

DA ={feLl’R):zf € L*(R)},

est non borné. Il suffit pour s’en convaincre de considérer la suite (f,,),, C D (A) donnée

par:
Osiz<nouz>n-+1

o) ={

1 sinon

3n2+3n+1
5l =Lt g =200

Alors, A est un opérateur non borné.

En effet,

Proposition 2.2.1 Soient E et F' deux espaces normés et A € L(E, F). Il ya équivalence

entre

1. L’opérateur A est continu.
2. L’opérateur A est continu en 0.
3. L’opérateur A est continu en un point.

4. L’opérateur A est borné.

Notation 2.2.1 On notée par L(E,F) l'ensemble des opétateurs bornés de E dans F.
Lorsque F' =k, L(E,k) est le dual topologique de E, il est noté par E'.

Enfin si £ = F on écriva L(E).

Définition 2.2.4 (Norme d’un opérateur) Soit A € L(E, F). Le plus petit des nombres

¢ vérifiant 'inégalité (2.2.1) s’appelle norme de 'opérateur A et se note ||A||.i.e,
|A|l| = inf{c > 0:Vz € B, |Az| < c|/z||}.

Proposition 2.2.2 Pour tout opérateur A € L(E,F), on a

Ax
T i T
0 2] ez le]<1
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2.2. Opérateurs bornés entre espace normé

Preuve. En effet, de la relation (2.2.1) les constantes ¢ s’écrivent

A
1 Az] <c¢,VreFE,x#0
]
De plus, on a aussi
A 1
g = sup 2l —sup | Lo
w20 [zl a0 || l2]
x
= sup||lA (—) = sup ||Az].
20 ] Jell=1

D’ou la dexieme égalité.

Pour la troiseme égalité, il est clair que I'on a la relation
sup ||Az|| < sup [|Azx]. (2.2.2)
llzl=1 llzll<1

De plus, Vz € E, ||z|| < 1 et 2 # 0 on écrit

‘A( )H < sup ||Az||,
] Jall=1

ou encore ||Az| < sup ||Az|. Passons au suprimum sur la boule fermée B (0, 1) des
ll(|=
deux membres, on obtient

[ Az = [|l=|

sup ||Az|| < sup ||Az]. (2.2.3)

=<1 ll=]|=1
Des deux inégalités (2.2.2) et (2.2.3) on déduit la troiseme égalité. m
Exemple 2.2.5 Soit T: C'[0,1] - R, Tf (z) = f(0).
On a
ITflloe = 1 (O < sup |f ()] <]l

z€[0,1]

Dong, ||T']| < 1. Maintenant, montrons que ||T'|| > 1, en prenant
g(z)=1,Vz €]0,1].
Alors, Tg (z) = g(0) = 1. D’ou ||[Tg|| =1 et ||Tg|| < ||T|| ce implique que ||T’|| = 1.

Exemple 2.2.6 Soit E = C ([a,b]). On définit sur E l'opérateur T' suivant:

20



2.2. Opérateurs bornés entre espace normé

On vérifie facilement que

1Tl =b-a.

Exemple 2.2.7 Soient H un espace de Hilbert et a un vecteur donné de H. L’opérateur A
défini pour tout x € H, par:

Az = (a,z) a,

est borné et l'inégalité de Cauchy-Schwartz montre que:
[A]l = 1.
On déduit de la proposition peécédente 'inégalité suivante.
Corollaire 2.2.1 Soit A€ L(E,F), on a

[Az]f < [[Al[ |=]], Vo € E. (2.2.4)

Théoréme 2.2.1 Soient E et F' deux espaces normés. L’ensemble L(E, F) muni de la

norme ||.|| est un espace normé.
Preuve. (1) Soit A € L(E, F) avec ||A|| = 0, en utilisant (2.2.4) nous donne
Ax =0,Vr € E.

Donc A = 0.
(2) Soit A€ L(E,F) et A €k, alors on a MA € L(E, F).i.e,

[AAz]| = [A[ | Az|] < IA] LA {l]]

Notions que ||AA]| est une borné supérieure, autrement dit le plus petit des majorants
vérifiant 1'inégalité.
D’ou

[AAL < [AT][A]-

D’autre part, on a || Az|| < ||A] ||z]|-
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2.2. Opérateurs bornés entre espace normé

Ou encore
1
|Az]| = — [[AAz||
Al
< A e
- A '
D’ou
1
Al < — [|AA]l,
Al
Ou encore
IALA| < [[AA]]-

Des deux inégalités précédentes, on déduit 1’égalité
[IAAL = [ATIA]-
(3) Soit A, B € L(E,F) alors, on a A+ B € L(FE, F) c’est-a-dire

[Az + Bz|| < [[Az| + || Bx||
< Azl + I BH«]
= (Al 1BID -

Notions que || A + B|| est une borné supérieure, autrement dit le plus petit des majorants
vérifiant I'inégalité.
D’ou

A+ Bl < [|All+ 1B]-

Proposition 2.2.3 Soient A et B deux opérateurs linéairés bornés et A € k, alors N\A, A+ B

et AB sont des opérateurs linéairés bornés et on a
L [IAA[ = [A[]IAL
2. [[A+ B| < [[Al + B

3. [|AB| < [|All | BII
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2.3. Types des convergences - Inverse d’un opérateur

4. | A"| = A", vn € N.

Théoréme 2.2.2 Soit E un espace normé et F' un espace de Banach. Alors, L(E, F) est

un espace de Banach.

Définition 2.2.5 (Graphe d’opérateur) Le graphe G (A) d’un opérateur A € L(E,F)

est un sous-espace de E x F définie par:
G(A)={(z,Az) :z € D(A)}.

Théoréme 2.2.3 (Théoréme du graphe fermé) Soient E et F' deux espaces de Banach

et A opérateur linéaire de E dans F. Alors,
G (A) fermé dans E x F < A e L(E,F).
Proposition 2.2.4 Soit A € L(H), H est un espace de Hibert complexe. Alors,
(Az,z) =0,YVr € H= A=0.
Preuve. Comme (A (x +y),z +y) =0,Vx,y € H, on voit que
(Az,y) + (Ay,z) = 0.
On remplace y par 1y le résultat est
—i (Az,y) + i (Ay,z) = 0.

Multipions par i, on trouve

(Az,y) = 0. (2.2.5)
On pose y = Az, (2.2.5) donne ||Aag||2 =0. Alors, Ar=0,Vz € H,dou A=0. =
2.3 Types des convergences - Inverse d’un opérateur

2.3.1 Types des convergences

Dans ce paragraphe, nous étudierons trois genres de convergence des suites d’opérateurs

linéaires bornés dans un espace normé.
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2.3. Types des convergences - Inverse d’un opérateur

Définition 2.3.1 Soient E et F' deux espaces normés, (T),), .y une suite d’opérateurs linéaires

bornés (T, € L(E,F)) et soit T € L(E, F).
1. La suite (7},), oy converge uniformément vers T', si

lim || T, — T|| = 0,

- U
et nous écrivons 7,, — T'.
2. La suite (7},),,oy converge fortement vers T, si

lim ||T,x — Tz|| =0, Vx € E,

et nous écrivons T, ST
3. La suite (7},),,cy converge faiblement vers 7', si
f(T,x) — f(Tz),Vf e F Yoek.
et nous écrivons T;, wor.
Exemple 2.3.1 Soit T,, € L(l5),

1 1
Tn (041,042...) = (5041,5042...> ,n 2 1.

Montrer que 7;, S

On pose o = (v, ap...) € ls. On a

|Tall = sup [T,
ell<1
(o zon-)|
= sup —Q1, —Qo...
o<t || \T0 T
+o0o 1 2 %
= sup [ X |-
faf<t \k=1|T
1
= — sup |af
T Jlal<1
= l—>0.
n
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2.3. Types des convergences - Inverse d’un opérateur

Exemple 2.3.2 Considérons la suite d’opérateurs T,, € L(ly) comme suit
Tn (O{l, CYQ...) = (0, ceny O7 Opt+1y Xpt2, ) .

Montrer que T, 0.

On pose a = (a1, as...), Yo € ls. On a

ITwal® = [1(0, .0, Cners msn, )|
+oo 9
= > |a|"—0.
k=n+1

Donc, Yo € Iy, || T« — 0..e, T), = 0.
Exemple 2.3.3 Considérons
T, :R— 1, T, =¢&e,.
Alors, T, % o.

Remarque 2.3.1 La suite (15,),.y € L(H) converge faiblement vers T. Si, pour tous

r,y € H

T, 5T < (Thx,y) — (Tx,y) .

Théoréme 2.3.1 Soient E et F' deux espaces normés, soit T,, € L(E,F) et T € L(E, F).
On a

Preuve. 1. Nous avons pour tout z € F,

[Tox = Txl| = (T, —T) x|

IA

[T = T [|]} — 0.
2. Nous avons pour tout f € E',

If (Tox) — f(T2)| = |f (The —Ta)|
< [N Twx = Tz|| — 0.
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2.3. Types des convergences - Inverse d’un opérateur

Remarque 2.3.2 T, 5T - T, ur. Considérons, T,, € L(ly) tel que
T, (a1, as...) = (0,...,0, g1, pia, -..) -
OnaT, 50 (Exemple 2.3.2). Mais, d’autre part
[ Tall = [ Then]l = 1 - 0.

C-ad, T, % 0.

2.3.2 Inverse d’un opérateur

Définition 2.3.2 (Inversibilité) Soient E et F' deux espaces normés et soit A € L(E, F).
L opérateur A est dit inversible si pour tout y € F' ’équation Ax =y a une solution v € £

est une seule.

Définition 2.3.3 (Opérateur inverse) On dit que A € L(E, F) est inversible s’il existe
B e L(F,E) tel que
AB = IE et BA = IF.

L’orsque existe et unique on appelle l'inverse de A et noté A~".
Remarque 2.3.3 .
1. Si AB = I alors, B = A"
2. Si BA = Iy alors, B = A;l.
Remarque 2.3.4 A € L(E, F) est inversible s’il est bijectif et A™' est continu (borné).
L’exemple suivant montre que l'inverse d’un opérateur borné n’est pas forcement borné.
Exemple 2.3.4 Soit E =I5 (C), l'opérateur A défini par:

1 1
Ao, ag...) = (al, 502y weey O, ) ,n > 1.
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2.3. Types des convergences - Inverse d’un opérateur

A est borné, car

+00 |ak|2 2
|A (e, a.)|| = Z?

k=1
1
+o0 9 2
< (Zr)
=1
= [, 2.
et son inverse donné par
AN oy, ap..) = (a1, 200, ..., na,, ...)

Cependent, A~! est non borné.

en = (010) .
:

len]| =1 et |[A e,|| = n.

En effet, si

D’ott A~! n’est pas borné. Donc l'opérateur A n’est pas inversible.

Théoréme 2.3.2 L’opérateur A™' inverse d’un opérateur linéaire A € L(E, F) est aussi

linéaire.
Preuve. (1) On montre que
At w+y)=As+ Ay Vo,ye F.

Nous avons

reF=31 eE:x=Ax,

et
yeF=3y eE:y=Ay.

Ay = A7 (A0 + ay)

= A'A <:cl + y/>
_ x/ + y/
= Alz 4+ A7y
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2.3. Types des convergences - Inverse d’un opérateur

(2) On montre que
AP (\z) = AA e, Vo € F VA € k.
On a
A ) = A7 ()\A:Cl>
= Aata(x)
= A\
= MMz

[
Théoréme 2.3.3 Soient E et F' deuz espaces de Banach et A € L(E, F). Alors,
A est bijectif = A~ € L(E, F).

Théoréme 2.3.4 (Série de Neumann) Soit A € L(E) (E espace Banach) tel que ||A|| <
1, et soit I lopérateur identique I dans E. Alors, Uopérateur I — A admet un opérateur

wmverse borné donné par la série de Neumann suivante:
(I—-A)" =X A%,
k=0
de plus

- a7 <
Preuve. De la relation ||A]| < 1, on a la convergence absolue

S A < S At = —
k=0 T k=0 1—||All

On définit un opérateur linéaire S = Z AFavec la relation || S|| <
k=0

- ”A” de plus S est

I'inverse de [ — A.

En effet, utilisons les notations A° = I et A* = AA*~!. On peut voit que
+00
S(I—A) = (Z A’“) (I —A)

= lim ZAk([ A)

n—-+00 k=0

= lim ( —A”H)

n—-4o0o

= [
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2.4. L’adjoint d’un opérateur

Aussi,

(I-A)S = (I-A4A) <§Ak>
= lim (I—A"")

n—-+o0o

= 1.
Puisque la norme ||A"*|| < [|A]|"*! — 0, lorsque n — +co. =
Remarque 2.3.5 Le résultat du théoréeme précédent peut étre utile dans la situation suiv-

ante. La question qui se pose est: résoudre l'équation intégrale avec A € L(E), g € E

donnés et ¢ € F est [inconnue:

p(x) =g (r) + Ap (2).

2.4 L’adjoint d’un opérateur

2.4.1 Définitions et exemples

Théoréme 2.4.1 Soient H et K deux espaces de Hilbert, T € L(H, K). Il existe un unique

opérateur continu de K dans H noté T™* tel que
(Tz,y) = (z, T"y) VYo € HVy € K.

Preuve. Soit y € K et f: H— C, f(z) = (Tx,y). Alors, f est linéaire et borné car

[f (@) = [Tz,y)|
< [Tz lyll
< [[T[Hll yll-

D’aprés le théoeme de Riesz-Fréchet il existe un unique z € H tel que

f@) = (Tr,y) = (z,2).
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2.4. L’adjoint d’un opérateur

Posons z = T*y donc T™ est un opérateur de K vers H. C’est simple de voir que T™* est

linéaire et aussi borné car,

IT*y||” = (T*y,T*y)

= (IT"y,y)
< Tyl llyll
< TNyl 1yl -
D’ou
1Tyl < (7] 1yl -
Alors, T* est borné et
[T <70l

Montrons "unicté de 'opérateur adjoint, supposons il existe By, By € L(K, H) tel que
Ve € H,(Tx,y) = (z, Biy) = (z, Boy) .
Ce qui implique que B1y = Boy. =
Définition 2.4.1 L’unique opérateur linéaire T* € L(K, H) tel que
(Tz,y) = (z, T"y) ,Vx € HVy € K,
est applé adjoint de T
Exemple 2.4.1 Soit I € L(H) l'opérateur de l’indité.

C’est clair que

(Ix,y) = (z,y) = (x,ly) Vo € H.
D’ou I* = 1.
Exemple 2.4.2 Soit
A:R* - R* A(z,y) = (x,0).
Posons X = (x1,13) et Y = (y1,y2); on a

(AX)Y) = ((1,0), (y1,92))

= T1Y-
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2.4. L’adjoint d’un opérateur

D’autre part, on a
(AX,Y) = (X, A"Y).
Posons A*Y = Z = (21, 22), d’ou
(X, A7) = ((#1,22), (21, 22))
= I121 + T929.

Donc z; = y; et 2z = 0.

D’ou
A* (yb 3/2) == (3/17 0) .
Ou bien
A (z,y) = (x,0).
7 1 —1 0
Exemple 2.4.3 Soit A = , alors A* =
0 27 1 2

Dans le cas général soit la matrice

a
A:
c
Alors,
a ¢
A= _ _
b d

Exemple 2.4.4 On considére l'opérateur de shift défini par:
S l2 (C) — lg ((C) s S (.Tl,flfg, ) = (O,II,CL’Q, ) .

Soit X = (x1,22,...),Y = (y1, s, ...) dans Iy (C). Alors,

(S*X)Y) = (X,SY)
= ((z1,22,...),(0,y1, Y2, ...))
= oY1 + T3Tz A+ ...
= ((x9,23,...), (Y1, Y2, -..)) -
D’ou

S* (l‘l, Ta, ) = (Z’Q, s, ) .

31



2.4. L’adjoint d’un opérateur

2.4.2 Propriétés de I’adjoint
Proposition 2.4.1 Soit T € L(H, K). Alors,
1. (T")" =T.
2. 1T = 171
3. |T*T|| = |IT|*.
Preuve. 1. Démontrons que (7*)" = T. Pour cela on montre que
(Tx,y) = (T*) x,y) Vo € HVy € K.
On a

(Tx,y) = (2, T"y)

Dou (T*)" =T.
2. D’aprés le preuve de le théoréme précedent, on a || T < ||T||. Donc ||(T*)*|| < ||,
c'est-a-dire [|T*|| = ||T||-
3. Démontrons que || T*T|| = ||T'||*>. Tout d’abord on a
IT*T|| < | T*HIT) = IT)°-
D’autre part, en utilisant la définition de la norme d’un opérateur. On obtient

|Tz|* = (Tz,Tz) VeeH

(T"Tx,x)

IN

17T ]| ]
« 2
< 7T ]
En prenant le supremum sur tout z € H avec ||z|| = 1, on obtient
2 *
171" < |77 -

Donc, ||T||* = || T*T]|. =
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2.4. L’adjoint d’un opérateur

Proposition 2.4.2 Soient T' et S deux éleménts de L(H,K). On a
1. (aT + BS)" =aT* + BS* pour a, B € C.
2. (TS)" = S*T™.
3. Si T est inversible, T* est aussi inversible et (7%)"" = (T—1)".

Preuve. Soient x € H,y € K.

1. On a
((@T +BS) x,y) = (x,(aT + BS)y)
= al(z,Ty) + B (z, Sy)
= a(T"z,y) + B(S*z,y)
= <6T*+BS*x,y>.
D’ou

(aT + BS)* =al™ + 3S*.

2. Et pour vérifier que (T'S)" = S*T*. 1l suffit de montre que
(TS) z,y) = (S*"T*x,y) .
On par définition de ’adjoint

(TS) z,y) = (z,TSy)

= (T"z,Sy)
= (S"T"x,y).
Comme ceci est vrai pour tous z € H,y € K.
D’ou
(TS)" = S*T™.
3. On a T est invesible, d’ou
Tr— =771T.
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2.5. Spectre d’un opérateur

Donc

Ce qui imlique que

Alors, T™ est inversible et

Lemme 2.4.1 Soit T € L(H,K). On a

1. ker T = (ImT*)".
2. ker T* = (Im 7)™

3. ker 7" = {0} & ImT = K.

Corollaire 2.4.1 Soit T € L(H, K). Alors,

T est invesible < {

puisque

S* (171,232, ) = <$2,1’37...) .

Alors, ker T* # {0} car S*(1,0,0,...) = (0,0....).

2.5 Spectre d’un opérateur

(T = M)z =0,

da>0,Ve e H:||Tz| > a||z| .
ker T = {0} .

Exemple 2.4.5 L’opérateur de shift S définit de ly vers lo n’est pas inversible. En effet,

Définition 2.5.1 (Valeur propre et vecteur propre) Soit E un espace normé et T €

L(E),un nombre A € C s’appelle valeur propre de l'opérateur T' si l’équation

a une solution x # 0 dans E. Une telle solution = est aplée vecteur propre associé a la

valeur propre A.
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2.5. Spectre d’un opérateur

Exemple 2.5.1 L’opérateur de shift S de ly vers ly n’a pas de valeur propre. En effet, soit
A une valeur propre alors X = (x1, 3, ...) € Iy tel que SX = \X. D’ou

S((L’l,{fz, ) = (Il,l‘g, ) .

Ce qui implique que

(0, xT1,T9, ) == ()\Il, /\IQ, ) .
e Si A =0 alors X = 0 imposible, car il faut X # 0.
e Si A\ # 0 alors aussi imposible.

Définition 2.5.2 (Point régulier) Soit T € L(E) le nombre A € C s’appelle un point

réqulier de l'opérateur T. Si T — NI est inversible.

Définition 2.5.3 (Ensemble résolvante) On appelle ensemble résolvante de T I’ensemble

des points réquliers de T et note par p(T) tel que
p(T)={Xe€ C:T — A est inversible} .
Exemple 2.5.2 L’ensemble résolvante d’opérateur identique I comme suit

p(I) = {AeC:(1—\)I estinversible}
= C\{1}.

Définition 2.5.4 (La résolvante) On définit la résolvante de T comme
Ry (T) = (T =) .
Théoréme 2.5.1 Soit T € L(E), si |\ > ||T||. Alors, \ est un point régulier de T

Preuve. Posons G = %T et A # 0. Alors,

1

G =
el =1

1T <1,

car A > ||T||. Donc Popérateur G — I est inversible et (G — \)™" = (T - I)_l existe

et il est borné. C’est -a- dire A est un point régulier de 7. =
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2.5. Spectre d’un opérateur

Proposition 2.5.1 Soit T\,T» € L(E), on a

1. Pour tous A\, u € p(7):
Ry— R, = (A — p) R\R,.

2. Sixep(Th)Np(Tz). Alors,

Ry (T1) — R\ (T3) = Ry (T1) (Ty, — T1) Ry (T3) .

Preuve. 1. On a

Ry—R, = Ry(T —ul)R, — R\(T — )R,
= RATRM - MRARM — RATRM + )\RARM
= ()\ - ,u) R)\RH.

2. Exercice. m
Corollaire 2.5.1 On a
1. Pour tous A\, pu € p(T): R\R, = R,R,.
2. Pour tous \,pu € p(T): Ry =1[I — (1 —A) R\] R,..

Définition 2.5.5 (Spectre d’un opérateur) On appelle spectre de T, et on note o (T')
le complétaire de p (T) dans C. C’est-a-dire

o (T) = C\p(T)
= {Ae€ C:T — A\ non inversible} .

Corollaire 2.5.2 Soit T' € L(E). Alors,
1. o(TYUp(T)=C.
2. o(T)Np(T) = 0.
3. Si A€o (T) alors |A| < ||T].ie.,

o(T) c{AeC: A < T}
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2.5. Spectre d’un opérateur

C’est-a-dire

o (T) C B(0,[|T1])-
Exemple 2.5.3 Soit [ : E — E, on cherche o (T).

On a
o(I)={Ne€ C:I— A n’est pas inversible} .

On remarque que I — A\l non inversible si seulement si A = 1. Alors,
o(I)={1}.

Proposition 2.5.2 Le spectre d’un opérateur linéaire et borné sur un espace de Banach

n’est pas vide et fermé.
Proposition 2.5.3 Soit T € L(H) (H un espace de Hilbert complexe). Alors,
c(T)={A:xea(D])}.

Preuve. Si A\ ¢ o (T) d’ou T — Al est inversible et (T — A\I)* = T* — A\ est inversible.
Donc A ¢ o (T*). On remplace T* par T, on obtient si A ¢ o (T*) alors A ¢ o (T).
Donc

oc(T)={A:xea(D)}.

Proposition 2.5.4 SoitT € L(E) et soit P un polynome de degré n a coefficient complexes.
Alors,

1. Le spectre de P (T) est o (P (T)) = P (o (T)).

2. Si T est inversible, on a o (T~ 1)

I
5
=
]

—

I
—~—

>

L
>

m

)
3
—
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2.5. Spectre d’un opérateur

2.5.1 Classification de spectre

Définition 2.5.6 (Spectre ponctuel) On appelle spectre ponctuel de T [’ensemble des

valeurs propres de T, noté o, (T') tel que

o, (T) = {AeC:T — X non injectif}
= {AeC:ker(T— M )#{0}}.

Remarque 2.5.1 Soit T € L(E). On a toujours
o,(T)Co(T).
Mais si E est dimension finie, on en déduit
o,(T)=0(T).
Exemple 2.5.4 L’opérateur de shift S n'a pas des valeurs propres. Donc o, (T) = 0.
Exemple 2.5.5 Soit A un opérateur diagonal définit par

11
A=di L=, =, .. ).
Zag(72a3a )

Les valeurs propres de A sont

1
Ap=—,Vn>1.
n
D’ou
1
op(T) = {—, Vn > 1}.
n

Définition 2.5.7 (Spectre continu) On appelle spectre continu de T et on note o.(T),

l’ensemble suivant

0. (T) = {AeC:T — A injectif et Im(T—)\I);éIm(T—)\I):E}

{
= {MeaM\oy (1) :m(T = A1) # T (T =\ ) = B} .
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2.5. Spectre d’un opérateur

Définition 2.5.8 (Spectre résiduel) On appelle spectre résiduel de T' et on note o, (T),

l’ensemble suivant

o (T) = {)\eC:T—)\I injectif et Im(T—/\I);AE}

= {NeaM)\oy (1) : (T A1) # B}

Définition 2.5.9 ( Spectre approximatif) On appelle spectre apporoximatif de T, noté

0ap (A) Uensemble défini par
o (T)={AeC : I(x,), dans E, tel que ||z,|]| =1 et ||[(A— A )x,|| =0 }.
Remarque 2.5.2 Soit T' € L(E). On a toujours
1.o(T)=0,(T)Uo.(T)Uo, (T).
2. 0,(T)U0.(T) Cou(T)Co(T).
3. 00 (T) C 04 (T) Co(T).

Définition 2.5.10 (Rayon spectrale) Soit T' € L(E), on définit le rayon specteale de T
comme suil
r(T)=sup{|\|, A€o (T)}.
Théoréme 2.5.2 Soit T € L(E) alors on a
. ot npt
F(T) = T |77 = inf 77

Corollaire 2.5.3 On a
r(T) < [T

2.5.2 Exemples

Exemple 2.5.6 Soit H = L?[0,1]H = L2([0,1], R). On considére l'opérateur de multipli-
cation T : L*[0,1] — L*0,1] défini par:

Tf(x)=xf (z),z€[0,1].
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2.5. Spectre d’un opérateur

Alors, on a o (T') = [0, 1]. De plus, 'opérateur 7" n’a pas de valeurs propres.

En effet, soient A € R, f € H et 2z € [0,1]. On a

(M =T) f(z) = (A=) [(2).

On distingue deux cas:

Si A ¢ [0,1], alors, la fonction t — ﬁ est bornée, et opérateur (A — T)_1 défini par

1

A -T)"g(z) = P

g(r), g€ H,

est un opérateur borné.

Si A € [0, 1], alors la fonction t — ﬁ n’est pas dans H, car il y a la singularité non

intégrable en ¢t = n. Il résulte que A\I —T n’est pas inversible et tous les A sont des points
singuliers. D’o‘u, on déduit que o (T') = [0, 1].

On suppose maintenant que A soit une valeur propre de T" et f le vecteur propre associé

dans H. Alors, on a

A—=z) f(z)=0,z €[0,1].

Il s’en suit que f = 0 dans H. D’ou, l'opérateur 7' n’a pas de valeurs propres et

op (S) = 0.

Exemple 2.5.7 Soit T : L*[0,1] — L?[0, 1] défini par

Il est facile de montrer que le rayon spectral de T" est nul i.e., r (T') = 0, ce qui implique
que o (T') = {0}.
De plus, on a 0, (T) =0, (T) =0 et 0. (T) = {0}.

Exemple 2.5.8 On considére l'opérateur de shift défini par:
S lg ((C) — lg (C) ,S ($1,$2, ) = (0,331,.’13'2, ) .

On peut montrer que

7 (S)={\eC:|\ <1},

avec 0, (S) =0, 0.(S)={ e C: [N =1}et o, (S)={AeC: |\ <1}
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2.6. Exercices

Exemple 2.5.9 Considérons dans ly (R) l'opérateur borné A défini par:
Ax, = 2,1 sin>1 et Axg = 0.
Par ailleurs, soit B I'opérateur borné de Iy (R) défini par:
Bx, = z,41.
Alors, comme

<A$ay> = Z Tp—1Yn = Z TpYnt1 = <:C,By> .

n>1 n>0

D’ou B est 'adjoint de A.
Comme ||A]| = ||B|| =1, 0 (A) et o (B) sont inclus dans le disque unité de C.
On vérifie facilement par récurrence sur n que A n’admet pas de valeur propre.

En revanche le spectre ponctuel de B est:
o,(B)={AeC: |\ <1}.

En effet, le vecteur A" est un vecteur propre associé a la valeur propre A. Il en résulte
que

o (A)={\eC: |\ <1}.

De plus, les spectres étant fermés, on a:
oc(A)=0(B)={ e C: |\ <1}.

Les spectres de A et de B coincident mais leurs structures sont trés différentes puisque:
0. (A)=0,(B)={ e C: |\ <1},

et
0. (A)=0.(B)={AeC: |\ =1}.

2.6 Exercices

Exercice 2.6.1 Soit T' un opérateur additif, continu et défini sur un espace vectoriel réel.

Montrer que T' est homogéne.
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2.6. Exercices

Exercice 2.6.2 Montrer que les opérateurs suivants sont linéaires bornés:

1. Af (z) = 22f (z), A: C[0,1] — C[0,1].
2. Af(x)_b;f(s)ds, A:C[-1,1] = C[0,1].
3. Af (z) = f (22), A: C[0,1] = C[0,1].
4 Af () = f (x), A: CT[0,1] — C'[0,1].

5. Af () :xoff(s)ds, A:L?[-1,1] — L?[0,1].

Exercice 2.6.3 On considére l'opérateur T définit comme suit:
Tf(x)=af (v),T:L*[0,1] — L*[0,1].
Montrer que T est un opérateur linéaire continu et calculer sa norme.

Exercice 2.6.4 Montrer que si (A,) est une suite de Cauchy d’éléments de L(H), alors

(I1AL]]) est elle aussi une suite de Cauchy.

Exercice 2.6.5 Soit (A,) une suite d’éléments de L(H) qui converge vers A et soit (z,,)

une suite d’éléments de H qui converge vers x. Montrer que la suite (A,x,) converge vers

Ax.
Exercice 2.6.6 On considére la suite d’opérateurs suivante:
A, C[0,1] = C[0,1], Az (t) = = (tH%) n €N

1. Montrer que la suite d’opérateurs (A,),, est linéaire et bornée.
2. Montrer que (A,),~, converge fortement vers I'opérateur identité.

3. La convergence de (A,), -, vers I est-elle uniforme?
Exercice 2.6.7 Chercher l’adjoint de 'opérateur A si:
1. Af (z) =xf (z), A: L?[0,1] — L*[0,1].

2. Af (z) = bff(s)ds, A:L2[0,1] — 120, 1],
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3. Af (x) zjsf(s)ds, A:L?[0,1] — L*]0,1].

4. Af (z) :xb}f(s)ds, A:L*[0,1] — L2[0,1].

5. A (Il,l’g, ) = (0,41}1,1‘2,41’3,1'4, ), A: lg — l2.
Exercice 2.6.8 Soit £ = C[0,1 |muni de la norme ||.|| et pour f € E, on définit
Tf(x)=[f0)+xf(1).

Montrer que 7" est linéaire et borné.
Montrer que o, (T") = {0, 1}.
Déterminer ’ensemble résolvante de T

En déduire o (T') et 0. (T), o, (T).

AN NI

Déterminer le rayon spectral de T

Exercice 2.6.9 Soit (), une suite bornée dans C et M = sup [\,|. Soit T : ly — I
définie par:
T (ZL‘l,IQ, ) = ()\11‘1, /\2.1’2, ) .

1. Montrer que T est linéaire, continu, et calculer sa norme.

2. Montrer que si ’ensemble {|\,|,n > 1} est minoré par un nombre strictement positif,
alors T' est bijective.

Préciser dans ce cas 7! et déterminer sa norme.

3. On suppose que I'un des A, est nul. Montrer que 7" n’est ni injective ni surjective et

que Im (T') # ls.

Exercice 2.6.10 Soit E = C'[0,1]et E = C'[0, 1]tous deux munis de la norme |||, , on
définit opérateur de dérivation T : E — F tel que ¥Vf € E,Tf = f'.

On note G(T) = {(f,Tf),f € E} le graphe de T.
1. Montrer que G (T') est fermé dans E x F.
2. Montrer que T' n’est pas continu. (on pourra utiliser la suite f,, € E, f, () = 2™ )

3. Expliquer le résultat.
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Exercice 2.6.11 Montrer que si A et B sont deux opérateurs linéaires bornés sur un espace

de Hilbert H on a nécessairement
[A,B] := AB— BA # 1.
Exercice 2.6.12 Soit T' un opérateur continu sur un espace de Banach E.

Démontrer que si |A| > ||T]|, alors

1

M- < ——

Exercice 2.6.13 Soit E = C'[0,1] muni de la norme ||.|| . et pour f € E, on définit

Tf(z) = [K(w1) f(t)dL,

0

ou K (.,.) € C([0,1] x [0,1]). Soit M = sup |K (z,t)].

<0z,t<1

(1) Montrer que T' € L(E).

(2) Montrer que pour tout n > 1, on a [T f (z)| < Xra" || f| .-
(3) En déduire que, pour tout n > 1, [|T7"]| < %
(4)

4) Déterminer le spectre de T'.
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Chapitre 3

Quelques classes des opérateurs

3.1 Opérateur auto-adjoint

3.1.1 Définitions et exemples

Définition 3.1.1 Un opérateur A € L(H) est dit auto-adjoint (ou hermitien) si A* = A
c’est -a- dire

(Az,y) = (z, Ay) ,Vz,y € H.

0 2
Exemple 3.1.1 Soit la matrice A € My (R) telle que A = ( ) .
2 0

0 2
D’ou A* = ( ) . On remarque que A* = A, donc A est auto-adjoint.
2 0

Exemple 3.1.2 Considérons l'opérateur A défini sur L* (R) par:
Az (t) = ez (1),

L’opérateur A est auto-adjoint, car pour tous x,y € L* (R).
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3.1. Opérateur auto-adjoint

(Az,y) = (e Mz (t),y(t))

= Jffooe’|t|x (t)y (t)dt

—+00

= [ at)elty(t)dt

— 00

= (x,Ay).

Remarque 3.1.1 Soit T' € L(H), alors l'opérateurs

T+ T T+ T
:+ etB:jL

A ;
2 2

sont auto-adjoints et T'= A + iB.

L’opérateurs A et B sont appelés respectivement partie réelle et partie imaginaire de 7.

Définition 3.1.2 ( Décomposition cartésienne) Tout opérateurT € L(H) peut s’écrire

sous la forme T = A+ iB, ou

T T

T+ T
A=Re(T) = —— et B=Tm(T)= +

2 )

A et B sont auto-adjoints, et la forme T'= A + B dite décomposition cartésienne de 7.

Théoréme 3.1.1 (Norme d’un opérateur auto-adjoint) Si A est auto-adjoint. Alors,

[All = sup |[(Az,z)].

ll]|=1

Proposition 3.1.1 Si A | B € L(H) deuz opérateurs auto-adjoints. Alors,

1. A + BB est un opérateur auto-adjoint pour tout «, 3 € R.
2. AB est auto-adjoint si seulement si AB = BA.

3. Si T est un opérateur quelconque, alors T*T, T'T* et T+ T™ sont auto-adjoints.
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3.1. Opérateur auto-adjoint

Preuve. 1.Pour tous z,y € H, on a

((aA+6B)z,y) = (aAz,y)+ (6Bz,y)
= a(Az,y) + [ (Bz,y)
= (z,ady) + (z, BBy)
= (x,(0dA+B)y).

Donc l'opérateur aA + B est auto-adjoint.
2. a) = Soit AB est auto-adjoint. Alors,

(AB)" = AB = B*A* = AB = BA = AB.
b) < Si AB = BA. Alors,
(AB)" = (BA)" = A*B* = AB.

Donc AB est auto-adjoint.

3. On a

(T*T)" = T*T* =T*T.
Aussi,

(TT* =T T* =TT".
Et

(T+T =T +T" =T*+T.
D’ou T*T, TT* et T+ T* sont auto-adjoints. m

Proposition 3.1.2 Soit H un espace de Hilbert compleze et A € L(H) est auto-adjoint.
Alors,
(Az,z) e R,Vx € H.

Preuve. En effet,

(Az,x) = (x, Ax) = (Azx, x).
Donc (Az,z) e R,V € H. m
Remarque 3.1.2 Si H un espace de Hilbert sur R. Alors,

(Az,z) =0,Vx € H= A=0.
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3.1. Opérateur auto-adjoint

3.1.2 Théorie spectrale d’opérateur auto-adjoint

Proposition 3.1.3 Soit T' € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors, o,(T) C R et les

vecteurs propres correspondant a des valeurs propres différentes sont orthogonaux.

Preuve. Soit A une valeur propre de 7. Alors, pour tout x € H\ {0}

(Tr,z) = (A\z,z)
= Al

Donc
(T, )

2
]

Soit p une autre valeur propre de T' et y un vecteur propre associé. Alors, pour tous

x,y € H. On a

Mzyy) = (Try

Ce qui implique que
(A= p) (z,y) = 0.

Comme A\ # p on aura (z,y) =0. =

Corollaire 3.1.1 Soit T € L(H). Alors, T est auto-adjoint si seulement si Im (T') = 0.

Preuve.

T est auto-adjoint <& T =T
< Re(T)+i¢Im(T)=Re(T)—ilm(T)
< Im(T)=0.
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3.1. Opérateur auto-adjoint

Lemme 3.1.1 Soit A€ L(H). On a
A€o, (A)= e, (AY).
Théoréme 3.1.2 Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors,

1. 0, (A) CR.
2. 0, (A) =0.
3. 0.(A) CR.

4. 0 (A) C R.

Preuve. 1. Voir la proposition précédente.

2. On en déduit facilement que o, (A4) = 0.

En effet, par lemme 3.1.1 soit A € o, (A) alors A € 0, (4*) = 7, (A) C R. On a donc
A€Ret A€o, (A), ce qui est absurde car o, (A) No, (A) = 0. Donc o, (A) = 0.

3. Montrons maintenant que o, (4) C R.

Soit A = a+ i3 avec 8 # 0, on pose que A € o.(A). Alors, A — A est injectif et son
image dense mais distincte de H. On va montrer qu’en fait Im (A — AI) est férmée dans H,

ce qui contredit les hypothéses pour cela on a

I(A = AD)z|® 1AL — 4) ]
= {((a+if—A)z,(a+if—A)x)

= [l(a — A)z|* + [|B2[* + 2Re (iBz, (o — A) ) .

Et
(ifr,(a—A)z) = i{fz,(a— A)x)
= i (||:U||2 — (z, Az)) € iR.
D’ou
(A=A z|* = |l(a—A)z|*+ Bz’ (3.1.1)
> B |z)?.
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3.2. Autres classes des opérateurs

Considérons (x,),, une suite de Cauchy dans Im (A — A\I), soit « sa limite dans H, pour

chaque n il existe y, € H tel que

Ty = (A= M) yp.
Par (3.1.1) on a
|2 = zall® = [1(A = AD) (g — 9
> B lym — vl

Il suit que (y,),, est une suite de Cauchy elle est donc convergente, soit y sa limite par

continuité de A — AI il suit que
r=(A-X)yelm(A—- ).

D’ot Im (A — A1) est férmée dans H. L’hypothése A € C\R est donc incompatible avec
A€o.(A)de, o.(A) CR.
4. On sait que 0 (T) =0, (T)Uo.(T)Uo, (T). D’ou le résultat. m

3.2 Autres classes des opérateurs

3.2.1 Opérateur positif

Définition 3.2.1 Soit A € L(H) on dit que A un opérateur positif et que l’on note A > 0.
Si A est auto-adjoint et
(Az,z) > 0,Vo € H.

Proposition 3.2.1 Si A € L(H) est positif. Alors, A est auto-adjoint.
Preuve. En effet, car 'opérateur A est auto-adjoint si seulement si
(Az,z) e R,V € H.
|
Corollaire 3.2.1 A € L(H) est positif si seulement si

(Az,z) > 0,Vo € H.
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3.2. Autres classes des opérateurs

Exemple 3.2.1 Soit A l'opérateur défini par:
A:L2[0,1] = L2[0,1], Af () = of ().

On a A positif car pour tout f € L0, 1],

(Af.f) = Jaf () f(z)dz
= Oflx]f(x)\2dx2().

Définition 3.2.2 (Comparaison des opérateurs) Soient A, B € L(H) on dit que A >

B si la différence A — B est un opérateur positif. Autrement dit
(A= B)x,z) > 0,Yx € H.

Théoréme 3.2.1 (Inégalité de Caucy-Schwarz généralisé) Soit A € L(H) un opéra-

teur positif. Alors,

[(Ap, V)* < (Ap, @) (AY, ¥),

pour tous p, 1 € H.
Preuve. En effet, pour tous ¢, € H et VA € C, on a

(A(p = M), 0 — Mp) > 0.

De plus, il vient

(A(p = M), 0 = M) = (Ap, o) — XA, ¥) — A{AY, @) + A (Av, 7).

D’ot, avec A est auto-adjoint, on écrit
ou encore,

(Ao = M), 0 — M) = (Ap, o) — A (Ap, 1) — A, Ap) + AN (A, 1)) .

(Ap,)

Prenons \ = (A6 )

, on obtient

Ao o) [(Ap)® | [{Ap 9
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3.2. Autres classes des opérateurs

ou encore

(Ap,g) - 20T S

(Av, ¥)

D’ot le résultat voulu

[(Ap, ¥)* < (Ap, ) (A, ¥) .

Racine carrée d’un opérateur positif

Définition 3.2.3 Soit A € L(H) un opérateur positif , on dit que l'opérateur S est racine
carrée de A si

S? = A.
Ou encore S = Az (ou S = \/Z)
Remarque 3.2.1 La racine carrée d’un opérateur positif est unique.

Exemple 3.2.2 Dans l’exemple précédent. On a A est positif donc il exviste S tel que

S? = A. On remarque que

S:L*[0,1] — L*[0,1],Sf (z) = Vo f (x).

3.2.2 Définitions élémentaires et exemples

Définition 3.2.4 (Opérateur unitaire) On dit l'opérateur U € L(H) est unitaire si
U'U=U0U"=1.
C’est-a-dire U™ = U*.
Exemple 3.2.3 Soit A l'opérateur défini sur L*[0,1] par:

Af (@)= f(1—a).
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On calcul I'adjoint de A, pour tous f,g € L*[0,1]. On a

(On prend y =1 — 2 d’ou dy = —dx).
Donc

Af(@)=f(1—a).

Maintenant, on vérifie que A est unitaire.

On a

AAf (@) = Af(1—2) = [ (a),
et

AAf (@) = Af (L —2) = f ().
D’ou

A*A = AA" =T

Donc A est unitaire.

Définition 3.2.5 (Opérateur isométrie) On dit A € L(H) est un opérateur isométrie
(ou isométrique). Si

A*A=1.

Ou bien,
[Az[| = [lz]|,Vz € H.

Exemple 3.2.4 L’opérateur de shift

S lg — lQ,S(Il,[E27 ) = (0,£L'1,ZE27 ),
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est un opérateur isométrie.
En effet, on a

S* (l’l, T, ) = (ZEQ, Ig}...) y

et

S*S (z1, 2, ...) = (21, 22,...) .
Donc S*S = I, c’est-a-dire S est isométrie.
Définition 3.2.6 (Opérateur projection) Soit P € L(H) on dit que P projection si
pP*=p.

Définition 3.2.7 (Projection orthogonale) Un opérateur P € L(H) est dit projection

orthogonale st

P?=PpP =P
Exemple 3.2.5 Soit l'opérateur T défini par:
T:R* =R T (z,y,2) = (2,0,2).

L’opérateur T' est projection orthogonale.

En effet, on peut vérifier que

T (x,y,2) = (2,0, 2).

Et
T*(2,y,2) = T(T(2,y,2))
= T(x,0,2)
= (x,0,2)
= T(v,y,2).
Donc
T>=T=T"

C’est-a-dire T est un projection orthogonale.
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Définition 3.2.8 (Opérateur anti-hermitien) Un opérateur T € L(H) est dit anti-
hermitien si

T = -T.

Exemple 3.2.6 SoitT =il d’ouT* = —il. DoncT* = —T. i.e., T est dit anti-hermitien.

3.2.3 Opérateur intégral linéaire

Définition 3.2.9 Un opérateur intégral linéaire A est un opérateur qui admet une formu-

lation de la forme suivante:

(Ap) x = /K (x,t) o (t)dt.

La fonction K étant appelée noyau de I'opérateur A.

Remarque 3.2.2 Si K est une fonction continue de [a,b] X [a,b], l'opérateur A est appelé

opérateur intégral a noyau continu K.

Proposition 3.2.2 Soit A un opérateur intégral défini a partir d’un noyau K continu sur

la,b] X [a,b] a valeurs complexes, par la formule suivante:

Vi lab], (Ap)z = /K (2.1) 0 (1) dt.

Alors, Uopérateur A admet un unique opérateur adjoint A* pour le produit scalaire usuel de

L% ([a,b]). Pour tout x € [a,b],

(A" 7 = / K (t,2) 4 (t) dt.

Preuve. Pour ¢ et ¢ deux fonctions de C(][a,b]), on a

(Ap,) = / Ap (2) ¢ (2) d

:/b /bK(x,t)gp(t)dt b (2)dz.
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En vertu du théoréme de Fubini relatif aux intégrales doubles, on établit que

(Ap, ) == / o (1) / R (@00 (x) de | dt

= (p, A™).
11 en résulte que l'adjoint A* est défini pour tout x dans [a, b] par:

b

A (2) = / K () (1) dt.

a

Corollaire 3.2.2 Soit A l'opérateur intégral de noyau K, et A* est l'opérateur intégral de

noyau K*, avec

K*(t,z) = K (2,1).

Corollaire 3.2.3 L’opérateur integral A de noyau K est auto-adjoint si, et seulement si,

le noyau K est symétrique i.e.,

K (z,t) = K (t,x), Vx,t€ [a,b].

3.3 Les opérateurs normaux

Dans cette section on introduit quelques notions de base de la théorie des opérateurs nor-

maux.

3.3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.3.1 On dit que T € L(H) est un opérateur normal si T" commute avec son
adjoint i.e.,

T =TT".

Exemple 3.3.1 La multipliquation T,, par une fonction mesurable bornée ¢ est un opéra-

teur normal sur L? ([0,1]).
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En effet, on a

ou p € C([0,1]), f € L*([0,1]).
On a

Donc

c’est-a-dire

D’ou,

T:T, = T,T.

L’opérateur T, est un hermitien (auto-adjoint) s’il la fonction ¢ est réelle.

Proposition 3.3.1 Soit T' € L(H), les assertions suivantes sont équivalentes
1. T est normal,;
2. |Tz|| = |T*x|| pour tout x € H;

3. Dans le cas complexes, les parties réelles et imaginaires de 7' commutent.

Preuve. Pour z € H, alors

|Ta|® = |T*z||* = (Ta,Tax) - (T*2,T"z)
= (T*"T —TT")z,z).

Donc I'équivalence de 1 et 2.

Onpose T'=A+iB, tel que A=Re(T) et B=Im(T),onaT*=A—iB,et
T*T — TT* = 2i (AB — BA).

D’ou, T*T = TT™* si et seulement si AB = BA. =
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Corollaire 3.3.1 Si T € L(H) est normal, on a
ker (T') = ker (7).
Proposition 3.3.2 Soit T' € L(H) un opérateur normal, on a

1. L’opérateur a1 est aussi normal pour tout a € C.

2. L’opérateur T est normal pour tout n € N*,

Preuve. 1. Nous avons

(aT) (aT)" = aaTT",

et
(aT)* (aT) = aaT*T.

Piusque T' est normal, d’ou il sont égaux.

2. T est normal, d’ou 7T =TT
= (TT")" = (T"T)"
=T (T*)" = (T")"T"
=T (T = (T")"T".

C’est -a-dire T™ est normal pour tout n € N* . m

Corollaire 3.3.2 Soit P unpolynéome et T un opérateur normal. Alors, P (T) est aussi

normal.
Remarque 3.3.1 .

T" normal # T normal.

i -1 0
En effet, soit T' = . OnaT?= est normal, mais T n’est pas

0 —1 0 -1
normal.

Proposition 3.3.3 Soit T € L(H) un opérateur normal, on a
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ker (T) ® Im (T') = H.

Preuve. On sait que :

ker (T*) = (ImT)™ .
Dot
(e () = ((m 7)) = )
Donc
H = ker (T*) @ (ker (T*))"
= ker (T) & Im (T).
n

Proposition 3.3.4 (Inverse d’un opérateur normal ) Soit T € L(H) un opérateur

normal et inversible d’inverse T—1. Alors, T~ est aussi normal.

Preuve. On a
() T = () 7
= (TT*)"' = (T*T)"" (car T normal)

=TT =T (TY)".

Donc T~ ! est un opérateur normal. m

Proposition 3.3.5 Pour tout U est unitaire. L opérateur U*TU est normal si et seulement

st T est normal.

Preuve. On a

(U*TUY* (U*TU) = U*T*TU,

et
(U*TU) (U*TU)" = U*TT*U.

On remarque que T*T = TT* si et seulement si U*TU est normal. m
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Proposition 3.3.6 Soit T' € L(H) un opérateur inversible, les assertions suivantes sont

équivalentes

i. T" est normal.
ii. 777" (ou T*T~1) est unitaire.
iii. Il existe un opérateur unitaire U tel que: T* = UT..
Preuve. Motrons que
1)i=1iOn a
(') (T ) =T (T T T

* *

=7TT7! (Tﬁl) T =1 (TTﬁl) =1.
2) ii =iii clair. 3)
iii =1 Pour tout z € H, on a

|T*|* = |UT||*
= (UTx,UTz) = (Tz,U*UTz) = ||Tz|*.

Donc, T' est normal. m

3.3.2 Théorie spectrale des opérateurs normaux

Proposition 3.3.7 Soit T € L(H) un opérateur normal. Alors,

1. SiTe =Mz, tel que A\ € Cet 2 € H. Alors, Tz = \x .

2. Deux espaces propres de 1" associé & des valeurs propres distincts sont orthogonaux.

Preuve. 1. Si Tz = Az alors (T'— M)z = 0. i.e., x € ker (T' — ) ce qui implique que
r € Ker (T* —XI). D’ou Tz = Az .

2. Soit p autre valeur propre de 1" et y un vecteur propre associé.
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Proposition 3.3.8 Le rayon spectral d’un opérateur normal T € L(H) vérifie
r(T) =T

Preuve. On suppose d’abord que T est auto-adjoint. On a |T2| = ||T||* et par

récurrence sur n ’on obtient pour tout n € N la relationHTZ" = ||T||*", il vient

r(T) = lim |T%|" " = |T].

n—oo

On revient au cas normal, ’élément TT™ est auto-adjoint et il s’ensuit que 1'on a,

r(T) = lim |77

3=

= lim /|| T (T)7|

n—oo

3=

= Jim /(7T

Naax
= VIITT*[| = I -

Proposition 3.3.9 ([14]) Le spectre résiduel d’un opérateur normal est vide.

Dans le résultat suivant, nous présentons certaines caractérisations du spectre continu

d’un opérateur normal borné.
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Théoréme 3.3.1 Soit T' € L(H) un opérateur normal, les assertions suivantes sont équiv-

alentes

i) A€o (T)
i) Aeo(T)\ o, (T)
ili) T'— AI est injectif, et 'image de (7" — AI) (H) n’a pas fermée.
Preuve. ii) = i) puisque A € o (T)\o, (T), alors ' — Al est injectif; mais ne pas
surjectif. Supposons que l'image (T'— M) (H) n’est pas dense dans H, alors il existe z €

(T — AI) (H)™". Par conséquent nous avons,
2 € (T — ) (H)" =ker (T* — ) =ker (T — ).

D’ou contradiction, donc nous concluons que A € o, (7).

i) = iii) est évidente & partir de la définition du spectre continu.

ili) = ii) on a 7" — AI est injectif, alors A ¢ o, (1'). Supposons que A € g, (T'), alors il
existe un opérateur ( invérsible ) S € L(H) tel que S (T — A\ ) x = z, pour tout x € H.

En particulier nous avons,

1
TSl [zl < N(T = AD) ||, Vo € H.

D’ou (T — M) (H) est complet et fermée dans H, qui est une contradiction.

Nous concluons que A € o (T')\ 0,(T). m

Proposition 3.3.10 ([8]) Le spectre d’un opérateur normal est égale a le spectre approxi-
matif, i.e.,

o (T) =04 (T).
Corollaire 3.3.3 Soit T' € L(H) un opérateur normal.

Alors,
o (T) = 0, (T) U0, (T) = 04y (T).

Le théoréme ci-dessous a été établie par M. Akkouchi dans [1].

Théoréme 3.3.2 (voir [1]) Soit H est un espace de Hilbert complexe, soit T' € L(H) un

opérateur normal et A € C. On a
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1. p(T)={AeC: Im(T\) = H}.
2. 0, (T) = {/\E(C (TA)%H}
3. 0, (T) = {)\EC: Im (13) = H et Im (T}) ;éH}.

4. 0, (T) = ¢.
3.3.3 Le théoréme de Fuglede-Putnam

Dans ce paragraphe on s’intéresse au théoréeme classique et trés importont dans la théorie
d’opérateurs bornés et non bornés avec toutes ses applications & savoir le théoréme de
Fuglede-Putnam. Beaucoup des auteurs travaillent sur ce théoréme. Apres la preuve de
Fuglede et Putnam, Rosenblum a donné une preuve simple en utiisant le théoréme de Liou-
ville. Berberian a donné une autre preuve avec une matrice qui fait I’équivalance entre celle
de Fuglede et Putnam.

La version classique du théoréeme dans le cas borné est la suivante:

Théoréme 3.3.3 ([11]) (Fuglede - 1950) Soient A et N deux opérateurs bornés sur un
Hilbert H, tels que AN = NA ot N est normal. Alors,

AN* = N*A.
En 1951 Putnam a fait la généralisation au cas de deux opérateurs normaux i.e.,

Théoréme 3.3.4 ([23]) (Putnam - 1951) Soient A, M, N trois opérateurs bornés sur un

Hilbert H, avec N, M sont normaux et
MA = AN.

Alors,
M*A = AN™.

Preuve. La preuve suivante est & M.Rosenblum. Supposons que S € £ (H) et posons
V =5 — 5% on définit
o 1
Q=exp (V)= Z n—
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Alors, V* = —V donc Q* = exp (V*) = exp (—=V) = Q7.

D’oul () est unitaire, la conséquence dont nous avons besoin est que |lexp (S — S*)|| =1
pour tout S € L (H).

D’autre part, on a M A = AN d’oul par récurrence, alors M*¥A = AN* pour tout k € N.
Dot exp (M) A = Aexp (N) ou bien,

A=exp(—M)Aexp(N).

Posons U; = exp (M* — M) et Uy = exp (N — N*), puisque M et N sont normaux il s’enuit
que exp (M*) Aexp (—N*) = U1 AU; et ||Uy]| = ||Us]| = 1, d’ou

lexp (M) Aexp (=N7)[| < [|A]-

Maintenant, on définit

F(\) =exp(AM™) Aexp (—AN™),

tel que A € C.

Les hypothéses du théoréme sont vérifies avec AM et AN a la place de M et N donc
implique que ||[F(A)|| < ||A]| pour A € C. Alors, F' est une fonction bornée analytique a
valeur dans £ (H).

D’aprés le théoréme de Liouville F' () = 0 on a

!

F (A) = M"exp (AM™) Aexp (—AN™) + exp (AM*) A(—N")exp (—AN™).

Pour A =0, F' (0) = 0.
D’ou,

M*A = AN*.

Remarque 3.3.2 La preuve précédente a été donné par Rosenblum en 1958.

En 1959 Berberian a remarqué I’équivalence entre les deux version celle de Fuglede et

I’autre de Putnam. Cette relation est donnée par la matrice suivante:
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0 A

Soient T = et S = deux matrices d’opérateurs définies sur
0 N 0 0
H x H ou M et N normaux.
Alors, T est normal et on a
TS = ST.
La version de Fuglede donne alors,
TS = ST™.

En écrivant les coeflicient de ces deux derniére matrices on trouve la version de Putnam.
Remarque 3.3.3 Les hypothéses du théoréme précédent n’impliquent pas que MA* = A*N.

Lorsque M et N sont auto-adjoints et A normal, si

1 0 0 1 11
M= N = and A =
0 -1 10 11

Alors, MA = AN mais MA* # A*N.

3.4 Les opérateurs compacts

Parmi tous les opérateurs bornés, on peut distinguer une classe importante d’opérateurs,
dont les propriétés sont le plus proches de celles des opérateurs linéaires dans un espace de

dimension finie c’est la classe des opérateurs compacts.

3.4.1 Définitions et propriétés

Nous commencons d’abord par rappeler la définition et quelques propriétés des opérateurs
compacts. Soient F et F' deux espaces normés. On désigne par K (E, F') I'ensemble des

opérateurs compacts et on pose K (F) = K (E, E).

Définition 3.4.1 (Compacité) Soit X un ensemble d’un espace normé E, X est dit com-
pact si de tout recouvrement de X par des ouverts de X on peut extaire un sous-recouvrement

fini 1.e.,
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3.4. Les opérateurs compacts

s Je=1,2,..,n telque X C U V,.
jeJ k=1

VV;,j € J (ouverts); X ¢ J V;,3V;

Définition 3.4.2 Un sous ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son

adhérence est compacte.

Définition 3.4.3 (Opérateur compact) Soit T € L(E, F) , on dit que T est un opéra-

teur compact s’il envoie tout ensemble borné dans E a un ensemble relativement compact

dans F'.

Définition 3.4.4 On dit T € L(E,F) est un opérateur compact s’il transforme la boule

unité Bg de E en une partie relativement compacte de F.

Définition 3.4.5 (Critére de compacité) L’opérateur T est compact, si et seulement si
pour toute suite bornée (v,),, C K, la suite (T'z,),-, admet que sous suite convergente

dans F'.

Exemple 3.4.1 Soit T € L(E,F), si E ou F est dimension finie. Alors, T est un opéra-

teur compact car

e Si dim E = n, alors dim 7 (F) < n. Soit Bg la boule unité de E, alors T (Bg) est
borné de T (E) donc relativement compact dans T (E).

e Si dim F' = n, alors T' (Bg) est borné de F' il s’en suit que T (Bg) est compact dans

F.

Proposition 3.4.1 Soient A,B € L(E,F) deux opérateurs compacts et A € k. Alors,

A+ B, \A sont des opérateurs compacts.

Preuve. Soit Bg la boule unité de E et soit (A + B) (Bg) I'image de By par A + B.
Soit (), une suite de Bg, alors 3 (x,,) C (z,),, telle que kl_l)l’iloo Az, =a € F (puisque A
est compact) et comme B est un opérateur compact on peut extraire de la suite (x,, ) une
suite <ynk,> telle que lim y,, = b. Alors, lim (A+ B) Yn, = a+ b, ce qui implique

k'—>+oo k'—»—l—oo

que A + B est compact.
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D’autre part,

A est compact = F(z,,) C (z,), telle que lim Az,, =a

k—-4o00

= lim (AA)z,, =X

k—-+o0
= \A est compact.

Dans le cas particulier ou F' = C' ([a, b]), le théoréme suivant d’Arzela-Ascoli est générale-

ment utilisé pour prouver la compacité de 7.

Théoréme 3.4.1 (Arzela-Ascoli ) Une condition nécessaire et suffisante q'une famille
des fonctions continues définies sur l'intervalle compact [a,b], est compacte dans C ([a,b])

est que cette famille est uniformément bornée et équicontinue.
Remarque 3.4.1 Soit G un ensemble, G C C ([a,b]), on dit que G est:
1. uniformément borné, s’il existe une constante M > 0, telle que
o (x)] < M,V € [a,b] ,Vp € G.

2. équicontinu, si Ve > 0,36 > 0 telle que

Vo e G, lp(z) — o (y)| <eVr,y € la,b], |z—1y| <.

Exemple 3.4.2 Considérons l'opérateur de Volterra

V:L*[0,1] — C[0,1],Vf(z) = [f(t)dt.
0
Alors, T est un opérateur compact.

En effet, soit
B(0,1)={feL?[0.1],|fl <1}.

On va montrer que V B (0,1) est relativement compact dans C [0, 1].

On utilisé le théoréme d’Arzela-Ascoli.

i) VB (0,1) est uniformément borné, car

IV flle = sup

z€[0,1]

110 dt' .

0
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Puisque
froa| < firol
= ||f||L1[0,1}
< fllzzg0. -
D’ou
IVl < 1.

ii) VB (0,1) est équicontinu, car Vz,y € [0,1] on a

Vi) =Vi)] =

_ jf(t)dt‘
< Jiroa
< (jwora) 1)
< ly—af.

Donc I'ensemble VB (0, 1) est relativement compact, d’ott V est compact.
Théoréme 3.4.2 Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.
Preuve. En effet, si on désigne par
B(0,1)={z € E, |z| <1}.
Alors, T (B (0,1)) est relativement compact d’ou
|Tx|| < C,Vz e B(0,1).

Alors, T est borné.
Réciproquement, 'opérateur indentique I de F dans E est borné, mais il n’est pas com-
pact car I (B (0,1)) = B(0,1), n’est pas relativement compacte sauf si £ est de dimension

finie. m
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Proposition 3.4.2 ([3]) Une combinaison linéaire T' = o/I1+ 3T, des opérateurs compacts

est un opérateur compact, pour tous o, § € k.

Proposition 3.4.3 Soient A € L(E,F) et B € L(F,G). Si A ou B est compact , alors
BA est compact.

Preuve. Si A est compact, alors, pour tout borné M C E, A (M) est compact. Or,
I'image d’un compact par une application continue est compacte, donc, B (A (M)) est com-
pact. Il résulte que BA (M) C B <m> est relativement compacte.

Si B est compact, alors, pour tout borné M C E, A (M) est aussi borné et donc BA (M)

est relativement compacte. m

Théoréme 3.4.3 ([7]) Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, et soit (T),)

n

une suite d’opérateurs compacts de E dans F'. Si
lim ||T,, = T|| = 0.
Alors, T' est compact.

Théoréme 3.4.4 Soit T un opérateur borné de E dans F, a image T (E) de dimension

finie. Alors, T est compact.

Preuve. En effet, car 'opérateur T transforme tout ensemble borné G de F & un
ensemble borné 7' (G) dans un espace de dimension finie. Ce qui implique que7 (G) est un

ensemble relativement compact. m

Théoréme 3.4.5 ([3]) Soit T € K (E), alors l'image parT de toute suite de E faiblement

convergente est une suite fortement convergente.
Corollaire 3.4.1 Soit (ey,),oy une suite orthonormée dans H. Si T € K (H), alors
klim | Tex|| = 0.

Preuve. Pour tout € H la série S |(z,e,)|” est convergente et son terme général
k
(z,er) tend vers 0 lorsque k tend vers l'infini. Cela traduit le fait que la suite(ey), oy est
faiblement convergente vers 0, le théoréme précédent permet de conclure. m

Un exemple important d’opérateurs compacts est donée par le théoréme qui suit.
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Théoréme 3.4.6 ([8]) Soient H un espace de Hilbert séparable et (e,,) une base hilbertienne
de H. Soit A\ = (\,) une suite bornée dans C. Alors, l'opérateur de multiplication par A
défini par:

T)\en = )\nerw

est compact si, et seulement si,

lim A\, = 0.

n—oo

3.4.2 L’opérateur de rang fini

Définition 3.4.6 On dit qu’un opérateur T € L(E, F) est de rang fini si

dimIm (7T") < oo.
Exemple 3.4.3 Sur l’espace de Hilbert L* ([0, 7], dx) lopérateur T défini par:
Tf(x)= fcos (x—t) f(t)dt, pour f € L*([0,n],dx),
0
est manifestement un opérateur linéaire continu et ’expression
Tf(x)= (f cos (s) f (s) ds) cos & + (]r sin (s) f (s) ds) sin x,

0 0

montre que I'image de 7" est un sous-espace de dimension deux. L’opérateur 71" est donc

de rang fini égal a 2.
Remarque 3.4.2 Il est clair qu’un opérateur borné de rang fini est compact.

Corollaire 3.4.2 Soit (T,,) une suite d’opérateurs bornés de rang finis de E dans F et soit
T € L(E,F) tels que
lim ||7,, —T|| = 0.

Alors, T est compact.

Proposition 3.4.4 Soient A, B € L(E, F) deux opérateurs de rang fini et A\ € k. Alors,
A+ B, MA sont des opérateurs de rang fini.
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3.4. Les opérateurs compacts

Preuve. Posons dim A (E) = n; et dim B (F) = ny, alors

et

dim (M) (E) < n;.

Ce qui implique A + B et AA sont des opérateurs de rang fini. m

Proposition 3.4.5 Si A est un opérateur de rang fini dans un espace de Hilbert, il en est

de méme de A*.

Preuve. Soit H un espace de Hilbert, alors A (H) est dimension finie dans H.
D’ou

H=AH)® AH)".

Soit x € A(H )L, ce qui implique que

((x,Ay) =0,Yy e H) = ((y,A"z)=0,Vy € H)
= A'xz=0
= A <A (H)L> — {0}
= A*(H)C A*(A(H)) ou dim A* (A(H)) < oc.

Ce qui implique que A* est un opérateur de rang fini. m
Théoréme 3.4.7 ([3]) Soit T € L(E, F), les assertions suivantes sont équivalentes

1. L’opérateur T est compact;
2. L’opérateur T* € L(F', E') est compact;

3. L’opérateur T est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.
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3.4. Les opérateurs compacts

3.4.3 Spectre d’un opérateur compact

Théoréme 3.4.8 Soit A € K(E,F), si A\ € 0 (A) et A\ # 0. Alors, \ est une valeur propre
de A et o (A) est un ensemble borné de C.

Preuve. Nous avons, si ker (I — A) = {0} alors, I — A est inversible.
Soit A € 0 (A) et A # 0, dou A — A = =\ (I — é) est un opérateur compact, ce qui
implique que I — % non injectif, donc A est une valeur propre de A.

Il s’en suit que

VA€o (A),A#0,3x #0, Ax = Az.

D’ou

Ax
_ Ay,

=l

RY

ce qui implique que o (A) est une partie bornée de C. =

Théoréme 3.4.9 Soit A € K(E,F) tel que dimE = oo. Alors, A\ = 0 est une valeur
spectrale de A. (i.e., 0 € o (A)).

Preuve. Montrons que A\ = 0 est valeur spectrale de A.
Supposons le contraire (0 ¢ o (A)). Alors, A est bijectif et I = AA™! est compact. D’ou

Bpg est compacte et dim ' = oo donc contradiction. m
Proposition 3.4.6 Soit T € K(H). Si T — A est surjectif, alors il est injectif.
Pour la réciproque de cette proposition, on a besion du lemme suivant

Proposition 3.4.7 Soit T € K(H), si T — A est injectif. Alors, son image est fermée
dans H.

Preuve. Soient y € Im (7" — AI) et (y,) une suite de Im (7" — AI) qui converge vers y.
On pose
Yn =TT, — A1y
Si (x,) contient une sous-suite bornée, alors T' étant compact, (z,) contient aussi une
sous-suite (x,,) telle que (T'z,, ) converge. Comme

. T.’L‘nk - ynk
B A

Tn

72



3.4. Les opérateurs compacts

la suite (z,,) converge vers un élément = qui vérifie Tz — Az = y.
Si (z,,) ne contient aucune sous-suite bornée, la suite ||z,|| tend vers I'infini avec n.

Posons z,, = %2 il vient
L P

|zl =1 et lim (T"— AI) z, =0.

Comme T est compact, (z,) contient une sous-suite (z,, ) telle que (T'z,, ) converge. On en
déduit que la suite (z,, ) est convergente et si z est sa limite, on aura ||z|| = 1 et Tz— Az = 0.

Ce qui contredit I’hypothése T"— Al est injectif. m
Théoréme 3.4.10 (Alternative de Fredholm [14]) Soit T € K(H). Alors,

a) ker (I —T') de dimension finie

b) Im (I — T') est fermé, et plus précisément
Im (I —T) =ker (I —T*)".

) ker (I —T) = {0} <= Im(I-T)=H
d) dimker (I — T') = dimker (I — T%)

Les résultats précédents se résument comme suite:
Théoréme 3.4.11 ([14]) Soit T' € K(H). Alors, on a

1. 0eo(T).
2. 0 (T)\{0} = 0, (T) \ {0}

Théoréme 3.4.12 ([20]) Soit T' € K(H), si (\,) est suite de valeurs propres de T'. Alors,

i) Ou bien cette suite est finie,

ii) Ou bien elle tend vers 0 quand n — +o00.

Corollaire 3.4.3 Soit T € K(H), l’ensemble o (T) est dénombrable et s’il est infini on peut

indexer les élements de o (T) / {0} est une suite (\,) tends vers 0.

Théoréme 3.4.13 ([7]) Soit T' € K(H). Alors, on a

Tap (T)\{0} = 0, (T) \ {0} .
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3.4. Les opérateurs compacts

On sait que, si T est normal on a o (T') = 0,, (1), par conséquent nous avons le résultat

suivant.

Corollaire 3.4.4 Soit T € L (H) un opérateur normal et compact. Alors,

o (T)\{0} = o, (T) \ {0} -

3.4.4 Opérateur de Hilbert-Schmidt

Il s’agit de la classe la plus fréquente d’opérateurs compacts dans ’espace de Hilbert.

Définition 3.4.7 Soit H un espace de Hilbert séparable. On dit T € L (H) est un opérateur

de Hilbert-Schmidt s’il existe une base hilbertienne (ey),y telle que
S || Tex|? < oo.
k=0
Le nombre

0 3
nmm=(zwm@.
k=0

S’appelle la norme de Hilbert-Schmidt de 'opérateur 7T'.

Exemple 3.4.4 Pour un opérateur en dimension finie T : C" — C" ( de fagon équivalente,

pour les matrices n X n),

2

Tl = (£ or7)
Proposition 3.4.8 Soit T' € L (H) un opérateur de Hilbert-Schmidt. On a

1) La norme ||.|| ;¢ ne dépendent pas du choix de la base hilbertienne de H.

2) 1T s = 1Tl -
3) On a toujours, ||T|| < [|T]|4-

Théoréme 3.4.14 Tout opérateur de Hilbert-Schmaidt est compact.
Exemple 3.4.5 Considérons l'opérateur integral T : L*[0,1] — L?[0,1] défini par:
1
(Tf) () = [K (t.s) f (s)ds,
0

avec un noyau K (.,.) € L?([0,1] x [0, 1]). Alors, T' est un opérateur de Hilbert-Schmidt,
et

1T s = ||K||L2[o,1] :
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3.5. Les classes de Schatten S,

3.4.5 Etude spectrale d’un opérateur compact auto-adjoint
Proposition 3.4.9 Soit T € L (H) un opérateur auto-adjoint. On pose

m= inf (Tx,x) et M= sup (Tz,z).
reH o
[|lz][=1 Hilelzl

Alors, o (T') C [m,M], m € o (T) et M € o (T).

Corollaire 3.4.5 Soit T € L (H) un opérateur auto-adjoint tel que o (T) = {0}. Alors,
T =0.

Théoréme 3.4.15 On suppose que H est séparable. Soit T un opérateur auto-adjoint com-

pact. Alors, H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T .

Théoréme 3.4.16 Si T € L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors, il admet une

valeur propre \ telle que

AL =171

Maintenant, nous pouvons énoncer ce qu’on appelle le théoréeme spectrale pour opéra-

teurs auto-adjoints compacts sur un espace Hilbert séparable.

Théoréme 3.4.17 Soient H est un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et
T € L (H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors, il existe une base orthonormée {e,}, .

de H et une suite de réells (\,). . telle que

neN

Te, = \ e, pour tout n € N tel que lim \, =0,

n—oo

et pour tout x € H,
Tx =Y A\ (x,e,)e,.

neN

3.5 Les classes de Schatten S,

3.5.1 Les valeurs singuliéres des opérateurs compacts

Dans ce paragraphe nous définissons les valeurs singuliéres d’un opérateur compact, agissant

sur un espace de Hilbert séparable H.
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3.5. Les classes de Schatten S,

Définition 3.5.1 Soit T' € L (H) un opérateur compact, on définit les valeurs singuliéres
de T par
$n (T) =X (|IT)) = /A (T*T) ,n € N¥,

i.e.; les valeurs singulieres de 7" sont les valeurs propres de l'opérateur |T'| = (T*T)% :

En particulier, s; (T') = ||T||.

Proposition 3.5.1 ([14]) Soit T € L (H) est un opérateur compact. Alors, il existe dans

H deux systémes (¢,,), et (v,,), orthonormaux tels que

T= ijl $n (s 60) U,

ou (sy), est la suite des valeurs singuliéres de 7.

Corollaire 3.5.1 (Ezxpression de l’adjoint) Soit T € L (H) un opérateur compact, on a

o0

T* = ;1 Sn <71/Jn> qbn
Preuve. En effet, on aVf, g € H ,
(TF,6) = 3 50 (£:60) (r0)

n=1
DOHC7 T*g = il Sn <9,¢n> ¢n u

On donne ci-dessous quelques propriétés des valeurs singuliéres.

Proposition 3.5.2 Les valeurs singuliéres d’un opérateur compact T' € L (H) sont égale-
ment données par les deuxr formules suivantes
1) $py1 = glmin max {||Tf|,[|fll=1et (f,gs) =0,k =1,......;n}.
~~~~~~ an
2) s, =inf{||T" — F||,F € F.}.
ou JF, est la classe des opérateurs de rang stictement plus petit que n, définis de ’espace

H dans lui méme.
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3.5. Les classes de Schatten S,

Proposition 3.5.3 Soit T' € L (H) un opérateur compact, et soit A € L(H). Alors
s (AT) < ||All s, (T) -
Preuve. On a

sp (AT) = min max {||[ATf|,||fll=1et (figr) =0,k=1,......;n — 1}

gl,..“,gnil

< ||A||g min max{||Tf],||fll=1et (f,gx) =0,k =1,...... ,n—1}
1 n—1

AAAAAA In—

= [|All s (T)-

Proposition 3.5.4 Soit (Ay) une suite d’opérateurs compacts convergent vers un opérateur

A pour la norme d’opérateurs. On a pour tout n € N,

lim s, (Ax) = s, (A).

k—o00

Preuve. On a pour touts n,k € N
[sn (Ar) = sn (A)] < || Ax — Al

Ainsi, klim Sn(Ar) = s, (A). m

3.5.2 Propriétés des classes de Schatten 5,

Dans ce paragraphe nous introduisons les classes de Schatten S,, pour P > 0. Nous nous

référons essentiellement au livre de Zhu (voir [30]).

Définition 3.5.2 On dit qu’un opérateur compact T" défini sur un espace de Hilbert H est
de Schatten de classe p, 0 < p < oo, autrement dit'T" € S, si la suite des valeurs singuliéres

qui lui associée (sy,), est dansl, (i.e.; )y sb < oo ).
n
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3.5. Les classes de Schatten S,

Pour tout opérateur 7" de S,, on pose

Il = (5 ) ~ sl -

n>1

Remarque 3.5.1 Cette expression définit une norme sur S,, pour 1 < p < oo et une

quasi-norme pour 0 < p < 1.

On donne ci dessous quelques propriétés sur les classes .S,,.
Proposition 3.5.5 Soit A € L (H) un opérateur compact.

a) Sip > 1, Vopérateur T appartient & la classe S, si seulement si,

22 KTpi )P < oo,

pour tout choix (y;), , (¢;); des systémes orthonormaux de H.

I, = sup { (= |<Tsoi7¢i>|p);} ,

ou le sup est pris sur tous les systémes orthonormaux (y;), , (¢;); de H.

70

De plus, on a

b) Sip=1 et si T est positif alors, pour toute basse orthonormale (y,), de H, on a

1Tl sy = 22 [(Tei i)l
3
Cette somme est en particulier convergente indépendamment du choix de la basse (y;),.

c) Si0 < p<1etsi, de plus, T est un opérateur positif tel que, pour une certaine base

orthonormale (yp,), de H , on a

z ’<T9017 901>|p < o0,

7

alors, T' € S, et ||T|]I;p <> Ty, e

Proposition 3.5.6 (voir [30]) Soient T' un opérateur compact sur un espace de Hilbert H

etp>1. Alors, T € S, si seulement s,

ya
2

(T"T)2 € S».

[NiS)
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De plus,
Il = I7*T)E, -

Proposition 3.5.7 La classe S, est un idéal dans l’algébre des opérateurs bornés. De plus,

si A et B sont deux opérateurs bornés et T' € S,. Alors,

IATBls, < [AITls, 1Bl -

3.6 Exercices

Exercice 3.6.1 On définit l'opérateur T sur l’espace L?[0,1] comme suit:

1

Tf(x) = [K (x,t) f(t)dt,
0
ot K (.,.) € C(]0,1] x [0,1]) a valeurs réels.
Montrer que 7" est auto- adjoint si et seulement si K (z,t) = K (¢, x).

Exercice 3.6.2 Soit H un espace de Hilbert avec (ey),-, une base orthornormale et

g : N — C une fonction bornée. On considére 'opérateur T' définit par:

Tr=> gn)(r,e,)e,x € H.

n=1
1. Déterminer I’adjoint deT'.

2. Montrer que:

a) T" auto- adjoint si g est réelle.
b) T positif si g est positive.

¢) T unitaire si |g (n)| = 1.

Exercice 3.6.3 Soit H est un espace de Hilbert et A € L(H) satisfait:
1. (A — ) est inversible.
2. (A+il) (A —4l)"" isométrie.

Montrer que 'opérateur A est auto-adjoint.
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Exercice 3.6.4 Soit H est un espace de Hilbert et A € L(H) satisfait:

1. (A — 1) est inversible.

2. A est unitaire.
Montrer que opérateur i (A + I) (A — I)~" est auto-adjoint.
Exercice 3.6.5 Soit A € L(H) un opérateur positif tel que ||Al < 1.

1. Montrer que 'opérateur B = I — A est positif.
2. Montrer que ||B]| < 1.

Exercice 3.6.6 Soit A € L(H) tel que ||T| < 1.

1. Démontrer que si z € H, alors Tz = x si et seulement si (Tz, ) = ||z||>.
En déduire que ker(/ —T') = ker (I —T%).
2. Démontrer que (Im (I — T'))*" = ker (I — T) et en déduire H = ker (I — T)®Im (I — T).

3. On pose, pour n > 1,
I+ T+ . +T"

T,
1+n

Montrer que pour tout x € H, lirf T,x = Px ou P est la projection orthogonale sur
ker (I —1T).
Indication. On considérera successivement les cas x € ker (I —T), z € Im(I —T) et

xelm (I -1T).

Exercice 3.6.7 1. Montrer que si T est un opérateur auto- adjoint, alors ||T"| = |T|"

pour tout n € N.

2. En déduire que r (T') = ||T||.

3. Montrer que si T" est un opérateur normal, on a r (') = ||T||.
Exercice 3.6.8 Soit T' € L(H) un opérateur normal, on pose T = A+ iB.

1. Montrer que 7T est inversible si et seulement si, A2 + B2 est inversible.

2. Justifier que T-1 = T (A2 + B2) ™.
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Exercice 3.6.9 Montrer qu’un opérateur A € L(H) est compact si et seulement si, l’application

S+ SAS de L(H) dans lui-méme est compacte.

Exercice 3.6.10 Montrer que dans un espace normé de dimension infinie, si un opérateur

compact est inversible, alors son inverse n’est pas borné.
Exercice 3.6.11 Soit A € L(H).

1. Montrer que si A*A est un opérateur compact alors A est un opérateur compact.

2. En déduire que A est compact si et seulement si A* est compact.

Exercice 3.6.12 Soit A 'opérateur linéaire défini dans ly par:

Tn—1

Az, =0 et Az, = ,
n—1

Vn € N¥,
ol (Tp), ey € l2 -
montrer que cet opérateur est compact et que son spectre discret est vide.

Exercice 3.6.13 Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L(H). On dira que T est
une isométrie partielle si,

Vo € ker (T)*, | Tz = ||z .

1) Montrer que si T est une isométrie partielle, alors I'image de T est fermée.

)
2) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:
)

b) TT*T =T

(

(

(a) T est une isométrie partielle;

(

(¢) TT* est une projection orthogonale;
(

d) T*T est une projection orthogonale.
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Chapitre 4

Image numérique d’un opérateur

4.1 Définitions et propriétés principales

Définition 4.1.1 L’image numérique de T € L(H) est l’ensemble W (T') des nombres com-
plexes défini par
W(T) ={(Tz,z)eC:2€ H,|z| =1}.

Les propriétés suivantes de W (T') sont immédiates:
Proposition 4.1.1 Soient T, S € L(H), on a
1. W(al+pBT)=a+ pW(T).
2. W(T+8)CWI(T)+W(S).
3. W(T*) ={\ e W (T)}.
Proposition 4.1.2 Pour tout opérateur unitaire U € L(H), on a
W (U*TU) = W (T).

En particulier, I'image numérique est invariante par équivalence unitaire.

Preuve. On a

W (U*TU) = {((UTU)z,z):x€ H,|z| =1}
= {(TUx,Uz):2x € H,|z|| = 1}.
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4.1. Définitions et propriétés principales

On pose y = Uz, d'ou ||y|| = ||Uz|| = ||z|| = 1. Alors,

W(U'TU) = {(Ty,y):y € H, |yl =1}
= W(T).

Maintenant voici quelques exemples d’image numérique.

Exemple 4.1.1 Dans C? définissons lopérateur T par la matrice

T —

W(T) = {\x1]2:x1,x2ER,|$1|2+]352|2:1}
= 10,1].

Exemple 4.1.2 On définit l'opérateur S sur ly par
1 1
S (331, Ta, ) = <$‘1, §$2, gl’g, ) .
On a
W (S)=10,1].

La plus importante propriété de I'image numérique est donnée dans le théoréme suivant,

démontré pour la premiére fois par Toeplitz-Hausdorff.

Théoréme 4.1.1 (Toeplitz-Hausdorff) Soit T' € L(H), l'image numérique de T' est un

sous-ensemble convexe de C.

Preuve. Soit A et u deux points distincts de W (7). Alors, il existe z,y € H\ {0} tels

que
(Tw,z) —_ (Tyy)

2 2 -
] Iy]

On remplace y par ey et on aura

(T"— N) z,y) B <(T* —X[) x,y> cR
= A -\ '

A\ =
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Ce qui implique que

(T=AD)a,y) + (T = A)y,z) _ (T=A)zy) (T =) wy)
= A = A =X
(T =AD)y, )
+2Re( A ) c R.

On pose pout tout ¢t € R,

(T (z +ty) ,z+ty) — Az +ty,x + ty)
(p— ) (x+ty, z + ty)
t((T—)\[)x,y) + (T = M) y,x) 2 (y,y)
(=) (x+ ty, z + ty) (x +ty,z +ty)

p(t) =

La fraction rationnelle ¢ est donc continue sur R = RU {00} et prend ses valeurs dans
R. Comme ¢ (0) = 0 et ¢ (c0) = 1, alors le théoréme des valeurs intermédiaires entraine

que, pour tout 7 € ]0, 1], il existe t € R tel que ¢ (t) = 7. On a donc

(I=m)A+70 = (L—=Np(t)+ A
(T (x +ty) ,x + ty)
(x + ty, x + ty)

On en déduit que le segment joignant A & p est contenu dans W (7). m

Notre but principal dans ce théoréme est de présenter la relation entre W (T') et o (7).

Théoréme 4.1.2 Soit T' € L(H), alors o (T) C W (T), ou W (T) dénote la fermeture de
W (T).

Preuve. Soit A € 0,,(T") donc 3 (z,,) C H,||z,|| =1 et ||(T'— M) z,|| — 0. D’apres

I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(T = M) 2, )| < [[(T" = M) || — 0.

Donc (T'x,, z,) — A, et par suite A € W (7).

On a alors

oap (T) € W(T).

Ainsi, on a 0o (T') C 04, (T) C W (T') et de la convexitée W (T'), il s’en suit que

o (T) C W (T).
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Proposition 4.1.3 Soit T € L(H). On a
o, (T) CcW(T).

Preuve. Soit A € 0, (T') donc il existe x € H\ {0} tel que Tx = Az. Alors,

() = Gl

Donc Ae W(T). m

Théoréme 4.1.3 Soit T € L(H), si A\ € W(T), |\ = ||T||. Alors, A € 0,(T).
Preuve. Soit A = (T'z,z), ||z| = 1. Alors,
[T ]l < |7 = A = KTz, z)| < || Tz [l
D’ou
(T, )| = || T]| ][] -
Ce que implique que, il existe u € C tel que Tx = px. Mais, on a
A= (Tz,z) = (ux,x) = p.

Donc Tz = Az ie, A€o,(T). m
L’ensemble W (T') n’est pas toujours fermé (voir 'exemple 4.1.2). En fait, on peut voir

des opérateurs dont les images numériques sont toujours fermées.
Théoréme 4.1.4 Soit A une matrice carrée. Alors, W (A) est un fermé de C.
Preuve. Définissons la fonction suivante
f:S—=C, f(x)=(Az,x),

ou S = {x: ||z]| = 1}. Il est facile de vérifier que f est continue sur le compact S et que
f(S) =W (A). Il suit que W (A) est un compact. m

On peut aussi voir le théoréme précédent comme un cas particulier du théoréme suivant.
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4.2. Image numérique d’opérateurs auto-adjoints et normaux

Théoréme 4.1.5 Soit A € L(H) un opérateur compact. Si 0 € W (T), alors W (A) est

fermé.

Preuve. Si A € W (A), alors il existe une suite (z,) C H tel que ||z,| = 1 et
(Azy, x,) — X. Puisque B (0, 1) est faiblement compact dans H (puisque Iespace de Hilbert
est un espace réflexif), il existe une sous-suite (z,,) qui converge faiblement vers x tel que
|zn|| < 1. Comme A est compact, alors la suite (Az,, ) converge fortement vers Az. Ainsi,

nous pouvons voir

|<Axmc7mnk> - <A:L‘,JZ>| < |<A$nk7xnk> - <Am7$nk>| + |<Ax7$nk> - <AJ77$>|
|n, || (| A2y, — Az|| + [(Az, 20,) — (A, 7).

IN

Par conséquent la suite ((Ax,,, , x,,)) converge vers (Az,z).i.e., A = (Az, x).
Si A = 0 l'assertion est clair.

Si A # 0 il est clair que x # 0 alors

o = (4 () ) <o

car ||z]| < 1 alors A € }0, W]
Si 0 € W (A) donc par convexité de W (A), A € W (A).i.e., W (A) est fermé. m

4.2 Image numérique d’opérateurs auto-adjoints et nor-
maux

Dans cette section, on s’intéresse & quelques propriétés importantes de I'image numérique

d’un opérateur normal ou auto-adjoint.

Théoréme 4.2.1 ([17]) L'opérateur T € L(H) est un auto-adjoint si et seulement si
W (T) C R.

Preuve. Si T est auto-adjoint, alors pour tout x € H,

(Tz,z) = (x,Tz) = (Tx, z).
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4.2. Image numérique d’opérateurs auto-adjoints et normaux

Doa W(T) C R.
Inversement, si W (T') C R, alors (T'z,x) € R. Donc T est auto-adjoint. =

Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour qu'un 1" opérateur normal.

Théoréme 4.2.2 ([17]) St W (T') est un segment de droite, alors T est un opérateur nor-

mal.

Preuve. Soit o un point sur le segment de droite ayant une inclinaison 6, d’ou W (e‘w T —al ])
est inclu dans I’axe des réels. Ainsi, le théoréme précédent implique que e~ [T — al] est
un opérateur auto-adjoint. On déduit donc, par un calcul simple que 7' est un opérateur
normal. m

Rappelons aussi que I’envoloppe convexe de o (T"), noté Conv {o (T)} est le plus petit
convexe contenant o (71').

Le théoréme suivant montre que I'image numérique d’un opérateur normal est une bonne

approximation de son spectre.

Théoréme 4.2.3 ([13]) Soit T' € L(H) un opérateur normal, on a que

W(T) = Conv{c(T)}.

Corollaire 4.2.1 Soit m et M deux nombres complexes. St,

W (T) = [m, M].

Alors,

Preuve. Si W (T') = [m, M|, alors le théoréme 4.2.2 implique que T' est un opérateur

normal. Ainsi, d’aprés le théoreme 4.2.3 W (T') est 'enveloppe convexe de o (T'), ou encore

[m, M| =W (T) = Conv{c(T)}.

11 suit donc que {m, M} C o (T). m
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4.3 Rayon numérique d’un opérateur

Définition 4.3.1 Le rayon numérique de T € L(H) est défini par:
w(T)= sup |A|.
AEW(T)

ie.,

w(T) =A{[(Tz,z)| : x € H, || =1}.
Remarque 4.3.1 On remarque que pour tout x € H, on a
2
[(Tz, )| <w(T) ="

Voici quelques propriétés de base souvent utilisées dans le calcul de rayon numérique et

facile & démontrer.
Proposition 4.3.1 Soient T, S € L(H). On a

L. w(T+S8) <w(T)+w(9).

2. w(aT) = |ajw(T) pour tout a € C.

3. w(T*) =w(T).

4. w(U*TU) = w (T) pour tout un opérateur unitaire U € L(H).
Remarque 4.3.2 Le rayon numérique définit une norme sur L(H).

Exemple 4.3.1 Définissons l'opérateur T par la matrice

0 a
T = ,aeC
00
Alors,
W(T)Z{ZGCZ|Z|§%}.
Et
|al
T)=—.
w(T) =12

Le théoréme suivant montre que w (T') et ||T’|| sont deux normes équivalentes.
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4.3. Rayon numérique d’un opérateur

Théoréme 4.3.1 Soit T € L(H). On a
w(T) < 1T = 2w (T) -
Preuve. Soit = € H tel que ||z|| = 1. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

(T, x)| < [Tz ||z

IN

2
17| {lc]]

=7l

Do w (T) < ||T.

D’autre part, par I'identité de polarisation, on obtient

ATz, y)| =T (@ +y),z+y) —(T(@-y),z—y)
+i(T (z+iy),z+iy) — i (T (x —iy) ,z — iy)]
<w(T) (& +yl* + = = yl* + =+ iyl* + |z — iyl*)
= 4w (T) (=" + lly]1*) -

En prenant ||z|| = ||y|| = 1, on trouve

4(Tx,y)| < 8w(T).

Ce qui implique que

1T} < 2w (T) -

Théoréme 4.3.2 Soit T € L(H), siw (T) = |T||. Alors,
r(T) =Tl -

Preuve. Soit w (T') = ||| = 1. Alors, il existe une suite (z,,) C H tel que ||z,|| =1 et
(Txp,xn) = A€W (T), |\ =1.
Par I'inégalité

|<T$N7xn>| < HTxn” <1,

on a |[|[Tx,| — 1.
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D’ou
T = AD) 2ol = [ Twall® = (Tan, Azn) = (Azn, Twn) + |lall* — 0.
Donc A€oy (T)etr(T)=1. =
Théoréme 4.3.3 Soit T € L(H), si Im (T) L Im (T7*). Alors,

w ()= |T]l.

Preuve. Soit z € H, ||z|| = 1. On peut écrire x = x1+x5 ot 21 € ker (T') et x5 € Im (T™)
. On sait que Im (T*)L = ker (T).
D’oti on a
<T&7, SL’> = <T (561 + l‘g) , 1+ .T}2>
= (Txa,11),

puisque Tz = 0 et (T'xg, x9) = (x93, T*x2) = 0.

Donc

(T, )]

IA

1T} [z ]| [l

1
5 (il + f1z2l)

IA

Sl
Ce qui implique que

W(T) < S ITI < w(T).
D’ou

w ()= IT]]

4.4 Exercices

Exercice 4.4.1 Soit H un espace de Hilbert complexe et T' € L(H). Soit

[(T'z, )|

0 el < 1.0 £yl < 1}
2T T

W(T):{
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1. Montrer que

17| = sup W (T').
2. Montrer que 5 ||T|| < w (T) < ||T.
3. Montrer que w (T?) < w?(T).
4. Supposons que 1" est normal. Montrer que ||| = w (7).
Exercice 4.4.2 Soit A, B € L(H) tel que A est un opérateur positif.
Montrer que si AB = BA (A # 0). Alors,
W (AB) Cc W (A)W (B).

Exercice 4.4.3 On définit les opérateurs A, B par les matrices suivantes

30 2 5
A= & B =

0 1 5 2

Calculer w (A) et w (B).
Exercice 4.4.4 Soit A,B € L(H).

1. Montrer que

w(AB) < 4w (A)w (B).
2. Si AB = BA. Montrer que

w(AB) <2w(A)w(B).

Exercice 4.4.5 Soit A € L(H) un opérateur isométrie et AB = BA (B € L(H)).

Montrer que

w(AB) <w(B).
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4.4. Exercices

Exercice 4.4.6 Sur l'espace H = L*([0,1]) on considére l'opérateur de multiplication par

T sutvant:
Af (z) =zf (z).

Déterminer l'image numérique de A.
Exercice 4.4.7 Soit A € L(H) un opérateur unitairement diagonalisable.

Montrer que W (A) = coo, (A).
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Chapitre 5

Eléments de correction des exercices

5.1 Exercices du Chapitre 1

Correction de I’exercice 1.3.1

1. Soient P,Q,R € Ry [X] et A€ R. On a
0(P+AQ,R) = [(P4+)XQ)(t)R (t)dt

P(t)R (t)dt + Ale ()R (t)dt
(P, R)+ A (Q, R),

I
€ O— . O—

et
0(P,Q+\R) = flp(t) (Q + AR) dt

= fp(t)Q/(t)dt+AjP(t)Rl(t)dt
= »(P,Q)+ A p(P,R).

L’application ¢ est donc bien une forme bilinéaire sur E.
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5.1. Exercices du Chapitre 1

2. On calcule successivement

p(l,1) = 0

e(l,z) = [dt=1
e(1,2°) = [2tdt =1
0
1
o(x,1) = [0dt=0
0
1 1
o(x,x) = [tdt= =
0 2
L 2
¢ (z,2%) = [2t%dt =<
0 3
1
¢ (2*,1) = [t*0dt=0
0
1 1
go(x2,x) = ft2dt:—
J 3

L 1
% (x2,a:2) = Oth3dt =5

Donc
011
B={ 04
11
0 3 3

3. La forme bilinéaire ¢ n’est ni symétrique, ni anti-symétrique puisque sa matrice
représentative n’est ni symétrique, ni anti-symétrique.

Correction de I’exercice 1.3.2

L’application définit une forme bilinéaire symétrique sur £ (clair). Pour P € FE la
quantité

(P, P)=2P (1) P'(0),

n’est pas nécessairement positive (prendre par exemple P () = 2 — x) donc ¢ n’est pas
un produit scalaire.

Correction de I’exercice 1.3.4

L’inégalité de Cauchy-Schwarz dit que,

(@, u)| < [l lyll, Yo,y € R™.
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5.1. Exercices du Chapitre 1

En particulier, pour x = (1,1,...,1) et y = (|a1], |az]|, ..., |an|), il vient

e (Zé(”)é (;cﬁ)

L’inégalité voulue s’en déduit.

Correction de ’exercice 1.3.5

Soient z,y € F, par hypothése ¢ (rz+y,x+y) et p(z+iy,z +iy) sont des réels.
Comme ¢ est sesquilinéaire, on en déduit que ¢ (z,y) + ¢ (y, x) est réel et ¢ (y,z) — ¢ (z,y)
est imaginaire pure.

Il en résulte facilement que

o(z,y)=vyz).
Correction de I’exercice 1.3.6

1. La formule s’obtient par un calcul direct utilisant la bilinéarité de .

En effet pour tous u,v € F, on a
q(q(w)v—pwv)u) = @(qu)v—ye(uv)uqw)v-yeu,v)u)
= ¢ () ¢ (v,0) = q(u) ¢ (u,v) ¢ (v,u)
— (u,) g (w) @ (u,v) + ¢* (u,0) @ (u, u)
= ¢ (w)q ) —qu) e (uv) e, u)
—¢? (u,v) q (u) + ¢* (u,0) ¢ (u)
= ¢ () q () —q(u) ¢ (u,v) ¢ (v,u)
¥

¥
= q(uw[g(u)g(v) =@ (u,v) e u)].

2. Si q est définie positive alors le membre de gauche de I'identité de Cauchy est positif

ou nul et donc, pour tous u,v € F,

q(u) g (u)q(v) =@ (u,v) @ (v,u)] = 0.

Si u est nul, 'inégalité de Cauchy-Schwarz est trivialement vérifiée.

Supposons « non nul. Alors, g (u) > 0 et ’on déduit encore que pour tout vecteur v € E,

q(u)q(v) = ¢ (w,v)e(v,u) = 0.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est donc également vérifiée.
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5.2. Exercices du Chapitre 2

5.2 Exercices du Chapitre 2

Correction de ’exercice 2.6.3
Il est clair que I'opérateur T est linéaire.

D’autre part, pour tout f € L*[0,1], on a
2 b 2
1717 = Ja* |If ()] d
0
; 2 2
< Oflf(ﬂf)\ dx = || f]I".

Cela montre que I'opérateur T est continu sur L? [0,1] et que ||T']| < 1.

Pour n € N*, on désigne par f, la fonction caractéristique de l'intervalle [1 - %, 1].

On a

22dx

2
(1—1> dz
n
2
= (1-3) 180,

Il en résulte que, pour tout entier n € N*, on a

IThI | 1

Ifull

—

ITfl* =

1—

3=

v
o .

3 .

On en déduit que ||7'|| = 1.
Correction de I’exercice 2.6.4

L’inégalité triangulaire montre que, pour deux éléments A, B € L(H), on a
[Al < A= B[+ B
On en déduit alors 'inégalité
lAn = Bplll < [|An — Bl -

Par conséquent, si (A,) est une suite de Cauchy, il en sera de méme de la suite (||A,||)-

Correction de ’exercice 2.6.5
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5.2. Exercices du Chapitre 2

L’inégalité triangulaire permet d’écrire
[Az — Apza|l < YAl |z = zall + [lza]l [|A = An]l -

Lorsque n — +00, on trouve ||z — x,|| — 0 et ||[A — A,|| — 0 car la suite (z,), étant
convergente, est bornée et par hypotheése ||[A — A,|| — 0 (n — +00).

On en déduit alors

|Az — Apz,|| — 0.

Correction de l’exercice 2.6.9
1. (i) La linéarité de T" est évidente.

Soit M = sup |\,|. Siz = (x,), € s, alors

n>1
IT|® = 3 Azl
n>1

M? Y Jau|’

n>1

2
= M|z

IA

D'ou Tz € Iy et ||Tz|| < M ||z||, ce qui montre queT est continu et que ||T|| < M.

Soit (en)n21 la base hilbertienne canonique de l5. Alors, pour tout n > 1,
[Ten|| = [An] < (T

D’ou M < ||T|, puis ||T'|| = M.

2. Soit a = ugf1 |An]. On suppose a > 0. Alors,

||T:E||2 = Z|)‘nwn|2

n>1

> a®|z|”.

Donc T'x = 0 implique x = 0; T" est injective.

Remarquons d’abord que pour tout n, A, # 0. Soit y = (y,), € l» et v = (f{—z) . Alors,

pour tout n, on a
2

Yn
An

d'ott & € Iy et To = y. Ceci montre que T est surjective et donc inversible et 771y = x

1 2

avec y = (yn), € lr et © = (g—”) :
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5.2. Exercices du Chapitre 2

3. Supposons A, = 0 pour un entier p. On note e, la suite dont le seul élément non nul
est de rang p et vaut 1. Alors, T'e, = 0 et T" n’est pas injective. Elle n’est pas non plus
surjective, car il facile de voir que si (z,,),, € Im (T') alors x, = 0, si bien que e, ¢ Im (7).

On a

Im (7)) C { (x), €ls,x, =0} #ls.

Pour montrer que Im (7") n’est pas dense dans I, il suffit de montrer que { (z,),, € l2, 2, = 0}

est fermé dans l5. Soit pour cela f : [, — C la forme linéaire définie par f ((z,),) = zp.

Elle est continue, car
[f ((@n))| = l2p] < ()l
Donc

{ (), € 2,2, =0} =ker(f),
est fermé dans [5.
Correction de ’exercice 2.6.10
Par Pabsurde. S'il existe deux opérateurs linéaires bornés A et B tels que [A, B] = I,

on a

Vn € N* [A", B] = nA™ !,
En effet si, pour n > 2, on a
A"'B — BA" ! = (n—1) A"
On en déduit

A"B— BA" = A"'(AB - BA)+ (A"'B—BA")
= A" 4 (n—1) A

= nA" !,

Or, ce résultat implique que, pour tout n € N*,

I e
< 20478
< 2t Al
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5.2. Exercices du Chapitre 2

et par conséquent,

n < 2|AllBIl.

Ce qui est impossible.
Correction de I’exercice 2.6.11

Soit x € F et soit y = (A — T)f1 x. Puisque \y =x + Ty, on a

Ayl < flell + Tyl -

Donc, si |A| > [|T|], il vient
Il < oo
= =17
ce qui montre le résultat désiré.
Correction de ’exercice 2.6.12
(1) Soit (fn,Tfn),en € G (T) une suite convergente vers (f,g) dans £ x F. Alors,
lirf fo=1f et liril f. = g . Comme les deux convergences sont uniformes, g = f et

donc (f,9) = (f,Tf) € G(T). Ce qui montre que G (T') est fermé.

(2) Pour la suite (fy), oy Proposée, on a || fu|, =1 et Hf;lHoo =n. Si T est continu, on

a !
s Il _
~ Ml
Ceci montre que T ne peut pas avoir une valeur finie donc que 'opérateur 1" n’est pas
continu.

(3) Le graphe de T est fermé et T' n’est pas continu. Le théoréme du graphe fermé est
donc en défaut. Puisque on sait que F' est complet pour la norme ||.|| , on conclut que £
n’est pas complet pour cette norme.

Correction de I’exercice 2.6.13

(1) La linéarité de T est évidente. Pour z,x¢ € [0, 1], on a
xo

Tf () =Tf (o)l = |[IK(x,t) = K (z0, )] f (1) dt+fK($>t)f(t) dt

0 BT

z0
< N flloo J 1K (2,8) = K (w0, t)| dt + M || f[| o, |2 — o] -
0

Dou |Tf (z) — Tf (x9)] — 0 quand z — ¢ et donc T'f € E.
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5.2. Exercices du Chapitre 2

D’autre part, on a

Tf (2)] < Mz |[f]l (5.2.1)

Dow |Tf|| < M| fl|s, et T € L(E) avec ||T[| < M.
(2) Montrons par récurrence que pour tout n > 1,

n

M
7"f @) = — 2" [ flls

C’est vrai pour n = 1, par (5.2.1). Supposons la formule vraie pour n.

On a
T ()] < f (2.t T (t) dt

< MIITS @)

< M”” 11 J7a.
Soit
Ml gt
el < S
- (M++1) "l
Donc pour tout n > 1, on a ]T”f( ) < MEan |||, et ainsi [|[T7]] < Mn

(3) D’aprés (2), on a ||T”H% < ( ')1- Montrons alors que nous avons

Uy = (n!)% — +00. En effet,
toopk g
SEE T

d’ou n! > Z—: et u, > 2. Par conséquent, le rayon spectral 7 (1) de T', dont la valeur est

donnée par

lim ||T"

n—-+0o00

n<M hm ul
J’_

est nul et o (7) = {0}.
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5.3 Exercices du Chapitre 3

Correction de ’exercice 3.5.3

Pour ¢ et ¢ deux fonctions de L%([0,1]), on a

(Te,¢) = (o, T"Y),
donc

/ o (8)T* (1 (1)) dt = / Ty (2) 6 (x) do

—/1 /1K(a:,t)gp(t)dt W (2) dz.

En vertu du théoréme de Fubini relatif aux intégrales doubles, on établit que

(T, 1) = / / (K (2.) o () de] o (1) dit

:/1¢(t) /1K<x,t)¢(x)dx dt
_ /1 o (8) T (¢) dt.

0

Il en résulte que I'adjoint T* est défini pour tout = dans [0, 1] par:

1
7% (@) = [K (ta) v (1)
0
Alors, L’opérateur T est auto- adjoint si et seulement si
K (z,t)= K (t,x), Vux,t€l0,1].

Correction de l’exercice 3.5.3
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5.3. Exercices du Chapitre 3

On pose S = (A+il)(A—il)"", on a

S* = [(A+il)(A—iD)']
= [(A—iD" ] (A+iD)
= (A" +il) (AT —il).

Comme S est isométrie, alors

S*S =1

(A* i) (A — i) (A+iD) (A—il) ' =1
(A* —il) (A+il) = (A" +il) (A —il)
AA+iA* —iA+1=A"A—iA +iA+]
iA* —iA = —iA* +iA

L T

A = A.

Correction de ’exercice 3.5.5

1. Pour tous ¢,1 € H, on a

(Bp,p) = ((I—A)p,p)

= (¢, 0) — (Ap, ¢)

> el — l4¢ll Il
> lll” = [1All leoll®
= (L—[lAID llel®
> 0.

2. D’apres le théoreme de Cauchy-Schawrz généralisé, on écrit

(Bo.b)[? < (Bp, o) (B, )
= ({p,0) = (Ap,0)) (0, 9)) — (A4, )
< {p,0) (1, %)
= el* 1.
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5.3. Exercices du Chapitre 3

Prenons le cas particulier ot 1) = By, on obtient
(Be,)|” = [(By, By)[*
4
= [|Byl]

2 2
< llell” 1Bl

ce qui donne apreés simplification

[1Bell < [lell

ou encore

18] < 1.

Correction de ’exercice 3.5.6
1. Soit x € H. On a
2
[(Tz, z)| < || Tzl [|=| < [|=]7,

I’égalité entre ces trois termes ayant lieu si et seulement si, d’'une part Tz et x sont

colinéaires et d’autre part, ||Tz|| ||z|| c’est-a-dire si et seulement si Tx = Az avec |\ = 1.

De plus,
(Tw,a) = ||z|* = (Tz,z) > 0,
et donc A = 1, c’est-a-dire finalement Tz = x. Or [|[T*|| = ||T|| < 1 et donc, pour tout
reH
Ty = x
2

& (Tz,z) = ||

& (2,Tz) =||z|”

& Tre =u.

2. Vérifions tout d’abord que

(Im (I —T))" =ker (I —T).
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5.3. Exercices du Chapitre 3

Soit S =1 —T'. Pour tout z € H,
¢ € (ImS)"
& Yye H (x,Sy) =0
< Yye H (S*'z,y) =0
& S'r=0.
On a donc
(Im (I —T))" =ker (I —T)" =ker (I —T*) =ker (I - T),
et donc
(Im(I -T))" =ker(I —T).
3. Siz=Tzxona
Vn € N, T,x =z = Px.

SizeIm ([l —T)alorsx=y—Ty avecy € H et
_Tn+1
To=2""_Y
n+1
On a

vn e N, | T"yll < [ITI" lyll < llyll

et donc lim T,z = 0 = Pz puisque Im (I — T) C (ker (I — T))". Enfin, on a

n—-—+00
1 n i
Vn e N, ||T,|| < — T|".
ITll < =5 I

La suite (7},), est donc une suite d’opérateurs linéaires bornée qui converge simple-
ment vers 0 sur Im (/ — 7"). D’ou, elle converge aussi simplement vers 0 sur ’adhérence de
Im (I —T). Donc finalement, (75,), converge simplement vers P sur H.

Correction de ’exercice 3.5.7

1. On suppose que T est auto-adjoint. On a | T2|| = ||T|* et par récurrence sur n ’on
obtient pour tout n € N la relation ||| = ||T|".
2.0na

1
n

r(T) = lim ||T"
= lim | T

= Tl
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5.3. Exercices du Chapitre 3

. On revient au cas normal, ’élément TT* est auto-adjoint et il s’ensuit que ’on a,

r(T) = lim |7

3=

= lim /[T (T)7|

n—oo

3=

= lim

n—oo

=/ (TT*)

Tﬁ
£
=

= VIITT|
= |7
Correction de I’exercice 3.5.8
1. On a
TT* =TT = A% + B

Si T est inversible d’ou 7% est aussi inversible, donc T*T est inversible c-a-d A? 4+ B2 est
inversible.

2. Si A% + B? est inversible, ce qui implique que

[(A2 + B T*} T=1I¢eT [T* (A% + B2)_1] =1
D’ou
T-' =T (A2 + B?) .
Correction de I’exercice 3.5.9

Si A est compact et inversible, A~! ne peut pas étre borné sinon, AA~! serait compact,

ce qui exige que E soit de dimension finie.

Correction de l’exercice 3.5.10

1. Soit (z,) une suite bornée de H. Puisque A*A est compact, on peut extraire de ()

une sous-suite (x’n) telle que (A*Ax;l) est convergente, on désigne par y sa limite:

lim ‘A*Ax;l - yH = 0.

n—-+4o0o
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5.3. Exercices du Chapitre 3

On peut extraire de (x’ ) une sous-suite (3:;;) faiblement convergente, on désigne par x

n

la limite faible de (x;;) On a

HAQ;;; . <A;c;;,Ax;;>
- <A*Aa;;;,x;;>.
11 vient
‘HAT; | < ’<A*A$Zal’;;>—<y,w§;> +‘<y,w;§>—<y,$>‘
< Joeasi s s ) - o)

Comme (x;;) est bornée et A* Az, converge vers 7, le premier terme du second membre
tend vers 0 quand n — +00. Il en est de méme du second terme car (ZL‘;IL) converge faiblement
vers . On a donc montré que la suite (Ax;;) est convergente et par suite A est un opérateur
compact.

2. Si maintenant A est compact, il en sera de méme de AA*, car le produit d’un opérateur
compact par un opérateur borné est compact; (I’étape 1) montre alors que A* est compact.
On montre de méme que si A* est compact, A 'est aussi.

Correction de ’exercice 3.5.11

Soient S et T les opérateurs définis sur [, , respectivement, par:
Tp .
St, =x,1 et Txr,=—,n ¢ N
n

On a A =TS, 'opérateur T étant un opérateur compact et S un opérateur borné (c’est
une isométrie), 'opérateur A est nécessairement compact.
Si A est une valeur propre de A, I'équation Az = Az ot © = (2,,),,oy € l2 doit avoir une

solution non nulle; or cette équation s’écrit:

ACL’l = )\.171:0,

T
Az, = Iz, = 2L neN,

n—1

ce qui implique, en distinguant les cas A = 0 et A # 0, pour tout n € N, x,, = 0.
Ce résultat montre que, contrairement a ce qui se passe dans les espaces de Hilbert de
dimension finie, un opérateur compact défini dans un espace de Hilbert de dimension infinie

n’a pas nécessairement de valeurs propres.
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5.3. Exercices du Chapitre 3

Correction de ’exercice 3.5.12

(1) Soit Ty : ker (T)" — H défini par Tox = T si = € ker (T)". Puisque || Toz| = ||z,
Ty est injectif a image fermée. Or, Im (T") = Im (7j), 'image de T" est donc fermée.

(2) (a) < (b). Soit P la projection orthogonale sur ker (T)" suivant la décomposition
H =ker (T) @ ker (T)". Si z € ker (T')", alors Pz = z et on a

(T"Tx,x) = (T, Ta) = ||Tz|* = ||z|* = (&,2) = (Pz,2).
Six € ker (T), alors Pz =0 et on a
(I'"Tz,z) =0 = (Pz,z).

Donc pour tout x € H,
(T*Tx,x) = (Px,z),

soit encore

(T*T — P)z,z) = 0.

Ce qui entraine que T*T" = P et que T*T est une projection.

Pour la réciproque, on remarque d’abord que
ker (A*A) = ker (A) pour tout A € L(H).

Supposons que T*T' est une projection orthogonale. Alors, Im(7*T') est fermée et de
plus
Im (T*T) = ker (T*T)" = ker (T)™".

Si donc = € ker (T)" = Im (T*T), on a T*Tx = z et (T*Tx,z) = (x,z) ou encore
|Tx|| = ||x||, ce qui montre que T est une isométrie partielle.
(b) & (d). SiTT*T =T, en multipliant par 7* & gauche, on obtient (d).

Réciproquement, supposons que (T*T)2 = T*T et montrons alors que
S=TT*T—-T =0.
En effet, on vérifie facilement que S*S = 0 et donc

I1S|I* = [|15*S]| = 0.
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5.4. Exercices du Chapitre 4

Ceci implique S =0et TT*T =T.
(¢) < (b). Sion remplace T' par T*, dans (b) < (d), on obtient que
(TT*? = TT*
S THTT =T
& TT*T =T.

5.4 Exercices du Chapitre 4

Correction de ’exercice 4.4.1

1. Pour tous z,y € H\ {0}, on a

(T, )| _ [[T=]| [y
2l gl = ]yl

<7

D’ou

sup W (T) < ||T -

D’autre part, en faisant y = T'x,  # 0, on voit que

(e, To)| _ | Tal* _ |Ta]
e[| 1 T=l| [ [|Tz] =]
Cela donne
|7 < sup W (T).
Et finalement
|7 < sup W (T).

2. Nous avons évidemment w (T") < ||T||. Montrons l'autre inégalité. Soit x,y € H avec

||l = [lyl| = 1. Alors,
2[(Tx,y) + (Ty,x)] = (T (v +y), v +y) — (T (v —y),r—y),
et

2|(Ta,y) +(Ty,2)| < w(T)(le+yl* + llz—yl)
= 2w(T) (l* + llyl°)
= 4w(T).
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5.4. Exercices du Chapitre 4

En prenant y = ﬁ et en remplacant 7" par AT avec |A| = 1, on obtient
||| + | Tz~ A2 (T?z,z)| < 2w (T).
Si (T%z,2) = |(T%z,z)| €, on choisit alors A = e~'3 ce qui donne aprés multiplication

par ||Tx||,
|zl = 1 = ||Tz|* + |[(T?x, z)| < 2w (T)||Tz| . (5.4.1)

Ceci implique en particulier que
2] =1 = [|T]| < 2w (T).

D’ou I'inégalité ||T|| < 2w (T'), comme demandé.

3. Les inégalités (5.4.1) et 2ab < a? + b? si a,b > 0 nous donnent, si||z|| = 1:

‘<T2x,x>‘ < 2w (T)||Tx||—||T:U||2
< (7).

D’ou en passant au sup sur ||z| = 1:
w(T?) <w?(T).
4. Puisque T est normal, on a pour n > 1, en itérant (2)

n * n%
I = (I )

2

— |l m)”

VAN
[\
&
—
Hl\)
—_

IN

€
i

G

D’ou,

|7 < 227w (T).
En faisant tendre n vers 'infini,, on obtient

1T < w(T).
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5.4. Exercices du Chapitre 4

Correction de ’exercice 4.4.2
Soit A € W (AB). Alors, il exsite x € H, ||z|| = 1, tel que A = (ABz, ).
On a

(ABz,z) = (BAx,z)

D’ou
(ABz,z) = (By,y) (Az,z),
tel que
A
Yy = jm , Az # 0.
‘Aix

Ceci implique que A € W (A) W (B).
Correction de ’exercice 4.4.3

Apres les calculs, on trouve
w(A)=V3etw(B)="1.

Correction de ’exercice 4.4.4

1. On a pour tout 7' € L(H),
w(T) < T < 2w(T).
D’ou

w(AB)

IN

|AB]|

IN

LA Bl
< 4w (A)w (B).

2. On pose que w (A) = w (B) =1 et nous montrons w (AB) < 2.
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5.4. Exercices du Chapitre 4

On a
w(AB) = ”G [<A+B)2—(A—B)2])
< iw([(AJrB)QJFW(A—B)QD
< L (((a+B) e (a-B)
< @@ +wB) + @A) +w(B)]
= 2.

Correction de l’exercice 4.4.5

Il est clair que A est normal puisque il est auto-adjoint, et comme o (A) = [0, 1], alors

m = inf [(Af, [} =0€W (4),
et

M = Hiﬁ?ﬂ'w’”' =1eW(4).

D’ou W (A) = [0, 1].
Correction de ’exercice 4.4.6
Si A est un opérateur unitairement diagonalisable, alors il existe une base

orthonormale {e,} de H et une suite ()\,) des nombres complexes tels que
Ae, = de,, Vn € N*,

Soit x € H tel que ||z|| =1, 0n a

i>0 7>0

= Z An |<x>en>|2~

n>0

(Az,x) = <A Yo (zei) e, Y (T,e5) ej>

On pose |(z,e,)|* = a,, do
W(A) = {Z Anln, @n >0, > a, = 1}.
n>0 n>0
Donc W (A) est 'ensemble de toutes les combinaisons convexes des valeurs propres de
A, ie.
W (A) = coo, (A).
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Abstract

This work contains the official program for the subject " Theory of
operators and spectral " intended mainly for first year master's
mathematics students. Additionally, it is useful for mathematics doctoral
students. To this end, we have illustrated the text with various examples
each time we have introduced a new notion or shown a theorem.
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