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Introduction

Ce polycopié contient le programme o¢ ciel de la matière "Théorie Spectrale des opérateurs"

destiné principalement aux étudiants en première année master mathématiques. De plus, il

est utile pour les doctorants en mathématiques. Dans ce but, nous avons illustré le texte

avec des exemples variés toutes les fois que nous avons introduit une nouvelle notion ou

montré un théorème.

Le contenu de cette matière est la base de toute introduction à l�analyse fonctionnelle.

Pour bien préciser ses spéci�cités un rappel historique sur le développement de l�analyse

fonctionnelle n�est pas inutile.

La théorie des opérateurs linéaires trouve ses origines d�une part dans l�étude des sys-

tèmes �nis d�équations linéaires à un nombre �ni d�inconnues et d�autres part dans des

équations linéaires di¤érentielles et intégrales.En e¤et, c�est l�analogie entre les systèmes

d�équations linéaires en dimension �nie et les équations intégrales, qui a permis à quelques

mathématiciens du début du siècle tels que I. Fredholm ou J. Volterra de dégager les élé-

ments essentiels de la théorie qui porte aujourd�hui le nom de la théorie des équations de

Fredholm.

Dans un e¤ort pour compléter les travaux de I. Fredholm, Hilbert parvient à des concep-

tions plus générales. En particulier il découvre que le succés de la méthode de I .Fredholm

repose sur la notion de « complète continuité » qu�il dégage en la formulant pour les formes

bilinéaires et qu�il étudie de façon approfondie. Puis juste après, E. Schmidt et M. Frechet

introduisent délibérément le langage de la géométrie euclidienne dans l�espace de Hilbert.

La notion d�application linéaire complètement continue se trouve pour la première fois

dé�nie de façon générale dans le cèlèbre mémoire de F. Riesz 1918 sur la théorie de I.
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Introduction

Fredholm. Vers les années vingt de ce siécle, S.Banach ajoute une étude poussée des relations

entre une application linéaire continue et sa transposée, étendue aux espaces normés. Cette

période verra naître de grands théorèmes tels que le théorème du graphe fermé ou le théorème

de Banach-Steinhaus.

La publication traité de Banach sur les opérations linéaires marque le début de l�âge

adulte de l�Analyse fonctionnelle et de la théorie des opérateurs.

Le contenu de ce polycopié est composé de cinq chapitres.

Chapitre 1: Formes bilinéaires et quadratiques.

Chapitre 2: Généralités sur les opérateurs linéaires bornes.

Chapitre 3: Quelques classes des opérateurs.

Chapitre 4: Image numérique d�un opérateur.

Chapitre 5: Eléments de correction des exercices.

À la �n des chapitres 1, 2, 3 et 4, on trouve des exercices. Le but des exercices est

de véri�er si l�étudiant a bien compris et assimilé le contenu du texte. Ce sont donc des

exemples ou des applications directs de la matière qu�on a vue dans le chapitre et qui sont

faciles à résoudre.

En�n, je ne serais pas terminer cet avant-propos sans passer un grand remerciement à mes

collègues de l�université d�El Oued et je souhaite remercier également et tout particulière-

ment nos lecteurs, en particulier mes étudiants en première année master mathématiques.
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Chapitre 1

Formes bilinéaires et quadratiques

1.1 Formes sesquilinéaires et bilinéaires

Dé�nition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur |, (| = R ou C). On appelle forme

sesquilinéaire sur E une application ' : E � E ! | véri�ant:

8�; � 2 |, 8x; y; z 2 E
(i) ' (�x+ �y; z) = �' (x; z) + �' (y; z).

(ii) ' (x; �y + �z) = �' (x; z) + �' (x; z).

Dé�nition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel sur |, (| = R ou C). On appelle forme

bilinéaire sur E une application ' : E � E ! | véri�ant: 8�; � 2 |, 8x; y; z 2 E,

(i) ' (�x+ �y; z) = �' (x; z) + �' (y; z).

(ii) ' (x; �y + �z) = �' (x; z) + �' (x; z).

Remarque 1.1.1 Remarquons que si | = R, une forme sesquilinéaire est une forme bil-

inéaire.

Exemple 1.1.1 .

1. Le produit scalaire sur Rn,

' (x; y) = x1y1 + x2y2 + ::::+ xnyn,

où x = (xi)1�i�n ; y = (yi)1�i�n est une forme bilinéaire sur Rn.

3



1.1. Formes sesquilinéaires et bilinéaires

2. Le produit scalaire sur Cn,

' (x; y) = x1y1 + x2y2 + ::::+ xnyn,

est une forme sesquilinéaire sur Cn et n�est pas forme bilinéaire.

3. Si f1 et f2 sont linéaires, et ' est une forme bilinéaire. Alors, l�application

(x; y) 7! ' (f1 (x) ; f2 (y)) ,

est bilinéaire.

Proposition 1.1.1 Soit ' : E�E ! | une forme sesquilinéaire. Alors, pour tous x; y 2 E.
On a

' (x+ y; x+ y) + ' (x� y; x� y) = 2 [' (x; x) + ' (y; y)] .

Preuve. Des propriétés d�une forme sesquilinéaire on a le développements suivants:

' (x+ y; x+ y) = ' (x; x+ y) + ' (y; x+ y)

= ' (x; x) + ' (x; y) + ' (y; x) + ' (y; y) ,

et

' (x� y; x� y) = ' (x; x� y) + ' (y; x� y)

= ' (x; x)� ' (x; y)� ' (y; x) + ' (y; y) ,

pour tous x; y 2 E.
D�où la somme membre à membre donne le résultat.

Dé�nition 1.1.3 Une forme bilnéaire ' est dite symétrique, si pour tous x; y 2 E. On a

' (x; y) = ' (y; x) .

Dé�nition 1.1.4 Une forme sesquilinéaire ' est dite hermitienne, si pour tous x; y 2 E.

On a

' (x; y) = ' (y; x).

4



1.1. Formes sesquilinéaires et bilinéaires

Exemple 1.1.2 Le produit scalaire sur Rn est une forme bilinéaire symétrique.

Exemple 1.1.3 Soit E = C [�1; 1], l�application

' : E � E ! R; ' (f; g) =
1R
�1
f (t) g (t) dt,

est une forme bilinéaire symétrique.

Exemple 1.1.4 Soit E = C [�1; 1], l�application

' : E � E ! C; ' (f; g) =
1R
�1
f (t) g (t)dt,

est une forme sesquilinéaire hermitienne.

Théorème 1.1.1 (Indentité de polarisation) Toute forme bilinéaire symétrique ' véri-

�e

4' (x; y) = ' (x+ y; x+ y)� ' (x� y; x� y) pour tous x; y 2 E.

Toute forme sesquilinéaire ' (hermitienne ou non) véri�e

4' (x; y) = ' (x+ y; x+ y)� ' (x� y; x� y) + i' (x+ iy; x+ iy)� i' (x� iy; x� iy) ,

pour tous x; y 2 E.
Preuve. 1. On a

' (x+ y; x+ y)� ' (x� y; x� y) = 2' (x; y) + 2' (y; x) ,

comme ' est symétrique. D�où

' (x+ y; x+ y)� ' (x� y; x� y) = 4' (x; y) .

2. Exercice.

Proposition 1.1.2 Soit ' une forme sesquilnéaire sur E, les conditions suivantes sont

équivalentes:

1. ' est hermitienne.

5



1.1. Formes sesquilinéaires et bilinéaires

2. Pour tout x 2 E, on a ' (x; x) 2 R.

Preuve. Si ' est hermitienne. Alors,

' (x; x) = ' (x; x);8x 2 E.

D�où ' (x; x) 2 R.
Pour montre la réciproque, on pose:

� (x; y) = ' (x; y)� ' (y; x);8x; y 2 E.

Alors, � est une forme sesquilinéaire, par hypothèse

� (x; x) = 0;8x 2 E.

Et par le théorème précédent � est une nulle. D�où

' (x; y) = ' (y; x);8x; y 2 E.

Remarque 1.1.2 Si ' est hermitienne alors, pour tous x; y 2 E:

' (x+ y; x+ y) = ' (x; x) + 2Re' (x; y) + ' (y; y) ,

' (x� y; x� y) = ' (x; x)� 2 Im' (x; y) + ' (y; y) .

Dé�nition 1.1.5 Une forme hermitienne ' sur E est dite positive. Si

� (x; x) � 0;8x 2 E.

Exemple 1.1.5 Soit A = (aij)1�i;j�n 2 Mn (C) une matrice hermitienne, i.e., aij = aji.

Alors, l�application fA de C� C dans C dé�nie par

fA (x; y) = hAx; yi ,

est une forme hermitienne. fA est positive si et seulement si les valeurs propres de A sont

positives.

6



1.1. Formes sesquilinéaires et bilinéaires

Dé�nition 1.1.6 Une forme hermitienne ' sur E est dite dé�nie positive. Si

� (x; x) > 0;8x 2 En f0g .

Proposition 1.1.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit ' une forme hermitienne sur

E, pour tous x; y 2 E. On a

j' (x; y)j2 � ' (x; x)' (y; y) .

Preuve. Soient x; y 2 E, pour tout � 2 C, ' (x+ �y; x+ �y) est positif et par

développement, elle sécrit

' (x+ �y; x+ �y) = j�j2 ' (y; y) + �' (x; y) + �' (y; x) + ' (x; x) .

Supposons ' (y; x) = j' (y; x)j ei� et soit � = te�i�; t 2 R.
D�où, on trouve

' (x+ �y; x+ �y) = t2' (y; y) + 2t j' (x; y)j+ ' (x; x) � 0.

Il en résulte que son discriminant, à savoir négatif ou nul.

On aura donc

j' (x; y)j2 � ' (x; x)' (y; y) .

Théorème 1.1.2 (L�inégalité de Minkowski) Soit ' une forme positive sur E. Alors,

' (x+ y; x+ y)
1
2 � ' (x; x)

1
2 + ' (y; y)

1
2 .

Preuve. D�aprés l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit

' (x; y) + ' (y; x) = 2Re' (x; y)

� ' (x; x)
1
2 ' (y; y)

1
2 .

Et

' (x+ y; x+ y) = ' (x; x) + ' (x; y) + ' (y; x) + ' (y; y)

� 2' (x; x)
1
2 ' (y; y)

1
2 +

h
' (x; x)

1
2

i2
+
h
' (y; y)

1
2

i2
.
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1.2. Formes quadratiques

D�où

' (x+ y; x+ y) �
h
' (x; x)

1
2 + ' (y; y)

1
2

i2
.

Ce qui implique que

' (x+ y; x+ y)
1
2 � ' (x; x)

1
2 + ' (y; y)

1
2 .

Exemple 1.1.6 Les inégalités de Caucy-Shawrz et Minkowski pour le produit scalaire s�ecrivent

pour x; y 2 H comme suit

jhx; yij � kxk kyk ,

et

kx+ yk � kxk+ kyk .

Dé�nition 1.1.7 Si E est un espace normé. On dit qu�une forme bilinéaire ' : E�E ! |

est continue s�il existe une constante c > 0 telle que

j' (x; y)j � c kxk kyk ;8x; y 2 E.

1.2 Formes quadratiques

Dé�nition 1.2.1 Une application q : E ! R est appelée forme quadratique sur E s�il existe

une forme bilinéaire symétrique ' sur E � E telle que

q (x) = ' (x; x) ;8x 2 E.

La forme quadratique q est dite associée à la forme bilinéaire symétrique '.

Exemple 1.2.1 Soit ' : R2 � R2 ! R, telle que

' ((x1; x2) ; (y1; y2)) = x1y1 + x2y2.

Alors,

q (x1; x2) = x21 + x22.

8



1.2. Formes quadratiques

Remarque 1.2.1 La forme hermitienne ' est positive, si la forme quadratique q est postive,

i.e.,

q (x) � 0;8x 2 E.

Proposition 1.2.1 Une forme quadratique q sur E est une application q : E ! R véri�ant

les deux conditions suivantes:

1. q (�x) = �2q (x), 8x 2 E; 8� 2 R.

2. L�application  (x; y) = 1
2
[q (x+ y)� q (x)� q (y)] est bilinéaire symétrique.

Preuve. 1. On a

q (�x) = ' (�x; �x)

= �' (x; �x)

= �2' (x; x) .

2. Exercice.

Remarque 1.2.2 L�inégalité de Minkowski montre que l�application x 7! q (x)
1
2 est une

semi-norme, et est une norme si et seulement si la forme q est non dégénérée, c�est-à-dire

véri�e: q (x) = 0 si et seulement si x = 0. On dit, dans ce cas, que c�est une norme induite

par la forme hermitienne '.

Remarque 1.2.3 Le produit scalaire sur E est une forme hermitienne positive et non

dégénérée.

Dé�nition 1.2.2 Un élément x de E est dit isotrope pour la forme quadratique q quand

q (x) = 0.

Exemple 1.2.2 Soit la forme quadratique q sur R2 dé�nie par

q (x1; x2) = x21 � x22,

9



1.2. Formes quadratiques

L�ensemble de ses vecteurs isotropes est la réunion des deux droites vectorielles d�équations

x2 = x1 et x2 = �x1.

Théorème 1.2.1 (Théorème de Riesz-Fréchet (Rappel)) Soit H un espace de Hilbert

et f une forme linéaire continue sur H. Alors, il existe a 2 H et un seul tel que

f (x) = hx; ai ;8x 2 H.

Preuve. i) Si f = 0, alors hx; 0i = 0 d�où il existe a 2 H, a = 0.
ii) Si f 6= 0, soit M = ker f (fermé car f est continue). Donc M? 6= f0g, il existe

b 2 Hn f0g tel que b 2M? i.e., f (b) 6= 0.
On pose

x0 = x� f (x)

f (b)
b 2 ker f =M;

car f (x0) = 0.

On a �
x� f (x)

f (b)
b; b

�
= 0) hx; bi =

�
f (x)

f (b)
b; b

�
.

D�où

hx; bi =
f (x)

f (b)
hb; bi

=
f (x)

f (b)
kbk2 .

Donc

f (x) =
f (b)

kbk2
hx; bi

=

*
x;
f (b)

kbk2
b

+
.

On deduit que

a =
f (b)

kbk2
b.

Pour preuve l�unicité, soit a1; a2 2 H tel que pour tout x 2 H;

hx; a1i = hx; a2i = f (x) .

10



1.2. Formes quadratiques

Alors, en prenant x = a1 � a2, on obtient

ha1 � a2; a1 � a2i = 0.

Ce qui implique que

ka1 � a2k2 = 0.

D�où

a1 = a2.

Théorème 1.2.2 Soit ' une forme sesquilinéaire bornée sur H. Alors, il existe une appli-

cation linéaire unique T de H dans H tel que

' (x; y) = hx; Tyi ,

pour tous x; y 2 H.
Preuve. Fixons y 2 H, alors d�aprés le théorème se Riesz il existe un élement unique

Z (y) 2 H tel que

' (x; y) = hx; Z (y)i .

Il nous montrer que l�application y 7! Z (y) est linéaire.

En e¤et, pour tous x; y1; y2 2 H. On a

hx; Z (y1 + y2)i = ' (x; y1 + y2)

= ' (x; y1) + ' (x; y2)

= hx; Z (y1)i+ hx; Z (y2)i

= hx; Z (y1) + Z (y2)i .

D�où

Z (y1 + y2) = Z (y1) + Z (y2) .

D�autre part, nous avons pour tous x; y 2 H et � 2 |.

11



1.3. Exercices

On a

hx; Z (�y)i = ' (x; �y)

= �' (x; y)

= � hx; Z (y)i

= hx; �Z (y)i .

D�où

Z (�y) = �Z (y) .

Alors, Z (y) est linéaire. Ce qui termine la preuve.

1.3 Exercices

Exercice 1.3.1 Dans E = R2 [X] l�espace vectoriel réel des polynômes de degré � 2.

On considère l�application ' : E � E ! R dé�nie par:

' (P;Q) =
1R
0

P (t)Q
0
(t) dt.

1. Montrer que est une forme bilinéaire sur E.

2. Déterminer la matrice B représentant dans la base canonique de E.

3. ' est - elle symétrique? anti-symétrique?

4. Mêmes questions pour: ' (P;Q) =
1R
0

P (t)Q (1� t) dt, ' (P;Q) =
kP
i=1

P (i)Q (i) ; k 2
N�.

Exercice 1.3.2 Montrer que l�application:

' : (P;Q) 7! P (1)Q
0
(0) + P

0
(0)Q (1) ,

dé�nit une forme bilinéaire sur E = R [X]. Est-ce un produit scalaire?
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1.3. Exercices

Exercice 1.3.3 Donner une condition nécessaire et su¢ sante sur les réels a; b; c; d pour que

l�application:

' (x; y) = ax1y1 + bx1y2 + cx2y1 + dx2y2,

dé�nisse un produit scalaire sur E = R2.

Exercice 1.3.4 On munit Rndu produit scalaire usuel. En utilisant l�inégalité de Cauchy-

Schwarz, montrer que:

(ja1j+ ja2j+ :::+ janj)2 � n
�
a21 + a22 + :::+ a2n

�
.

Exercice 1.3.5 Montrer que si ' est une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel com-

plexe E, telle que ' (x; x) 2 R pour tout x 2 E, alors ' est une forme hermitienne.

Exercice 1.3.6 Soit ' une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E, et soit q sa forme

quadratique associée.

1. Montrer que:

q (q (u) v � ' (u; v)u) = q (u) (q (u) q (v)� ' (u; v)' (v; u)) .

2. En déduire, si q est dé�nie positive l�inégalité de Cauchy-Schawrz

' (u; v)' (v; u) � q (u) q (v) .

Exercice 1.3.7 Montrer que q (x; y) = ax2 + bxy + cy2 est dé�nie positive si et seulement

si le discriminant � = b2 � 4ac < 0.

Exercice 1.3.8 Dans E = R2 [X], on considère l�application q : E ! R dé�nie par:

q (p) = q
�
ax2 + bx+ c

�
= b2 � 4ac.

Montrer que q est une forme quadratique et déterminer la forme bilinéaire associée.
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Chapitre 2

Généralités sur les opérateurs

linéaires bornés

Dans l�analyse fonctionnelle la notion d�opérateur linéaire est une notion fondamentale

puisque en grande partie l�analyse fonctionnelle s�est dévelopéé en étudiant des opérateurs

linéaires donnés par certaines équations intégrales. Nous donnons ici les dé�nitions et pro-

priétés de base des opérateurs linéaires bornés.

2.1 Opérateurs linéaires sur un espace vectoriel

Dé�nition 2.1.1 (Opérateur linéaire) Soient E et F deux espaces vectoriels. On ap-

pelle opérateur linéaire de D (T ) � E dans F toute application T : D (T ) � E ! F (D (T )

est le domaine de T , noté aussi DT ) qui véri�e les conditions suivantes:

(1) T (x+ y) = T (x) + T (y) pour tous x; y 2 D (T ) (condition additive).
(2) T (�x) = �T (x), 8� 2 | = (R ou C), 8x 2 D (T ) (condition homogène).

Remarque 2.1.1 .

(1) En d�autres termes l�opérateur T : D (T ) � E ! F est linéaire si seulement si

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y) ;

14



2.1. Opérateurs linéaires sur un espace vectoriel

pour tous �; � 2 | et x; y 2 D (T ).
(2) Le vecteur T (x) est en général écrit Tx.

(3) On suppose que D (T ) est une varieté linéaire i.e,

8x; y 2 D (T ) ;8�; � 2 | : �x+ �y 2 D (T ) :

Exemple 2.1.1 Soient E et F deux espaces vectoriels.

(1) On considére l�opérateur

Ix = x, 8x 2 E.

L�opérateur I s�appelle opérateur identique.

(2) Soit 0x = x, 8x 2 E. Alors, 0 s�appelle opérateur nul.
(3) Considérons l�opérateur T : L2 [0; 1]! L2 [0; 1]

Tf (x)! xf (x) .

L�opérateur T est appelé opérateur de multiplication par x.

Dé�nition 2.1.2 Soit T un opérateur linéaire de D (T ) � E dans F . L�ensemble

kerT = fx 2 D (T ) : Tx = 0g ,

est appelé noyau d�opérateur T , et aussi noté parfois N (T ).

Dé�nition 2.1.3 Soit T un opérateur linéaire de D (T ) � E dans F . L�image de T dé�ni

par

ImT = fTx : x 2 D (T )g ,

et aussi noté parfois R (T ).

Exemple 2.1.2 Soit E = C ([0; 1]). On dé�nit l�opérateur linéaire de Volterra:

8f 2 E;Af (x) =
xR
0

f (t) dt.

15



2.1. Opérateurs linéaires sur un espace vectoriel

Alors, on a

kerA = f0g ,

et

ImA = fg 2 E : g (0) = 0g .

Dé�nition 2.1.4 Soient A et B deux opérateurs linéaires, on dit que A et B sont égales si

1. D (A) = D (B).

2. 8x 2 D (A) : Ax = Bx.

On note alors, A = B.

Dé�nition 2.1.5 On dit que B est une extension de A, si

1. D (A) � D (B).

2. 8x 2 D (A) : Ax = Bx.

On note alors, A � B.

Notation 2.1.1 On note par L (E;F ) l�ensemble des opérateurs linéaires de E vers F . Si

F = | est la dual algebrique de E, il est noté E�.

En�n, si E = F on écrira L (E) au lieu de L (E;E).

Dé�nition 2.1.6 (Somme d�opérateurs) Soient A et B deux opérateurs linéaires de E

dans F . On dé�nit l�opérateur A+B par:

(A+B)x = Ax+Bx; 8x 2 D (A+B) ,

et D (A+B) = D (A) +D (B).
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2.2. Opérateurs bornés entre espace normé

Dé�nition 2.1.7 (Produit d�opérateur) Soient A et B deux opérateurs linéaires, A 2
L (E;X) et B 2 L (X;F ) tel que X un espace vectoriel. On dé�nit l�opérateur BA comme

l�opérateur linéaire de E dans F par:

(BA)x = B (Ax) , 8x 2 D (BA) ;

tel que

D (BA) = fx 2 D (A) ; Ax 2 D (B)g .

Dé�nition 2.1.8 On dé�nit l�opérateur kA produit d�un opérateur A par un nombre k

comme suit:

(kA)x = k (Ax) , 8x 2 D (A) .

Remarque 2.1.2 On dit que A et B commetent et on écrit AB = BA, si

ABx = BAx, 8x 2 DAB \DBA.

2.2 Opérateurs bornés entre espace normé

Dé�nition 2.2.1 (Opérateur continu) Soient E;F deux espaces normés, A 2 L (E;F )
est dit continu si pour tous (xn)n � E,

xn
k:kE! x) Axn

k:kF! Ax.

Exemple 2.2.1 Considerons l�opérateur de dérivation

T : C [a; b]! C [a; b] ; T f (t) = f
0
(t) .

L�opérateur T est linéaire, mais pas continu. Cela résulte par exemple du fait que

la suite xn (t) =
sin(nt)
n

converge vers 0 pour la métrique de C [a; b], tendis que la suite

Txn (t) = cos (nt) est diverge.

Dé�nition 2.2.2 (Opérateur borné) Soit A 2 L (E;F ) est dit borné, s�il est dé�nit

partout dans E (i.e, D (A) = E) et transforme tout ensemble borné dans E en ensem-

ble borné dans F .
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2.2. Opérateurs bornés entre espace normé

Dé�nition 2.2.3 Un opérateur A 2 L (E;F ) est dit borné s�il existe une constante positive
c, telle que

kAxkF � c kxkE , 8x 2 E. (2.2.1)

Exemple 2.2.2 L�opérateur de multiplication T : C [0; 1]! C [0; 1],

Tf (x)! xf (x) ,

est borné, car

kTfk1 = sup
x2[0;1]

jxf (x)j � kfk1 .

Exemple 2.2.3 L�opérateur de dérivation

T : C1 [a; b]! C [a; b] ; T f (t) = f
0
(t) ,

est borné, on a

kTfk1 =



f 0




1
= sup

t2[a;b]

���f 0 (t)��� ,
et on a

kfkC1[a;b] = sup
t2[a;b]

jf (t)j+ sup
t2[a;b]

���f 0 (t)��� .
D�où

kTfk1 � kfkC1[a;b] .

Donc, T est borné.

Remarque 2.2.1 L�opérateur A 2 L (E;F ) est non borné si et seulement si il existe une

suite (xn)n � D (A) telle que:

kxnkE = 1 et lim
n!+1

kAxnkF = +1.

Exemple 2.2.4 On suppose E = F = L2 (R). Alors, l�opérateur A dé�ni par:

Af (x) = xf (x) ,
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2.2. Opérateurs bornés entre espace normé

de domaine

D (A) =
�
f 2 L2 (R) : xf 2 L2 (R)

	
,

est non borné. Il su¢ t pour s�en convaincre de considérer la suite (fn)n � D (A) donnée

par:

fn (x) =

�
0 si x < n ou x > n+ 1

1 sinon

En e¤et,

kfnk = 1 et kAfnk =
r
3n2 + 3n+ 1

3
.

Alors, A est un opérateur non borné.

Proposition 2.2.1 Soient E et F deux espaces normés et A 2 L(E;F ). Il ya équivalence
entre

1. L�opérateur A est continu.

2. L�opérateur A est continu en 0.

3. L�opérateur A est continu en un point.

4. L�opérateur A est borné.

Notation 2.2.1 On notée par L(E;F ) l�ensemble des opétateurs bornés de E dans F .

Lorsque F = |, L(E; |) est le dual topologique de E, il est noté par E 0
.

En�n si E = F on écriva L(E).

Dé�nition 2.2.4 (Norme d�un opérateur) Soit A 2 L(E;F ). Le plus petit des nombres
c véri�ant l�inégalité (2.2.1) s�appelle norme de l�opérateur A et se note kAk.i.e,

kAk = inf fc > 0 : 8x 2 E; kAxk � c kxkg .

Proposition 2.2.2 Pour tout opérateur A 2 L(E;F ), on a

kAk = sup
x 6=0

kAxk
kxk = sup

kxk=1
kAxk = sup

kxk�1
kAxk .
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2.2. Opérateurs bornés entre espace normé

Preuve. En e¤et, de la relation (2.2.1) les constantes c s�écrivent

kAxk
kxk � c, 8x 2 E , x 6= 0.

De plus, on a aussi

kAk = sup
x 6=0

kAxk
kxk = sup

x 6=0





 1

kxkAx






= sup
x 6=0





A� x

kxk

�



 = sup
kxk=1

kAxk .

D�où la dexieme égalité.

Pour la troisème égalité, il est clair que l�on a la relation

sup
kxk=1

kAxk � sup
kxk�1

kAxk . (2.2.2)

De plus, 8x 2 E, kxk � 1 et x 6= 0 on écrit

kAxk = kxk




A� x

kxk

�



 � sup
kxk=1

kAxk ,

ou encore kAxk � sup
kxk=1

kAxk. Passons au suprimum sur la boule fermée B (0; 1) des

deux membres, on obtient

sup
kxk�1

kAxk � sup
kxk=1

kAxk . (2.2.3)

Des deux inégalités (2.2.2) et (2.2.3) on déduit la troisème égalité.

Exemple 2.2.5 Soit T : C [0; 1]! R; T f (x) = f (0).

On a

kTfk1 = jf (0)j � sup
x2[0;1]

jf (x)j � kfk1 .

Donc, kTk � 1. Maintenant, montrons que kTk � 1, en prenant

g (x) = 1;8x 2 [0; 1] .

Alors, Tg (x) = g (0) = 1. D�où kTgk = 1 et kTgk � kTk ce implique que kTk = 1.

Exemple 2.2.6 Soit E = C ([a; b]). On dé�nit sur E l�opérateur T suivant:

Tf (x) =
xR
a

f (t) dt.
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2.2. Opérateurs bornés entre espace normé

On véri�e facilement que

kTk = b� a.

Exemple 2.2.7 Soient H un espace de Hilbert et a un vecteur donné de H. L�opérateur A

dé�ni pour tout x 2 H, par:
Ax = ha; xi a,

est borné et l�inégalité de Cauchy-Schwartz montre que:

kAk = 1.

On déduit de la proposition peécédente l�inégalité suivante.

Corollaire 2.2.1 Soit A 2 L(E;F ), on a

kAxk � kAk kxk ;8x 2 E. (2.2.4)

Théorème 2.2.1 Soient E et F deux espaces normés. L�ensemble L(E;F ) muni de la
norme k:k est un espace normé.

Preuve. (1) Soit A 2 L(E;F ) avec kAk = 0, en utilisant (2.2.4) nous donne

Ax = 0;8x 2 E.

Donc A = 0.

(2) Soit A 2 L(E;F ) et � 2 |, alors on a �A 2 L(E;F ).i.e,

k�Axk = j�j kAxk � j�j kAk kxk .

Notions que k�Ak est une borné supérieure, autrement dit le plus petit des majorants
véri�ant l�inégalité.

D�où

k�Ak � j�j kAk .

D�autre part, on a kAxk � kAk kxk.
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2.2. Opérateurs bornés entre espace normé

Ou encore

kAxk =
1

j�j k�Axk

� 1

j�j k�Ak kxk .

D�où

kAk � 1

j�j k�Ak ,

ou encore

j�j kAk � k�Ak .

Des deux inégalités précédentes, on déduit l�égalité

k�Ak = j�j kAk .

(3) Soit A;B 2 L(E;F ) alors, on a A+B 2 L(E;F ) c�est-à-dire

kAx+Bxk � kAxk+ kBxk

� kAk kxk+ kBk kxk

= (kAk+ kBk) kxk .

Notions que kA+Bk est une borné supérieure, autrement dit le plus petit des majorants
véri�ant l�inégalité.

D�où

kA+Bk � kAk+ kBk .

Proposition 2.2.3 Soient A et B deux opérateurs linéairés bornés et � 2 |, alors �A;A+B
et AB sont des opérateurs linéairés bornés et on a

1. k�Ak = j�j kAk.

2. kA+Bk � kAk+ kBk.

3. kABk � kAk kBk.
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2.3. Types des convergences - Inverse d�un opérateur

4. kAnk = kAkn ;8n 2 N.

Théorème 2.2.2 Soit E un espace normé et F un espace de Banach. Alors, L(E;F ) est
un espace de Banach.

Dé�nition 2.2.5 (Graphe d�opérateur) Le graphe G (A) d�un opérateur A 2 L(E;F )
est un sous-espace de E � F dé�nie par:

G (A) = f(x;Ax) : x 2 D (A)g .

Théorème 2.2.3 (Théorème du graphe fermé) Soient E et F deux espaces de Banach

et A opérateur linéaire de E dans F . Alors,

G (A) fermé dans E � F , A 2 L(E;F ).

Proposition 2.2.4 Soit A 2 L(H), H est un espace de Hibert complexe. Alors,

hAx; xi = 0;8x 2 H ) A = 0.

Preuve. Comme hA (x+ y) ; x+ yi = 0;8x; y 2 H, on voit que

hAx; yi+ hAy; xi = 0.

On remplace y par iy le résultat est

�i hAx; yi+ i hAy; xi = 0.

Multipions par i, on trouve

hAx; yi = 0. (2.2.5)

On pose y = Ax, (2.2.5) donne kAxk2 = 0. Alors, Ax = 0;8x 2 H, d�où A = 0.

2.3 Types des convergences - Inverse d�un opérateur

2.3.1 Types des convergences

Dans ce paragraphe, nous étudierons trois genres de convergence des suites d�opérateurs

linéaires bornés dans un espace normé.

23



2.3. Types des convergences - Inverse d�un opérateur

Dé�nition 2.3.1 Soient E et F deux espaces normés, (Tn)n2N une suite d�opérateurs linéaires

bornés (Tn 2 L(E;F )) et soit T 2 L(E;F ).

1. La suite (Tn)n2N converge uniformément vers T , si

lim
n!1

kTn � Tk = 0,

et nous écrivons Tn
U! T .

2. La suite (Tn)n2N converge fortement vers T , si

lim
n!1

kTnx� Txk = 0, 8x 2 E,

et nous écrivons Tn
S! T .

3. La suite (Tn)n2N converge faiblement vers T , si

f (Tnx)! f (Tx) ;8f 2 F 0
;8x 2 E.

et nous écrivons Tn
W! T .

Exemple 2.3.1 Soit Tn 2 L(l2),

Tn (�1; �2:::) =

�
1

n
�1;

1

n
�2:::

�
; n � 1.

Montrer que Tn
U! T .

On pose � = (�1; �2:::) 2 l2. On a

kTnk = sup
k�k�1

kTn�k

= sup
k�k�1





� 1n�1; 1n�2:::
�





= sup
k�k�1

 
+1P
k=1

���� 1n�k
����2
! 1

2

=
1

n
sup
k�k�1

k�k

=
1

n
! 0.
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2.3. Types des convergences - Inverse d�un opérateur

Exemple 2.3.2 Considérons la suite d�opérateurs Tn 2 L(l2) comme suit

Tn (�1; �2:::) = (0; :::; 0; �n+1; �n+2; :::) .

Montrer que Tn
S! 0.

On pose � = (�1; �2:::), 8� 2 l2. On a

kTn�k2 = k(0; :::; 0; �n+1; �n+2; :::)k

=
+1P

k=n+1

j�kj2 ! 0.

Donc, 8� 2 l2; kTn�k ! 0.i.e, Tn
S! 0.

Exemple 2.3.3 Considérons

Tn : R! l2; Tn� = �en.

Alors, Tn
W! 0.

Remarque 2.3.1 La suite (Tn)n2N 2 L(H) converge faiblement vers T . Si, pour tous

x; y 2 H
Tn

W! T , hTnx; yi ! hTx; yi .

Théorème 2.3.1 Soient E et F deux espaces normés, soit Tn 2 L(E;F ) et T 2 L(E;F ).
On a

1. Tn
U! T ) Tn

S! T .

2. Tn
S! T ) Tn

W! T .

Preuve. 1. Nous avons pour tout x 2 E,

kTnx� Txk = k(Tn � T )xk

� kTn � Tk kxk ! 0.

2. Nous avons pour tout f 2 E 0
,

kf (Tnx)� f (Tx)k = kf (Tnx� Tx)k

� kfk kTnx� Txk ! 0.
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2.3. Types des convergences - Inverse d�un opérateur

Remarque 2.3.2 Tn
S! T ; Tn

U! T . Considérons, Tn 2 L(l2) tel que

Tn (�1; �2:::) = (0; :::; 0; �n+1; �n+2; :::) .

On a Tn
S! 0 (Exemple 2.3.2). Mais, d�autre part

kTnk � kTnenk = 19 0.

C-à-d, Tn
U9 0.

2.3.2 Inverse d�un opérateur

Dé�nition 2.3.2 (Inversibilité) Soient E et F deux espaces normés et soit A 2 L(E;F ).
L�opérateur A est dit inversible si pour tout y 2 F l�équation Ax = y a une solution x 2 E
est une seule.

Dé�nition 2.3.3 (Opérateur inverse) On dit que A 2 L(E;F ) est inversible s�il existe
B 2 L(F;E) tel que

AB = IE et BA = IF .

L�orsque existe et unique on appelle l�inverse de A et noté A�1.

Remarque 2.3.3 .

1. Si AB = IE alors, B = A�1d .

2. Si BA = IF alors, B = A�1g .

Remarque 2.3.4 A 2 L(E;F ) est inversible s�il est bijectif et A�1 est continu (borné).

L�exemple suivant montre que l�inverse d�un opérateur borné n�est pas forcement borné.

Exemple 2.3.4 Soit E = l2 (C), l�opérateur A dé�ni par:

A (�1; �2:::) =

�
�1;

1

2
�2:::; :::;

1

n
�n; :::

�
; n � 1.
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2.3. Types des convergences - Inverse d�un opérateur

A est borné, car

kA (�1; �2:::)k =

 
+1P
k=1

j�kj
k2

2
! 1

2

�
�
+1P
k=1

j�kj2
� 1

2

= k(�1; �2:::)k ,

et son inverse donné par

A�1 (�1; �2:::) = (�1; 2�2:::; :::; n�n; :::) .

Cependent, A�1 est non borné.

En e¤et, si

en =

 
0; :::; 1

#
n

; ::0; :::

!
.

On a

kenk = 1 et


A�1en

 = n.

D�où A�1 n�est pas borné. Donc l�opérateur A n�est pas inversible.

Théorème 2.3.2 L�opérateur A�1 inverse d�un opérateur linéaire A 2 L(E;F ) est aussi
linéaire.

Preuve. (1) On montre que

A�1 (x+ y) = A�1x+ A�1y; 8x; y 2 F .

Nous avons

x 2 F ) 9x0 2 E : x = Ax
0
,

et

y 2 F ) 9y0 2 E : y = Ay
0
.

On a

A�1 (x+ y) = A�1
�
Ax

0
+ Ay

0
�

= A�1A
�
x
0
+ y

0
�

= x
0
+ y

0

= A�1x+ A�1y.
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2.3. Types des convergences - Inverse d�un opérateur

(2) On montre que

A�1 (�x) = �A�1x; 8x 2 F;8� 2 |.

On a

A�1 (�x) = A�1
�
�Ax

0
�

= A�1A
�
�x

0
�

= �x
0

= �A�1x.

Théorème 2.3.3 Soient E et F deux espaces de Banach et A 2 L(E;F ). Alors,

A est bijectif) A�1 2 L(E;F ).

Théorème 2.3.4 (Série de Neumann) Soit A 2 L(E) (E espace Banach) tel que kAk <
1, et soit I l�opérateur identique I dans E. Alors, l�opérateur I � A admet un opérateur

inverse borné donné par la série de Neumann suivante:

(I � A)�1 =
+1P
k=0

Ak,

de plus 

(I � A)�1


 � 1

1� kAk .

Preuve. De la relation kAk < 1, on a la convergence absolue
+1P
k=0



Ak

 � +1P
k=0

kAkk = 1

1� kAk .

On dé�nit un opérateur linéaire S =
+1P
k=0

Ak, avec la relation kSk � 1
1�kAk de plus S est

l�inverse de I � A.

En e¤et, utilisons les notations A0 = I et Ak = AAk�1. On peut voit que

S (I � A) =

�
+1P
k=0

Ak
�
(I � A)

= lim
n!+1

+1P
k=0

Ak (I � A)

= lim
n!+1

�
I � An+1

�
= I.
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Aussi,

(I � A)S = (I � A)

�
+1P
k=0

Ak
�

= lim
n!+1

�
I � An+1

�
= I.

Puisque la norme kAn+1k � kAkn+1 ! 0, lorsque n! +1.

Remarque 2.3.5 Le résultat du théorème précédent peut être utile dans la situation suiv-

ante. La question qui se pose est: résoudre l�équation intégrale avec A 2 L(E), g 2 E

donnés et ' 2 E est l�inconnue:

' (x) = g (x) + A' (x) .

2.4 L�adjoint d�un opérateur

2.4.1 Dé�nitions et exemples

Théorème 2.4.1 Soient H et K deux espaces de Hilbert, T 2 L(H;K). Il existe un unique
opérateur continu de K dans H noté T � tel que

hTx; yi = hx; T �yi ;8x 2 H; 8y 2 K.

Preuve. Soit y 2 K et f : H ! C; f (x) = hTx; yi. Alors, f est linéaire et borné car

jf (x)j = jhTx; yij

� kTxk kyk

� kTk kxk kyk .

D�aprés le théoème de Riesz-Fréchet il existe un unique z 2 H tel que

f (x) = hTx; yi = hx; zi .
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Posons z = T �y donc T � est un opérateur de K vers H. C�est simple de voir que T � est

linéaire et aussi borné car,

kT �yk2 = hT �y; T �yi

= hTT �y; yi

� kTT �yk kyk

� kTk kT �yk kyk .

D�où

kT �yk � kTk kyk .

Alors, T � est borné et

kT �k � kTk .

Montrons l�unicté de l�opérateur adjoint, supposons il existe B1; B2 2 L(K;H) tel que

8x 2 H; hTx; yi = hx;B1yi = hx;B2yi .

Ce qui implique que B1y = B2y.

Dé�nition 2.4.1 L�unique opérateur linéaire T � 2 L(K;H) tel que

hTx; yi = hx; T �yi ;8x 2 H; 8y 2 K,

est applé adjoint de T .

Exemple 2.4.1 Soit I 2 L(H) l�opérateur de l�indité.

C�est clair que

hIx; yi = hx; yi = hx; Iyi ;8x 2 H.

D�où I� = I.

Exemple 2.4.2 Soit

A : R2 ! R2; A (x; y) = (x; 0) :

Posons X = (x1; x2) et Y = (y1; y2); on a

hAX; Y i = h(x1; 0) ; (y1; y2)i

= x1y1.
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D�autre part, on a

hAX; Y i = hX;A�Y i .

Posons A�Y = Z = (z1; z2), d�où

hX;A�Y i = h(x1; x2) ; (z1; z2)i

= x1z1 + x2z2.

Donc z1 = y1 et z2 = 0.

D�où

A� (y1; y2) = (y1; 0) .

Ou bien

A� (x; y) = (x; 0) .

Exemple 2.4.3 Soit A =

0@ i 1

0 2i

1A, alors A� =
0@ �i 0

1 2i

1A.
Dans le cas général soit la matrice

A =

0@ a b

c d

1A .
Alors,

A� =

0@ a c

b d

1A .
Exemple 2.4.4 On considère l�opérateur de shift dé�ni par:

S : l2 (C)! l2 (C) , S (x1; x2; :::) = (0; x1; x2; :::) .

Soit X = (x1; x2; :::) ; Y = (y1; y2; :::) dans l2 (C). Alors,

hS�X;Y i = hX;SY i

= h(x1; x2; :::) ; (0; y1; y2; :::)i

= x2y1 + x3y2 + :::

= h(x2; x3; :::) ; (y1; y2; :::)i .

D�où

S� (x1; x2; :::) = (x2; x3; :::) .
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2.4.2 Propriétés de l�adjoint

Proposition 2.4.1 Soit T 2 L(H;K). Alors,

1. (T �)� = T .

2. kT �k = kTk.

3. kT �Tk = kTk2.

Preuve. 1. Démontrons que (T �)� = T . Pour cela on montre que

hTx; yi = h(T �)� x; yi ;8x 2 H; 8y 2 K.

On a

hTx; yi = hx; T �yi

= hT �y; xi

= hy; (T �)� xi

= h(T �)� x; yi .

D�où (T �)� = T .

2. D�aprés le preuve de le théorème précedent, on a kT �k � kTk. Donc k(T �)�k � kT �k,
c�est-à-dire kT �k = kTk.
3. Démontrons que kT �Tk = kTk2. Tout d�abord on a

kT �Tk � kT �k kTk = kTk2 .

D�autre part, en utilisant la dé�nition de la norme d�un opérateur. On obtient

kTxk2 = hTx; Txi ;8x 2 H

= hT �Tx; xi

� kT �Txk kxk

� kT �Tk kxk2 .

En prenant le supremum sur tout x 2 H avec kxk = 1, on obtient

kTk2 � kT �Tk .

Donc, kTk2 = kT �Tk.
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Proposition 2.4.2 Soient T et S deux éleménts de L(H;K). On a

1. (�T + �S)� = �T � + �S� pour �; � 2 C.

2. (TS)� = S�T �.

3. Si T est inversible, T � est aussi inversible et (T �)�1 = (T�1)�.

Preuve. Soient x 2 H; y 2 K.
1. On a

h(�T + �S)� x; yi = hx; (�T + �S) yi

= � hx; Tyi+ � hx; Syi

= � hT �x; yi+ � hS�x; yi

=


�T � + �S�x; y

�
.

D�où

(�T + �S)� = �T � + �S�.

2. Et pour véri�er que (TS)� = S�T �. Il su¢ t de montre que

h(TS)� x; yi = hS�T �x; yi .

On par dé�nition de l�adjoint

h(TS)� x; yi = hx; TSyi

= hT �x; Syi

= hS�T �x; yi .

Comme ceci est vrai pour tous x 2 H; y 2 K.
D�où

(TS)� = S�T �.

3. On a T est invesible, d�où

TT�1 = T�1T .
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Donc �
TT�1

��
=
�
T�1T

��
= I� = I.

Ce qui imlique que

T �
�
T�1

��
=
�
T�1

��
T � = I.

Alors, T � est inversible et

(T �)�1 =
�
T�1

��
.

Lemme 2.4.1 Soit T 2 L(H;K). On a

1. kerT = (ImT �)?.

2. kerT � = (ImT )?.

3. kerT � = f0g , ImT = K.

Corollaire 2.4.1 Soit T 2 L(H;K). Alors,

T est invesible()
�
9� > 0;8x 2 H : kTxk � � kxk .

kerT � = f0g .

Exemple 2.4.5 L�opérateur de shift S dé�nit de l2 vers l2 n�est pas inversible. En e¤et,

puisque

S� (x1; x2; :::) = (x2; x3;:::) .

Alors, kerT � 6= f0g car S� (1; 0; 0; :::) = (0; 0;:::).

2.5 Spectre d�un opérateur

Dé�nition 2.5.1 (Valeur propre et vecteur propre) Soit E un espace normé et T 2
L(E),un nombre � 2 C s�appelle valeur propre de l�opérateur T si l�équation

(T � �I)x = 0,

a une solution x 6= 0 dans E. Une telle solution x est aplée vecteur propre associé à la
valeur propre �.

34



2.5. Spectre d�un opérateur

Exemple 2.5.1 L�opérateur de shift S de l2 vers l2 n�a pas de valeur propre. En e¤et, soit

� une valeur propre alors 9X = (x1; x2; :::) 2 l2 tel que SX = �X. D�où

S (x1; x2; :::) = � (x1; x2; :::) .

Ce qui implique que

(0; x1; x2; :::) = (�x1; �x2; :::) .

� Si � = 0 alors X = 0 imposible, car il faut X 6= 0.

� Si � 6= 0 alors aussi imposible.

Dé�nition 2.5.2 (Point régulier) Soit T 2 L(E) le nombre � 2 C s�appelle un point

régulier de l�opérateur T . Si T � �I est inversible.

Dé�nition 2.5.3 (Ensemble résolvante) On appelle ensemble résolvante de T l�ensemble

des points réguliers de T et note par � (T ) tel que

� (T ) = f� 2 C : T � �I est inversibleg .

Exemple 2.5.2 L�ensemble résolvante d�opérateur identique I comme suit

� (I) = f� 2 C : (1� �) I est inversibleg

= Cn f1g .

Dé�nition 2.5.4 (La résolvante) On dé�nit la résolvante de T comme

R� (T ) = (T � �I)�1 .

Théorème 2.5.1 Soit T 2 L(E), si j�j > kTk. Alors, � est un point régulier de T .

Preuve. Posons G = 1
�
T et � 6= 0. Alors,

kGk = 1

j�j kTk < 1,

car � > kTk. Donc l�opérateur G� I est inversible et (G� �I)�1 =
�
1
�
T � I

��1
existe

et il est borné. C�est -à- dire � est un point régulier de T .
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Proposition 2.5.1 Soit T1; T2 2 L(E), on a

1. Pour tous �; � 2 � (T ):
R� �R� = (�� �)R�R�.

2. Si � 2 � (T1) \ � (T2). Alors,

R� (T1)�R� (T2) = R� (T1) (T2 � T1)R� (T2) .

Preuve. 1. On a

R� �R� = R� (T � �I)R� �R� (T � �I)R�

= R�TR� � �R�R� �R�TR� + �R�R�

= (�� �)R�R�.

2. Exercice.

Corollaire 2.5.1 On a

1. Pour tous �; � 2 � (T ): R�R� = R�R�.

2. Pour tous �; � 2 � (T ): R� = [I � (�� �)R�]R�.

Dé�nition 2.5.5 (Spectre d�un opérateur) On appelle spectre de T , et on note � (T )

le complétaire de � (T ) dans C. C�est-à-dire

� (T ) = Cn� (T )

= f� 2 C : T � �I non inversibleg .

Corollaire 2.5.2 Soit T 2 L(E). Alors,

1. � (T ) [ � (T ) = C.

2. � (T ) \ � (T ) = ;.

3. Si � 2 � (T ) alors j�j � kTk.i.e.,

� (T ) � f� 2 C : j�j � kTkg .

36



2.5. Spectre d�un opérateur

C�est-à-dire

� (T ) � B (0; kTk) .

Exemple 2.5.3 Soit I : E ! E, on cherche � (T ).

On a

� (I) = f� 2 C : I � �I n�est pas inversibleg .

On remarque que I � �I non inversible si seulement si � = 1. Alors,

� (I) = f1g .

Proposition 2.5.2 Le spectre d�un opérateur linéaire et borné sur un espace de Banach

n�est pas vide et fermé.

Proposition 2.5.3 Soit T 2 L(H) (H un espace de Hilbert complexe). Alors,

� (T �) =
�
� : � 2 � (T )

	
.

Preuve. Si � =2 � (T ) d�où T � �I est inversible et (T � �I)� = T �� �I est inversible.

Donc � =2 � (T �). On remplace T � par T , on obtient si � =2 � (T �) alors � =2 � (T ).
Donc

� (T �) =
�
� : � 2 � (T )

	
.

Proposition 2.5.4 Soit T 2 L(E) et soit P un polynôme de degré n à coe¢ cient complexes.
Alors,

1. Le spectre de P (T ) est � (P (T )) = P (� (T )).

2. Si T est inversible, on a � (T�1) = (� (T ))�1 =
�
��1 : � 2 � (T )

	
.
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2.5.1 Classi�cation de spectre

Dé�nition 2.5.6 (Spectre ponctuel) On appelle spectre ponctuel de T l�ensemble des

valeurs propres de T , noté �p (T ) tel que

�p (T ) = f� 2 C : T � �I non injectifg

= f� 2 C : ker (T � �I ) 6= f0gg .

Remarque 2.5.1 Soit T 2 L(E). On a toujours

�p (T ) � � (T ) .

Mais si E est dimension �nie, on en déduit

�p (T ) = � (T ) .

Exemple 2.5.4 L�opérateur de shift S n�a pas des valeurs propres. Donc �p (T ) = ;.

Exemple 2.5.5 Soit A un opérateur diagonal dé�nit par

A = diag

�
1;
1

2
;
1

3
; :::

�
.

Les valeurs propres de A sont

�n =
1

n
, 8n � 1.

D�où

�p (T ) =

�
1

n
, 8n � 1

�
.

Dé�nition 2.5.7 (Spectre continu) On appelle spectre continu de T et on note �c (T ),

l�ensemble suivant

�c (T ) =
n
� 2 C : T � �I injectif et Im (T � �I ) 6= Im (T � �I ) = E

o
=

n
� 2 � (T ) n�p (T ) : Im (T � �I ) 6= Im (T � �I ) = E

o
.
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Dé�nition 2.5.8 (Spectre résiduel) On appelle spectre résiduel de T et on note �r (T ),

l�ensemble suivant

�r (T ) =
n
� 2 C : T � �I injectif et Im (T � �I ) 6= E

o
=

n
� 2 � (T ) n�p (T ) : Im (T � �I ) 6= E

o
.

Dé�nition 2.5.9 ( Spectre approximatif) On appelle spectre apporoximatif de T , noté

�ap (A) l�ensemble dé�ni par

�ap (T ) = f� 2 C : 9 (xn)n dans E, tel que kxnk = 1 et k(A� �I )xnk ! 0 g .

Remarque 2.5.2 Soit T 2 L(E). On a toujours

1. � (T ) = �p (T ) [ �c (T ) [ �r (T ).

2. �p (T ) [ �c (T ) � �ap (T ) � � (T ).

3. @� (T ) � �ap (T ) � � (T ).

Dé�nition 2.5.10 (Rayon spectrale) Soit T 2 L(E), on dé�nit le rayon specteale de T
comme suit

r (T ) = sup fj�j ; � 2 � (T )g .

Théorème 2.5.2 Soit T 2 L(E) alors on a

r (T ) = lim
n!+1

kT nk
1
n = inf

n�1
kT nk

1
n .

Corollaire 2.5.3 On a

r (T ) � kTk .

2.5.2 Exemples

Exemple 2.5.6 Soit H = L2 [0; 1]H = L2([0,1], R). On considère l�opérateur de multipli-

cation T : L2 [0; 1]! L2 [0; 1] dé�ni par:

Tf (x) = xf (x) ; x 2 [0; 1] .
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Alors, on a � (T ) = [0; 1]. De plus, l�opérateur T n�a pas de valeurs propres.

En e¤et, soient � 2 R, f 2 H et x 2 [0; 1]. On a

(�I � T ) f (x) = (�� x) f (x) .

On distingue deux cas:

Si � =2 [0; 1], alors, la fonction t 7! 1
��t est bornée, et l�opérateur (�I � T )�1 dé�ni par

(�I � T )�1 g (x) =
1

�� x
g (x) , g 2 H,

est un opérateur borné.

Si � 2 [0; 1], alors la fonction t 7! 1
��t n�est pas dans H, car il y a la singularité non

intégrable en t = �. Il résulte que �I�T n�est pas inversible et tous les � sont des points
singuliers. D�o�u, on déduit que � (T ) = [0; 1].

On suppose maintenant que � soit une valeur propre de T et f le vecteur propre associé

dans H. Alors, on a

(�� x) f (x) = 0; x 2 [0; 1] .

Il s�en suit que f = 0 dans H. D�où, l�opérateur T n�a pas de valeurs propres et

�p (S) = ;.

Exemple 2.5.7 Soit T : L2 [0; 1]! L2 [0; 1] dé�ni par

Tf (x) =
xR
0

f (t) dt.

Il est facile de montrer que le rayon spectral de T est nul i.e., r (T ) = 0, ce qui implique

que � (T ) = f0g.
De plus, on a �p (T ) = �r (T ) = ; et �c (T ) = f0g.

Exemple 2.5.8 On considère l�opérateur de shift dé�ni par:

S : l2 (C)! l2 (C) ; S (x1; x2; :::) = (0; x1; x2; :::) .

On peut montrer que

� (S) = f� 2 C : j�j � 1g ,

avec �p (S) = ;, �c (S) = f� 2 C : j�j = 1g et �r (S) = f� 2 C : j�j < 1g.
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Exemple 2.5.9 Considérons dans l2 (R) l�opérateur borné A dé�ni par:

Axn = xn�1 si n � 1 et Ax0 = 0.

Par ailleurs, soit B l�opérateur borné de l2 (R) dé�ni par:

Bxn = xn+1.

Alors, comme

hAx; yi =
P
n�1

xn�1yn =
P
n�0

xnyn+1 = hx;Byi .

D�où B est l�adjoint de A.

Comme kAk = kBk = 1, � (A) et � (B) sont inclus dans le disque unité de C.
On véri�e facilement par récurrence sur n que A n�admet pas de valeur propre.

En revanche le spectre ponctuel de B est:

�p (B) = f� 2 C : j�j < 1g .

En e¤et, le vecteur �n est un vecteur propre associé à la valeur propre �. Il en résulte

que

�r (A) = f� 2 C : j�j < 1g .

De plus, les spectres étant fermés, on a:

� (A) = � (B) = f� 2 C : j�j � 1g .

Les spectres de A et de B coincident mais leurs structures sont très di¤érentes puisque:

�r (A) = �p (B) = f� 2 C : j�j < 1g ,

et

�c (A) = �c (B) = f� 2 C : j�j = 1g .

2.6 Exercices

Exercice 2.6.1 Soit T un opérateur additif, continu et dé�ni sur un espace vectoriel réel.

Montrer que T est homogène.
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Exercice 2.6.2 Montrer que les opérateurs suivants sont linéaires bornés:

1. Af (x) = x2f (x), A : C [0; 1]! C [0; 1].

2. Af (x) =
1R
0

f (s) ds, A : C [�1; 1]! C [0; 1].

3. Af (x) = f (x2), A : C [0; 1]! C [0; 1].

4. Af (x) = f (x), A : C1 [0; 1]! C [0; 1].

5. Af (x) = x
1R
0

f (s) ds, A : L2 [�1; 1]! L2 [0; 1].

Exercice 2.6.3 On considère l�opérateur T dé�nit comme suit:

Tf (x) = xf (x) ; T : L2 [0; 1]! L2 [0; 1] .

Montrer que T est un opérateur linéaire continu et calculer sa norme.

Exercice 2.6.4 Montrer que si (An) est une suite de Cauchy d�éléments de L(H), alors
(kAnk) est elle aussi une suite de Cauchy.

Exercice 2.6.5 Soit (An) une suite d�éléments de L(H) qui converge vers A et soit (xn)

une suite d�éléments de H qui converge vers x. Montrer que la suite (Anxn) converge vers

Ax.

Exercice 2.6.6 On considère la suite d�opérateurs suivante:

An : C [0; 1]! C [0; 1] ; Anx (t) = x
�
t1+

1
n

�
; n 2 N�.

1. Montrer que la suite d�opérateurs (An)n�1 est linéaire et bornée.

2. Montrer que (An)n�1 converge fortement vers l�opérateur identité.

3. La convergence de (An)n�1 vers I est-elle uniforme?

Exercice 2.6.7 Chercher l�adjoint de l�opérateur A si:

1. Af (x) = xf (x), A : L2 [0; 1]! L2 [0; 1].

2. Af (x) =
xR
0

f (s) ds, A : L2 [0; 1]! L2 [0; 1].
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3. Af (x) =
1R
0

sf (s) ds, A : L2 [0; 1]! L2 [0; 1].

4. Af (x) = x
1R
0

f (s) ds, A : L2 [0; 1]! L2 [0; 1].

5. A (x1; x2; :::) = (0; 4x1; x2; 4x3; x4; :::), A : l2 ! l2.

Exercice 2.6.8 Soit E = C [0; 1 ]muni de la norme k:k1et pour f 2 E, on dé�nit

Tf (x) = f (0) + xf (1) .

1. Montrer que T est linéaire et borné.

2. Montrer que �p (T ) = f0; 1g.
3. Déterminer l�ensemble résolvante de T .

4. En déduire � (T ) et �c (T ), �r (T ).

5. Déterminer le rayon spectral de T .

Exercice 2.6.9 Soit (�n)n�1 une suite bornée dans C et M = sup
n
j�nj. Soit T : l2 ! l2

dé�nie par:

T (x1; x2; :::) = (�1x1; �2x2; :::) .

1. Montrer que T est linéaire, continu, et calculer sa norme.

2. Montrer que si l�ensemble fj�nj ; n � 1g est minoré par un nombre strictement positif,
alors T est bijective.

Préciser dans ce cas T�1 et déterminer sa norme.

3. On suppose que l�un des �n est nul. Montrer que T n�est ni injective ni surjective et

que Im (T ) 6= l2.

Exercice 2.6.10 Soit E = C1 [0; 1]et E = C [0; 1]tous deux munis de la norme k:k1 , on

dé�nit l�opérateur de dérivation T : E ! F tel que 8f 2 E; Tf = f
0
.

On note G (T ) = f(f; Tf) ; f 2 Eg le graphe de T .
1. Montrer que G (T ) est fermé dans E � F .

2. Montrer que T n�est pas continu. (on pourra utiliser la suite fn 2 E, fn (x) = xn )

3. Expliquer le résultat.
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2.6. Exercices

Exercice 2.6.11 Montrer que si A et B sont deux opérateurs linéaires bornés sur un espace

de Hilbert H on a nécessairement

[A;B] := AB �BA 6= I.

Exercice 2.6.12 Soit T un opérateur continu sur un espace de Banach E.

Démontrer que si j�j > kTk, alors



(�I � T )�1


 � 1

j�j � kTk .

Exercice 2.6.13 Soit E = C [0; 1] muni de la norme k:k1 et pour f 2 E, on dé�nit

Tf (x) =
xR
0

K (x; t) f (t) dt,

où K (:; :) 2 C ([0; 1]� [0; 1]). Soit M = sup
�0x;t�1

jK (x; t)j.

(1) Montrer que T 2 L(E).
(2) Montrer que pour tout n � 1, on a jT nf (x)j � Mn

n!
xn kfk1.

(3) En déduire que, pour tout n � 1, kT nk � Mn

n!
.

(4) Déterminer le spectre de T .
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Chapitre 3

Quelques classes des opérateurs

3.1 Opérateur auto-adjoint

3.1.1 Dé�nitions et exemples

Dé�nition 3.1.1 Un opérateur A 2 L(H) est dit auto-adjoint (ou hermitien) si A� = A

c�est -à- dire

hAx; yi = hx;Ayi ;8x; y 2 H.

Exemple 3.1.1 Soit la matrice A 2M2 (R) telle que A =

0@ 0 2

2 0

1A.

D�où A� =

0@ 0 2

2 0

1A. On remarque que A� = A, donc A est auto-adjoint.

Exemple 3.1.2 Considérons l�opérateur A dé�ni sur L2 (R) par:

Ax (t) = e�jtjx (t) .

L�opérateur A est auto-adjoint, car pour tous x; y 2 L2 (R).
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3.1. Opérateur auto-adjoint

On a

hAx; yi =


e�jtjx (t) ; y (t)

�
=

+1R
�1

e�jtjx (t) y (t)dt

=
+1R
�1

x (t) e�jtjy (t)dt

= hx;Ayi .

Remarque 3.1.1 Soit T 2 L(H), alors l�opérateurs

A =
T + T �

2
et B =

T + T �

2
,

sont auto-adjoints et T = A+ iB.

L�opérateurs A et B sont appelés respectivement partie réelle et partie imaginaire de T .

Dé�nition 3.1.2 ( Décomposition cartésienne) Tout opérateur T 2 L(H) peut s�écrire
sous la forme T = A+ iB, où

A = Re (T ) =
T + T �

2
et B = Im (T ) =

T + T �

2
,

A et B sont auto-adjoints, et la forme T = A+ iB dite décomposition cartésienne de T .

Théorème 3.1.1 (Norme d�un opérateur auto-adjoint) Si A est auto-adjoint. Alors,

kAk = sup
kxk=1

jhAx; xij .

Proposition 3.1.1 Si A ;B 2 L(H) deux opérateurs auto-adjoints. Alors,

1. �A+ �B est un opérateur auto-adjoint pour tout �; � 2 R.

2. AB est auto-adjoint si seulement si AB = BA.

3. Si T est un opérateur quelconque, alors T �T , TT � et T + T � sont auto-adjoints.

46



3.1. Opérateur auto-adjoint

Preuve. 1.Pour tous x; y 2 H, on a

h(�A+ �B)x; yi = h�Ax; yi+ h�Bx; yi

= � hAx; yi+ � hBx; yi

= hx; �Ayi+ hx; �Byi

= hx; (�A+ �B) yi .

Donc l�opérateur �A+ �B est auto-adjoint.

2. a) ) Soit AB est auto-adjoint. Alors,

(AB)� = AB ) B�A� = AB ) BA = AB.

b) ( Si AB = BA. Alors,

(AB)� = (BA)� = A�B� = AB.

Donc AB est auto-adjoint.

3. On a

(T �T )� = T �T �
�
= T �T .

Aussi,

(TT �)� = T �
�
T � = TT �.

Et

(T + T �)� = T � + T �
�
= T � + T .

D�où T �T , TT � et T + T � sont auto-adjoints.

Proposition 3.1.2 Soit H un espace de Hilbert complexe et A 2 L(H) est auto-adjoint.
Alors,

hAx; xi 2 R;8x 2 H.

Preuve. En e¤et,

hAx; xi = hx;Axi = hAx; xi.

Donc hAx; xi 2 R;8x 2 H.

Remarque 3.1.2 Si H un espace de Hilbert sur R. Alors,

hAx; xi = 0;8x 2 H ) A = 0.
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3.1. Opérateur auto-adjoint

3.1.2 Théorie spectrale d�opérateur auto-adjoint

Proposition 3.1.3 Soit T 2 L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors, �p (T ) � R et les

vecteurs propres correspondant à des valeurs propres di¤érentes sont orthogonaux.

Preuve. Soit � une valeur propre de T . Alors, pour tout x 2 Hn f0g

hTx; xi = h�x; xi

= � kxk2 .

Donc

� =
hTx; xi
kxk2

2 R.

Soit � une autre valeur propre de T et y un vecteur propre associé. Alors, pour tous

x; y 2 H. On a

� hx; yi = hTx; yi

= hx; Tyi

= � hx; yi

= � hx; yi .

Ce qui implique que

(�� �) hx; yi = 0.

Comme � 6= � on aura hx; yi = 0.

Corollaire 3.1.1 Soit T 2 L(H). Alors, T est auto-adjoint si seulement si Im (T ) = 0.

Preuve.

T est auto-adjoint , T = T �

() Re (T ) + i Im (T ) = Re (T )� i Im (T )

, Im (T ) = 0.
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3.1. Opérateur auto-adjoint

Lemme 3.1.1 Soit A 2 L(H). On a

� 2 �r (A)) � 2 �p (A�) .

Théorème 3.1.2 Soit A 2 L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors,

1. �p (A) � R.

2. �r (A) = ;.

3. �c (A) � R.

4. � (A) � R.

Preuve. 1. Voir la proposition précédente.

2. On en déduit facilement que �r (A) = ;.
En e¤et, par lemme 3.1.1 soit � 2 �r (A) alors � 2 �p (A

�) = �p (A) � R. On a donc

� 2 R et � 2 �p (A), ce qui est absurde car �r (A) \ �p (A) = ;. Donc �r (A) = ;.
3. Montrons maintenant que �c (A) � R.
Soit � = � + i� avec � 6= 0, on pose que � 2 �c (A). Alors, A � �I est injectif et son

image dense mais distincte de H. On va montrer qu�en fait Im (A� �I) est férmée dans H,

ce qui contredit les hypothèses pour cela on a

k(A� �I)xk2 = k(�I � A)xk2

= h(�+ i� � A)x; (�+ i� � A)xi

= k(�� A)xk2 + k�xk2 + 2Re hi�x; (�� A)xi .

Et

hi�x; (�� A)xi = i h�x; (�� A)xi

= i�
�
kxk2 � hx;Axi

�
2 iR.

D�où

k(A� �I)xk2 = k(�� A)xk2 + k�xk2 (3.1.1)

� �2 kxk2 .
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3.2. Autres classes des opérateurs

Considérons (xn)n une suite de Cauchy dans Im (A� �I), soit x sa limite dans H, pour

chaque n il existe yn 2 H tel que

xn = (A� �I) yn.

Par (3.1.1) on a

kxm � xnk2 = k(A� �I) (ym � yn)k2

� �2 kym � ynk2 .

Il suit que (yn)n est une suite de Cauchy elle est donc convergente, soit y sa limite par

continuité de A� �I il suit que

x = (A� �I) y 2 Im (A� �I) .

D�où Im (A� �I) est férmée dans H. L�hypothèse � 2 CnR est donc incompatible avec
� 2 �c (A).i.e, �c (A) � R.
4. On sait que � (T ) = �p (T ) [ �c (T ) [ �r (T ). D�où le résultat.

3.2 Autres classes des opérateurs

3.2.1 Opérateur positif

Dé�nition 3.2.1 Soit A 2 L(H) on dit que A un opérateur positif et que l�on note A � 0.
Si A est auto-adjoint et

hAx; xi � 0;8x 2 H.

Proposition 3.2.1 Si A 2 L(H) est positif. Alors, A est auto-adjoint.

Preuve. En e¤et, car l�opérateur A est auto-adjoint si seulement si

hAx; xi 2 R;8x 2 H.

Corollaire 3.2.1 A 2 L(H) est positif si seulement si

hAx; xi � 0;8x 2 H.
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3.2. Autres classes des opérateurs

Exemple 3.2.1 Soit A l�opérateur dé�ni par:

A : L2 [0; 1]! L2 [0; 1] ; Af (x) = xf (x) .

On a A positif car pour tout f 2 L2 [0; 1],

hAf; fi =
1R
0

xf (x) f (x)dx

=
1R
0

x jf (x)j2 dx � 0.

Dé�nition 3.2.2 (Comparaison des opérateurs) Soient A;B 2 L(H) on dit que A �
B si la di¤érence A�B est un opérateur positif. Autrement dit

h(A�B)x; xi � 0;8x 2 H.

Théorème 3.2.1 (Inégalité de Caucy-Schwarz généralisé) Soit A 2 L(H) un opéra-
teur positif. Alors,

jhA'; ij2 � hA';'i hA ; i ,

pour tous ';  2 H.
Preuve. En e¤et, pour tous ';  2 H et 8� 2 C, on a

hA ('� � ) ; '� � i � 0.

De plus, il vient

hA ('� � ) ; '� � i = hA';'i � � hA'; i � � hA ;'i+ �� hA ; i .

D�où, avec A est auto-adjoint, on écrit

hA ('� � ) ; '� � i = hA';'i � � hA'; i � � h ;A'i+ �� hA ; i ,

ou encore,

hA ('� � ) ; '� � i = hA';'i � � hA'; i � �h';A'i+ �� hA ; i .

Prenons � = hA'; i
hA ; i , on obtient

hA';'i � jhA'; ij
2

hA ; i � jhA'; ij
2

hA ; i +
jhA'; ij2

hA ; i2
hA ; i � 0,
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3.2. Autres classes des opérateurs

ou encore

hA';'i � jhA'; ij
2

hA ; i � 0.

D�où le résultat voulu

jhA'; ij2 � hA';'i hA ; i .

Racine carrée d�un opérateur positif

Dé�nition 3.2.3 Soit A 2 L(H) un opérateur positif , on dit que l�opérateur S est racine
carrée de A si

S2 = A.

Ou encore S = A
1
2 (ou S =

p
A).

Remarque 3.2.1 La racine carrée d�un opérateur positif est unique.

Exemple 3.2.2 Dans l�exemple précédent. On a A est positif donc il existe S tel que

S2 = A. On remarque que

S : L2 [0; 1]! L2 [0; 1] ; Sf (x) =
p
xf (x) .

3.2.2 Dé�nitions élémentaires et exemples

Dé�nition 3.2.4 (Opérateur unitaire) On dit l�opérateur U 2 L(H) est unitaire si

U�U = UU� = I.

C�est-à-dire U�1 = U�.

Exemple 3.2.3 Soit A l�opérateur dé�ni sur L2 [0; 1] par:

Af (x) = f (1� x) .
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3.2. Autres classes des opérateurs

On calcul l�adjoint de A, pour tous f; g 2 L2 [0; 1]. On a

hAf; gi = hf (1� x) ; g (x)i

=
1R
0

f (1� x) g (x)dx

=
1R
0

f (y) g (1� y)dy

=
1R
0

f (x) g (1� x)dx.

(On prend y = 1� x d�où dy = �dx).
Donc

A�f (x) = f (1� x) .

Maintenant, on véri�e que A est unitaire.

On a

A�Af (x) = A�f (1� x) = f (x) ,

et

AA�f (x) = Af (1� x) = f (x) .

D�où

A�A = AA� = I.

Donc A est unitaire.

Dé�nition 3.2.5 (Opérateur isométrie) On dit A 2 L(H) est un opérateur isométrie
(ou isométrique). Si

A�A = I.

Ou bien,

kAxk = kxk ;8x 2 H.

Exemple 3.2.4 L�opérateur de shift

S : l2 ! l2; S (x1; x2; :::) = (0; x1; x2; :::) ,
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3.2. Autres classes des opérateurs

est un opérateur isométrie.

En e¤et, on a

S� (x1; x2; :::) = (x2; x3;:::) ,

et

S�S (x1; x2; :::) = (x1; x2;:::) .

Donc S�S = I, c�est-à-dire S est isométrie.

Dé�nition 3.2.6 (Opérateur projection) Soit P 2 L(H) on dit que P projection si

P 2 = P .

Dé�nition 3.2.7 (Projection orthogonale) Un opérateur P 2 L(H) est dit projection
orthogonale si

P 2 = P = P �.

Exemple 3.2.5 Soit l�opérateur T dé�ni par:

T : R3 ! R3; T (x; y; z) = (x; 0; z) .

L�opérateur T est projection orthogonale.

En e¤et, on peut véri�er que

T � (x; y; z) = (x; 0; z) .

Et

T 2 (x; y; z) = T (T (x; y; z))

= T (x; 0; z)

= (x; 0; z)

= T (x; y; z) .

Donc

T 2 = T = T �.

C�est-à-dire T est un projection orthogonale.
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3.2. Autres classes des opérateurs

Dé�nition 3.2.8 (Opérateur anti-hermitien) Un opérateur T 2 L(H) est dit anti-
hermitien si

T � = �T .

Exemple 3.2.6 Soit T = iI d�où T � = �iI. Donc T � = �T . i.e., T est dit anti-hermitien.

3.2.3 Opérateur intégral linéaire

Dé�nition 3.2.9 Un opérateur intégral linéaire A est un opérateur qui admet une formu-

lation de la forme suivante:

(A')x =

bZ
a

K (x; t)' (t) dt.

La fonction K étant appelée noyau de l�opérateur A.

Remarque 3.2.2 Si K est une fonction continue de [a; b]� [a; b], l�opérateur A est appelé
opérateur intégral à noyau continu K.

Proposition 3.2.2 Soit A un opérateur intégral dé�ni à partir d�un noyau K continu sur

[a; b]� [a; b] à valeurs complexes, par la formule suivante:

8x 2 [a; b] , (A')x =
bZ

a

K (x; t)' (t) dt.

Alors, l�opérateur A admet un unique opérateur adjoint A� pour le produit scalaire usuel de

L2 ([a; b]). Pour tout x 2 [a; b],

(A� )x =

bZ
a

K (t; x) (t) dt.

Preuve. Pour ' et  deux fonctions de C([a; b]), on a

hA'; i =

bZ
a

A' (x) (x) dx

=

bZ
a

8<:
bZ

a

K (x; t)' (t) dt

9=; (x)dx.
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3.3. Les opérateurs normaux

En vertu du théorème de Fubini relatif aux intégrales doubles, on établit que

hA'; i ==
bZ

a

' (t)

0@ bZ
a

K (x; t) (x) dx

1Adt
= h';A� i .

Il en résulte que l�adjoint A� est dé�ni pour tout x dans [a; b] par:

A� (x) =

bZ
a

K (t; x) (t) dt.

Corollaire 3.2.2 Soit A l�opérateur intégral de noyau K, et A� est l�opérateur intégral de

noyau K�, avec

K� (t; x) = K (x; t).

Corollaire 3.2.3 L�opérateur integral A de noyau K est auto-adjoint si, et seulement si,

le noyau K est symétrique i.e.,

K (x; t) = K (t; x) , 8x; t 2 [a; b] .

3.3 Les opérateurs normaux

Dans cette section on introduit quelques notions de base de la théorie des opérateurs nor-

maux.

3.3.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 3.3.1 On dit que T 2 L(H) est un opérateur normal si T commute avec son

adjoint i.e.,

T �T = TT �.

Exemple 3.3.1 La multipliquation T' par une fonction mesurable bornée ' est un opéra-

teur normal sur L2 ([0; 1]).
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3.3. Les opérateurs normaux

En e¤et, on a

(T'f) (t) = f (t)' (t) ,

où ' 2 C ([0; 1]), f 2 L2 ([0; 1]).
On a

hT'f; gi = h' (t) f (t) ; g (t)i

=
D
f (t) ; ' (t)g (t)

E
.

Donc �
T �'g

�
(t) = ' (t)g (t) ,

c�est-à-dire

T �' = T'.

D�où,

T �'T' = T'T
�
'.

L�opérateur T' est un hermitien (auto-adjoint) s�il la fonction ' est réelle.

Proposition 3.3.1 Soit T 2 L(H), les assertions suivantes sont équivalentes

1. T est normal;

2. kTxk = kT �xk pour tout x 2 H;

3. Dans le cas complexes, les parties réelles et imaginaires de T commutent.

Preuve. Pour x 2 H, alors

kTxk2 � kT �xk2 = hTx; Txi � hT �x; T �xi

= h(T �T � TT �)x; xi .

Donc l�équivalence de 1 et 2.

On pose T = A+ iB, tel que A = Re (T ) et B = Im (T ), on a T � = A� iB, et

T �T � TT � = 2i (AB �BA) .

D�où, T �T = TT � si et seulement si AB = BA.
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3.3. Les opérateurs normaux

Corollaire 3.3.1 Si T 2 L(H) est normal, on a

ker (T ) = ker (T �) .

Proposition 3.3.2 Soit T 2 L(H) un opérateur normal, on a

1. L�opérateur aT est aussi normal pour tout a 2 C.

2. L�opérateur T n est normal pour tout n 2 N�.

Preuve. 1. Nous avons

(aT ) (aT )� = aaTT �,

et

(aT )� (aT ) = aaT �T .

Piusque T est normal, d�où il sont égaux.

2. T est normal, d�où TT � = T �T

) (TT �)n = (T �T )n

) T n (T �)n = (T �)n T n

) T n (T n)� = (T n)� T n.

C�est -à-dire T n est normal pour tout n 2 N� .

Corollaire 3.3.2 Soit P unpolynôme et T un opérateur normal. Alors, P (T ) est aussi

normal.

Remarque 3.3.1 .

T n normal; T normal.

En e¤et, soit T =

0@ i 2

0 �i

1A. On a T 2 =
0@ �1 0

0 �1

1A est normal, mais T n�est pas

normal.

Proposition 3.3.3 Soit T 2 L(H) un opérateur normal, on a
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3.3. Les opérateurs normaux

ker (T )� Im (T ) = H.

Preuve. On sait que :

ker (T �) = (ImT )? .

D�où

(ker (T �))? =
�
(ImT )?

�?
= (ImT ).

Donc

H = ker (T �)� (ker (T �))?

= ker (T )� Im (T ).

Proposition 3.3.4 (Inverse d�un opérateur normal ) Soit T 2 L(H) un opérateur
normal et inversible d�inverse T�1. Alors, T�1 est aussi normal.

Preuve. On a �
T�1

��
T�1 = (T �)�1 T�1

= (TT �)�1 = (T �T )�1 (car T normal)

= T�1 (T �)�1 = T�1
�
T�1

��
.

Donc T�1 est un opérateur normal.

Proposition 3.3.5 Pour tout U est unitaire. L�opérateur U�TU est normal si et seulement

si T est normal.

Preuve. On a

(U�TU)� (U�TU) = U�T �TU ,

et

(U�TU) (U�TU)� = U�TT �U .

On remarque que T �T = TT � si et seulement si U�TU est normal.
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3.3. Les opérateurs normaux

Proposition 3.3.6 Soit T 2 L(H) un opérateur inversible, les assertions suivantes sont
équivalentes

i. T est normal.

ii. T�1T � ( ou T �T�1) est unitaire.

iii. Il existe un opérateur unitaire U tel que: T � = UT .

Preuve. Motrons que

1) i )ii On a �
T�1T �

�� �
T�1T �

�
= T

�
T�1

��
T�1T �

= TT�1
�
T�1

��
T � = I

�
TT�1

��
= I .

2) ii)iii clair. 3)

iii )i Pour tout x 2 H, on a
kT �xk2 = kUTxk2

= hUTx; UTxi = hTx; U�UTxi = kTxk2 .

Donc, T est normal.

3.3.2 Théorie spectrale des opérateurs normaux

Proposition 3.3.7 Soit T 2 L(H) un opérateur normal. Alors,

1. Si Tx = �x, tel que � 2 C et x 2 H. Alors, T �x = �x .

2. Deux espaces propres de T associé à des valeurs propres distincts sont orthogonaux.

Preuve. 1. Si Tx = �x alors (T � �I)x = 0. i.e., x 2 ker (T � �I) ce qui implique que

x 2 Ker
�
T � � �I

�
. D�où T �x = �x .

2. Soit � autre valeur propre de T et y un vecteur propre associé.
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3.3. Les opérateurs normaux

On a

(hTx; yi = hx; T �yi) ) (h�x; yi = hx; �yi)

) (� hx; yi = � hx; yi)

) (�� �) hx; yi = 0

) hx; yi = 0

) x ? y.

Proposition 3.3.8 Le rayon spectral d�un opérateur normal T 2 L(H) véri�e

r (T ) = kTk .

Preuve. On suppose d�abord que T est auto-adjoint. On a kT 2k = kTk2 et par
récurrence sur n l�on obtient pour tout n 2 N la relation



T 2n

 = kTk2n, il vient
r (T ) = lim

n!1



T 2n

2�n = kTk .
On revient au cas normal, l�élément TT � est auto-adjoint et il s�ensuit que l�on a,

r (T ) = lim
n!1

kT nk
1
n

= lim
n!1

q
kT n (T n)�k

1
n

= lim
n!1

q
k(TT �)nk

1
n

=
p
r (TT �)

=
p
kTT �k = kTk .

Proposition 3.3.9 ([14]) Le spectre résiduel d�un opérateur normal est vide.

Dans le résultat suivant, nous présentons certaines caractérisations du spectre continu

d�un opérateur normal borné.
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3.3. Les opérateurs normaux

Théorème 3.3.1 Soit T 2 L(H) un opérateur normal, les assertions suivantes sont équiv-
alentes

i) � 2 �c (T )
ii) � 2 � (T ) n �p (T )
iii) T � �I est injectif, et l�image de (T � �I) (H) n�a pas fermée.

Preuve. ii) =) i) puisque � 2 � (T ) n�p (T ), alors T � �I est injectif; mais ne pas

surjectif. Supposons que l�image (T � �I) (H) n�est pas dense dans H, alors il existe z 2
(T � �I) (H)?. Par conséquent nous avons,

z 2 (T � �I) (H)? = ker
�
T � � �I

�
= ker (T � �I) .

D�où contradiction, donc nous concluons que � 2 �c (T ).
i) =) iii) est évidente à partir de la dé�nition du spectre continu.

iii) =) ii) on a T � �I est injectif, alors � =2 �p (T ). Supposons que � 2 �p (T ), alors il
existe un opérateur ( invérsible ) S 2 L(H) tel que S (T � �I)x = x, pour tout x 2 H.
En particulier nous avons,

1

kSk kxk � k(T � �I)xk ;8x 2 H.

D�où (T � �I) (H) est complet et fermée dans H, qui est une contradiction.

Nous concluons que � 2 � (T ) n �p (T ).

Proposition 3.3.10 ([8]) Le spectre d�un opérateur normal est égale à le spectre approxi-

matif, i.e.,

� (T ) = �ap (T ) .

Corollaire 3.3.3 Soit T 2 L(H) un opérateur normal.

Alors,

� (T ) = �p (T ) [ �c (T ) = �ap (T ) .

Le théorème ci-dessous a été établie par M. Akkouchi dans [1].

Théorème 3.3.2 (voir [1]) Soit H est un espace de Hilbert complexe, soit T 2 L(H) un
opérateur normal et � 2 C. On a
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3.3. Les opérateurs normaux

1. � (T ) = f� 2 C : Im (T�) = Hg.

2. �p (T ) =
n
� 2 C : Im (T�) 6= H

o
.

3. �c (T ) =
n
� 2 C : Im (T�) = H et Im (T�) 6= H

o
.

4. �r (T ) = �.

3.3.3 Le théorème de Fuglede-Putnam

Dans ce paragraphe on s�intéresse au théorème classique et très importont dans la théorie

d�opérateurs bornés et non bornés avec toutes ses applications à savoir le théorème de

Fuglede-Putnam. Beaucoup des auteurs travaillent sur ce théorème. Après la preuve de

Fuglede et Putnam, Rosenblum a donné une preuve simple en utiisant le théorème de Liou-

ville. Berberian a donné une autre preuve avec une matrice qui fait l�équivalance entre celle

de Fuglede et Putnam.

La version classique du théorème dans le cas borné est la suivante:

Théorème 3.3.3 ([11]) (Fuglede - 1950) Soient A et N deux opérateurs bornés sur un

Hilbert H, tels que AN = NA où N est normal. Alors,

AN� = N�A.

En 1951 Putnam a fait la généralisation au cas de deux opérateurs normaux i.e.,

Théorème 3.3.4 ([23]) (Putnam - 1951) Soient A;M;N trois opérateurs bornés sur un

Hilbert H, avec N;M sont normaux et

MA = AN .

Alors,

M�A = AN�.

Preuve. La preuve suivante est à M.Rosenblum. Supposons que S 2 L (H) et posons
V = S � S�, on dé�nit

Q = exp (V ) =
1P
n=0

1

n!
V n.
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3.3. Les opérateurs normaux

Alors, V � = �V donc Q� = exp (V �) = exp (�V ) = Q�1.

D�où Q est unitaire, la conséquence dont nous avons besoin est que kexp (S � S�)k = 1
pour tout S 2 L (H).
D�autre part, on a MA = AN d�où par récurrence, alors MkA = ANk pour tout k 2 N.

D�où exp (M)A = A exp (N) ou bien,

A = exp (�M)A exp (N) .

Posons U1 = exp (M� �M) et U2 = exp (N �N�), puisque M et N sont normaux il s�enuit

que exp (M�)A exp (�N�) = U1AU2 et kU1k = kU2k = 1, d�où

kexp (M�)A exp (�N�)k � kAk .

Maintenant, on dé�nit

F (�) = exp (�M�)A exp (��N�) ,

tel que � 2 C.
Les hypothèses du théorème sont véri�ées avec �M et �N à la place de M et N donc

implique que kF (�)k � kAk pour � 2 C. Alors, F est une fonction bornée analytique à

valeur dans L (H).
D�aprés le théorème de Liouville F

0
(�) = 0 on a

F
0
(�) =M� exp (�M�)A exp (��N�) + exp (�M�)A (�N�) exp (��N�) .

Pour � = 0, F
0
(0) = 0.

D�où,

M�A = AN�.

Remarque 3.3.2 La preuve précédente a été donné par Rosenblum en 1958.

En 1959 Berberian a remarqué l�équivalence entre les deux version celle de Fuglede et

l�autre de Putnam. Cette relation est donnée par la matrice suivante:
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Soient T =

0@ M 0

0 N

1A et S =

0@ 0 A

0 0

1A deux matrices d�opérateurs dé�nies sur

H �H où M et N normaux.

Alors, T est normal et on a

TS = ST .

La version de Fuglede donne alors,

T �S = ST �.

En écrivant les coe¢ cient de ces deux dernière matrices on trouve la version de Putnam.

Remarque 3.3.3 Les hypothèses du théorème précédent n�impliquent pas queMA� = A�N .

Lorsque M et N sont auto-adjoints et A normal, si

M =

0@ 1 0

0 �1

1A ; N =

0@ 0 1

1 0

1A and A =

0@ 1 1

�1 1

1A .
Alors, MA = AN mais MA� 6= A�N .

3.4 Les opérateurs compacts

Parmi tous les opérateurs bornés, on peut distinguer une classe importante d�opérateurs,

dont les propriétés sont le plus proches de celles des opérateurs linéaires dans un espace de

dimension �nie c�est la classe des opérateurs compacts.

3.4.1 Dé�nitions et propriétés

Nous commençons d�abord par rappeler la dé�nition et quelques propriétés des opérateurs

compacts. Soient E et F deux espaces normés. On désigne par K (E;F ) l�ensemble des

opérateurs compacts et on pose K (E) = K (E;E).

Dé�nition 3.4.1 (Compacité) Soit X un ensemble d�un espace normé E, X est dit com-

pact si de tout recouvrement de X par des ouverts de X on peut extaire un sous-recouvrement

�ni i.e.,
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3.4. Les opérateurs compacts

8Vj; j 2 J (ouverts);X �
S
j2J

Vj;9Vjk ; jk = 1; 2; :::; n tel que X �
nS
k=1

Vjk .

Dé�nition 3.4.2 Un sous ensemble d�un espace normé est dit relativement compact si son

adhérence est compacte.

Dé�nition 3.4.3 (Opérateur compact) Soit T 2 L(E;F ) , on dit que T est un opéra-
teur compact s�il envoie tout ensemble borné dans E à un ensemble relativement compact

dans F .

Dé�nition 3.4.4 On dit T 2 L(E;F ) est un opérateur compact s�il transforme la boule
unité BE de E en une partie relativement compacte de F .

Dé�nition 3.4.5 (Critère de compacité) L�opérateur T est compact, si et seulement si

pour toute suite bornée (xn)n�1 � E, la suite (Txn)n�1 admet que sous suite convergente

dans F .

Exemple 3.4.1 Soit T 2 L(E;F ), si E ou F est dimension �nie. Alors, T est un opéra-

teur compact car

� Si dimE = n, alors dimT (E) � n. Soit BE la boule unité de E, alors T (BE) est

borné de T (E) donc relativement compact dans T (E).

� Si dimF = n, alors T (BE) est borné de F il s�en suit que T (BE) est compact dans

F .

Proposition 3.4.1 Soient A;B 2 L(E;F ) deux opérateurs compacts et � 2 |. Alors,

A+B, �A sont des opérateurs compacts.

Preuve. Soit BE la boule unité de E et soit (A+B) (BE) l�image de BE par A + B.

Soit (xn)n une suite de BE, alors 9 (xnk) � (xn)n telle que lim
k!+1

Axnk = a 2 F (puisque A

est compact) et comme B est un opérateur compact on peut extraire de la suite (xnk) une

suite
�
yn

k
0

�
telle que lim

k0!+1
yn

k
0 = b. Alors, lim

k
0!+1

(A+B) yn
k
0 = a + b, ce qui implique

que A+B est compact.
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3.4. Les opérateurs compacts

D�autre part,

A est compact ) 9 (xnk) � (xn)n telle que lim
k!+1

Axnk = a

) lim
k!+1

(�A)xnk = �a

) �A est compact.

Dans le cas particulier où F = C ([a; b]), le théorème suivant d�Arzela-Ascoli est générale-

ment utilisé pour prouver la compacité de T .

Théorème 3.4.1 (Arzela-Ascoli ) Une condition nécessaire et su¢ sante q�une famille

des fonctions continues dé�nies sur l�intervalle compact [a; b], est compacte dans C ([a; b])

est que cette famille est uniformément bornée et équicontinue.

Remarque 3.4.1 Soit G un ensemble, G � C ([a; b]), on dit que G est:

1. uniformément borné, s�il existe une constante M > 0, telle que

j' (x)j �M; 8x 2 [a; b] ;8' 2 G.

2. équicontinu, si 8" > 0;9� > 0 telle que

8' 2 G; j' (x)� ' (y)j < ";8x; y 2 [a; b] , jx� yj < �.

Exemple 3.4.2 Considérons l�opérateur de Volterra

V : L2 [0; 1]! C [0; 1] ; V f (x) =
xR
0

f (t) dt.

Alors, T est un opérateur compact.

En e¤et, soit

B (0; 1) =
�
f 2 L2 [0; 1] ; kfk � 1

	
.

On va montrer que V B (0; 1) est relativement compact dans C [0; 1].

On utilisé le théorème d�Arzela-Ascoli.

i) V B (0; 1) est uniformément borné, car

kV fk1 = sup
x2[0;1]

���� xR
0

f (t) dt

���� .
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3.4. Les opérateurs compacts

Puisque ���� xR
0

f (t) dt

���� �
1R
0

jf (t)j dt

= kfkL1[0;1]
� kfkL2[0;1] .

D�où

kV fk1 � 1.

ii) V B (0; 1) est équicontinu, car 8x; y 2 [0; 1] on a

jV f (y)� V f (x)j =
���� yR
0

f (t) dt�
xR
0

f (t) dt

����
=

���� yR
x

f (t) dt

����
�

yR
x

jf (t)j dt

�
�

yR
x

jf (t)j2 dt
� 1

2
�

yR
x

dt

� 1
2

� jy � xj
1
2 .

Donc l�ensemble V B (0; 1) est relativement compact, d�où V est compact.

Théorème 3.4.2 Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.

Preuve. En e¤et, si on désigne par

B (0; 1) = fx 2 E, kxk � 1g .

Alors, T (B (0; 1)) est relativement compact d�où

kTxk � C;8x 2 B (0; 1) .

Alors, T est borné.

Réciproquement, l�opérateur indentique I de E dans E est borné, mais il n�est pas com-

pact car I (B (0; 1)) = B (0; 1), n�est pas relativement compacte sauf si E est de dimension

�nie.
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Proposition 3.4.2 ([3]) Une combinaison linéaire T = �T1+�T2 des opérateurs compacts

est un opérateur compact, pour tous �, � 2 |.

Proposition 3.4.3 Soient A 2 L(E;F ) et B 2 L(F;G). Si A ou B est compact , alors

BA est compact.

Preuve. Si A est compact, alors, pour tout borné M � E, A (M) est compact. Or,

l�image d�un compact par une application continue est compacte, donc, B (A (M)) est com-

pact. Il résulte que BA (M) � B
�
A (M)

�
est relativement compacte.

Si B est compact, alors, pour tout bornéM � E, A (M) est aussi borné et donc BA (M)

est relativement compacte.

Théorème 3.4.3 ([7]) Soit E un espace normé et F un espace de Banach, et soit (Tn)n

une suite d�opérateurs compacts de E dans F . Si

lim
n!1

kTn � Tk = 0.

Alors, T est compact.

Théorème 3.4.4 Soit T un opérateur borné de E dans F , à image T (E) de dimension

�nie. Alors, T est compact.

Preuve. En e¤et, car l�opérateur T transforme tout ensemble borné G de E à un

ensemble borné T (G) dans un espace de dimension �nie. Ce qui implique queT (G) est un

ensemble relativement compact.

Théorème 3.4.5 ([3]) Soit T 2 K (E), alors l�image par T de toute suite de E faiblement
convergente est une suite fortement convergente.

Corollaire 3.4.1 Soit (ek)k2N une suite orthonormée dans H. Si T 2 K (H), alors

lim
k!1

kTekk = 0.

Preuve. Pour tout x 2 H la série
P
k

jhx; ekij2 est convergente et son terme général
hx; eki tend vers 0 lorsque k tend vers l�in�ni. Cela traduit le fait que la suite(ek)k2N est
faiblement convergente vers 0, le théorème précédent permet de conclure.

Un exemple important d�opérateurs compacts est donée par le théorème qui suit.
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Théorème 3.4.6 ([8]) Soient H un espace de Hilbert séparable et (en) une base hilbertienne

de H. Soit � = (�n) une suite bornée dans C. Alors, l�opérateur de multiplication par �

dé�ni par:

T�en = �nen,

est compact si, et seulement si,

lim
n!1

�n = 0.

3.4.2 L�opérateur de rang �ni

Dé�nition 3.4.6 On dit qu�un opérateur T 2 L(E;F ) est de rang �ni si

dim Im (T ) <1.

Exemple 3.4.3 Sur l�espace de Hilbert L2 ([0; �] ; dx) l�opérateur T dé�ni par:

Tf (x) =
�R
0

cos (x� t) f (t) dt, pour f 2 L2 ([0; �] ; dx) ,

est manifestement un opérateur linéaire continu et l�expression

Tf (x) =

�
�R
0

cos (s) f (s) ds

�
cosx+

�
�R
0

sin (s) f (s) ds

�
sin x,

montre que l�image de T est un sous-espace de dimension deux. L�opérateur T est donc

de rang �ni égal à 2.

Remarque 3.4.2 Il est clair qu�un opérateur borné de rang �ni est compact.

Corollaire 3.4.2 Soit (Tn) une suite d�opérateurs bornés de rang �nis de E dans F et soit

T 2 L(E;F ) tels que
lim
n!1

kTn � Tk = 0.

Alors, T est compact.

Proposition 3.4.4 Soient A;B 2 L(E;F ) deux opérateurs de rang �ni et � 2 |. Alors,
A+B, �A sont des opérateurs de rang �ni.
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Preuve. Posons dimA (E) = n1 et dimB (E) = n2, alors

dim (A+B) (E) � n1 + n2,

et

dim (�A) (E) � n1.

Ce qui implique A+B et �A sont des opérateurs de rang �ni.

Proposition 3.4.5 Si A est un opérateur de rang �ni dans un espace de Hilbert, il en est

de même de A�.

Preuve. Soit H un espace de Hilbert, alors A (H) est dimension �nie dans H.

D�où

H = A (H)� A (H)? .

Soit x 2 A (H)?, ce qui implique que

(hx;Ayi = 0;8y 2 H) ) (hy; A�xi = 0;8y 2 H)

) A�x = 0

) A�
�
A (H)?

�
= f0g

) A� (H) � A� (A (H)) ou dimA� (A (H)) <1.

Ce qui implique que A� est un opérateur de rang �ni.

Théorème 3.4.7 ([3]) Soit T 2 L(E;F ), les assertions suivantes sont équivalentes

1. L�opérateur T est compact;

2. L�opérateur T � 2 L(F 0
; E

0
) est compact;

3. L�opérateur T est limite d�une suite d�opérateurs de rang �ni.
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3.4.3 Spectre d�un opérateur compact

Théorème 3.4.8 Soit A 2 K(E;F ), si � 2 � (A) et � 6= 0. Alors, � est une valeur propre
de A et � (A) est un ensemble borné de C.

Preuve. Nous avons, si ker (I � A) = f0g alors, I � A est inversible.

Soit � 2 � (A) et � 6= 0, d�où A � �I = ��
�
I � A

�

�
est un opérateur compact, ce qui

implique que I � A
�
non injectif, donc � est une valeur propre de A.

Il s�en suit que

8� 2 � (A) ; � 6= 0;9x 6= 0; Ax = �x.

D�où

j�j = kAxk
kxk � kAk ,

ce qui implique que � (A) est une partie bornée de C.

Théorème 3.4.9 Soit A 2 K(E;F ) tel que dimE = 1. Alors, � = 0 est une valeur

spectrale de A. (i.e., 0 2 � (A)).

Preuve. Montrons que � = 0 est valeur spectrale de A.

Supposons le contraire ( 0 =2 � (A)). Alors, A est bijectif et I = AA�1 est compact. D�où

BE est compacte et dimE =1 donc contradiction.

Proposition 3.4.6 Soit T 2 K(H). Si T � �I est surjectif, alors il est injectif.

Pour la réciproque de cette proposition, on a besion du lemme suivant

Proposition 3.4.7 Soit T 2 K(H), si T � �I est injectif. Alors, son image est fermée

dans H.

Preuve. Soient y 2 Im (T � �I) et (yn) une suite de Im (T � �I) qui converge vers y.

On pose

yn = Txn � �xn.

Si (xn) contient une sous-suite bornée, alors T étant compact, (xn) contient aussi une

sous-suite (xnk) telle que (Txnk) converge. Comme

xnk =
Txnk � ynk

�
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la suite (xnk) converge vers un élément x qui véri�e Tx� �x = y.

Si (xn) ne contient aucune sous-suite bornée, la suite kxnk tend vers l�in�ni avec n.
Posons zn = xn

kxnk , il vient

kznk = 1 et lim
n!1

(T � �I) zn = 0.

Comme T est compact, (zn) contient une sous-suite (znk) telle que (Tznk) converge. On en

déduit que la suite (znk) est convergente et si z est sa limite, on aura kzk = 1 et Tz��z = 0.
Ce qui contredit l�hypothèse T � �I est injectif.

Théorème 3.4.10 (Alternative de Fredholm [14]) Soit T 2 K(H). Alors,

a) ker (I � T ) de dimension �nie

b) Im (I � T ) est fermé, et plus précisément

Im (I � T ) = ker (I � T �)? .

c) ker (I � T ) = f0g () Im (I � T ) = H

d) dimker (I � T ) = dimker (I � T �)

Les résultats précédents se résument comme suite:

Théorème 3.4.11 ([14]) Soit T 2 K(H). Alors, on a

1. 0 2 � (T ).
2. � (T ) n f0g = �p (T ) n f0g.

Théorème 3.4.12 ([20]) Soit T 2 K(H), si (�n) est suite de valeurs propres de T . Alors,

i) Ou bien cette suite est �nie,

ii) Ou bien elle tend vers 0 quand n! +1.

Corollaire 3.4.3 Soit T 2 K(H), l�ensemble � (T ) est dénombrable et s�il est in�ni on peut
indexer les élements de � (T ) = f0g est une suite (�n) tends vers 0.

Théorème 3.4.13 ([7]) Soit T 2 K(H). Alors, on a

�ap (T ) n f0g = �p (T ) n f0g .
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On sait que, si T est normal on a � (T ) = �ap (T ), par conséquent nous avons le résultat

suivant.

Corollaire 3.4.4 Soit T 2 L (H) un opérateur normal et compact. Alors,

� (T ) n f0g = �p (T ) n f0g .

3.4.4 Opérateur de Hilbert-Schmidt

Il s�agit de la classe la plus fréquente d�opérateurs compacts dans l�espace de Hilbert.

Dé�nition 3.4.7 Soit H un espace de Hilbert séparable. On dit T 2 L (H) est un opérateur
de Hilbert-Schmidt s�il existe une base hilbertienne (ek)k2N telle que

1P
k=0

kTekk2 <1.

Le nombre

kTkHS =
� 1P
k=0

kTekk2
� 1

2

.

S�appelle la norme de Hilbert-Schmidt de l�opérateur T .

Exemple 3.4.4 Pour un opérateur en dimension �nie T : Cn ! Cn ( de façon équivalente,

pour les matrices n� n),

kTkHS =
� 1P
k=0

tr (T �T )

� 1
2

.

Proposition 3.4.8 Soit T 2 L (H) un opérateur de Hilbert-Schmidt. On a

1) La norme k:kHS ne dépendent pas du choix de la base hilbertienne de H.
2) kT �kHS = kTkHS.
3) On a toujours, kTk � kTkHS.

Théorème 3.4.14 Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Exemple 3.4.5 Considérons l�opérateur integral T : L2 [0; 1]! L2 [0; 1] dé�ni par:

(Tf) (t) =
1R
0

K (t; s) f (s) ds,

avec un noyauK (:; :) 2 L2 ([0; 1]� [0; 1]). Alors, T est un opérateur de Hilbert-Schmidt,

et

kTkHS = kKkL2[0;1] .
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3.5. Les classes de Schatten Sp

3.4.5 Etude spectrale d�un opérateur compact auto-adjoint

Proposition 3.4.9 Soit T 2 L (H) un opérateur auto-adjoint. On pose

m = inf
x2H
kxk=1

hTx; xi et M = sup
x2H
kxk=1

hTx; xi .

Alors, � (T ) � [m;M ], m 2 � (T ) et M 2 � (T ).

Corollaire 3.4.5 Soit T 2 L (H) un opérateur auto-adjoint tel que � (T ) = f0g. Alors,
T = 0.

Théorème 3.4.15 On suppose que H est séparable. Soit T un opérateur auto-adjoint com-

pact. Alors, H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T .

Théorème 3.4.16 Si T 2 L (H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors, il admet une
valeur propre � telle que

j�j = kTk .

Maintenant, nous pouvons énoncer ce qu�on appelle le théorème spectrale pour opéra-

teurs auto-adjoints compacts sur un espace Hilbert séparable.

Théorème 3.4.17 Soient H est un espace de Hilbert séparable de dimension in�nie et

T 2 L (H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors, il existe une base orthonormée fengn2N
de H et une suite de réells (�n)n2N telle que

Ten = �nen pour tout n 2 N tel que lim
n!1

�n = 0,

et pour tout x 2 H,
Tx =

P
n2N

�n hx; eni en.

3.5 Les classes de Schatten Sp

3.5.1 Les valeurs singulières des opérateurs compacts

Dans ce paragraphe nous dé�nissons les valeurs singulières d�un opérateur compact, agissant

sur un espace de Hilbert séparable H.
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3.5. Les classes de Schatten Sp

Dé�nition 3.5.1 Soit T 2 L (H) un opérateur compact, on dé�nit les valeurs singulières
de T par

sn (T ) := �n (jT j) =
p
�n (T �T ) ; n 2 N�,

i.e.; les valeurs singulières de T sont les valeurs propres de l�opérateur jT j = (T �T )
1
2 .

En particulier, s1 (T ) = kTk.

Proposition 3.5.1 ([14]) Soit T 2 L (H) est un opérateur compact. Alors, il existe dans
H deux systémes (�n)n et ( n)n orthonormaux tels que

T =
1P
n=1

sn h:; �ni n,

où (sn)n est la suite des valeurs singulières de T .

Corollaire 3.5.1 (Expression de l�adjoint) Soit T 2 L (H) un opérateur compact, on a

T � =
1P
n=1

sn h:;  ni�n.

Preuve. En e¤et, on a 8f; g 2 H ,

hTf; gi =
1P
n=1

sn hf; �ni h n; gi

=

�
f;

1P
n=1

sn hg;  ni�n
�

= hf; T �gi .

Donc, T �g =
1P
n=1

sn hg;  ni�n.

On donne ci-dessous quelques propriétés des valeurs singulières.

Proposition 3.5.2 Les valeurs singulières d�un opérateur compact T 2 L (H) sont égale-
ment données par les deux formules suivantes

1) sn+1 = min
g1;::::;gn

max fkTfk ; kfk = 1 et hf; gki = 0; k = 1; ::::::; ng.
2) sn = inf fkT � Fk ; F 2 Fng.
où Fn est la classe des opérateurs de rang stictement plus petit que n, dé�nis de l�espace

H dans lui même.
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3.5. Les classes de Schatten Sp

Proposition 3.5.3 Soit T 2 L (H) un opérateur compact, et soit A 2 L (H). Alors

sn (AT ) � kAk sn (T ) .

Preuve. On a

sn (AT ) = min
g1;::::;gn�1

max fkATfk ; kfk = 1 et hf; gki = 0; k = 1; ::::::; n� 1g

� kAk min
g1;::::;gn�1

max fkTfk ; kfk = 1 et hf; gki = 0; k = 1; ::::::; n� 1g

= kAk sn (T ) .

Proposition 3.5.4 Soit (Ak) une suite d�opérateurs compacts convergent vers un opérateur

A pour la norme d�opérateurs. On a pour tout n 2 N,

lim
k!1

sn (Ak) = sn (A) .

Preuve. On a pour touts n; k 2 N

jsn (Ak)� sn (A)j � kAk � Ak .

Ainsi, lim
k!1

sn (Ak) = sn (A).

3.5.2 Propriétés des classes de Schatten Sp

Dans ce paragraphe nous introduisons les classes de Schatten Sp, pour P > 0. Nous nous

référons essentiellement au livre de Zhu (voir [30]).

Dé�nition 3.5.2 On dit qu�un opérateur compact T dé�ni sur un espace de Hilbert H est

de Schatten de classe p, 0 < p <1, autrement dit T 2 Sp, si la suite des valeurs singulières
qui lui associée (sn)n est dans lp ( i.e.;

P
n

spn <1 ).
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3.5. Les classes de Schatten Sp

Pour tout opérateur T de Sp, on pose

kTkSp =
�P
n�1

spn

� 1
p

= k(sn)nklp .

Remarque 3.5.1 Cette expression dé�nit une norme sur Sp, pour 1 � p < 1 et une

quasi-norme pour 0 < p < 1.

On donne ci dessous quelques propriétés sur les classes Sp.

Proposition 3.5.5 Soit A 2 L (H) un opérateur compact.

a) Si p � 1, l�opérateur T appartient à la classe Sp si seulement si,P
jhT'i;  iij

p <1,

pour tout choix ('i)i , ( i)i des systémes orthonormaux de H.

De plus, on a

kTkSp = sup
(�P

i

jhT'i;  iij
p

� 1
p

)
,

où le sup est pris sur tous les systémes orthonormaux ('i)i , ( i)i de H.

b) Si p = 1 et si T est positif alors, pour toute basse orthonormale ('i)i de H, on a

kTkS1 =
P
i

jhT'i; 'iij
p .

Cette somme est en particulier convergente indépendamment du choix de la basse ('i)i.

c) Si 0 < p � 1 et si, de plus, T est un opérateur positif tel que, pour une certaine base
orthonormale ('i)i de H , on a

P
i

jhT'i; 'iij
p <1,

alors, T 2 Sp et kTkpSp �
P
i

jhT'i; 'iij
p.

Proposition 3.5.6 (voir [30]) Soient T un opérateur compact sur un espace de Hilbert H

et p � 1. Alors, T 2 Sp si seulement si,

(T �T )
p
2 2 S p

2
.
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De plus,

kTkpSp = kT
�Tk

p
2

S p
2
.

Proposition 3.5.7 La classe Sp est un idéal dans l�algèbre des opérateurs bornés. De plus,

si A et B sont deux opérateurs bornés et T 2 Sp. Alors,

kATBkSp � kAk kTkSp kBk .

3.6 Exercices

Exercice 3.6.1 On dé�nit l�opérateur T sur l�espace L2 [0; 1] comme suit:

Tf (x) =
1R
0

K (x; t) f (t) dt;

où K (:; :) 2 C ([0; 1]� [0; 1]) à valeurs réels.

Montrer que T est auto- adjoint si et seulement si K (x; t) = K (t; x).

Exercice 3.6.2 Soit H un espace de Hilbert avec (en)
1
n=1 une base orthornormale et

g : N! C une fonction bornée. On considère l�opérateur T dé�nit par:

Tx =
1P
n=1

g (n) hx; eni en; x 2 H.

1. Déterminer l�adjoint deT .

2. Montrer que:

a) T auto- adjoint si g est réelle.

b) T positif si g est positive.

c) T unitaire si jg (n)j = 1.

Exercice 3.6.3 Soit H est un espace de Hilbert et A 2 L(H) satisfait:

1. (A� iI) est inversible.

2. (A+ iI) (A� iI)�1 isométrie.

Montrer que l�opérateur A est auto-adjoint.
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Exercice 3.6.4 Soit H est un espace de Hilbert et A 2 L(H) satisfait:

1. (A� I) est inversible.

2. A est unitaire.

Montrer que l�opérateur i (A+ I) (A� I)�1 est auto-adjoint.

Exercice 3.6.5 Soit A 2 L(H) un opérateur positif tel que kAk � 1.

1. Montrer que l�opérateur B = I � A est positif.

2. Montrer que kBk � 1.

Exercice 3.6.6 Soit A 2 L(H) tel que kTk � 1.

1. Démontrer que si x 2 H, alors Tx = x si et seulement si hTx; xi = kxk2.
En déduire que ker(I � T ) = ker (I � T �).

2. Démontrer que (Im (I � T ))? = ker (I � T ) et en déduireH = ker (I � T )�Im (I � T ).

3. On pose, pour n � 1,
Tn =

I + T + :::+ T n

1 + n
.

Montrer que pour tout x 2 H, lim
n!+1

Tnx = Px où P est la projection orthogonale sur

ker (I � T ).

Indication. On considérera successivement les cas x 2 ker (I � T ), x 2 Im (I � T ) et

x 2 Im (I � T ).

Exercice 3.6.7 1. Montrer que si T est un opérateur auto- adjoint, alors kT nk = kTkn

pour tout n 2 N.

2. En déduire que r (T ) = kTk.
3. Montrer que si T est un opérateur normal, on a r (T ) = kTk.

Exercice 3.6.8 Soit T 2 L(H) un opérateur normal, on pose T = A+ iB.

1. Montrer que T est inversible si et seulement si, A2 +B2 est inversible.

2. Justi�er que T�1 = T � (A2 +B2)
�1.
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Exercice 3.6.9 Montrer qu�un opérateur A 2 L(H) est compact si et seulement si, l�application
S 7! SAS de L(H) dans lui-même est compacte.

Exercice 3.6.10 Montrer que dans un espace normé de dimension in�nie, si un opérateur

compact est inversible, alors son inverse n�est pas borné.

Exercice 3.6.11 Soit A 2 L(H).

1. Montrer que si A�A est un opérateur compact alors A est un opérateur compact.

2. En déduire que A est compact si et seulement si A� est compact.

Exercice 3.6.12 Soit A l�opérateur linéaire dé�ni dans l2 par:

Ax1 = 0 et Axn =
xn�1
n� 1 ;8n 2 N

�,

où (xn)n2N 2 l2 .

montrer que cet opérateur est compact et que son spectre discret est vide.

Exercice 3.6.13 Soit H un espace de Hilbert complexe et T 2 L(H). On dira que T est

une isométrie partielle si,

8x 2 ker (T )? ; kTxk = kxk .

(1) Montrer que si T est une isométrie partielle, alors l�image de T est fermée.

(2) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) T est une isométrie partielle;

(b) TT �T = T ;

(c) TT � est une projection orthogonale;

(d) T �T est une projection orthogonale.
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Chapitre 4

Image numérique d�un opérateur

4.1 Dé�nitions et propriétés principales

Dé�nition 4.1.1 L�image numérique de T 2 L(H) est l�ensemble W (T ) des nombres com-

plexes dé�ni par

W (T ) = fhTx; xi 2 C : x 2 H; kxk = 1g .

Les propriétés suivantes de W (T ) sont immédiates:

Proposition 4.1.1 Soient T; S 2 L(H), on a

1. W (�I + �T ) = �+ �W (T ).

2. W (T + S) � W (T ) +W (S).

3. W (T �) =
�
�; � 2 W (T )

	
.

Proposition 4.1.2 Pour tout opérateur unitaire U 2 L(H), on a

W (U�TU) =W (T ) .

En particulier, l�image numérique est invariante par équivalence unitaire.

Preuve. On a

W (U�TU) = fh(U�TU)x; xi : x 2 H; kxk = 1g

= fhTUx; Uxi : x 2 H; kxk = 1g .
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4.1. Dé�nitions et propriétés principales

On pose y = Ux, d�où kyk = kUxk = kxk = 1. Alors,

W (U�TU) = fhTy; yi : y 2 H; kyk = 1g

= W (T ) .

Maintenant voici quelques exemples d�image numérique.

Exemple 4.1.1 Dans C2 dé�nissons l�opérateur T par la matrice

T =

0@ 1 0

0 0

1A .
On a

W (T ) =
�
jx1j2 : x1; x2 2 R; jx1j2 + jx2j2 = 1

	
= [0; 1] .

Exemple 4.1.2 On dé�nit l�opérateur S sur l2 par

S (x1; x2; :::) =

�
x1;
1

2
x2;
1

3
x3; :::

�
.

On a

W (S) = ]0; 1] .

La plus importante propriété de l�image numérique est donnée dans le théorème suivant,

démontré pour la première fois par Toeplitz-Hausdor¤.

Théorème 4.1.1 (Toeplitz-Hausdor¤) Soit T 2 L(H), l�image numérique de T est un
sous-ensemble convexe de C.

Preuve. Soit � et � deux points distincts de W (T ). Alors, il existe x; y 2 Hn f0g tels
que

� =
hTx; xi
kxk2

et � =
hTy; yi
kyk2

.

On remplace y par ei�y et on aura

h(T � �I)x; yi
�� �

�

�
T � � �I

�
x; y
�

�� �
2 R.
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4.1. Dé�nitions et propriétés principales

Ce qui implique que

h(T � �I)x; yi+ h(T � �I) y; xi
�� �

=
h(T � �I)x; yi

�� �
�

�
T � � �I

�
x; y
�

�� �

+2Re

�
h(T � �I) y; xi

�� �

�
2 R.

On pose pout tout t 2 R;

' (t) =
hT (x+ ty) ; x+ tyi � � hx+ ty; x+ tyi

(�� �) hx+ ty; x+ tyi

= t
h(T � �I)x; yi+ h(T � �I) y; xi

(�� �) hx+ ty; x+ tyi + t2
hy; yi

hx+ ty; x+ tyi .

La fraction rationnelle ' est donc continue sur R = R[f�1g et prend ses valeurs dans
R. Comme ' (0) = 0 et ' (1) = 1, alors le théorème des valeurs intermédiaires entraîne

que, pour tout � 2 ]0; 1[, il existe t 2 R tel que ' (t) = � . On a donc

(1� �)�+ �� = (�� �)' (t) + �

=
hT (x+ ty) ; x+ tyi
hx+ ty; x+ tyi 2 R.

On en déduit que le segment joignant � à � est contenu dans W (T ).

Notre but principal dans ce théorème est de présenter la relation entre W (T ) et � (T ).

Théorème 4.1.2 Soit T 2 L(H), alors � (T ) � W (T ), où W (T ) dénote la fermeture de

W (T ).

Preuve. Soit � 2 �ap (T ) donc 9 (xn) � H; kxnk = 1 et k(T � �I)xnk ! 0. D�après

l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

jh(T � �I)xn; xnij � k(T � �I)xnk ! 0.

Donc hTxn; xni ! �, et par suite � 2 W (T ).

On a alors

�ap (T ) � W (T ).

Ainsi, on a @� (T ) � �ap (T ) � W (T ) et de la convexité W (T ), il s�en suit que

� (T ) � W (T ).
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Proposition 4.1.3 Soit T 2 L(H). On a

�p (T ) � W (T ) .

Preuve. Soit � 2 �p (T ) donc il existe x 2 Hn f0g tel que Tx = �x. Alors,

T

�
x

kxk

�
= �

�
x

kxk

�
)

�
(T � �I)

x

kxk ;
x

kxk

�
= 0

=)
�
T

x

kxk ;
x

kxk

�
= �

�
x

kxk ;
x

kxk

�
=) � =

�
T

x

kxk ;
x

kxk

�
.

Donc � 2 W (T ).

Théorème 4.1.3 Soit T 2 L(H), si � 2 W (T ) ; j�j = kTk. Alors, � 2 �p (T ).

Preuve. Soit � = hTx; xi ; kxk = 1. Alors,

kTxk kxk � kTk = j�j = jhTx; xij � kTxk kxk .

D�où

jhTx; xij = kTxk kxk .

Ce que implique que, il existe � 2 C tel que Tx = �x. Mais, on a

� = hTx; xi = h�x; xi = �.

Donc Tx = �x i.e., � 2 �p (T ).
L�ensemble W (T ) n�est pas toujours fermé (voir l�exemple 4.1.2). En fait, on peut voir

des opérateurs dont les images numériques sont toujours fermées.

Théorème 4.1.4 Soit A une matrice carrée. Alors, W (A) est un fermé de C.

Preuve. Dé�nissons la fonction suivante

f : S ! C; f (x) = hAx; xi ,

où S = fx : kxk = 1g. Il est facile de véri�er que f est continue sur le compact S et que

f (S) =W (A). Il suit que W (A) est un compact.

On peut aussi voir le théorème précédent comme un cas particulier du théorème suivant.
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Théorème 4.1.5 Soit A 2 L(H) un opérateur compact. Si 0 2 W (T ), alors W (A) est

fermé.

Preuve. Si � 2 W (A), alors il existe une suite (xn) � H tel que kxnk = 1 et

hAxn; xni ! �. Puisque B (0; 1) est faiblement compact dans H (puisque l�espace de Hilbert

est un espace ré�exif), il existe une sous-suite (xnk) qui converge faiblement vers x tel que

kxnk � 1. Comme A est compact, alors la suite (Axnk) converge fortement vers Ax. Ainsi,
nous pouvons voir

jhAxnk ; xnki � hAx; xij � jhAxnk ; xnki � hAx; xnkij+ jhAx; xnki � hAx; xij

� kxnkk kAxnk � Axk+ jhAx; xnki � hAx; xij .

Par conséquent la suite (hAxnk ; xnki) converge vers hAx; xi.i.e., � = hAx; xi.
Si � = 0 l�assertion est clair.

Si � 6= 0 il est clair que x 6= 0 alors

�

kxk2
=

�
A

�
x

kxk

�
;
x

kxk

�
2 W (A) ,

car kxk � 1 alors � 2
i
0; 1

kxk2

i
.

Si 0 2 W (A) donc par convexité de W (A), � 2 W (A).i.e., W (A) est fermé.

4.2 Image numérique d�opérateurs auto-adjoints et nor-

maux

Dans cette section, on s�intéresse à quelques propriétés importantes de l�image numérique

d�un opérateur normal ou auto-adjoint.

Théorème 4.2.1 ([17]) L�opérateur T 2 L(H) est un auto-adjoint si et seulement si
W (T ) � R.

Preuve. Si T est auto-adjoint, alors pour tout x 2 H,

hTx; xi = hx; Txi = hTx; xi.
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D�où W (T ) � R.
Inversement, si W (T ) � R, alors hTx; xi 2 R. Donc T est auto-adjoint.
Le théorème suivant donne une condition su¢ sante pour qu�un T opérateur normal.

Théorème 4.2.2 ([17]) Si W (T ) est un segment de droite, alors T est un opérateur nor-

mal.

Preuve. Soit � un point sur le segment de droite ayant une inclinaison �, d�oùW
�
e�i� [T � �I]

�
est inclu dans l�axe des réels. Ainsi, le théorème précédent implique que e�i� [T � �I] est

un opérateur auto-adjoint. On déduit donc, par un calcul simple que T est un opérateur

normal.

Rappelons aussi que l�envoloppe convexe de � (T ), noté Conv f� (T )g est le plus petit
convexe contenant � (T ).

Le théorème suivant montre que l�image numérique d�un opérateur normal est une bonne

approximation de son spectre.

Théorème 4.2.3 ([13]) Soit T 2 L(H) un opérateur normal, on a que

W (T ) = Conv f� (T )g.

Corollaire 4.2.1 Soit m et M deux nombres complexes. Si,

W (T ) = [m;M ] .

Alors,

fm;Mg � � (T ) .

Preuve. Si W (T ) = [m;M ], alors le théorème 4.2.2 implique que T est un opérateur

normal. Ainsi, d�aprés le théorème 4.2.3 W (T ) est l�enveloppe convexe de � (T ), ou encore

[m;M ] =W (T ) = Conv f� (T )g.

Il suit donc que fm;Mg � � (T ).
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4.3 Rayon numérique d�un opérateur

Dé�nition 4.3.1 Le rayon numérique de T 2 L(H) est dé�ni par:

! (T ) = sup
�2W (T )

j�j .

i.e.,

! (T ) = fjhTx; xij : x 2 H; kxk = 1g .

Remarque 4.3.1 On remarque que pour tout x 2 H, on a

jhTx; xij � ! (T ) kxk2 .

Voici quelques propriétés de base souvent utilisées dans le calcul de rayon numérique et

facile à démontrer.

Proposition 4.3.1 Soient T; S 2 L(H). On a

1. ! (T + S) � ! (T ) + ! (S).

2. ! (�T ) = j�j! (T ) pour tout � 2 C.

3. ! (T �) = ! (T ).

4. ! (U�TU) = ! (T ) pour tout un opérateur unitaire U 2 L(H).

Remarque 4.3.2 Le rayon numérique dé�nit une norme sur L(H).

Exemple 4.3.1 Dé�nissons l�opérateur T par la matrice

T =

0@ 0 a

0 0

1A , a 2 C.
Alors,

W (T ) =

�
z 2 C : jzj � jaj

2

�
.

Et

! (T ) =
jaj
2
.

Le théorème suivant montre que ! (T ) et kTk sont deux normes équivalentes.
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Théorème 4.3.1 Soit T 2 L(H). On a

! (T ) � kTk � 2! (T ) .

Preuve. Soit x 2 H tel que kxk = 1. Par l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

jhTx; xij � kTxk kxk

� kTk kxk2

= kTk .

D�où ! (T ) � kTk.
D�autre part, par l�identité de polarisation, on obtient

4 jhTx; yij = jhT (x+ y) ; x+ yi � hT (x� y) ; x� yi
+i hT (x+ iy) ; x+ iyi � i hT (x� iy) ; x� iyij

� ! (T )
�
kx+ yk2 + kx� yk2 + kx+ iyk2 + kx� iyk2

�
= 4! (T )

�
kxk2 + kyk2

�
.

En prenant kxk = kyk = 1, on trouve

4 jhTx; yij � 8! (T ) .

Ce qui implique que

kTk � 2! (T ) .

Théorème 4.3.2 Soit T 2 L(H), si ! (T ) = kTk. Alors,

r (T ) = kTk .

Preuve. Soit ! (T ) = kTk = 1. Alors, il existe une suite (xn) � H tel que kxnk = 1 et
hTxn; xni ! � 2 W (T ) ; j�j = 1.
Par l�inégalité

jhTxn; xnij � kTxnk � 1,

on a kTxnk ! 1.
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D�où

k(T � �I)xnk2 = kTxnk2 � hTxn; �xni � h�xn; Txni+ kxnk2 ! 0.

Donc � 2 �ap (T ) et r (T ) = 1.

Théorème 4.3.3 Soit T 2 L(H), si Im (T ) ? Im (T �). Alors,

! (T ) =
1

2
kTk .

Preuve. Soit x 2 H; kxk = 1. On peut écrire x = x1+x2 où x1 2 ker (T ) et x2 2 Im (T �)
. On sait que Im (T �)

?
= ker (T ).

D�où on a

hTx; xi = hT (x1 + x2) ; x1 + x2i

= hTx2; x1i ,

puisque Tx1 = 0 et hTx2; x2i = hx2; T �x2i = 0.
Donc

jhTx; xij � kTk kx1k kx2k

� 1

2

�
kx1k2 + kx2k2

�
=

1

2
kTk .

Ce qui implique que

! (T ) � 1

2
kTk � ! (T ) .

D�où

! (T ) =
1

2
kTk .

4.4 Exercices

Exercice 4.4.1 Soit H un espace de Hilbert complexe et T 2 L(H). Soit

W (T ) =

�
jhTx; yij
kxk kyk : 0 6= kxk � 1; 0 6= kyk � 1

�
.
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1. Montrer que

kTk = supW (T ) .

2. Montrer que 1
2
kTk � ! (T ) � kTk.

3. Montrer que ! (T 2) � !2 (T ).

4. Supposons que T est normal. Montrer que kTk = ! (T ).

Exercice 4.4.2 Soit A;B 2 L(H) tel que A est un opérateur positif.

Montrer que si AB = BA (A 6= 0). Alors,

W (AB) � W (A)W (B) .

Exercice 4.4.3 On dé�nit les opérateurs A;B par les matrices suivantes

A =

0@ p
3 0

0 1

1A ; B =

0@ 2 5

5 2

1A .
Calculer ! (A) et ! (B).

Exercice 4.4.4 Soit A;B 2 L(H).

1. Montrer que

! (AB) � 4! (A)! (B) .

2. Si AB = BA. Montrer que

! (AB) � 2! (A)! (B) .

Exercice 4.4.5 Soit A 2 L(H) un opérateur isométrie et AB = BA (B 2 L(H)).

Montrer que

! (AB) � ! (B) .
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Exercice 4.4.6 Sur l�espace H = L2 ([0; 1]) on considère l�opérateur de multiplication par

x suivant:

Af (x) = xf (x) .

Déterminer l�image numérique de A.

Exercice 4.4.7 Soit A 2 L(H) un opérateur unitairement diagonalisable.

Montrer que W (A) = co�p (A).
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Chapitre 5

Eléments de correction des exercices

5.1 Exercices du Chapitre 1

Correction de l�exercice 1.3.1

1. Soient P;Q;R 2 R2 [X] et � 2 R. On a

' (P + �Q;R) =
1R
0

(P + �Q) (t)R
0
(t) dt

=
1R
0

P (t)R
0
(t) dt+ �

1R
0

Q (t)R
0
(t) dt

= ' (P;R) + �' (Q;R) ,

et

' (P;Q+ �R) =
1R
0

P (t) (Q+ �R)
0
dt

=
1R
0

P (t)Q
0
(t) dt+ �

1R
0

P (t)R
0
(t) dt

= ' (P;Q) + �' (P;R) .

L�application ' est donc bien une forme bilinéaire sur E.
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2. On calcule successivement

' (1; 1) = 0

' (1; x) =
1R
0

dt = 1

'
�
1; x2

�
=

1R
0

2tdt = 1

' (x; 1) =
1R
0

0dt = 0

' (x; x) =
1R
0

tdt =
1

2

'
�
x; x2

�
=

1R
0

2t2dt =
2

3

'
�
x2; 1

�
=

1R
0

t20dt = 0

'
�
x2; x

�
=

1R
0

t2dt =
1

3

'
�
x2; x2

�
=

1R
0

2t3dt =
1

2
.

Donc

B =

0BBB@
0 1 1

0 1
2

2
3

0 1
3

1
2

1CCCA .
3. La forme bilinéaire ' n�est ni symétrique, ni anti-symétrique puisque sa matrice

représentative n�est ni symétrique, ni anti-symétrique.

Correction de l�exercice 1.3.2

L�application dé�nit une forme bilinéaire symétrique sur E (clair). Pour P 2 E la

quantité

' (P; P ) = 2P (1)P
0
(0) ,

n�est pas nécessairement positive (prendre par exemple P (x) = 2� x) donc ' n�est pas

un produit scalaire.

Correction de l�exercice 1.3.4

L�inégalité de Cauchy-Schwarz dit que,

jhx; yij � kxk kyk , 8x; y 2 Rn.
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En particulier, pour x = (1; 1; :::; 1) et y = (ja1j ; ja2j ; :::; janj), il vient

nP
i=1

jaij �
�

nP
i=1

(1)

� 1
2
�

nP
i=1

a2i

� 1
2

.

L�inégalité voulue s�en déduit.

Correction de l�exercice 1.3.5

Soient x; y 2 E, par hypothèse ' (x+ y; x+ y) et ' (x+ iy; x+ iy) sont des réels.

Comme ' est sesquilinéaire, on en déduit que ' (x; y)+' (y; x) est réel et ' (y; x)�' (x; y)
est imaginaire pure.

Il en résulte facilement que

' (x; y) = ' (y; x) .

Correction de l�exercice 1.3.6

1. La formule s�obtient par un calcul direct utilisant la bilinéarité de '.

En e¤et pour tous u; v 2 E, on a

q (q (u) v � ' (u; v)u) = ' (q (u) v � ' (u; v)u; q (u) v � ' (u; v)u)

= q2 (u)' (v; v)� q (u)' (u; v)' (v; u)

�' (u; v) q (u)' (u; v) + '2 (u; v)' (u; u)

= q2 (u) q (v)� q (u)' (u; v)' (v; u)

�'2 (u; v) q (u) + '2 (u; v) q (u)

= q2 (u) q (v)� q (u)' (u; v)' (v; u)

= q (u) [q (u) q (v)� ' (u; v)' (v; u)] .

2. Si q est dé�nie positive alors le membre de gauche de l�identité de Cauchy est positif

ou nul et donc, pour tous u; v 2 E;

q (u) [q (u) q (v)� ' (u; v)' (v; u)] � 0.

Si u est nul, l�inégalité de Cauchy-Schwarz est trivialement véri�ée.

Supposons u non nul. Alors, q (u) > 0 et l�on déduit encore que pour tout vecteur v 2 E,

q (u) q (v)� ' (u; v)' (v; u) � 0.

L�inégalité de Cauchy-Schwarz est donc également véri�ée.
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5.2 Exercices du Chapitre 2

Correction de l�exercice 2.6.3

Il est clair que l�opérateur T est linéaire.

D�autre part, pour tout f 2 L2 [0; 1], on a

kTfk2 =
1R
0

x2 jf (x)j2 dx

�
1R
0

jf (x)j2 dx = kfk2 .

Cela montre que l�opérateur T est continu sur L2 [0; 1] et que kTk � 1.
Pour n 2 N�, on désigne par fn la fonction caractéristique de l�intervalle

�
1� 1

n
; 1
�
.

On a

kTfnk2 =
1R

1� 1
n

x2dx

�
1R
0

�
1� 1

n

�2
dx

=

�
1� 1

n

�2
kfnk2 .

Il en résulte que, pour tout entier n 2 N�, on a

kTfnk
kfnk

� 1� 1

n
.

On en déduit que kTk = 1.
Correction de l�exercice 2.6.4

L�inégalité triangulaire montre que, pour deux éléments A;B 2 L(H), on a

kAk � kA�Bk+ kBk .

On en déduit alors l�inégalité

jkAn �Bmkj � kAn �Bmk .

Par conséquent, si (An) est une suite de Cauchy, il en sera de même de la suite (kAnk).
Correction de l�exercice 2.6.5
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L�inégalité triangulaire permet d�écrire

kAx� Anxnk � kAk kx� xnk+ kxnk kA� Ank .

Lorsque n ! +1, on trouve kx� xnk ! 0 et kA� Ank ! 0 car la suite (xn), étant

convergente, est bornée et par hypothèse kA� Ank ! 0 (n! +1).
On en déduit alors

kAx� Anxnk ! 0.

Correction de l�exercice 2.6.9

1. (i) La linéarité de T est évidente.

Soit M = sup
n�1

j�nj. Si x = (xn)n 2 l2, alors

kTxk2 =
P
n�1

j�nxnj2

� M2
P
n�1

jxnj2

= M2 kxk2 .

D�où Tx 2 l2 et kTxk �M kxk, ce qui montre queT est continu et que kTk �M .

Soit (en)n�1 la base hilbertienne canonique de l2. Alors, pour tout n � 1,

kTenk = j�nj � kTk .

D�où M � kTk, puis kTk =M .

2. Soit a = inf
n�1

j�nj. On suppose a > 0. Alors,

kTxk2 =
P
n�1

j�nxnj2

� a2 kxk2 .

Donc Tx = 0 implique x = 0; T est injective.

Remarquons d�abord que pour tout n, �n 6= 0. Soit y = (yn)n 2 l2 et x =
�
yn
�n

�
n
. Alors,

pour tout n, on a ���� yn�n
����2 � 1

a2
jynj2 ,

d�où x 2 l2 et Tx = y. Ceci montre que T est surjective et donc inversible et T�1y = x

avec y = (yn)n 2 l2 et x =
�
yn
�n

�
n
.
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3. Supposons �p = 0 pour un entier p. On note ep la suite dont le seul élément non nul

est de rang p et vaut 1. Alors, Tep = 0 et T n�est pas injective. Elle n�est pas non plus

surjective, car il facile de voir que si (xn)n 2 Im (T ) alors xp = 0, si bien que ep =2 Im (T ).
On a

Im (T ) � f (xn)n 2 l2; xp = 0g 6= l2.

Pour montrer que Im (T ) n�est pas dense dans l2, il su¢ t de montrer que f (xn)n 2 l2; xp = 0g
est fermé dans l2. Soit pour cela f : l2 ! C la forme linéaire dé�nie par f ((xn)n) = xp.

Elle est continue, car

jf ((xn)n)j = jxpj � k(xn)nk .

Donc

f (xn)n 2 l2; xp = 0g = ker (f) ,

est fermé dans l2.

Correction de l�exercice 2.6.10

Par l�absurde. S�il existe deux opérateurs linéaires bornés A et B tels que [A;B] = I,

on a

8n 2 N�; [An; B] = nAn�1.

En e¤et si, pour n > 2, on a

An�1B �BAn�1 = (n� 1)An�2.

On en déduit

AnB �BAn = An�1 (AB �BA) +
�
An�1B �BAn�1

�
= An�1 + (n� 1)An�1

= nAn�1.

Or, ce résultat implique que, pour tout n 2 N�,

n


An�1

 =



An�1B �BAn�1




� 2 kAnk kBk

� 2


An�1

 kAk kBk ,
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et par conséquent,

n � 2 kAk kBk .

Ce qui est impossible.

Correction de l�exercice 2.6.11

Soit x 2 E et soit y = (�I � T )�1 x. Puisque �y = x+ Ty, on a

j�j kyk � kxk+ kTk kyk .

Donc, si j�j > kTk, il vient
kyk � kxk

j�j � kTk ,

ce qui montre le résultat désiré.

Correction de l�exercice 2.6.12

(1) Soit (fn; T fn)n2N � G (T ) une suite convergente vers (f; g) dans E � F . Alors,

lim
n!+1

fn = f et lim
n!+1

f
0
n = g . Comme les deux convergences sont uniformes, g = f

0
et

donc (f; g) = (f; Tf) 2 G (T ). Ce qui montre que G (T ) est fermé.
(2) Pour la suite (fn)n2N proposée, on a kfnk1 = 1 et



f 0n

1 = n. Si T est continu, on

a

kTk �


f 0n

1
kfnk1

= n.

Ceci montre que T ne peut pas avoir une valeur �nie donc que l�opérateur T n�est pas

continu.

(3) Le graphe de T est fermé et T n�est pas continu. Le théorème du graphe fermé est

donc en défaut. Puisque on sait que F est complet pour la norme k:k1, on conclut que E
n�est pas complet pour cette norme.

Correction de l�exercice 2.6.13

(1) La linéarité de T est évidente. Pour x; x0 2 [0; 1], on a

jTf (x)� Tf (x0)j =
�����x0R0 [K (x; t)�K (x0; t)] f (t) dt+

xR
x0

K (x; t) f (t) dt

�����
� kfk1

x0R
0

jK (x; t)�K (x0; t)j dt+M kfk1 jx� x0j .

D�où jTf (x)� Tf (x0)j ! 0 quand x! x0 et donc Tf 2 E.
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D�autre part, on a

jTf (x)j �Mx kfk1 (5.2.1)

D�où kTfk �M kfk1, et T 2 L(E) avec kTk �M .

(2) Montrons par récurrence que pour tout n � 1,

jT nf (x)j � Mn

n!
xn kfk1 .

C�est vrai pour n = 1, par (5.2.1). Supposons la formule vraie pour n.

On a

��T n+1f (x)�� �
���� xR
0

K (x; t)T nf (t) dt

����
� M

xR
0

jT nf (t)j dt

� Mn+1

n!
kfk1

xR
0

tndt.

Soit

��T n+1f (x)�� � Mn+1

n!

xn+1

n+ 1
kfk1

=
Mn+1

(n+ 1)!
xn+1 kfk1 .

Donc pour tout n � 1, on a jT nf (x)j � Mn

n!
xn kfk1, et ainsi kT nk � Mn

n!
.

(3) D�après (2), on a kT nk
1
n � M

(n!)
1
n
. Montrons alors que nous avons

un = (n!)
1
n ! +1. En e¤et,

en =
+1P
k=0

nk

k!
� nn

n!
,

d�où n! � nn

en
et un � n

e
. Par conséquent, le rayon spectral r (T ) de T , dont la valeur est

donnée par

lim
n!+1

kT nk
1
n �M lim

n!+1
u�1n ,

est nul et � (T ) = f0g.
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5.3 Exercices du Chapitre 3

Correction de l�exercice 3.5.3

Pour ' et  deux fonctions de L2([0; 1]), on a

hT';  i = h'; T � i ,

donc
1Z
0

' (t)T � ( (t)) dt =

1Z
0

T' (x) (x) dx

=

1Z
0

8<:
1Z
0

K (x; t)' (t) dt

9=; (x) dx.

En vertu du théorème de Fubini relatif aux intégrales doubles, on établit que

hT';  i =
1Z
0

1Z
0

[K (x; t) (x) dx]' (t) dt

=

1Z
0

' (t)

24 1Z
0

K (x; t) (x) dx

35 dt
=

1Z
0

' (t)T � (t) dt.

Il en résulte que l�adjoint T � est dé�ni pour tout x dans [0; 1] par:

T � (x) =

1Z
0

K (t; x) (t) dt.

Alors, L�opérateur T est auto- adjoint si et seulement si

K (x; t) = K (t; x) , 8x; t 2 [0; 1] :

Correction de l�exercice 3.5.3
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On pose S = (A+ iI) (A� iI)�1, on a

S� =
�
(A+ iI) (A� iI)�1

��
=

�
(A� iI)�1

��
(A+ iI)�

= (A� + iI)�1 (A� � iI) .

Comme S est isométrie, alors

S�S = I

) (A� + iI)�1 (A� � iI) (A+ iI) (A� iI)�1 = I

) (A� � iI) (A+ iI) = (A� + iI) (A� iI)

) A�A+ iA� � iA+ I = A�A� iA� + iA+ I

) iA� � iA = �iA� + iA

) A� = A.

Correction de l�exercice 3.5.5

1. Pour tous ';  2 H, on a

hB';'i = h(I � A)'; 'i

= h'; 'i � hA';'i

� k'k2 � kA'k k'k

� k'k2 � kAk k'k2

= (1� kAk) k'k2

� 0.

2. D�après le théorème de Cauchy-Schawrz généralisé, on écrit

jhB'; ij2 � hB';'i hB ; i

= (h'; 'i � hA';'i) (h ;  i � hA ; i)

� h'; 'i h ;  i

= k'k2 k k2 .
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Prenons le cas particulier où  = B', on obtient

jhB'; ij2 = jhB';B'ij2

= kB'k4

� k'k2 kB'k2 ,

ce qui donne après simpli�cation

kB'k � k'k ,

ou encore

kBk � 1.

Correction de l�exercice 3.5.6

1. Soit x 2 H. On a
jhTx; xij � kTxk kxk � kxk2 ,

l�égalité entre ces trois termes ayant lieu si et seulement si, d�une part Tx et x sont

colinéaires et d�autre part, kTxk kxk c�est-à-dire si et seulement si Tx = �x avec j�j = 1.
De plus,

hTx; xi = kxk2 ) hTx; xi � 0,

et donc � = 1, c�est-à-dire �nalement Tx = x. Or kT �k = kTk � 1 et donc, pour tout

x 2 H

Tx = x

, hTx; xi = kxk2

, hx; T �xi = kxk2

, T �x = x.

2. Véri�ons tout d�abord que

(Im (I � T ))? = ker (I � T ) .
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Soit S = I � T . Pour tout x 2 H,

x 2 (ImS)?

, 8y 2 H; hx; Syi = 0

, 8y 2 H; hS�x; yi = 0

, S�x = 0.

On a donc

(Im (I � T ))? = ker (I � T )� = ker (I � T �) = ker (I � T ) ,

et donc

(Im (I � T ))? = ker (I � T ) .

3. Si x = Tx on a

8n 2 N; Tnx = x = Px.

Si x 2 Im (I � T ) alors x = y � Ty avec y 2 H et

Tnx =
y � T n+1y

n+ 1
.

On a

8n 2 N; kT nyk � kTkn kyk � kyk ,

et donc lim
n!+1

Tnx = 0 = Px puisque Im (I � T ) � (ker (I � T ))?. En�n, on a

8n 2 N; kTnk �
1

n+ 1

nP
k=0

kTkk .

La suite (Tn)n est donc une suite d�opérateurs linéaires bornée qui converge simple-

ment vers 0 sur Im (I � T ). D�où, elle converge aussi simplement vers 0 sur l�adhérence de

Im (I � T ). Donc �nalement, (Tn)n converge simplement vers P sur H.

Correction de l�exercice 3.5.7

1. On suppose que T est auto-adjoint. On a kT 2k = kTk2 et par récurrence sur n l�on
obtient pour tout n 2 N la relation kT nk = kTkn.
2. On a

r (T ) = lim
n!1

kT nk
1
n

= lim
n!1

kTkn
1
n

= kTk .
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3. On revient au cas normal, l�élément TT � est auto-adjoint et il s�ensuit que l�on a,

r (T ) = lim
n!1

kT nk
1
n

= lim
n!1

q
kT n (T n)�k

1
n

= lim
n!1

q
k(TT �)nk

1
n

=
p
r (TT �)

=
p
kTT �k

= kTk .

Correction de l�exercice 3.5.8

1. On a

TT � = T �T = A2 +B2.

Si T est inversible d�où T � est aussi inversible, donc T �T est inversible c-à-d A2+B2 est

inversible.

2. Si A2 +B2 est inversible, ce qui implique queh�
A2 +B2

��1
T �
i
T = I et T

h
T �
�
A2 +B2

��1i
= I.

D�où

T�1 = T �
�
A2 +B2

��1
.

Correction de l�exercice 3.5.9

Si A est compact et inversible, A�1 ne peut pas être borné sinon, AA�1 serait compact,

ce qui exige que E soit de dimension �nie.

Correction de l�exercice 3.5.10

1. Soit (xn) une suite bornée de H. Puisque A�A est compact, on peut extraire de (xn)

une sous-suite
�
x
0
n

�
telle que

�
A�Ax

0
n

�
est convergente, on désigne par y sa limite:

lim
n!+1




A�Ax0n � y



 = 0.

105



5.3. Exercices du Chapitre 3

On peut extraire de
�
x
0
n

�
une sous-suite

�
x
00
n

�
faiblement convergente, on désigne par x

la limite faible de
�
x
00
n

�
. On a 


Ax00n


2 =

D
Ax

00

n; Ax
00

n

E
=

D
A�Ax

00

n; x
00

n

E
.

Il vient ����


Ax00n


2 � hy; xi���� �
���DA�Ax00n; x00nE� Dy; x00nE���+ ���Dy; x00nE� hy; xi���

�



A�Ax00n � y







x00n


+ ���Dy; x00nE� hy; xi��� .
Comme

�
x
00
n

�
est bornée et A�Ax

00
n converge vers y, le premier terme du second membre

tend vers 0 quand n! +1. Il en est de même du second terme car
�
x
00
n

�
converge faiblement

vers x. On a donc montré que la suite
�
Ax

00
n

�
est convergente et par suite A est un opérateur

compact.

2. Si maintenant A est compact, il en sera de même de AA�, car le produit d�un opérateur

compact par un opérateur borné est compact; (l�étape 1) montre alors que A� est compact.

On montre de même que si A� est compact, A l�est aussi.

Correction de l�exercice 3.5.11

Soient S et T les opérateurs dé�nis sur l2 , respectivement, par:

Sxn = xn�1 et Txn =
xn
n
, n 2 N�.

On a A = TS, l�opérateur T étant un opérateur compact et S un opérateur borné (c�est

une isométrie), l�opérateur A est nécessairement compact.

Si � est une valeur propre de A, l�équation Ax = �x où x = (xn)n2N 2 l2 doit avoir une
solution non nulle; or cette équation s�écrit:

Ax1 = �x1 = 0,

Axn = �xn =
xn�1
n� 1 ; n 2 N

�,

ce qui implique, en distinguant les cas � = 0 et � 6= 0, pour tout n 2 N, xn = 0.
Ce résultat montre que, contrairement à ce qui se passe dans les espaces de Hilbert de

dimension �nie, un opérateur compact dé�ni dans un espace de Hilbert de dimension in�nie

n�a pas nécessairement de valeurs propres.
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5.3. Exercices du Chapitre 3

Correction de l�exercice 3.5.12

(1) Soit T0 : ker (T )
? ! H dé�ni par T0x = Tx si x 2 ker (T )?. Puisque kT0xk = kxk,

T0 est injectif à image fermée. Or, Im (T ) = Im (T0), l�image de T est donc fermée.

(2) (a) , (b). Soit P la projection orthogonale sur ker (T )? suivant la décomposition

H = ker (T )� ker (T )?. Si x 2 ker (T )?, alors Px = x et on a

hT �Tx; xi = hTx; Txi = kTxk2 = kxk2 = hx; xi = hPx; xi .

Si x 2 ker (T ), alors Px = 0 et on a

hT �Tx; xi = 0 = hPx; xi .

Donc pour tout x 2 H,
hT �Tx; xi = hPx; xi ,

soit encore

h(T �T � P )x; xi = 0.

Ce qui entraîne que T �T = P et que T �T est une projection.

Pour la réciproque, on remarque d�abord que

ker (A�A) = ker (A) pour tout A 2 L(H).

Supposons que T �T est une projection orthogonale. Alors, Im(T �T ) est fermée et de

plus

Im (T �T ) = ker (T �T )? = ker (T )? .

Si donc x 2 ker (T )? = Im (T �T ), on a T �Tx = x et hT �Tx; xi = hx; xi ou encore
kTxk = kxk, ce qui montre que T est une isométrie partielle.
(b), (d). Si TT �T = T , en multipliant par T � à gauche, on obtient (d).

Réciproquement, supposons que (T �T )2 = T �T et montrons alors que

S = TT �T � T = 0.

En e¤et, on véri�e facilement que S�S = 0 et donc

kSk2 = kS�Sk = 0.
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Ceci implique S = 0 et TT �T = T .

(c), (b). Si on remplace T par T �, dans (b), (d), on obtient que

(TT �)2 = TT �

, T �TT � = T �

, TT �T = T .

5.4 Exercices du Chapitre 4

Correction de l�exercice 4.4.1

1. Pour tous x; y 2 Hn f0g, on a

jhTx; yij
kxk kyk �

kTxk kyk
kxk kyk � kTk .

D�où

supW (T ) � kTk .

D�autre part, en faisant y = Tx, x 6= 0, on voit que

jhTx; Txij
kxk kTxk =

kTxk2

kxk kTxk =
kTxk
kxk .

Cela donne

kTk � supW (T ) .

Et �nalement

kTk � supW (T ) .

2. Nous avons évidemment ! (T ) � kTk. Montrons l�autre inégalité. Soit x; y 2 H avec

kxk = kyk = 1. Alors,

2 [hTx; yi+ hTy; xi] = hT (x+ y) ; x+ yi � hT (x� y) ; x� yi ,

et

2 jhTx; yi+ hTy; xij � ! (T )
�
kx+ yk2 + kx� yk2

�
= 2! (T )

�
kxk2 + kyk2

�
= 4! (T ) .
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5.4. Exercices du Chapitre 4

En prenant y = Tx
kTxk et en remplacant T par �T avec j�j = 1, on obtient��kTxk+ kTxk�1 �2 
T 2x; x��� � 2! (T ) .

Si hT 2x; xi = jhT 2x; xij ei�, on choisit alors � = e�i
�
2 ce qui donne après multiplication

par kTxk,
kxk = 1) kTxk2 +

��
T 2x; x��� � 2! (T ) kTxk . (5.4.1)

Ceci implique en particulier que

kxk = 1) kTxk � 2! (T ) .

D�où l�inégalité kTk � 2! (T ), comme demandé.
3. Les inégalités (5.4.1) et 2ab � a2 + b2 si a; b � 0 nous donnent, sikxk = 1:��
T 2x; x��� � 2! (T ) kTxk � kTxk2

� !2 (T ) .

D�où en passant au sup sur kxk = 1:

!
�
T 2
�
� !2 (T ) .

4. Puisque T est normal, on a pour n � 1, en itérant (2)

kTk2
n

=
�
kT �Tk2

n
� 1
2

=



(T �T )2n


 12

=



(T �)2n T 2n




 12
=




T 2n





� 2!
�
T
2n
�

� !2
n

(T ) .

D�où,

kTk � 2 1
2n ! (T ) .

En faisant tendre n vers l�in�ni�on obtient

kTk � ! (T ) .
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5.4. Exercices du Chapitre 4

Correction de l�exercice 4.4.2

Soit � 2 W (AB). Alors, il exsite x 2 H, kxk = 1, tel que � = hABx; xi.
On a

hABx; xi = hBAx; xi

= hABx; xi

=
D
A

1
2Bx;A

1
2x
E

=
D
BA

1
2x;A

1
2x
E
.

D�ou

hABx; xi = hBy; yi hAx; xi ,

tel que

y =
A

1
2x


A 1
2x



 , A 1

2x 6= 0.

Ceci implique que � 2 W (A)W (B).

Correction de l�exercice 4.4.3

Après les calculs, on trouve

! (A) =
p
3 et ! (B) = 7.

Correction de l�exercice 4.4.4

1. On a pour tout T 2 L(H),

! (T ) � kTk � 2! (T ) .

D�où

! (AB) � kABk

� kAk kBk

� 4! (A)! (B) .

2. On pose que ! (A) = ! (B) = 1 et nous montrons ! (AB) � 2.
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5.4. Exercices du Chapitre 4

On a

! (AB) = !

�
1

4

�
(A+B)2 � (A�B)2

��
� 1

4
!
��
(A+B)2 + ! (A�B)2

��
� 1

4
!2
��
(A+B) + !2 (A�B)

��
� 1

4

�
(! (A) + ! (B))2 + (! (A) + ! (B))2

�
= 2.

Correction de l�exercice 4.4.5

Il est clair que A est normal puisque il est auto-adjoint, et comme � (A) = [0; 1], alors

m = inf
kfk=1

jhAf; fij = 0 2 W (A) ,

et

M = sup
kfk=1

jhAf; fij = 1 2 W (A) .

D�où W (A) = [0; 1].

Correction de l�exercice 4.4.6

Si A est un opérateur unitairement diagonalisable, alors il existe une base

orthonormale feng de H et une suite (�n) des nombres complexes tels que

Aen = �en, 8n 2 N�.

Soit x 2 H tel que kxk = 1, on a

hAx; xi =

*
A
P
i�0
hx; eii ei;

P
j�0
hx; eji ej

+
=

P
n�0

�n jhx; enij2 .

On pose jhx; enij2 = an, d�où

W (A) =

�P
n�0

�nan; an � 0;
P
n�0

an = 1

�
.

Donc W (A) est l�ensemble de toutes les combinaisons convexes des valeurs propres de

A, i.e.

W (A) = co�p (A) .
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Abstract 

This work contains the official program for the subject " Theory of 

operators and spectral " intended mainly for first year master's 

mathematics students. Additionally, it is useful for mathematics doctoral 

students. To this end, we have illustrated the text with various examples 

each time we have introduced a new notion or shown a theorem. 

Key words: Linear operator, bounded operator, Hilbert space, spectrum, numerical radius 

 ملخص 

 "المؤثرات والأطٌاف نظرٌة "لموضوع الرسمً البرنامج على المطبوعة هذه تحتوي

 . رٌاضٌات ماستر لطلاب السنة الأولى أساسً بشكل مخصص

 أمثلة بإعطاء قمنا الغرض، ولهذا الرٌاضٌات فً الدكتوراه لطلاب مفٌدة هً زٌادة على ذلك،

. جدٌدة فكرة فٌها نقدم مرة كل فً متنوعة

 مؤثر خطً، مؤثر محدود، فضاء هٌلبرت، طٌف، نصف القطرالعددي : الكلمات المفتاحٌة

 


