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Introduction

Représentation graphique d’une fonction test a deux variables.

Introduction

Dans cette mémoire on va discuter au sujet de ’espace des fonctions test © (£2). Nous
commencerons en se référant a quelques symboles fréquemment posées et quelques définitions
nécessaires qui nous aidera & faire de cet espace, en plus nous définirons les éléments de cet
espace.

Dans le deuxiéme chapitre, on va expliquer quelques exemples sur les fonction test,
puis nous parlerons de fournir cet espace en termes d’infrastructures propriétés topologique.
Ensuite, nous créerons une topologie sur cet espace grace a topologie déterminée sur Dy, (€2)
par la famille de semi-normes sur © (2) et une base de de voisinage de 0. Et puis de passer
a la limite inductive de © (2). Il a également évoqué le concept de convergence au sens de
D (), puis étudier le produit de convolution de L}, D () qui étre un role de premier
plan dans I’analyse fonctionnelle et nous a eu le concept de sens suite régularisant, et nous
considérerons d’un exemple sur elle .

Aussi nous considérerons l'espace de distributions @’ (€2) le dual topologie de © (),
et nous définirons 'appartenance d’une forme linéaire de ©’ (2) a © (), et étudierons le
concept de convergence en elle 'exception de la convergence faible, depuis I'espace © ()
est stable par 'opération du produit de convolution donc nous étudierons ®’ (2) D (2).

Enfin, dans le dernier chapitre nous étudierons la densité de © (€2) dans quelques espaces,

le plus important est LP.

La densité de © (£2) dans ces espaces montre plus de propriétés de ce espace.



Introduction

Laurent Schwarz : (5 mars 1915, Paris - 4 juillet 2002, Paris) est un des mathématiciens

francais les plus connus. Il obtint la Médaille Fields en 1950 pour ses travaux sur la théorie

des distributions.



Chapitre 1

Notations et rappels topologiques

1.1 Notations

Initialement, nous donnons quelques symboles qui seront utilisés plus tard :
Soient 2 un ouvert de R".
o= (x,.. 1, €R"

e Pour n > 1, o est un multi-indice, c’est -a -dire :

a = (ag,.,a,) € N"

e Le nombre |a| = a1 + s + ... + o, est appelé longueur du multi-indice a.
e Par analogie, on pose : % = x7"...2%" pour tout a € N™.
eOnaa<fsi:Vi=1,--- ,n:a; <0,

e On pose : a! = aq!---a,! pour tout o € N™.

e On a la relation suivante :

Vz,y € R", (:L‘ + y)a = E (g)xa—ﬁyﬁ = Z m(jig)gma_ﬁyﬁ-
BLa BLa
e Pour £ € N et k£ > 1, on note 'opérateur de dérivation par rapport a la k-iéme variable

par: Oy, =0,/0,, et:

a . Qa1 o glel
92 = 9. o = O

axq 2 (X
oo L0520y

e Si f est une fonction a valeur dans €2, on a :



1.2. Rappels topologiques

Dof=0f = (%)a (g—f>a

e On a la formule de Leibniz :

D (f.9) = ¥ (§) D7 1.D%.

B

eSi z, £ sont des vecteurs de R" on a :

(z,§) =2.8 = ill’z &

e On désignera par |z| la norme euclidienne de z € RY, c’est- a-dire :

N
| = 22 =}
k=1

qui muni (R™; ||.||) par un stracture d’espace métrique complet.

eOn notera k CC Q si k est relativement compact dans € c’est a dire k est un compact
inclus dans 2.
¢On muni I’ensemble R"” par la mesure de Lebesgue sur €2, que nous désignerons par :

dr =dxq...dz, .

1.2 Rappels topologiques

Nous passons maintenant quelques concepts des espaces qui nous concernent dans la four-

niture de ’espace de I’étude :

Espace vectoriel topologique

Définition 1.2.1 Soit E un espace vectoriel sur R ou C .

On appele une norme sur F toute application ¢ : E — [0, +oo[ vérifie les propriétés

suivantes :

1- p(z) =02 =0.



1.2. Rappels topologiques

2-VAXeRouC,VzeE :¢o(A\x)=|Ng().
3-Vryel oty <o) +ey).
On désigne pour la norme sur E par : ||.||; ou [|.||.

Définition 1.2.2 On appelle R-espace vectoriel topologique (e.v.t.) un espace topologique F

muni d’une structure d’espace vectoriel sur R, telle que les opérations :

EXE—FE:(x,y) —z+y
RxE—-FE:(A,x)—= Az

soient continues et tel que {0} soit une partie fermée.

Espace vectoriel normé

Définition 1.2.3 Un espace normé (E,||.||) est la donnée d’un espace vectoriel E et d’une

norme ||| sur E.
Définition 1.2.4 Soit E un k-espace vectoriel.

On dit qu'une application p : E — R est une semi-norme si, pour chaque =,y € E et

Aek,ona :
ep(z+y) <px)+p(y).
e p(Az) =[A[p(z).

Proposition 1.2.1 Soit E un k-espace vectoriel.

Si p est une semi-norme sur E alors :
e p(0)=0.

e p(x)>0.
elp(@)—pWl<pl+y).

Définition 1.2.5 On dit qu’une famille (p;)ic; de semi-normes sur un espace vectoriel E

est séparante si, pour chaque x € E non nul, il existe i € I tel que p;(x) > 1.



1.2. Rappels topologiques

Partie compact

Définition 1.2.6 Soit Q un ouvert de R" et k € N.

On dit qu’une partie K de §2 est compact si pour chaque recouvrement ouvert {A4;}.
el

de K, on peut extraire un recouvrement fini de K .
Espaces fonctionnels
Définition 1.2.7 C(Q)) désigne [’espace des fonctions continues sur ), a valeur dans R.

1- On dit que f: Q — k est de classe C* si toutes les dérivées partielles de f existent et

sont continues jusqu’a l'ordre k.

( L’ordre dans lequel sont effectuées les dérivations est indifférent d’aprés la théoréme

de Schwarz).

2- C*(Q) désigne P'espace des fonctions définies et k-fois continfiment diffrentiables sur 2,

A valeur dans R .C’est & dire :

Ct(Q) ={f €C(Q),VaeN"|a| <k 0°f € C(Q)}

On rappelle qu’'une fonction est continue sur €2, si elle est continue en tout point = € (2 :

Vr € Q7vg > 07 El??;z,a? Vy € Q? |$_y| < Nze = ’f(x) _f(y)| <é

Par exemple, la fonction f(z) = 1 est continue sur ]0, +o0].

On défini sur €2 les semi-normes P,, par :

Bk (f) = 22 sup|0°f ()]

la|<m a€k;

tel que k; est un compact inclus dans 2.



1.2. Rappels topologiques

Support d’une fonction
1- On appelle adhérence de A, et 'on note A, le plus petit fermé de X, contenant A.
2- Soit f une fonction réelle définie sur un ouvert 2 C R™.

On appelle support de f ’ensemble :

supp (f) ={r € Q : f(v) # 0}

Le support de f est alors le plus petit fermé de R™ & 'extérieure du quel la fonction
f est nul. C’est donc I'ensemble des points ou il est intéressant d’étudier f (ailleurs f est
identiquement nulle).

Par exemple dans R :

eLa fonction de Heaviside Hy = 1jp o[ & pour support R+ (elle est nulle sur R*).

eLa fonction z — X,_,, @& pour support [—1,1].

Remarque 1.2.1 supp (f) est toujour fermé, donc :

supp (f) compact < supp (f) borné

3- Nous définissons ’ensemble des fonctions continues a support compact sur €2 :

C.() ={f:Q— C: f est continue et & support compact}

On note Cy(2) : l'espace des fonctions continues nulles au bord de €.

1- On dit que f : © — k est de classe C™ si elle est de classe C* sur Q pour chaque entier

k> 1.

2- Nous désignerons par C* (2) l'espace des fonctions indéfiniment différentiables, noté

d’aprés Laurent Schwarz, par

£ (Q) = C=(Q)

C®(Q)C..CcCFQ)cC..CHR) CCH)




1.2. Rappels topologiques

Définition 1.2.8  On note par C*(Q) I’ensemble des fonctions de C*(Q) qui sont a support

compact dans 2.

On définit sur cet espace la norme:

[fllex@y = 22 sup [0°f ()]

ol <k 9

On vérifie que || f ||cx() est une semi-norme :

1- OnaVAe R, Vr e Q:

M @llepey= 2 sup (A @)= 2 sup[rd*f (z)]

o] < Kk o] <k
= > sup (|A[|9°f (z)]) = [A[X sup [0°f ()
laf <k Q o] <k @

= A @)l er -
= 1A @)llox@) = ML @)l er oy -

2- OnaVre,yeQ:

If @+ Pllerey = 2 S%pla‘”f(ﬁy)!: >~ sup|0* (f (z) + f ()

lal < k <k Q
- |Z< s 10°f (z) +0°f (y)]
< | |2<)_k sup (|0°f ()] +10°F (W)
= 3 sup|o°f (x)|+ X sup|o°f (v)|
al <k 9 ol <k ©
= If @)l + IIf Wllere) -
= 1f (@ +Yller@y < 1 @)llcr@ + 1LF W)llergy -

Définition 1.2.9 Pour k € NU{cc}, C¥ (Q) est le sous-espace de C* () dont les éléments

sont nuls en dehors d’un compact de ). Nous rappelons que :

Q) =0®(Q) = N CHQ)

k>0
CH(Q) = CF(Q) N C.(Q)
C(Q) = C= () NC.(Q)

[




1.2. Rappels topologiques

Espace de Fréchet

Définition 1.2.10 Un espace vectoriel topolgique réel est appelé espace de Fréchet s’il est

a la fois localement convexe, métrisable, et complet.

Exemple 1.2.1 Les espaces C(Q2), C*(Q) et C>=(Q) sont des espaces de Fréchet.

Espace de Schwarz

Définition 1.2.11 On dit qu’une fonction f appartient a l’espace de Schwarz (notée S (R™))

sur R™ si u est de class C'*° et que de plus toutes ses dérivées sont a décroissance rapide.

S(R™) = {u € C>(R") /Va,B € N, sup |z°0°u (z)| < —i—oo} :

z€R™

Proposition 1.2.2 1- S (R"™) contient l’espace des fonctions test.

2- S (R™) est un sous-espace vectoriel de L? pour 1 < p < oo dense dans L pour 1 < p <

0.
Espace de Lebesgue [8]
Soit (€2, 3, 1) un espace de mesure et f: Q — R.

Définition 1.2.12 On dit que f vérifie la propriété P presque partout et on écrie p.p si f

vérifie cette propriété pour tout x € Q sauf partie négligée de E.

Fonction mesurable

Définition 1.2.13 Une fonction f : Q@ — R est dite mesurable si pour tout o € R,

l’ensemble

Ea:{ib‘GQ/f<£U)zOé}

est mesurable au sens de Lebesgue.



1.2. Rappels topologiques

Fonction intégrable
Définition 1.2.14

On dit qu’une fonction mesurable f : {2 — R est intégrable au sens de Lebesgue si :

[1r1<s
Q

1- L’espace L'(Q) est Pensemble des fonctions mesurables (pour la tribu de Borel) inté-

grables (pour la mesure de Lebesgue dz ) sur 2. On note :

1Al 220y = flf )| dx

2- On définit ensuite pour tout 1 < p < oo ; U'espace LP(€) :

LP(Q)={f:Q — R, f mesurable et |f | € L'(Q)}

que 'on munit de la norme :

S

1l = [f|f P d:v]

On vérifie que || f [|cx (o est une semi-norme :

1- OnaVvVA e R, Vz € Q:

IS (@) [y = [ yv (a:)|pda;]p

- [rprir wras]”

= f1r )

-

|17 s’
ST @)
S A @) = N F @) o

2- Ona Vrx,ye:

Sl

1+ ) = | 15 x+y|pdx} 10 @+ 1 W]

[f|f |pdx] +[| |pd4
) £ @ 9) s <1 F @) Ty~ [ F @) e



1.2. Rappels topologiques

3- Lorseque p = 0o, on a la définition suivante :

L*(Q)={f:Q2—=R,f mesurableet 3C € R, ||f ()| <C p.p}.

dont la norme est :

[ f ooy =nf{C, [f (2)| <C p.p}

Proposition 1.2.3 |.||, est une semi-norme. En particulier (si f>0) :

|f]l, =0 <= f nulle p.p

Fonction localement intégrable

Définition 1.2.15 Une fonction [ définie sur Q est dite localement intégrable sur €2 si f

est intégrable (au sens de Lebesgue) sur chaque compact K C §.

Ainsi, f est localement intégrable sur 2 si, pour tout compact K, le produit f -sx
est intégrable sur §2, ol s est la fonction caractéristique de K, qui est égale a 1 sur K et

0 & l'extérieure de K.

p

P (), pour tout compact

1- Sip > 1, on désigne par L} (Q) l'espace des fonctions f € L
K de Q.

2- Soit 1 < p < oo; on dit qu'une fonction f :  — R appartient a L] () si f | K € L,(Q)
pour tout compact K C €.

Théoréme 1.2.1 [8/ On a les propriétés suivantes :

1. LP est un espace vectoriel et ||.||;, est une norme pour tout 1 < p < oo.
2. LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

3. LP est séparable pour tout 1 < p < oo.

10



1.2. Rappels topologiques

Convergence simple d’une suite

Définition 1.2.16 On dit qu’une suite (z,), de E converge vers un éléments v € E si,
pour chaque voisinage V' de 0, il existe un entier mqy tel que, pour chaque entier m > m,,.

ona:x,—xelV.

Convergence uniforme d’une suite

Définition 1.2.17 Soit E une partie non vide de A C R.Soient (fn)men, une suite de
F(A) et f un élément de F(A). La suite (fm)men, converge uniformément sur E  vers
f s’il existe m € Ny tel que, pour tout m > M, f,, — f soit borné sur E et si la suite
| fm — fllg converge vers 0. Une telle fonction f est appelée limite uniforme sur E de la

suite f,,; on écrit f,, = f.

Suite de Cauchy On peut introduire dans les espaces vectoriels topologiques la notion

de suite de Cauchy :

Définition 1.2.18 On dit qu’une suite (z,,), de E est une suite de Cauchy, si pour chaque
voisinage V' de 0, il existe un entier mg tel que, pour chaque entier m, m > mg, on a :

Ty — T €V .

Base de voisinages

Définition 1.2.19 (Ensemble ouvert) On dit qu’un sous-ensemble O de E est ouvert s’il
est vide ou bien si, pour chaque xo € O, il existe un sous-ensemble fini non vide I, de I et

un réel r >0 tels que V,,(zo,7) C O.

Définition 1.2.20 (Voisinage d’un point) Soit x un point de l’espace topologique (X;T).
On appelle voisinage de x toute partie V', de X, contenant un ouvert qui lui-méme contient

le point x.
Définition 1.2.21 Soit E un espace vectoriel topologique.

1- On appelle voisinage de 0 une partie contenant un ouvert contenant 0.

11



1.2. Rappels topologiques

2- On dit qu'une famille 5 est une base de voisinage, ou base de voisinages en 0 € E, si
c’est une famille de voisinages de 0 telle que pour tout ouvert O contenant 0 on peut

trouver B € [ avec B C O.

Exemple 1.2.2 Dans un espace vectoriel normé, les boules de rayon 1/n, centrées en 0,

constituent une base de voisinages.

Densité d’un ensemble

Définition 1.2.22 Soit X un espace topologique. Un sous-ensemble A de X est dit dense

dans X, si tout ouvert non vide de X contient au moins un point de A.

(Ce ci est equivalent a A = X.).
Définition 1.2.23 Soit A un sous-ensemble de E.

A est convexe si, pour chaque z, y € A et chaque A € [0,1], on a Az + (1 — \)y € A.

Le dual topologique

Définition 1.2.24 Une application f de E dans F  est continue au point a € E , si pour
chaque | € L et chaque réel € > 0, il existe un sous-ensemble fini non vide I, C I et un réel

r >0 tels que :

glealfpi(x—a)<T=>pi(f($)—f(a))<6

Définition 1.2.25 On dit que f est une application linéaire si :

VAER, Vo, ye B of (w+y)=f(x)+ f(y).
o f(Aa)=X[(2).

Si f est une application linéaire cette définition se reformule ainsi :

Théoréme 1.2.2 [6] Soit f une application linéaire de E dans F. Les affirmations suiv-

antes sont équivalentes :

12



1.3. Espace ©(2)

e f est continue;
e f est continue en 0;

oVl € L, il existe I, C I, fini, et ¢ € RT tel que, pour chaque 2 € F on a :

p (f(z) <c maxp; (z).

Lorsque F' =k; (k=R ou C) et f une forme linéaire sur £, on a :
Théoréme 1.2.3 [6/ Soit f une forme linéaire de E.

Les affirmations suivantes sont équivalentes :
e f est continue;
e f est continue en 0;

e Il existe I, C I, fini, et ¢ € RTtel que, pour chaque z € E on a :

If(z)] <ec maxp; ().

Ce résultat s’écrit ainsi :

Vn>0,3c>0etneN tel que f(V, (%)) C]-n,n].

L’ensemble des formes linéaires continues sur F est un espace vectoriel noté E’ appelé

le dual topologique de E.

1.3 Espace D;(12)

Définition 1.3.1 Soit Q) un ouwvert fixé de R™. Pour chaque partie compact K C € on

note :

D) ={pe€ec(Q): Ve e Q\ k, ¢(z)=0}

L’espace Dy (2) est le sous-espace vectoriel de (€2) dont les éléments sont les fonctions

dont le support, contenu dans K, est une partie compact de §2 .

Définition 1.3.2 L’espace D (Q) que 'on muni par des semi-normes définir par :

13



1.3. Espace ©(2)

p; (f) = sup |D®f(z)| est une espace de Fréchet.
z€k.|a|<j.

Proposition 1.3.1 [10] L’espace ©(S2) est complet.

Preuve. Silasuite (f;); est Cauchy dans D () celasignifie: Vj € N, p; (f; — f) bRz re

ie: sup |D°f;(z)— DSy ()] " P20,

Domgcce ﬁ‘;a‘séljite (D f;), est converge uniformement sur k pour tout a € N".Et puis en
déduire que D®f; 124 pa f quand f; e f.Ainsi, nous avons trouvé un élément f
appartient & ©,(2) vérifie :Vj € N, p; (fi — f) .

Donc I'espace D (2) est complet. m

On commence par construire des exemples des fonctions de classe C*° a support compact

sur la droite réelle [4] :

E : R — R définie par :

1 ; 0
E) = exp(z) sz‘:v<
0 stx >0

e Figure —1— Graphe de la fonction FE.
Il est clair que F est de classe C'*° sur R , d’autre part, on montre que

E™ () = P, () exp (1) pour tout z < 0,

xT

14



1.3. Espace ©(2)

ou P, est la suite de polynomes définis par la relation de récurrence :
Py(X)=1
Po1(X) = —X%(P,(X) + P,(X)), n > 0.

On en déduit que :

E™(z) — 0 lorsque z — 0~ pour tout n > 0 et donc que £ € C*°(R). D’autre part, le
support de F est R_.

2

L B — T T T
1 [ER] n& E

e Figure —2— zoom sur la région du graphe correspondant a x = 0.

Exemple 1.3.1 A partir de la fonction E, on construit trés simplement une fonction F' de

classe C*®sur R et a support dans un segment [a,b], ot a < b sont deux réels quelconques, il

suffit de poser :

F(z) = E(a — z)E(z — b) pour tout x € R

c’est- a-dire

b—a
ICGICED] st x € la, b
F =
(=) { 0 si z€]—o0,alUlb+oof

Exemple 1.3.2 FEn posant :

N
G (X) = [] E(ar — xx) E(zp — by,) pour tout x € RY |
k=1

15



1.3. Espace ©(2)

A nouveau, on vérifie sans peine que G € C®(R"Y) (par exemple en constatant que

G admet des dérivées partielles continues & tout ordre et en tout point de RY) et que

supp(G) = [a1, b1]...[an, by]-
Exemple 1.3.3 FEn posant :

H(z) = E(|:zc]2 —-1).
c’est- a-dire :

1
elsP-1 5 x| <1

H(z) =

(@) {0 si x| >1

La fonction H est de classe C* sur RY comme composée de la fonction E et de la
fonction : RV 3 2 — |ac|2 — 1 € R, toutes deux de classe C'*°; d’autre part,

supp(H) = B(0,1) = {z e RY ; [z|<1}.

Exemple 1.3.4 La fonction I donnée par :

f F(z) dz
I(x) = 7%—— ou F est la fonction définie ci-dessus.
f F(z) dz

—0o0
Remarquons que la fonction continue F' vérifie F' > 0 sur |a, b]

de sorte que
+oo
[ F(z)dz>0.
La fonction I € C*(R) satisfait donc les conditions suivantes :
0<I<1LI|tooq =0,1]p100] =1,
oll a < b sont les deux réels apparaissant dans la construction de F' ci-dessus.

Exemple 1.3.5 A partir de la fonction I, en supposant que les paramétres a, b > 0, on

construit trés simplement un exemple de fonction J € C*(R") telle que :
supp(J) C B(0,v/b) , I se7m =L 0<J<1L

1l suffit en effet de poser : J(z) =1 — I(|z[*).
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Chapitre 2

Topologie d’espace des fonctions test

2.1 Topologie de D (£2)

Définition 2.1.1 L’espace vectoriel de ces fonctions test sur §2, dans la notation de L.

Schwarz, est :

D(Q) = C=(Q).

D(Q) = {p € C=(Q) : supp(¢) C Q, supp(¢p) compact }

Le sous-espace vectoriel de ¢ (£2) dont les éléments sont les fonctions dont le support

est une partie compact de 2. Le sous-espace D(£2) n’est pas fermé dans £(€2).

Remarque 2.1.1 Si on se place dans un compact K de R™, on a tout simplement :

K compact = D(K) = C*(K).

Puisque les fonctions de C*°(K) sont C'*° et a support compact. On ne considérera pas

ce cas : on verra qu'il faudra considérer ® (£2) avec €2 ouvert pour ne pas avoir de probléme

avec le bord de (2, les fonctions de © (2) étant identiquement nulles dans un voisinage ouvert

du bord de €.
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2.1. Topologie de © (1)

Propriétés topologiques de D (1)

Théoréme 2.1.1 Soit Q un ouvert de R™. Alors :

(i) Si A est un ensemble borné de © (£2), alors il existe un compact K C 2 tel que A C Dy, .

(ii) En particulier, si (f;);en est une suite de Cauchy dans ® (€2), alors il existe un compact

fixe K tel que tous les f; aient leur support dans K .

(iii) Une suite (f;);jen converge dans D () si et seulement si tous les f; ont leur support
inclus dans un compact fixe K, et si la suite (f;) converge uniformément, ainsi que la

suite de ses dérivées a tous les ordres.
(iv) D () est un espace topologique complet .
(v) () est un espace de Montel .
(vi) Le dual topologique de ® (2) coincide avec D' (2).
(vii) pour tout compact K C €, ®j (2) est un fermé d’intérieur vide dans © (€2).
(viii) © (©2) n’est pas métrisable.

Démonstration. (Esquisse de démonstration)

Nous n’indiquerons que certains points-clé dans la démonstration. La propriété cruciale
est le point (i), qui assure a la fin la complétude en forcant les suites de Cauchy a rester
dans un espace (de Fréchet) Dy (Q2) .

Pour établir (i), considérons par 1’absurde un ensemble borné A qui n’appartienne a
aucun Dy, (2). Il existe donc une suite (¢,,)men de fonctions de A, et une suite (2,,)men
des points de , n’est contenue dans aucun compact de €2, telle que ¢, (x,;,) # 0. On pose
alors ¢, == |@,,(Tm))| / m.

Par exemple ’ensemble :
W:={peD();Ym e N,|p(xm)| < c¢n}.est un voisinage de 0. L’ensemble A étant
borné, il doit donc étre possible de trouver A > 0 tel que A A C W. En particulier, A

|o(Zm)| < €m, ce qui impose A < 1/m  pour tout m € N : nous obtenons une contradiction.
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2.1. Topologie de © (1)

Les propriétés (ii), (i) et (iv) sont alors des conséquences assez simples de la propriété
(1), du fait que Dy, (2) est un espace de Fréchet, et de considérations topologiques générales.
La propriété (v) découle assez simplement de ce que les ensembles bornés de D (£2) sont
inclus dans un Dy, (£2), et que Dy () est un espace de Montel.

La propriété (v) découle de ce qu'une application linéaire continue doit envoyer un en-
semble borné sur un ensemble borné, qu'un ensemble borné de © (£2) est un ensemble borné
d’un certain Dy, (€2), et de ce que les distributions sont les formes linéaires dont la restriction
a chaque ®y, (€2) est continue.

La propriété (vi) est presque évidente. D’une part, Dy, (2) est fermé, comme I'intersection
des fermés 0, '(0) pour z ¢ K. D’autre part, soit ¢ € D (), et ¢ un élément de D ()
dont le support ne soit pas inclus dans K ; alors la fonction ¢ + €1 n’appartient pas a
Dy, (2), mais converge vers ¢ dans ® (2) quand € — 0.

Pour démontrer le point (vii), il suffit d’invoquer le théoréme de Baire, sous la forme
suivante : dans un espace métrique complet, une union dénombrable de fermés d’intérieur
vide est d’intérieur vide. En l'occurrence, si l'on se donne une suite exhaustive (K;);en de
compacts de €2, alors D (€2) est 'union dénombrable des Dy, (€2),dont chacun est d’intérieur
vide, mais ® (2) lui-méme n’est pas d’intérieur vide. Puisque © (2) est complet et ne

satisfait pas la conclusion du théoréme de Baire, on en conclut qu’il n’est pas métrisable. m

Remarque 2.1.2 L’espace © () n’étant pas métrisable, définir la topologie n’est pas
érquivalent a définir la convergence des suites. Cependant, dans la pratique c’est presque la

seule notion de convergence que l’on utilise.

Proposition 2.1.1 [10] ® (2) = U D, ().

Preuve. 1- On montre le compartiment © (2) C U © ().
kCQ
soit ¢ € D (), donc p € £(Q) et supp (p) compacte de Q2. On pose K = supp (¢) donc
on aura ¢ € D;(2) donc ¢ € ngQk(Q)

2- On montre le compartiment kUQ@k(Q) C D(Q).
C
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2.2. Création de topologie sur ® ()

soit ¢ € kUQDk(Q) donc il existe Ky compacte de Q/¢p € D () donc ¢ € £ () et
c
supp (p) C Ky, et on sait que supp (¢) fermé et K, bornée donc supp (¢) compacte donc

v € D(Q). Par les deux compartiments on aura I’égalité. m

Corollaire 2.1.1 [6] Soit K un compact de Q). Il existe une fonction ¢ € D(Q) telle que
0<p<1lety=1dans K.

Preuve. Sans perdre de généralité, on peut supposer que €2 est borné.
Soit d la distance entre K et la frontiere Fr(§2) et posons Ky jsle d/3 -voisinage de K
défini comme précédemment. Il est facile de voir que la fonction ¢ = x,/3 *aq/3 vérifie ce

qui est demandé dans I’énoncé du corollaire. m

Corollaire 2.1.2 [6] Soient K, et Ky deux compacts disjoints de l'ouvert Q@ C R™.

Il existe, alors, une fonction ¢ € D (2) telle que :
1 <2 T € Kl

W= g T € K,
et |¢o(z)] <1 pour tout x € Q.

Preuve. Soient U; et U; deux ouverts disjoints de {2 contenant respectivement Kiet K.
D’aprés le corollaire précédent, il existe ¢, et p, € D(Q), telles que p, = 1 dans K, ¢,
e D), 1e{1,2},et 0 < g,(z) <1,i€{1,2}.
La fonction cherchée sera définie par ¢(x) = ¢,(x) — py(z), Vo € 2.
Avec la méme argumentation, on montre que, si K est sous-ensemble compact de R™ et
si V' est un voisinage arbitraire de K, il existe une fonction ¢ € D(Q) telle que 0 < p < 1

vaut 1 sur un voisinage de K et supp(p) C V. m

2.2 Création de topologie sur D (2)

1- On note 7 la topologie induite par £(£2) sur D (2). C’est la topologie déterminée sur

D () par la famille de semi-normes sur D(£2) :

Pm (@)= sup [0% (z)] < 400

|a|<m,zeQ
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2.2. Création de topologie sur ® ()

2- En distinguant une famille de parties qui sera, en fait, une base de voisinages de 0. Pour

cela, on note
V = {v C ©(Q); absolument convexe et équilibré, Vk € Kq, VN Dk(Q) € 7 }.
Pour chaque v € V, sa jauge (3)),., est une semi-norme sur D(£2).

Corollaire 2.2.1 [6] La famille de semi-normes (3,),., est séparante.

z)| > 0.
) > 1.

On note par 7 la topologie sur D(£2) déterminée par la famille ()

Preuve. Soit ¢ € D(1) telle que ¢ # 0. Evidemment r = sup|p(
z€eQ
(

Notons v = {f € © : qo (f) < r}.Il est clair que v € V et que S,

veV - .

Corollaire 2.2.2 [6] Pour chaque v € V on av = {p € D(Q) : Sy(¢) < 1} et la famille

V' est un systéme de voisinage de 0 pour la topologie 7. Autrement dit, pour tout voisinage

U de 0 pour 7 il existe v € V tel que V C U.

Preuve. Il est clair que v est convexe et que{p € D(Q) : T, (p) < 1}.

Réciroquement, soit ¢ € v . Il existe une partie compacte de 2 telle que ¢ appartient a
Vouvert v ND;(Q) de D,(2). L’application A € R — ), étant continue au point A = 1 il
existe alors un réel r > 1 tel que pour tout réel véerifiant 1 —r < A<1+rona X, € v N

D,(Q). 11 découle (1 + 1), € v donc I, () < 1. La suite est clair. m

Théoréme 2.2.1 [6] Pour chaque partie compact K de 2, la topologie Ty et la topologie

induite par T sur () sont égau.

Preuve. Fixons une partie compacte K de €. Soit U un voisinage de 0 dans D (2)
muni de la topologie induite par 7. D’aprés le corollaire précédent nous pouvons trouver v
€V tel que v N Dg(Q2) C U. Puisque v N Dg(2) est un voisinage de 0 pour 7 il s’ensuit
que U est aussi voisinage de 0 pour cette méme topologie.

La topologie induite par 7 sur D(£2) est donc moins fine que la topologie 7 .

Réciproquement, soit W un voisinage de 0 pour 74 . Puisque la suite (py,),, déter-
mine la topologie 75 sur ©.(2) , il existe alors un m > 0 et un réel » > 0 tel que :
{p € D(Q) : pm (p) <1} CW.

Il est clair que v = {p € D(Q) : p (p) <7} € V, il S’ensuit que W est un voisinage
de 0 pour la topologie induite par 7 sur D;(2). m
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2.3. La topologie limite inductive de D ()

2.3 La topologie limite inductive de ©(2)

Définition 2.3.1 [6] Soit (E;);eny une suite croissante d’espaces localement convezes tels

que Uapplication identité E; — FE;.1 soit continue pour chaque i. Posons : FE = OleE2
1=

Définissons sur E la topologie localement convexe la moins fine rendant les identités
E; — FE; 1 continues pour ¢« = 1,2,---,. Elle est dite topologie limite inductive de F définie
par les sous-espaces F;. L’espace E muni de cette topologie est dit limite inductive des

espaces (E;)ien -

La suite exhaustive

Définition 2.3.2 [1] Soit Q un ouvert de R, alors il existe une suite (K;),en de compacts

de, et une suite(O;);en d’ouverts, telles que

K; CO; C Kjy1. 0= UK,

Jj=0
Une telle suite (K)jen est appelée suite exhaustive de compacts de Q. Si K est un

compact arbitraire de €2, il existe j tel que K C K.

Les suites exhaustives permettent de définir des espaces locaux.

Définition 2.3.3 [1] On fize (K,), oy une suite exhaustive de compacts de 2. Lespace
D(NQ) = UN’D;%(Q) sera muni de la topologie limite inductive des Dy, ().
ne

2.4 La Convergence dans 9D (£2)

Au sens de D ()

Définition 2.4.1 On dit qu’une suite (,,) de D (2) converge vers ¢ € D () ssi :

n €N
d k C Q, k compact, tel que :
1) Vn €N, supp(p,) C k.

2) Vi€ N, sup |0, (x) = ¢ (2)] —0 . (11)
k

n — oo
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2.4. La Convergence dans ®© ()

Donc les ,, ont toutes un support inclus dans un compact commun k, et elles convergent

uniformément ainsi que toutes leurs dérivées vers ¢ (qui a donc son support inclus dans k ).
Remarque 2.4.1 C(ette notion de convergence sera suffisante un certain temps :

elle donnera la continuité des distributions comme limite : si ¢; — ¢ au sens de la

Jj —o0

convergence (1.1), alors T : D (€2) — R sera un opérateur continu si T (i;) P T (¢)
dans R .

Par contre, pour certaines propriétés des distributions & support compact, on aura
besoin de regarder la topologie de D (2) (ses ouverts).

Cette topologie est celle d'un espace métrique non normé (il n’y a pas de norme sur
D () associée a la distance ), et sera rapidement décrite quand on abordera les distributions

a support compact.

Définition 2.4.2 Une forme linéaire (ou fonctionnelle) sur ® (2) est continue ssi pour

toute suite de fonctions test ¢, € © (Q) convergeant dans ® (Q2) versp € D () : (T, p,) —
(T, ).

Théoréme 2.4.1 [6] Une suite (¢,,)m de D(2) tend vers 0 quand m tend vers +oo si, et
seulement si,il existe un compact K C § tel que, pour chaque m, on a ¢, € Dk () et

(@m)m tend vers O pour la topologie Ty .

Preuve. Puisque la topologie 7k est induite par 7 sur ® () il est clair qu’une suite
(©m)m de D(Q) telle que p,, € Dk (Q) pour chaque entier m et qui tend vers 0 dans D i (2)
tend aussi vers 0 dans D(2).

Réciproquement, considérons une suite (¢,,)m de Dk (£2) tendant vers 0 et supposons
que pour chaque compact K C 2 il existe un entier m tel que la restriction ,, |o\x7 0.

Fixons (K/), une suite exhaustive de compacts de 2. Nous pouvons alors construire
une suite strictement croissante d’entiers (my), et une suite (x,), de Q qui vérifient, pour
chaque entier /, x, € Q \K; et ¢, (z;) # 0.

Notons alors v = {¢ € D (Q) : V £, |p(ze)| < (1/2)|¢, (2:)]}-

Il est clair que v est absolument convexe. Pour chaque compact K C 2 il n’y a qu’'un
nombre fini de z, qui appartiennent a K, il s’ensuit que v N Dy (2) € 74 et donc v est un

voisinage de 0 pour 7.

23



2.4. La Convergence dans ®© ()

La suite (¢,,)n convergeant vers 0 il existe un entier m, tel que ¢, € v ce qui est
contradictoire. m

Nous avons le résultat (sous forme théoréme) suivant:

Théoréme 2.4.2 [6] Une suite (¢,,)m de D () est Cauchy si, et seulement si, il existe
un compact K C ) tel que, pour chaque entier m, ¢,, € Dr(Q) et (©,,)m est de Cauchy

pour la topologie Ty,.
Preuve. elle est identique a celle du théoréme précédent. m

Théoréme 2.4.3 [6] Soit v une application linéaire de © (2) dans un espace vectoriel E

muni de la topologie déterminée par une famille séparante de semi-normes.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1- u est continue.
2- pour toute suite (¢,,)n — 0 dans © (), la suite (u(g,,))m tend vers 0 dans E.

3- pour tout compact K C 2, la restriction de u & Dy, (2) est continue.

Preuve. Les affirmations 1 = 2 et 2 = 3 sont évidentes.
Montrons que 3 = 1. Pour cela nous allons établir la continuité de v en 0. Soit W un
voisinage absolument convexe de 0 dans E.
Il est clair que v = u~ (W) est une partie absolument convexe de @ (). Puisque
vNDy () = (ulpge)) (W) nous avons v N D () € 7y, . Il s’ensuit que v est un voisinage

de 0 dans © (2). m

Remarque 2.4.2 [/] Soit u une forme linéaire sur ® (2). u est continue si, et seulement
s, pour chaque compact K C €, il existe un réel C' et un entier m > 0 tels que, pour chaque
weEDK(N), ona:

lu(p)| < C sup  |9%(z)].

z€Q,|a|l<m
La constante C' et I'entier m dépendent du compact K.
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2.5. Régularité de la convolution ®(RY) x L}

loc

(RY)

2.5 Reégularité de la convolution D(RY) x L} (RY)

Définition 2.5.1 Deux fonctions f et g définies p.p, et mesurables sur R™ sont dites
convolables si, pour presque tout © € R"™, la fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable sur

R™ .
On définit alors le produit de convolution de f et de g par la formule

Exemple 2.5.1 Pour f € L'(Q) a support borné dans R (ou dans R"™ avec intégrales mul-

tiples), si p € D(Q), la fonction convolée :

V(@) = (f*o)(x) = [ fM)p(x—t)dt = [ f(x—t)e(t)dt).

est une fonction de (). En effet, ¢ est & suport borné inclus dans supp(f) U supp(p).
Et elle est C*°(R) comme l'application du théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue le montre, puisque presque tout t € R, 2 — f(t)p(x —t) est CF (en z),
et ark (f(t)(x — t))‘ < sgp |¢®) (¢)] f(t) intégrable (indépendamment de z).
On aura méme D () dense dans L'().

Proposition 2.5.1 [4] Pour toute fonction ¢ € D(R") et tout f € L. (R™),le produit de

convolution ¢x f appartient a C*(R™), et on a 0%(¢p* f) = (0°¢) x f, pour tout o € N".

De méme
¢ €CM(R") et feL, (R")=¢xf C™(R").

Démonstration. Pour 2o € R" et 7 > 0, on considére la fonction mesurable
F : B (x9,7m) X l;:n S (z,y) — ¢(x —vy) f (y) € R, ot on rappelle que :
ky={a—"0b;lal <n et |b] €k}, avec K = supp(e).
Pour presque tout y € /;:7,, la fonction = — F(x,y) est de classe C* sur B(zg,7),

et pour tout « € N on a |09F(z,y)] = [0 (z—y) f(y)] < C.|f(y)| pour tout
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2.5. Régularité de la convolution ®(RY) x L}

loc

(RY)

(z,y) € B(wo,n) x (k,\N), ot N est un ensemble négligeable éventuel sur lequel la fonction
localement intégrable f n’est pas définie, et ou

C, = supl|0?¢(z)| = max |0% (2)| < oo.
zER™ z€k

Comme la fonction f est localement intégrable, sa restriction au compact /~€n est inté-
grable et on déduit du théoréme de dérivation sous le signe somme [4] que la fonction

z— | Fl,y)dy = ¢* f(z)

Ky

admet des dérivées partielles de tous ordres sur B(xg,n), avec 0% (¢ * f) = (0%¢) ~ f
sur B(zg,n). En particulier ¢ f est de classe C*° sur B(xg,n), d’ou la proposition, puisque
xo et n > 0 sont arbitraires. m

e [6] Cas particuli¢re : telle que [;, a(z)dz = 1. Pour tout € > 0, on définit

On voit clairement que :

® a. € C*(R").
® Le support de a, est m, boule fermée de centre 0 et de rayon e.
O fgn @c(2)dz = 1.
A Taide de la famille (o.)_..,, on peut régulariser les LP-fonctions discontinues c’est-

‘a-dire qu’on peut montrer qu’elles peuvent étre approchées par des fonctions tests. C’est

la vocation principale du théoréeme qui suivra.

Définition 2.5.2 [6] Soit f € L} _.(R") une fonction localement intégrable sur R™. La

fonction

fo@)= e fl@—y) ac(y)dy = [pn [ (#)ac(z—y)dy

est dite la convolution de f par a., notée par f *a. ou a.x f .
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2.5. Régularité de la convolution ®(RY) x L}

loc

(RY)

Théoréme 2.5.1 [6] (ce théoréme montre le sens de la suite régularisante). Soit f une

fonction localement intégrable sur R™, alors :

p—
1

La convolution f. est une fonction dans R" .

2- Si f est a support compact K, le support de f.est contenu dans un e-voisinage de K

définie par

k. =k+ B-(0) = U B. (z)

ek

o
1

Si f est continue, alors la suite (f;).., converge uniformément vers f sur tout compact

de R™.

4- Si f € LP(R"), 1 < p < +o0, alors la suite (f.).., converge uniformément vers f dans

LP(R").

Preuve.

-
1

Comme l'intégrale définissant f.(x) est prise sur des compacts de R™ donc on peut dériver

sous le signe intégrale.

SizeR" et d(z,K)>calorsx ¢ K. = K+ B.(0).

Donc, pour tout y € K, x —y ¢ B.(0) = suppa. donc a. = (v —y) = 0.
Il s’ensuit que :

I'intégrale définissant f.(x) vaut 0 pour tout = ¢ suppfe,

ce qui assure que le support de f(z) est contenu dans K..
3- Supposons que f est une fonction continue et fixons K un compact quelconque de R".

Comme f est uniformément continue sur K,

pour tout n > 0, il existe d > 0 telque |f(z—y)—f(x)| < 1 pour tout = € K et |y| < 8
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2.5. Régularité de la convolution ®(RY) x L}

loc

(RY)

(y est dans un voisinage de 0 dans R).

En choisissant £ < ¢ il vient que

|[fe(@) = f(2)] < [f(z —y) = f(2)]a=(y)dy <.

pour tout x € K, ce qui montre que f. converge uniformément vers f sur K lorsque

¢ tend vers 0.

4- Supposons que f € LP(R™), 1 < p < +oo. D’apres le théoréme de densité, f peut étre
approchées dans LP(R"™) par des fonctions continues & supports compacts. D’autre

part, en utilisant 1'inégalité de Minkowski dans sa forme intégrale on montre que si

f € LP(R") alors f. € LP(R") telle que Hszp < Hpr

Soit 7 > 0 et g € C.(R") telle que |f —gl|, < g
) : Ui
1l ensuit que |f: — gl < 1/~ gll, < 1

Ecrivons ||f. — fll, < W fe = gell, + llge — gll, + llg — fII,,-

Comme g est continue a support compact, alors d’aprés 3, la suite (¢ converge uniformément

vers g sur R", donc g. — ¢g dans LP(R") .

En choisissant € assez petit, on en déduit que g — gl|, < 3.

Finalement, on obtient || f. — f||, < 7. Ce théoréme justifie la définition suivante :

Suite régularisante

Définition 2.5.3 [6/ On appelle suite régularisante (ou approzimation de l’identité) une

famille (C.)o<e<e, de fonctions définies sur R™ vérifiant les propriétés suivantes :

pour tout € €]0,eq[, (. € C*(R™), supp((.) C B(0,r.), . >0, et/ (. (x)dx =1,
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2.5. Régularité de la convolution ®(RY) x L}

loc

(RY)

ol on a supposé que r. — 0 lorsque ¢ — 0.

Voici comment construire un exemple de suite régularisante.

On part de la fonction H définie comme dans la section précédente.

Remarquons que

H >0 sur R" et que H > 0 sur B(0,1), de sorte que / H (x)dz > 0.

On définit une fonction ¢ en posant

H ()

C@) = Jan H (2) dz

pour tout x € R".

Il est clair que

¢ € C*(R") et que supp(¢) = B(0,1)

puisque H € C* (R") et supp(H) = B(0,1);

de plus,on a ¢ > Oet [ ((x)dx=1.
Rn

1
Posons alors, pour tout ¢ > 0 ,(_ (x) = —( (f) :
en’ \¢g

on vérifie facilement que ((.), > 0 est une suite régularisante sur R", avec r. = «.

Autre exemple de suite régularisante

On définit la fonction p: x € RY — R par:

p(x) = { xp <_1—|1x\2> si o] <1
PR 0 si |xz| >1

Cette fonction est dans D (RY) et vérifie supp p C B(0,1).

On pose alors

p:=p/ | p(zx) dr quiest également dans D(RY).
Rn

La suite régularisante (p,), C D(R") définie par :

P (x) = n™p (nz) |
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2.5. Régularité de la convolution D (RY) x L} (RY)

vérifie:
1- p, € D(RY) et supp p, C B(0,1/n),Vn € N*.

2- Jon pn (x) dz =1,VYn € N*,

Figure -6- Graphes des fonctions p;, ps, ps, €t, py.

Régularisation C*° d’une fonction en escalier

Proposition 2.5.2 [/] Etant donné un intervalle férmé :

[a,b], avec — o0 <a <b < oo, ety, definie par :

¢ (nx) . 11 /
1 1
la fonction ¢ = 1f,3 * 7, est une fonction de © (R) a support dans {a 5 b+ E] ,
) 1 1 2
telle que 0 < ¢ < let qui vaut 1 sur [a + T b— %} désque z <b-—a.
¢ (kz’)

Dans le cas de R", avec v (E) =
’ Jen 1€ (nt)| d Q
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2.5. Régularité de la convolution ®(RY) x L}

loc

(RY)

1
ou ( défini par : C(?) = exp (_—|2>

1— |

-1
la fonction 15 * 7y, est également dans © (R,) de support K + B (O, %>

-1 - 1
ou B (0, E) est la boule unité de centre(Oet rayon i

Preuve. La fonction 1p,; *v, est C* car v, l'est .

On a ( avec le changement de variable v = x — ¢ donnant du = —dt )

P@) =Luy s @)= [ (2=t

t=a
r—b
= - / Vi (u)du:/ v (u) du.
e u€lz—b,x—al
Donc, sachant que :
11 ) 1 . 1
supp (V) € ol siz—0b> Z ousiz—a< — %

on alpy * v, (x) =0,

1 1
d’ou supp (1[a,b} * fyk) € [a — E’b + E] .

Et la fonction v, étant positive d’intégrale / Y =1,
R
0na0§/ Ve (W) du <1, e 0 < p < 1.
u€z—b,x—al
1 1 1 1
Enfin, siz —b < % et siz—a> T iesixz € [a+E’b_E] ,

alors ¢ (x) = / v () du > / i () du = 1.
€lxz—b,z—al

ue[-.1]

Et lautre résultat attendu (trés utilisé) est la proposition suivante :
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2.6. Le dual topologique de ® (£2)

Proposition 2.5.3 [4/ Etant donné un intervalle ouvert |a,b|, avec —oo < a < b < oo, et
un intervalle fermé [c,d] C |a,b[, il existe une fonction ¢ € ® (Ja,b]) qui vaut 1 sur [c,d],
et qui de plus est positive et bornée par 1. Méme résultats dans R™ o [a,b] est remplacé par

un compact K .

Preuve. C’est un corollaire de la proposition précédente : on prend ¢ = 1[% Ly d] * Y
k? k

aveck'assezgrandpourquec<a—%etd>b—|—%. [ ]

2.6 Le dual topologique de D ()
Définition 2.6.1 On appelle distribution T' tout élément de L (D () ,R) =2 (Q)

L’ensemble des formes linéaires continues sur D (2), i.e. toute fonctionnelle T : © ()

— R telle que :
1- Pour tout ¢, ¢ € ® (Q) et tout A € R :

T(e+ M) =T(p)+ AT (¢) (linéarité),

2- si (¢,,),en est une suite de fonctions de D (€2) qui converge vers ¢ € D (£2) (au sens de
D (Q) ), alors :
IT (p,,) — T (p)] — Odans R (continuité),

n—mmoo

soit encore

lim 7" (¢,,) :T< lim gon> (dans R).

el ’ensemple ' (2) (dual topologique de © (£2)) est appelé espace des distributions sur
Q.
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2.6. Le dual topologique de ® (£2)

Remarque 2.6.1 Par définition de la continuité de T, on peut passer a la limite sous la

distribution T
imT (p,) =T ( lim gon> =T (p).

n—o0 n—oo

Dés que (ip,,) est une suite de © (§2) qui converge vers p € © (§2) au ses de D (£2).

Notation 2.6.1 La linéarité fait qu’on emploie le crochet de dualité :

T (p) = (T, ),V € D(Q),

ou la notation intégrale: T (¢) = [ Tep.

Et la continuité de T' fait qu’on peut passer a la limite sous le crochet :

lim (T, p,) = (T, limg,) = (T,¢),

n—oo

ou qu’on peut passer a la limite sous le signe f :
lim [ Ty, = /Tlim O, = /Tgo,

dés que (ip,,) est une suite convergente dans D (§2) (i.e. convergente au sens de © (Q2) ).

Proposition 2.6.1 [6] Une forme linéaire T est une distribution sur §) si, et seulement si,

pour chaque compact K, il existe une constante C > 0 et un entier m > 0 tels que

(T <C sup 0% (2)], Vo € Di(2). (%)

z€Q , |a|<m

Preuve. Soit T € ©' () . Pour chaque compact K C Q, T est une forme linéaire sur

D4(Q).
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2.6. Le dual topologique de ® (£2)

Il existe, alors, v € V; de la forme
v=0v""={p € Di(Q) : pm,x(p) < &}

ol pm ()= sup |0% (x)| telque [(T,¢)| <1 pour tout ¢ € v.

z€Q, |a|<m
D’autre part, si ¢ € D, () est telque ¢ # 0,

€. o .
on a ———— € v, ils’ensuit que

pm,K((p)

(T, ) < (L7€) - pmic (), Voo € Dr(Q)N\A{0} -
En posant C' = ¢! on obtient () lorsque ¢ # 0.

Notons, enfin, qu’on a I’égalité dans (x ) lorsque ¢ = 0. Inversement, si (%) est satisfaite,
alors pour chaque compact K C Q, T est une forme linéaire continue sur D g (€2), on en
déduit que T est une distribution sur € . m

L’inégalité ( ) n’est pas le seul critére & démontrer pour vérifier qu'une forme linéaire
sur ®() est une distribution. Une autre caractérisation s’impose en terme de suites con-

vergentes dans D({2) :

Théoréme 2.6.1 [6] On aT € ©'(Q) si, et seulement si, pour toute suite (p;) convergente

vers 0 dans ©(Q), la suite numérique | < T, p; > | converge vers 0 dansk = R ou C.
Preuve. Supposons que 7' € D'(Q2) et (¢;) une suite convergente vers 0 dans D(2).
Il existe un compact K C Q telque (¢;) € Dr(2),Vi et ¢, — 0 dans D ().

Comme T est continue dans ©(f2), d’aprés (x ), on a < T, ¢, > — 0 lorsque i — +o0.

Inversement, Supposons que ceci est vérifié. Il suffit de vérifier que T' est continue sur
chaque espace D (2). Supposons, par contradiction, qu’il existe K, telle que T n’est pas
continue sur D, (£2). On peut trouver, alors, une suite (p;) de fonctions de D, ()
convergente vers 0 dans Dy, () telle que < T, ¢, > ne converge pas. Comme l'inclusion
D, (1) — Dp(Q) est continue, la suite (p;) doit converger vers 0 dans Dy (f2) , ainsi

(< T, ¢, >) devrait converger vers 0 ; contradiction. m

34



2.6. Le dual topologique de ® (£2)

Exemple 2.6.1 Soit f € L},.(Q). Définissons une forme linéaire Ty : D(Q) — C par

loc

Tf(w)z/f(x)so(af)dw, Vo €D (Q)

Comme f € L}, (Q) alors C' = / |f (z)]dz < +o0 .
Q

Posons supp(yp) = K; on vérifie facilement que :

175001 < [ 17 @ lp @)ldo < suplo @) [ If (2)ldo < C(K) - suplio (o)

z€ek
Q

do comme limite de fonctions de D (R)

On considére la fonction ¢ définit par :

B exp (—1%5), Vael-1,1],
Cm_{ 0 , Ve ¢ -1,1[,

(dont le support est [—1, 1] appartient & (] — 2, 2]).
On a également ( € D(] — 1 —¢&;1 + €[) pour tout € > 0, et on va rétrécir son support,
cela & masse constante.

On considére pour n > 1 la fonction positive définie par :

w0 s ) D (na),

qui satisfont a, pour tout n € N* :

supp (V) = [—%H : /an (z)dx = 1.
On a alors au sens des distributions :
Vo — Oodans®'(R),
i.e. pour toute fonction
pe®DR): lim [ v, (z)p(x)der=¢p(0)cR.

n—oo R
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2.7. La Convergence dans ®’ (1)

2.7 La Convergence dans D'({2)
Définition 2.7.1 Soit Q un ouvert de R™, T une distributions sur §2 et

(T})jen une suite de distributions sur 2. On dit que 7} converge vers 7" quand j — 400

au sens des distributions si et seulement si

Vo e® (), (Tje) — (T,9).

Proposition 2.7.1 Si elle existe, la limite T' de la suite T} est également une fonctionnelle

linéaire et continue sur ® (R2), i.e. T définit une distribution.

Preuve. [5|. =

Principe de bornitude uniforme

Théoréme 2.7.1 [}] Soient Q ouvert de R et K C Q compact. Soit une suite (T,,),>1 de
distributions sur §) telle que la suite (T, ) est convergente pour tout ¢ € D( Q). Alors il

existe un entier p > 0 et C > 0 tels que :

[{ Th, ¢)| < Cmax sup |09 (z)]

la|<p zek

pour tout n > 1 et toute fonction test ¢.
e Nous ne donnerons pas la preuve de ce résultat, qui est une variante du théoréme

de Banach-Steinhaus -également basée sur le théoréme de Baire.

Continuité séquentielle du crochet de dualité

Proposition 2.7.2 [}] Soient Q ouvert de R"™, une suite (T,,)n,>1 de distributions sur S, et
une suite(p,,)n>1de fonctions test appartenant a D(S2) .

Supposons que :

T, — T dans D'( Q) lorsque n — oo, et ¢, — ¢ dans D( Q) lorsque n — .
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2.8. Régularité de la convolution ©(R™)*D'(R™)

Alors : (T,, ¢,) — (T, ¢) lorsquen — 0.

Démonstration.

Comme ¢,, — ¢ dans D( ) ,
il existe K C Q compact telque supp( ¢,) C K pour tout n > 1.

D’aprés le principe de bornitude uniforme, il existe un entier p > 0 et une constante C' > 0

tels que :

|[( Tn, )| < Cmax sup [0%Y ()|

la|<p 2k

pour tout n > 1 et pour toute fonction test.
Appliquant cela a ¢ = ¢,, — ¢, on trouve que :
[( T, — #)| < Cmax sup[0” (¢, — @) (x)] — 0 lorsque n — oo,

|| <p x€k

puisque, par hypothése sur la suite (¢,,)n>1,

0%¢,, — 0”¢ uniformément surK pour n — oo.

Alors : (T, ¢,) = (T,¢9) = (Tn, ¢, — &) + (T =T, 9) .

On vient de voir que le premier terme au membre de droite converge vers 0 lorsque

n — 0o, quant au second, il converge également vers 0 puisque 7,, — T dans ©'( 2). =

2.8 Reégularité de la convolution ©(R")xD'(R")

On a défini au le produit de convolution d’une fonction de Lj,.(R™) par une fonction de
classe C'*™ a support compact.Cette définition s’étend sans difficulté au cas du produit de

convolution d’une distribution par une fonction de classe C*° & support compact.
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2.8. Régularité de la convolution ©(R™)*D'(R™)

Fonctions plateaux

Lemme 2.8.1 Soient Q2 ouvert de R™ et K compact inclus dans §2. Il existe une fonction ¢
de classe C* sur R™ vérifiant 0 < ¢ < 1, supp(¢) compact C k, et ¢ =1 sur un voisinage
de K.

Définition 2.8.1 Pour toute distribution T € ©'(R™) et toute fonction test p € D(R™), on
définit
T (2) = (T, 0 — ) = (T,(r.) + 6)

pour tout 2 € R", ot on a noté ¢ la fonction définie par :

et ou 7, désigne la translation de vecteur
riTe Yy — TL(y) =y + oz,
c’est- a-dire que:
(1) % fly) = for_ = f(x—vy), pourtoutx,y € R".
Majoration du support
Proposition 2.8.1 pour toute fonction test ¢ on a :
supp(¢p) N supp(T') = @impliqueque (T, ¢) = 0.
Preuve. [4]. =

Proposition 2.8.2 [4] Pour toute distribution T € ®'(R™) et toute fonction test ¢ €
D(R™), on a :

supp(T * ¢) C supp(T') + supp(¢).
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2.8. Régularité de la convolution ©(R™)*D'(R™)

Démonstration.

Six € R"\ (supp(T) + supp(¢)),
alors : supp(p(x —.)) = {z} — supp(e),
donc : supp(p(x —.)) N supp(T) = @.
D’aprés proposition (2.8.1) ceci entraine que :
Tx¢(z)=(T,¢(x—.)) =0
Par conséquent, T * ¢ = 0 sur 'ouvert R" \ (supp(T) + supp(¢)).

Ce qui montre que cet ouvert est inclus dans le complémentaire du support de T % ¢ :

R™\ (supp(T) + supp(¢)) C R™ \ (supp (T * ¢)).

On en déduit I'inclusion annoncée par passage au complémentaire.

Proposition 2.8.3 [4] Pour toute distribution T € D'(R™) et toute fonction test ¢ €
D(R™), le produit de convolution de la distribution T par la fonction test ¢ est de classe C™

sur R™, et on a :

[ T*0) = (T )56 =T 03]

Démonstration. d’une part:

(0°T ) x ¢ (2) = (0T , ¢ (x —.))
= (=1)*NT 0% (¢ (x - )))
=(T",(0%¢) (z = .))
=T x0% (x)

puisque, (—1)1102 (¢ (x —y)) = (9°¢) (z — y).

D’autre part, soit xy € R™ et x € ®(R™) fonction plateau telleque x = 1 sur B(zo,1).
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2.8. Régularité de la convolution ©(R™)*D'(R™)

Lemme 2.8.2 [}/ La fonction de classe C* (z,y) — x(x)d(x — y) est a support dans
supp(x) x (supp(x) + supp(¢)) -
On a la fonction x — (T ,x(x)p (z —.)) est de classe C*° sur R™et

(T, x(x)p (x =) =(T", 07 (x(x)¢ (x = .))) . Sur B(xo, 1),

cette fonction coincide avec T x ¢ ce qui montre que T % ¢ est de classe C™ sur B(xg,1) et

que, pour tout x € B(xg, 1), l'on a :

T %86 () = (T ,(0°6) (z — .))
— (T 02 (6 (z - )))
= 0°(T ¢ (x— )
= 9°(T *¢).

On conclut en observant que ceci vaut pour tout xo € R™.
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Chapitre 3

Densité de D ()

3.1 Densité D(f2) dans ¢ (Q)
Théoréme 3.1.1 [6] L’application injective :
Id:® () — () est continue.

Preuve. Considérons (K;) une famille exhaustive de sous-ensembles compacts de 2.
Par définition, I'injection D, (2) < & () est continue.

Il s’ensuit la continuité de Id car © (§2) = U Dk, (2). m

Comme conséquence & ce résultat, tout sous-ensemble borné de ® (€2) est un sous-

ensemble borné de I'espace € (€2). De plus on a la théoréme suivente:
Théoréme 3.1.2 [6] L’ensemble © (§2) est un sous-espace dense dans € (£2).

Preuve. Soit (K;) une famille exhaustive de sous-ensembles compacts de €. Il existe
une famille des fonctions de © (2), notée (/3;), telle que 8; = 1 dans chaque voisinage de K.

Si o € D(Q), posons ¢, = 5, p € D(). On vérifie, aussitot, que ¢; — ¢ dans D (). =

Introduction
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3.1. Densité ©(S2) dans € ()

Densité C.(2) dans L,(2)
Théoréme 3.1.3 [/ pour tout ouvert 2 CR" et tout 1 < p < oo (mais non pour p = o0),
Uensemble C.(2) est dense dans L,(S).

En d’autres mots, pour toute fonction f € L,(2) et pour tout € > 0,

il existe g € Cc(Q) telle que |lg — [, <e,

ou encore, il existe une suite {f,}, C Cc(2) telle que f, — [ en [[.[[,.
Preuve.

Puisque E(Q) est dense dans Ly,
il suffit de montrer que pour toute fonctions € E(2) et ¢ > 0

il existe g € Ce(, C) t.q.]lg — sll, <e.

Puisque s est étagée elle est bornée, et (par définition de F(Q2)) p({z : s(x) # 0}) < oo.

Nous pouvons donc appliquer le théoréme de Lusin :

il existe g € C(Q,C) telle que ||g||, < |5l et

o 9to0) # s < (575 )

2|5/l

Alors,

[lg—sl’du= f{a};s(q});ﬁg(w)} g — s|” dp
< plfz:s(@) # g(@)}) - g = slie
< (515) Ul + 510"
= gP.
Donc en effet, [|g — s||, < ¢ et le théoréme est démontré.
Pour voir les limites de ce résultat, considérons un ouvert non vide quelconque €2 C R",
et fixons x € Q.

Soit r > 0 assez petit pour que B(x,2r) C €2, et posons f = 1p(y).
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3.1. Densité ©(S2) dans € ()

Il est facile & voir que f € L,(Q2) pour tout p € [1, c0].

Nous prétendons que pour toute fonction continue

g:Q — C nous avons || f — gl > 3

En effet, soit y € Q tel que d(z,y) = r (par exemple y = x + (r,0, ..., 0)).

Supposons d’abord que |g(y)| < %, et posons

U={zeq:|g(z)| < %}.

Par continuité de g, U N B(z,r) est un ouvert non vide dans lequel f =1

1
et donc |f — g|>— d'ou ||f — 9”00—2

L’autre possibilité est que
l9(y)| =

N | —

Pour chaque n posons : V,, = {z €: |g(2)| > 5~ —
n

Alors encore par continuité de g, V,, \B (z,7) est un ouvert non vide sur lequel f = 0

1 1
et donc |f —g| > = — —.
2 n
Nous obtenons que
1
Hf QHOO > — — — pour tout n,
2 n

1
done I = glloe > 5

En particulier, C.(€2) n’est jamais dense dans L>(2) (sauf si Q = @&, que 'on exclut

de toute facon). =

3.2 Densité de D(R") dans C.(R")
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3.2. Densité de ®(R") dans C.(R")

Commutativité de la convolution

Proposition 3.2.1 Soient deux fonctions f et g mesurables sur R™ et convolables . Alors,

fxg(z) =g* f(z)p.p.enz € R".

Démonstration. [4]. m

Majoration du support de fxg

Proposition 3.2.2 Soient f et g deux fonctions mesurables définies p.p. sur R™ et con-

volables. Alors

supp(f * g) C supp(f) + supp(g),

avec la notation A+ B ={a+bja€ A etbe B} .
Démonstration. [4]. m
Théoréme 3.2.1 [4] Soit f € C.(R") et ((,)oce<s, Suite régularisante. Alors,
C.xf € DR™) et (.* f — [ uniformément sur R" lorsque ¢ — 0%,
Démonstration. Supposons que supp(f) C B(0, R). Alors,
supp( (. f) € B(0,R) + B(0,r.) C B(0, R+ r.) pour tout £ €0, &g,
(daprés la Proposition 3.2.2). D’autre part, d’aprés la Proposition 2.6.1; la fonction
(. f € C™(Q) pour tout € €]0, o]

Enfin, en utilisant la commutativité du produit de convolution, on a

@*f(fﬁ)—f(fv):fné()f( y)dy — f (z)
= Jun G- W) (f (2 —y) = [ (2)) dy

C.(y)dy = 1.

R
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3.3. Densité D(2) dans L (Q2)

Par conséquent, comme (. > 0 est a support dans B(0,r.)

| Coxf@) = F@)] < Jgu W) |f (z—y) = f(2)]dy
< sup |f(r—y)— f(I)|fB(o7TE) C.(y)dy

ly|<re

= sup [f (z—y) - f(2)].

ly|<re

Or f est continue & support compact, et donc uniformément continue sur R” .Par con-
séquent, comme
re — 0 lorsque ¢ — 07,  sup |f (x —y) — f(x)| — 0 lorsque e — 0.
zeR™ | |y|<re

On en déduit alors que

sup | (. *x f(z) — f(z)] — 0 lorsque e — 07.
zeR?

3.3 Densité D(2) dans L (Q)

e Notation : p, désigne une suite régularisante.
Théoréme 3.3.1 Soit f € L7 (R") avec 1 < p < oo. Alors p, * f — f dans L¥ (R").
Démonstration. [2] . =

Corollaire 3.3.1 Soit Q@ C R™ un owvert quelconque. Alors®(Q) est dense dans L* ()

pour 1 < p < oo.
Démonstration.
Soient f € L¥ (), e > 0et f1 € C.(Q) telque ||f — f1||Lp(Q) <E.

On considére la fonction f; définit par :

— v [ A2 six € ()
fl(x)_{o si z€RP\Q
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3.4. Densité D(R") dans L” (R")

de sorte que f; € L (R") et théoréme ( 3.2.1) :
Hpn *E - E”LP(RTL) - O
D’autre part
— 1
supp(p,, * f1) C B (0, —) + suppfi C Q pour n assez grand.
n

Soit U, = (p,, * E)IQ Alors, pour n assez grand,
Un € Ce(Q) et de plus Uy — fill prq) — 0.
Done, pour n assez grand, (U, — f|prq) < 2¢.

3.4 Densité D(R") dans L (R")
Lemme 3.4.1 Soient A C RY compact et B C RY fermé. Alors A+ B est fermé dans RY.
Démonstration. [4]. =

Théoréme 3.4.1 Soit f € LT (R") avec 1 < p < co. Alors :

a) pour toute suite régularisante (C.)o<ec<ey, ON G

I f—=Coxf ||LP(RN) — 0 lorsque ¢ — 0"

b) pour tout 7 > 0, il existe une fonction f, € D(RY) telle que

If=r nHLP(RN) <.

Comme nous I'avons rappelé plus haut, 'ensemble des fonctions continues sur RY &
support compact est dense dans LP(RY) pour 1 < p < oo. Mais pour p = oo, ce n'est pas
le cas : C.(R") n’est pas dense dans L®(R") (puisque la limite uniforme d’une suite de

fonctions continues est une fonction continue).
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3.4. Densité D(R") dans L” (R")

Donc, en particulier, ®(RY) n’est pas dense dans L>®(R™).

Démonstration.

Par densité de C.(RY) dans LF(RY),

étant donné n > 0, il existe ¢ € C.(RY)
1
2

Puis, si (C.)o<e<e, €St une suite régularisante

telque | — 6l rn) < 51

sup [(.* & (z) — ¢ (x)| — 0 lorsque e — 07,
r€R”

Or supp(¢) est compact;

soit donc R > 0 telque supp(¢) C B(0, R)
de sorte que
supp(C. *¢) C B(0,R) + B(0,7.) = B(0, R+ r.),
d’aprés la Proposition 3.2.2. et le Lemme 3.4.1. Alors, grace a 'inégalité de Holder.

(théoréme (1.5.1).[4] ).

€% 6 = BllLomn) < sup [ %6 () = 6 ()] |BO, R+ sup r2y)|” =0

0<e<eg

lorsque € — 0%,

Pour démontrer le b), on choisit € > 0 assez petit pour que

1
||Cs*¢ - ¢HLP(RN) < 577 )

et on pose f, = (. *¢:
ainsi ||f = fallppeyy < Nf = Ollpr@yy + 10— Cx ol pp@ny <n-

D’autre part . x ¢ € C°(RY) est a support dans B(0, R + sup r,), ce qui établit le

0<e<eg
b). Pour démontrer le a), on écrit que

1f = FxCllp@yy < IIf = dllpe@ny + 19— Cex bl p@yy + 1€ x & — Cox fll e @m
< (111Gl ) 1 = Bl + o= Cxdl
=0+ [|¢ = x ol ey -

47



3.5. Densité de ® () dans D' (1)

D’aprés 'inégalité de Hausdor -Young (Théoréeme (1.3.10 ) )[4].
Or on a vu que
llo — C. *¢||LP(RN) — 0, lorsque € — 0%,
Prenant la limite supérieure de chaque membre de cette inégalité pour e — 0, on trouve
que
T 1f = el <0
Et comme ceci vaut pour tout n > 0, il s’ensuit que le membre de gauche de cette

inégalité, qui est un nombre indépendant de 7, est nul, ce qui établit le a). =

3.5 Densité de D (2) dans D' ()

On sait déja que la distribution 0y (masse de Dirac) est limite de la suite de fonctions ()
de © ().

On commence par le cas ou 2 = R tout entier (ou R").

Proposition 3.5.1 /4] Toute distribution T € ' (R) est limite dans ®' (R) d’une suite des
foncions de ® (R). On dit que © (R) est dense dans ®' (R).

Preuve. (Par régularisation et troncature) . On se donne une distribution 7" € ®’ (R).
Il s’agit de trouver une suite (ay) de © (R) telle que oy — T dans @’ (R), i.e. telle que
pour tout ¢ € ® (R) :
(T — ag, ) — 0 quand k — oo

(vois paragraphe (1.3.5)[4]). On a 7, * T est une fonction C* (R).

On restreint son support : soit ax = Ax (77, *T') ou la fonction A\, € © (R) vaut 1 sur
[—k,+E] et 0 sur [—k — 1,k + 1] (une telle fonction existe, (voir proposition (2.6.2).

Il est immédiat que o € D (R).

Enfin, pour ¢ donné dans © (R), on a, en prenant k assez grand pour que

supp (¢) C [k, k],

et donc

48



3.5. Densité de ® () dans D' (1)

M =0 (M (e *xT) ) = (v % T, Arp)
= (v, * T, )
v (W (@), 0 (z+y)) — (T, (%), s (& +y)))

Ce résultat étant vrai pour tout ¢ € ® (R) on a bien

ar = Mg (7, xT) = T quand k — oo.

Dans le cas ou 2 est un ouvert de R quelconque, le résultat n’est pas modifié (la suite

proposition):

Proposition 3.5.2 Toute distribution T € D' (2) est limite dans D' (Q) d’une suite de S
fonctions de © (). On dit que © () est dense dans D' (£2).

Preuve. On reprend la démonstration précédente, mais on construit maintenant une
suite de fonctions A, de D (Q) qui vaut 1 sur compact K tel que d (K, R — Q) < & (distance
maximale du bord de K au bord de 2). Et une telle suite existe d’aprés la proposition (

2.6.3). m
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3.6. Conclusion général

3.6 Conclusion général

L’espace @y, (2) est le sous-espace vectoriel de € (€2) dont les éléments sont les fonctions
dont le support, contenu dans K, est une partie compacte de €2 ces éléments appellent les
fonctions test.

Cette terminologie "fonction-test " vient du fait que ce sera contre ces étres que seront
testées ultérieurement les distributions.

Ces fonctions seront utilisées dans les techniques de convolution et de régularisation de
fonctions et de distributions.

Les fonctions test jouent, en Analyse, plusieurs roles distincts, également importants :

1- Elles servent a localiser les fonctions sans en dégrader les hypotheses de régularité™.

(* Sauf I'analyticité, car, d’aprés le principe des zéros isolés, il n’existe pas de fonction
analytique & support compact dans un ouvert de C qui ne soit pas identiquement nulle ).

2- Elles servent & approcher les fonctions localement integrables par des fonctions de
classe C*°.

3- Elles sont des fonctions par un procédé de dualité que 'on va étendre le calcul dif-
ferentiel des fonctions aux distributions, qui sont des objets plus généraux que les fonctions.

L’espace vectoriel de ces fonctions test sur €2, dans la notation de L. Schwartz, est © (2)
qui n’est pas réduit a la fonction nulle, et que c’est un espace de dimension infinie et,
il est un espace topologique complet, non métrisableet et est un espace pour Fréchet, en
plus est un espace de Montel. Il existe plusieurs méthodes pour construire des fonctions
test vérifiant quelques propriétés; quelques-unes sont présentées de maniére trés synthétique
dans [H 6rmander, chapitre 1]. D (£2) est aussi appelé l'espace des fonctions infiniments
lisses & support compact.

La dual topologie de cet espace est ®’ (2) c’est 'espace des distributions, qu’est ’espace
des formes linéaires continues sur D (£2).

D (Q) equipé d’une topologie appropriée que I’on précisa, jouera un role important dans

la d’efinition des distributions sur 2. En plus ® (2) est dense dans L? (pour 1 < p < 00)
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