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Introduction

Représentation graphique d�une fonction test à deux variables.

Introduction

Dans cette mémoire on va discuter au sujet de l�espace des fonctions test D (
). Nous

commencerons en se référant à quelques symboles fréquemment posées et quelques dé�nitions

nécessaires qui nous aidera à faire de cet espace, en plus nous dé�nirons les éléments de cet

espace.

Dans le deuxième chapitre, on va expliquer quelques exemples sur les fonction test,

puis nous parlerons de fournir cet espace en termes d�infrastructures propriétés topologique.

Ensuite, nous créerons une topologie sur cet espace grâce à topologie déterminée sur Dk (
)

par la famille de semi-normes sur D (
) et une base de de voisinage de 0. Et puis de passer

à la limite inductive de D (
). Il a également évoqué le concept de convergence au sens de

D (
), puis étudier le produit de convolution de L1loc ? D (
) qui être un rôle de premier

plan dans l�analyse fonctionnelle et nous a eu le concept de sens suite régularisant, et nous

considèrerons d�un exemple sur elle .

Aussi nous considèrerons l�espace de distributions D0 (
) le dual topologie de D (
),

et nous dé�nirons l�appartenance d�une forme linéaire de D0 (
) à D (
), et étudierons le

concept de convergence en elle l�exception de la convergence faible, depuis l�espace D (
)

est stable par l�opération du produit de convolution donc nous étudierons D0 (
) ?D (
).

En�n, dans le dernier chapitre nous étudierons la densité deD (
) dans quelques espaces,

le plus important est Lp.

La densité de D (
) dans ces espaces montre plus de propriétés de ce espace.
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Introduction

Laurent Schwarz : (5 mars 1915, Paris - 4 juillet 2002, Paris) est un des mathématiciens

franc¾ais les plus connus. Il obtint la Médaille Fields en 1950 pour ses travaux sur la théorie

des distributions.
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Chapitre 1

Notations et rappels topologiques

1.1 Notations

Initialement, nous donnons quelques symboles qui seront utilisés plus tard :

Soient 
 un ouvert de Rn:

� x = (x1;��� ;xn) 2 Rn:
� Pour n � 1; � est un multi-indice, c�est -à -dire :

� = (�1; :::; �n) 2 Nn

� Le nombre j�j = �1 + �2 + :::+ �n est appelé longueur du multi-indice �.

� Par analogie, on pose : x� = x�11 :::x
�n
n pour tout � 2 Nn:

� On a � � � si : 8i = 1; � � � ; n : �i � �i:

� On pose : �! = �1! � � ��n! pour tout � 2 Nn:
� On a la relation suivante :
8x; y 2 Rn; (x+ y)� =

P
���

�
�
�

�
x���y� =

P
���

�!
�!(���)!x

���y�:

� Pour k 2 N et k � 1, on note l�opérateur de dérivation par rapport à la k-ième variable
par: @k = @�@xk et :

@�x = @�11 :::@
�n
n = @j�j

@
�1
x1
@
�2
x2
:::@�nxn

� Si f est une fonction à valeur dans 
, on a :
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1.2. Rappels topologiques

D�f = @�f =
�
@f
@x1

��1
:::
�
@f
@xn

��n
� On a la formule de Leibniz :

D� (f:g) =
P
���

�
�
�

�
D���f:D�g:

�Si x, � sont des vecteurs de Rn on a :

hx; �i = x:� =
nP
i=1

xi �i

� On désignera par jxj la norme euclidienne de x 2 RN , c�est- a-dire :

jxj =

s
NP
k=1

x2k

qui muni (Rn; k:k) par un stracture d�espace métrique complet.
�On notera k �� 
 si k est relativement compact dans 
 c�est à dire k est un compact

inclus dans 
:

�On muni l�ensemble Rn par la mesure de Lebesgue sur 
; que nous désignerons par :
dx = dx1 : : : dxn .

1.2 Rappels topologiques

Nous passons maintenant quelques concepts des espaces qui nous concernent dans la four-

niture de l�espace de l�étude :

Espace vectoriel topologique

Dé�nition 1.2.1 Soit E un espace vectoriel sur R ou C .

On appele une norme sur E toute application ' : E ! [0;+1[ véri�e les propriétés
suivantes :

1- ' (x) = 0, x = 0:
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1.2. Rappels topologiques

2- 8 � 2 R ou C, 8 x 2 E : ' (�x) = j�j' (x) :

3- 8 x; y 2 E : ' (x+ y) � ' (x) + ' (y) :

On désigne pour la norme sur E par : k:kE ou k:k :

Dé�nition 1.2.2 On appelle R-espace vectoriel topologique (e:v:t:) un espace topologique E

muni d�une structure d�espace vectoriel sur R, telle que les opérations :

E � E ! E : (x; y) ! x+ y

R �E ! E : ( � ; x)! � x

soient continues et tel que f0g soit une partie fermée.

Espace vectoriel normé

Dé�nition 1.2.3 Un espace normé (E; k:k) est la donnée d�un espace vectoriel E et d�une

norme k:k sur E.

Dé�nition 1.2.4 Soit E un |-espace vectoriel.

On dit qu�une application p : E ! R est une semi-norme si, pour chaque x; y 2 E et

� 2 |, on a :

� p (x+ y) � p (x) + p (y) :

� p (�x) = j�j p (x) :

Proposition 1.2.1 Soit E un |-espace vectoriel.

Si p est une semi-norme sur E alors :

� p (0) = 0:
� p (x) � 0:
� j p (x)� p (y)j � p (x+ y) .

Dé�nition 1.2.5 On dit qu�une famille (pi)i2I de semi-normes sur un espace vectoriel E

est séparante si, pour chaque x 2 E non nul, il existe i 2 I tel que pi(x) > 1.
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1.2. Rappels topologiques

Partie compact

Dé�nition 1.2.6 Soit 
 un ouvert de Rn et k 2 N:

On dit qu�une partie K de 
 est compact si pour chaque recouvrement ouvert fAigi2I
de K, on peut extraire un recouvrement �ni de K .

Espaces fonctionnels

Dé�nition 1.2.7 C(
) désigne l�espace des fonctions continues sur 
; à valeur dans R:

1- On dit que f : 
 �! | est de classe Ck si toutes les dérivées partielles de f existent et

sont continues jusqu�à l�ordre k.

( L�ordre dans lequel sont e¤ectuées les dérivations est indi¤érent d�aprés la théorème

de Schwarz).

2- Ck (
) désigne l�espace des fonctions dé�nies et k-fois continûment di¤rentiables sur 
;

à valeur dans R :C�est à dire :

Ck (
) = ff 2 C (
) ;8� 2 Nn; j�j � k; @�f 2 C (
)g

On rappelle qu�une fonction est continue sur 
, si elle est continue en tout point x 2 
 :

8x 2 
;8" > 0; 9�x;"; 8y 2 
; jx� yj < �x;" ) jf (x)� f (y)j < "

Par exemple, la fonction f(x) = 1
x
est continue sur ]0;+1[.

On dé�ni sur 
 les semi-normes Pm par :

Pm;ki (f) =
P

j�j�m
sup
a2ki

j@�f (x)j

tel que ki est un compact inclus dans 
:
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1.2. Rappels topologiques

Support d�une fonction

1- On appelle adhérence de A, et l�on note A, le plus petit fermé de X, contenant A.

2- Soit f une fonction réelle dé�nie sur un ouvert 
 � Rn.

On appelle support de f l�ensemble :

supp (f) = fx 2 
 : f (x) 6= 0g

Le support de f est alors le plus petit fermé de Rn à l�extérieure du quel la fonction

f est nul. C�est donc l�ensemble des points où il est intéressant d�étudier f (ailleurs f est

identiquement nulle).

Par exemple dans R :

�La fonction de Heaviside H0 = 1[0;1[ a pour support R+ (elle est nulle sur R��).

�La fonction x! �
]�1;1]

a pour support [�1; 1].

Remarque 1.2.1 supp (f) est toujour fermé, donc :

supp (f) compact , supp (f) borné

3- Nous dé�nissons l�ensemble des fonctions continues à support compact sur 
 :

Cc(
) = ff : 
! C : f est continue et à support compactg

On note C0(
) : l�espace des fonctions continues nulles au bord de 
.

1- On dit que f : 
 �! | est de classe C1 si elle est de classe Ck sur 
 pour chaque entier

k � 1.

2- Nous désignerons par C1 (
) l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiables, noté

d�aprés Laurent Schwarz, par

" (
) = C1(
)

On a :

C1(
) � ::: � Ck(
) � :::C1(
) � C(
)

6



1.2. Rappels topologiques

Dé�nition 1.2.8 On note par Ckc (
) l�ensemble des fonctions de C
k(
) qui sont à support

compact dans 
.

On dé�nit sur cet espace la norme:

kfkCkc (
) =
P

j�j � k

sup


j@�f (x)j :

On véri�e que k f kCkc (
) est une semi-norme :

1- On a 8� 2 R; 8x 2 
 :

k�f (x)kCkc (
) =
P

j�j � k

sup


j@� (�f (x))j =

P
j�j � k

sup


j�@�f (x)j

=
P

j�j � k

sup


(j�j j@�f (x)j) = j�j

P
j�j � k

sup


j@�f (x)j

= j�j kf (x)kCkc (
) :
) k�f (x)kCkc (
) = j�j kf (x)kCkc (
) :

2- On a 8x; y 2 
 :

kf (x+ y)kCkc (
) =
P

j�j � k

sup


j@�f (x+ y)j =

P
j�j � k

sup


j@� (f (x) + f (y))j

=
P

j�j � k

sup


j@�f (x) + @�f (y)j

�
P

j�j � k

sup


(j@�f (x)j+ j@�f (y)j)

=
P

j�j � k

sup


j@�f (x)j+

P
j�j � k

sup


j@�f (y)j

= kf (x)kCkc (
) + kf (y)kCkc (
) :
) kf (x+ y)kCkc (
) � kf (x)kCkc (
) + kf (y)kCkc (
) :

Dé�nition 1.2.9 Pour k 2 N[f1g ; Ck0 (
) est le sous-espace de Ck (
) dont les éléments
sont nuls en dehors d�un compact de 
: Nous rappelons que :

" (
) = C1(
) = \
k�0

Ck(
)

Ckc (
) = Ck (
) \ Cc (
)
C1c (
) = C1 (
) \ Cc (
)
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1.2. Rappels topologiques

Espace de Fréchet

Dé�nition 1.2.10 Un espace vectoriel topolgique réel est appelé espace de Fréchet s�il est

à la fois localement convexe, métrisable, et complet.

Exemple 1.2.1 Les espaces C(
); Ck(
) et C1(
) sont des espaces de Fréchet.

Espace de Schwarz

Dé�nition 1.2.11 On dit qu�une fonction f appartient à l�espace de Schwarz (notée S (Rn))

sur Rn si u est de class C1 et que de plus toutes ses dérivées sont à décroissance rapide.

S (Rn) =
�
u 2 C1 (Rn) = 8�; � 2 Nn, sup

x2Rn

��x�@�u (x)�� < +1� :
Proposition 1.2.2 1- S (Rn) contient l�espace des fonctions test.

2- S (Rn) est un sous-espace vectoriel de Lp pour 1 � p � 1 dense dans LP pour 1 � p <

1:

Espace de Lebesgue [8]

Soit (
;�; �) un espace de mesure et f : 
! R:

Dé�nition 1.2.12 On dit que f véri�e la propriété P presque partout et on écrie p:p si f

véri�e cette propriété pour tout x 2 
 sauf partie négligée de E.

Fonction mesurable

Dé�nition 1.2.13 Une fonction f : 
 ! R est dite mesurable si pour tout � 2 R,

l�ensemble

E� = fx 2 
 = f(x) � �g

est mesurable au sens de Lebesgue.
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1.2. Rappels topologiques

Fonction intégrable

Dé�nition 1.2.14

On dit qu�une fonction mesurable f : 
! R est intégrable au sens de Lebesgue si :Z



jf j <1

1- L�espace L1(
) est l�ensemble des fonctions mesurables (pour la tribu de Borel) inté-

grables (pour la mesure de Lebesgue dx ) sur 
. On note :

kfkL1(
) =
R



jf (x)j dx

2- On dé�nit ensuite pour tout 1 � p <1 ; l�espace Lp(
) :

Lp(
) = ff : 
! R; f mesurable et jf jp 2 L1(
)g

que l�on munit de la norme :

k f k
Lp(
)

=

�R



jf (x)jp dx
� 1
p

On véri�e que k f kCkc (
)est une semi-norme :

1- On a 8� 2 R;8x 2 
 :

k �f (x) k
Lp(
)

=

�R



j�f (x)jp dx
� 1
p

=

�R
j�jp



jf (x)jp dx
� 1
p

= (j�jp)
1
p

�R



jf (x)jp dx
� 1
p

= j� j
�R



jf (x)jp dx
� 1
p

= j� j k f (x) k
Lp(
)

:

) k �f (x) k
Lp(
)

= j�j k f (x) k
Lp(
)

:

2- On a 8x; y 2 
 :

k f (x+ y) k
Lp(
)

=

�R



jf (x+ y)jp dx
� 1
p

=

�R



j(f (x) + f (y))jp dx
� 1
p

�
�R



jf (x)jp dx
� 1
p

+

�R



jf (y)jp dx
� 1
p

:

)k f (x+ y) k
Lp(
)

�k f (x) k
Lp(
)

+ k f (y) k
Lp(
)

:

9



1.2. Rappels topologiques

3- Lorseque p = 1, on a la dé�nition suivante :

L1(
) = ff : 
! R; f mesurable et 9 C 2 R+ ; jf (x)j � C p:pg :

dont la norme est :

k f k
L1(
)

= inf fC, jf (x)j � C p:pg

Proposition 1.2.3 k:kp est une semi-norme. En particulier (si f >0) :

kfkp = 0 () f nulle p:p

Fonction localement intégrable

Dé�nition 1.2.15 Une fonction f dé�nie sur 
 est dite localement intégrable sur 
 si f

est intégrable (au sens de Lebesgue) sur chaque compact K � 
:

Ainsi, f est localement intégrable sur 
 si, pour tout compact K, le produit f �{K
est intégrable sur 
, où {K est la fonction caractéristique de K, qui est égale à 1 sur K et

0 à l�extérieure de K.

1- Si p � 1, on désigne par Lploc(
) l�espace des fonctions f 2 Lploc(
), pour tout compact

K de 
.

2- Soit 1 � p <1; on dit qu�une fonction f : 
! R appartient à Lploc(
) si f j K 2 Lp(
)
pour tout compact K � 
:

Théorème 1.2.1 [8] On a les propriétés suivantes :

1. Lp est un espace vectoriel et k:kLp est une norme pour tout 1 � p <1:

2. Lp est un espace de Banach pour tout 1 � p <1.
3. Lp est séparable pour tout 1 � p <1.

10



1.2. Rappels topologiques

Convergence simple d�une suite

Dé�nition 1.2.16 On dit qu�une suite (xn)n de E converge vers un éléments x 2 E si,

pour chaque voisinage V de 0, il existe un entier m0 tel que, pour chaque entier m > mn:

on a : xm � x 2 V:

Convergence uniforme d�une suite

Dé�nition 1.2.17 Soit E une partie non vide de A � Rn.Soient (fm)m2N0 une suite de

F (A) et f un élément de F (A). La suite (fm)m2N0 converge uniformément sur E vers

f s�il existe m 2 N0 tel que, pour tout m � M; fm � f soit borné sur E et si la suite

kfm � fkE converge vers 0. Une telle fonction f est appelée limite uniforme sur E de la

suite fm; on écrit fm
E
=) f .

Suite de Cauchy On peut introduire dans les espaces vectoriels topologiques la notion

de suite de Cauchy :

Dé�nition 1.2.18 On dit qu�une suite (xn)n de E est une suite de Cauchy, si pour chaque

voisinage V de 0, il existe un entier m0 tel que, pour chaque entier m; �m > m0, on a :

xm � x �m 2 V .

Base de voisinages

Dé�nition 1.2.19 (Ensemble ouvert) On dit qu�un sous-ensemble O de E est ouvert s�il

est vide ou bien si, pour chaque x0 2 O, il existe un sous-ensemble �ni non vide In de I et

un réel r > 0 tels que Vn(x0; r) � O:

Dé�nition 1.2.20 (Voisinage d�un point) Soit x un point de l�espace topologique (X; �).

On appelle voisinage de x toute partie V , de X, contenant un ouvert qui lui-même contient

le point x:

Dé�nition 1.2.21 Soit E un espace vectoriel topologique.

1- On appelle voisinage de 0 une partie contenant un ouvert contenant 0.

11



1.2. Rappels topologiques

2- On dit qu�une famille � est une base de voisinage, ou base de voisinages en 0 2 E, si
c�est une famille de voisinages de 0 telle que pour tout ouvert O contenant 0 on peut

trouver B 2 � avec B � O.

Exemple 1.2.2 Dans un espace vectoriel normé, les boules de rayon 1=n, centrées en 0,

constituent une base de voisinages.

Densité d�un ensemble

Dé�nition 1.2.22 Soit X un espace topologique. Un sous-ensemble A de X est dit dense

dans X, si tout ouvert non vide de X contient au moins un point de A.

(Ce ci est equivalent a A = X:).

Dé�nition 1.2.23 Soit A un sous-ensemble de E.

A est convexe si, pour chaque x; y 2 A et chaque � 2 [0; 1], on a �x+ (1� �)y 2 A.

Le dual topologique

Dé�nition 1.2.24 Une application f de E dans F est continue au point a 2 E , si pour

chaque l 2 L et chaque réel " > 0, il existe un sous-ensemble �ni non vide In � I et un réel

r > 0 tels que :

max
i 2In

p
i
(x� a) < r =) p

i
(f (x)� f (a)) < "

Dé�nition 1.2.25 On dit que f est une application linéaire si :

8� 2 R, 8x; y 2 E �f (x+ y) = f (x) + f (y) :

� f (� x) = � f (x) :

Si f est une application linéaire cette dé�nition se reformule ainsi :

Théorème 1.2.2 [6] Soit f une application linéaire de E dans F . Les a¢ rmations suiv-

antes sont équivalentes :

12



1.3. Espace Dk(
)

� f est continue;
� f est continue en 0;

�8l 2 L, il existe In � I, �ni, et c 2 R+ tel que, pour chaque x 2 E on a :

p
i
(f (x)) � c max

i 2 In
pi (x) :

Lorsque F = |; ( | = R ou C ) et f une forme linéaire sur E, on a :

Théorème 1.2.3 [6] Soit f une forme linéaire de E.

Les a¢ rmations suivantes sont équivalentes :

� f est continue;

� f est continue en 0;
� Il existe In � I, �ni, et c 2 R+tel que, pour chaque x 2 E on a :

jf (x)j � c max
i 2 In

pi (x) :

Ce résultat s�écrit ainsi :

8� > 0; 9c > 0 et n 2 N tel que f
�
Vn
�
�
c

��
� ]��; �[ :

L�ensemble des formes linéaires continues sur E est un espace vectoriel noté E 0 appelé

le dual topologique de E:

1.3 Espace Dk(
)

Dé�nition 1.3.1 Soit 
 un ouvert �xé de Rn. Pour chaque partie compact K � 
 on

note :

Dk(
) = f' 2 " (
) : 8x 2 
 n k; ' (x) = 0g

L�espace Dk(
) est le sous-espace vectoriel de "(
) dont les éléments sont les fonctions

dont le support, contenu dans K, est une partie compact de 
 .

Dé�nition 1.3.2 L�espace Dk(
) que l�on muni par des semi-normes dé�nir par :

13



1.3. Espace Dk(
)

pj (f) = sup
x2k:j�j�j:

jD�f (x)j est une espace de Fréchet.

Proposition 1.3.1 [10] L�espace Dk(
) est complet.

Preuve. Si la suite (fi)i est Cauchy dansDk(
) cela signi�e : 8j 2 N; pj (fi � fk)
i; k ! +1!

0:

i.e : sup
x2k:j�j�j:

jD�fi (x)�D�fk (x)j
i; k !+1! 0:

Donc la suite (D�fi)i est converge uniformement sur k pour tout � 2 Nn:Et puis en
déduire que D�fi

i !+1! D�f quand fi
i !+1! f:Ainsi, nous avons trouvé un élément f

appartient à Dk(
) véri�e :8j 2 N; pj (fi � f)
i ! +1! 0:

Donc l�espace Dk(
) est complet.

On commence par construire des exemples des fonctions de classe C1 à support compact

sur la droite réelle [4] :

E : R! R dé�nie par :

E (x) =

�
exp

�
1
x

�
si x < 0

0 si x � 0

1-

� Figure �1� Graphe de la fonction E.

Il est clair que E est de classe C1 sur R , d�autre part, on montre que

E(n) (x) = Pn
�
1
x

�
exp

�
1
x

�
pour tout x < 0;

14



1.3. Espace Dk(
)

où Pn est la suite de polynômes dé�nis par la relation de récurrence :

P0(X) = 1

Pn+1(X) = �X2(P
0
n(X) + Pn(X)), n � 0.

On en déduit que :

E(n)(x)! 0 lorsque x! 0� pour tout n � 0 et donc que E 2 C1(R). D�autre part, le
support de E est R�.

2-

� Figure �2� zoom sur la région du graphe correspondant à x = 0.

Exemple 1.3.1 A partir de la fonction E, on construit trés simplement une fonction F de

classe C1sur R et à support dans un segment [a; b], où a < b sont deux réels quelconques, il

su¢ t de poser :

F (x) = E(a� x)E(x� b) pour tout x 2 R
c�est- à-dire

F (x) =

�
e�

b�a
(b�x)(x�a) si x 2 ]a; b[

0 si x 2]�1; a] [ [b;+1[

Exemple 1.3.2 En posant :

G (X) =
NQ
k=1

E(ak � xk) E(xk � bk) pour tout x 2 RN .

15



1.3. Espace Dk(
)

A nouveau, on véri�e sans peine que G 2 C1(RN) (par exemple en constatant que

G admet des dérivées partielles continues à tout ordre et en tout point de RN) et que

supp(G) = [a1; b1]:::[aN ; bN ].

Exemple 1.3.3 En posant :

H(x) = E(jxj2 � 1) .
c�est- à-dire :

H(x) =

�
e

1

jxj2�1 si jxj < 1
0 si jxj � 1

La fonction H est de classe C1 sur RN comme composée de la fonction E et de la

fonction : RN 3 x! jxj2 � 1 2 R, toutes deux de classe C1; d�autre part,
supp(H) = B(0; 1) =

�
x 2 RN ; jxj � 1

	
.

Exemple 1.3.4 La fonction I donnée par :

I(x) =

xR
�1

F (z) dz

+1R
�1

F (z) dz

: où F est la fonction dé�nie ci-dessus.

Remarquons que la fonction continue F véri�e F > 0 sur ]a; b[

de sorte que

+1R
�1

F (z)dz > 0 .

La fonction I 2 C1(R) satisfait donc les conditions suivantes :

0 � I � 1; I j]�1;a] = 0; I j[b;+1[ = 1;

où a < b sont les deux réels apparaissant dans la construction de F ci-dessus.

Exemple 1.3.5 A partir de la fonction I, en supposant que les paramétres a; b > 0, on

construit trés simplement un exemple de fonction J 2 C1(Rn) telle que :

supp(J) � B(0;
p
b) ; J j

B(0;
p
a)
= 1; 0 � J � 1:

Il su¢ t en e¤et de poser : J(x) = 1� I(jxj2).
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Chapitre 2

Topologie d�espace des fonctions test

2.1 Topologie de D(
)

Dé�nition 2.1.1 L�espace vectoriel de ces fonctions test sur 
, dans la notation de L.

Schwarz, est : D (
) = C1c (
) :

D(
) = f� 2 C1 (
) : supp(�) � 
; supp(�) compact g

Le sous-espace vectoriel de " (
) dont les éléments sont les fonctions dont le support

est une partie compact de 
. Le sous-espace D(
) n�est pas fermé dans "(
).

Remarque 2.1.1 Si on se place dans un compact K de Rn, on a tout simplement :

K compact ) D(K) = C1(K).

Puisque les fonctions de C1(K) sont C1 et à support compact. On ne considèrera pas

ce cas : on verra qu�il faudra considérer D (
) avec 
 ouvert pour ne pas avoir de problème

avec le bord de 
, les fonctions deD (
) étant identiquement nulles dans un voisinage ouvert

du bord de 
:

17



2.1. Topologie de D(
)

Propriétés topologiques de D (
)

Théorème 2.1.1 Soit 
 un ouvert de Rn: Alors :

(i) Si A est un ensemble borné de D (
), alors il existe un compact K � 
 tel que A � Dk :

(ii) En particulier, si (fj)j2N est une suite de Cauchy dans D (
), alors il existe un compact

�xe K tel que tous les fj aient leur support dans K .

(iii) Une suite (fj)j2N converge dans D (
) si et seulement si tous les fj ont leur support

inclus dans un compact �xe K, et si la suite (fj) converge uniformément, ainsi que la

suite de ses dérivées à tous les ordres.

(iv) D (
) est un espace topologique complet .

(v) D (
) est un espace de Montel .

(vi) Le dual topologique de D (
) coïncide avec D0 (
).

(vii) pour tout compact K � 
, Dk (
) est un fermé d�intérieur vide dans D (
).

(viii) D (
) n�est pas métrisable.

Démonstration. (Esquisse de démonstration)

Nous n�indiquerons que certains points-clé dans la démonstration. La propriété cruciale

est le point (i), qui assure à la �n la complétude en forçant les suites de Cauchy à rester

dans un espace (de Fréchet) Dk (
) :

Pour établir (i), considérons par l�absurde un ensemble borné A qui n�appartienne à

aucun Dk (
). Il existe donc une suite ('m)m2N de fonctions de A, et une suite (xm)m2N

des points de 
, n�est contenue dans aucun compact de 
, telle que 'm(xm) 6= 0. On pose
alors cm := j'm(xm))j = m:

Par exemple l�ensemble :

W := f' 2 D (
) ;8m 2 N; j'(xm)j < cmg:est un voisinage de 0. L�ensemble A étant
borné, il doit donc ètre possible de trouver � > 0 tel que � A � W . En particulier, �

j'(xm)j < cm, ce qui impose � < 1=m pour tout m 2 N : nous obtenons une contradiction.
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2.1. Topologie de D(
)

Les propriétés (ii), (iii) et (iv) sont alors des conséquences assez simples de la propriété

(i), du fait que Dk (
) est un espace de Fréchet, et de considérations topologiques générales.

La propriété (v) découle assez simplement de ce que les ensembles bornés de D (
) sont

inclus dans un Dk (
), et que Dk (
) est un espace de Montel.

La propriété (v) découle de ce qu�une application linéaire continue doit envoyer un en-

semble borné sur un ensemble borné, qu�un ensemble borné de D (
) est un ensemble borné

d�un certain Dk (
), et de ce que les distributions sont les formes linéaires dont la restriction

à chaque Dk (
) est continue.

La propriété (vi) est presque évidente. D�une part,Dk (
) est fermé, comme l�intersection

des fermés ��1x (0) pour x =2 K. D�autre part, soit ' 2 Dk (
) ; et  un élément de D (
)

dont le support ne soit pas inclus dans K ; alors la fonction ' + " n�appartient pas à

Dk (
) ; mais converge vers ' dans D (
) quand "! 0.

Pour démontrer le point (vii), il su¢ t d�invoquer le théorème de Baire, sous la forme

suivante : dans un espace métrique complet, une union dénombrable de fermés d�intérieur

vide est d�intérieur vide. En l�occurrence, si l�on se donne une suite exhaustive (Kj)j2N de

compacts de 
, alors D (
) est l�union dénombrable des Dkj (
),dont chacun est d�intérieur

vide, mais D (
) lui-même n�est pas d�intérieur vide. Puisque D (
) est complet et ne

satisfait pas la conclusion du théorème de Baire, on en conclut qu�il n�est pas métrisable.

Remarque 2.1.2 L�espace D (
) n�étant pas métrisable, dé�nir la topologie n�est pas

érquivalent à dé�nir la convergence des suites. Cependant, dans la pratique c�est presque la

seule notion de convergence que l�on utilise.

Proposition 2.1.1 [10] D (
) = [
k � 


Dk (
) :

Preuve. 1- On montre le compartiment D (
) � [ D (
)
k � 


:

soit ' 2 D (
) ; donc ' 2 � (
) et supp (') compacte de 
. On pose K = supp (') donc

on aura ' 2 Dk(
) donc ' 2 [
k�

Dk(
):

2- On montre le compartiment [
k�

Dk(
) � D(
):
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2.2. Création de topologie sur D(
)

soit ' 2 [
k�

Dk(
) donc il existe K0 compacte de 
/' 2 Dk0(
) donc ' 2 � (
) et

supp (') � K0; et on sait que supp (') fermé et K0 bornée donc supp (') compacte donc

' 2 D(
): Par les deux compartiments on aura l�égalité.

Corollaire 2.1.1 [6] Soit K un compact de 
. Il existe une fonction ' 2 D(
) telle que
0 � ' � 1 et ' = 1 dans K.

Preuve. Sans perdre de généralité, on peut supposer que 
 est borné.

Soit d la distance entre K et la frontière Fr(
) et posons Kd =3le d=3 -voisinage de K

dé�ni comme précédemment. Il est facile de voir que la fonction ' = �d=3 ��d=3 véri�e ce
qui est demandé dans l�énoncé du corollaire.

Corollaire 2.1.2 [6] Soient K1 et K2 deux compacts disjoints de l�ouvert 
 � Rn.

Il existe, alors, une fonction ' 2 D (
) telle que :
' (x) =

�
1 si x 2 K1

�1 si x 2 K2

et j'(x)j � 1 pour tout x 2 
 :

Preuve. Soient U1 et U2 deux ouverts disjoints de 
 contenant respectivement K1et K2.

D�aprés le corollaire précédent, il existe '1 et '2 2 D(
), telles que 'i � 1 dans Ki, 'i

2 D(Ui), i 2 f1; 2g, et 0 � 'i(x) � 1, i 2 f1; 2g.
La fonction cherchée sera dé�nie par '(x) = '1(x)� '2(x), 8x 2 
 .
Avec la même argumentation, on montre que, si K est sous-ensemble compact de Rn et

si V est un voisinage arbitraire de K, il existe une fonction ' 2 D(
) telle que 0 � ' � 1
vaut 1 sur un voisinage de K et supp(') � V .

2.2 Création de topologie sur D(
)

1- On note �K la topologie induite par "(
) sur DK(
). C�est la topologie déterminée sur

DK(
) par la famille de semi-normes sur D(
) :

pm (') = sup
j�j�m;x2


j@�' (x)j < +1
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2.2. Création de topologie sur D(
)

2- En distinguant une famille de parties qui sera, en fait, une base de voisinages de 0. Pour

cela, on note

V = f� � D(
); absolument convexe et équilibré, 8k 2 K
; V \ DK(
) 2 �K g.

Pour chaque � 2 V , sa jauge (=�)�2V est une semi-norme sur D(
):

Corollaire 2.2.1 [6] La famille de semi-normes (=�)�2V est séparante.

Preuve. Soit ' 2 D(
) telle que ' 6= 0. Evidemment r = sup
x2

j'(x)j > 0.

Notons � = ff 2 D : q0 (f) < rg:Il est clair que � 2 V et que =�(') � 1.
On note par � la topologie sur D(
) déterminée par la famille (=�) �2V .

Corollaire 2.2.2 [6] Pour chaque � 2 V on a � = f' 2 D(
) : =�(') < 1g et la famille
V est un système de voisinage de 0 pour la topologie � . Autrement dit, pour tout voisinage

U de 0 pour � il existe � 2 V tel que V � U .

Preuve. Il est clair que � est convexe et quef' 2 D(
) : =�(') < 1g.
Réciroquement, soit ' 2 � . Il existe une partie compacte de 
 telle que ' appartient à

l�ouvert � \Dk(
) de Dk(
). L�application � 2 R ! �' étant continue au point � = 1 il

existe alors un réel r > 1 tel que pour tout réel véeri�ant 1� r � � � 1 + r on a �' 2 � \
Dk(
). Il découle (1 + r)' 2 � donc =�(') < 1. La suite est clair.

Théorème 2.2.1 [6] Pour chaque partie compact K de 
, la topologie � k et la topologie

induite par � sur D(
) sont égaux.

Preuve. Fixons une partie compacte K de 
. Soit U un voisinage de 0 dans Dk(
)

muni de la topologie induite par � . D�aprés le corollaire précédent nous pouvons trouver �

2 V tel que � \ Dk(
) � U . Puisque � \ Dk(
) est un voisinage de 0 pour � k il s�ensuit

que U est aussi voisinage de 0 pour cette même topologie.

La topologie induite par � sur Dk(
) est donc moins �ne que la topologie � k .

Réciproquement, soit W un voisinage de 0 pour � k . Puisque la suite (pm)m déter-

mine la topologie � k sur Dk(
) , il existe alors un m � 0 et un réel r > 0 tel que :

f' 2 Dk(
) : pm (') < rg � W:

Il est clair que � = f' 2 D(
) : pm (') < rg 2 V , il s�ensuit que W est un voisinage

de 0 pour la topologie induite par � sur Dk(
).
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2.3. La topologie limite inductive de D(
)

2.3 La topologie limite inductive de D(
)

Dé�nition 2.3.1 [6] Soit (Ei)i2N une suite croissante d�espaces localement convexes tels

que l�application identité Ei ! Ei+1 soit continue pour chaque i. Posons : E =
1
[
i=1
Ei:

Dé�nissons sur E la topologie localement convexe la moins �ne rendant les identités

Ei ! Ei+1 continues pour i = 1; 2;���; : Elle est dite topologie limite inductive de E dé�nie

par les sous-espaces Ei. L�espace E muni de cette topologie est dit limite inductive des

espaces (Ei)i2N .

La suite exhaustive

Dé�nition 2.3.2 [1] Soit 
 un ouvert de Rn, alors il existe une suite (Kj)j2N de compacts

de, et une suite(Oj)j2N d�ouverts, telles que

Kj � Oj � Kj+1: 
 = [
j�0
Kj .

Une telle suite (Kj)j2N est appelée suite exhaustive de compacts de 
. Si K est un

compact arbitraire de 
, il existe j tel que K � Kj:

Les suites exhaustives permettent de dé�nir des espaces locaux.

Dé�nition 2.3.3 [1] On �xe (Kp)p2N une suite exhaustive de compacts de 
. L�espace

D(
) := [
n2N
Dkn(
) sera muni de la topologie limite inductive des Dkn(
):

2.4 La Convergence dans D (
)

Au sens de D (
)

Dé�nition 2.4.1 On dit qu�une suite ('n)n 2N de D (
) converge vers ' 2 D (
) ssi :

9 k � 
; k compact, tel que :

1) 8n 2 N; supp ('n) � k:

2) 8i 2 N; sup
k
j@i'n (x)� @i' (x)j ! 0

n ! 1
: (1.1)
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2.4. La Convergence dans D (
)

Donc les 'n ont toutes un support inclus dans un compact commun k, et elles convergent

uniformément ainsi que toutes leurs dérivées vers ' (qui a donc son support inclus dans k ).

Remarque 2.4.1 Cette notion de convergence sera su¢ sante un certain temps :

elle donnera la continuité des distributions comme limite : si 'j �!
j �!1

' au sens de la

convergence (1.1), alors T : D (
) �! R sera un opérateur continu si T
�
'j
�
�!
j !1

T (')

dans R .

Par contre, pour certaines propriétés des distributions à support compact, on aura

besoin de regarder la topologie de D (
) (ses ouverts).

Cette topologie est celle d�un espace métrique non normé (il n�y a pas de norme sur

D (
) associée à la distance ), et sera rapidement décrite quand on abordera les distributions

à support compact.

Dé�nition 2.4.2 Une forme linéaire (ou fonctionnelle) sur D (
) est continue ssi pour

toute suite de fonctions test 'n 2 D (
) convergeant dans D (
) vers ' 2 D (
) : hT; 'ni !
hT; 'i :

Théorème 2.4.1 [6] Une suite ('m)m de D(
) tend vers 0 quand m tend vers +1 si, et

seulement si,il existe un compact K � 
 tel que, pour chaque m, on a 'm 2 DK (
) et

('m)m tend vers 0 pour la topologie �K .

Preuve. Puisque la topologie �K est induite par � sur DK(
) il est clair qu�une suite

('m)m de D(
) telle que 'm 2 DK(
) pour chaque entier m et qui tend vers 0 dans DK(
)

tend aussi vers 0 dans D(
).

Réciproquement, considérons une suite ('m)m de DK(
) tendant vers 0 et supposons

que pour chaque compact K � 
 il existe un entier m tel que la restriction 'm j
nk 6= 0:
Fixons (K`)` une suite exhaustive de compacts de 
. Nous pouvons alors construire

une suite strictement croissante d�entiers (m`)` et une suite (x`)` de 
 qui véri�ent, pour

chaque entier `, x` 2 
 nKi et 'm`
(xi) 6= 0.

Notons alors � = f' 2 D (
) : 8 `; j'(x`)j < (1=2)j'mi
(xi)jg:

Il est clair que � est absolument convexe. Pour chaque compact K � 
 il n�y a qu�un
nombre �ni de x` qui appartiennent à K, il s�ensuit que � \ Dk (
) 2 � k et donc � est un
voisinage de 0 pour � .
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2.4. La Convergence dans D (
)

La suite ('m)m convergeant vers 0 il existe un entier m` tel que 'm`
2 � ce qui est

contradictoire.

Nous avons le résultat (sous forme théorème) suivant:

Théorème 2.4.2 [6] Une suite ('m)m de Dk (
) est Cauchy si, et seulement si, il existe

un compact K � 
 tel que, pour chaque entier m, 'm 2 Dk(
) et ('m)m est de Cauchy

pour la topologie � k:

Preuve. elle est identique à celle du théorème précédent.

Théorème 2.4.3 [6] Soit u une application linéaire de D (
) dans un espace vectoriel E

muni de la topologie déterminée par une famille séparante de semi-normes.

Les a¢ rmations suivantes sont équivalentes :

1- u est continue.

2- pour toute suite ('m)m ! 0 dans D (
), la suite (u('m))m tend vers 0 dans E.

3- pour tout compact K � 
, la restriction de u à Dk (
) est continue.

Preuve. Les a¢ rmations 1) 2 et 2) 3 sont évidentes.

Montrons que 3 ) 1. Pour cela nous allons établir la continuité de u en 0. Soit W un

voisinage absolument convexe de 0 dans E.

Il est clair que � = u�1(W ) est une partie absolument convexe de D (
). Puisque

�\Dk (
) = (ujDK(
))�1(W ) nous avons � \ DK (
) 2 � k : Il s�ensuit que � est un voisinage
de 0 dans D (
).

Remarque 2.4.2 [4] Soit u une forme linéaire sur D (
). u est continue si, et seulement

si, pour chaque compact K � 
, il existe un réel C et un entier m � 0 tels que, pour chaque
' 2 DK (
) ; on a :

ju(')j � C sup
x2
;j�j�m

j@�'(x)j.

La constante C et l�entier m dépendent du compact K.
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2.5. Régularité de la convolution D(RN) ? L1loc(RN)

2.5 Régularité de la convolution D(RN) ? L1loc(RN)

Dé�nition 2.5.1 Deux fonctions f et g dé�nies p:p, et mesurables sur Rn sont dites

convolables si, pour presque tout x 2 Rn, la fonction y 7! f(x � y)g(y) est intégrable sur

Rn .

On dé�nit alors le produit de convolution de f et de g par la formule

f ? g(x) =
R
Rn f(x� y)g(y)dy p:p . en x 2 Rn.

Exemple 2.5.1 Pour f 2 L1(
) à support borné dans R (ou dans Rn avec intégrales mul-
tiples), si ' 2 D(
), la fonction convolée :

 (x) = (f ? ')(x) =
R
R f(t)'(x� t)dt =

R
R f(x� t)'(t)dt):

est une fonction de D(
). En e¤et,  est à suport borné inclus dans supp(f)[ supp(').
Et elle est C1(R) comme l�application du théorème de la convergence dominée de

Lebesgue le montre, puisque presque tout t 2 R, x! f(t)'(x� t) est Ck (en x),

et
��� @k@xk (f(t)'(x� t))

��� � sup
R

��'(k) (t)�� f(t) intégrable (indépendamment de x).
On aura même D(
) dense dans L1(
):

Proposition 2.5.1 [4] Pour toute fonction � 2 D(Rn) et tout f 2 L1loc (Rn),le produit de

convolution �? f appartient à C1(Rn), et on a @�(� ? f) = (@��) ? f , pour tout � 2 Nn.
De même

� 2 Cmc (Rn) et f 2 L1loc (Rn)) � ? f Cm (Rn) :

Démonstration. Pour x0 2 Rn et � > 0, on considère la fonction mesurable

F : B (x0; �)� ~k� 3 (x; y) 7! � (x� y) f (y) 2 R; où on rappelle que :
~k� = fa� b ; jaj � � et jbj 2 kg ; avec K = supp(�):

Pour presque tout y 2 ~k�, la fonction x 7! F (x; y) est de classe C1 sur B(x0; �),

et pour tout � 2 Nn, on a j@�xF (x; y)j = j@�� (x� y) f (y)j � C� jf (y)j pour tout
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2.5. Régularité de la convolution D(RN) ? L1loc(RN)

(x; y) 2 B(x0; �)�(~k��N), où N est un ensemble négligeable éventuel sur lequel la fonction

localement intégrable f n�est pas dé�nie, et où

C� = sup
x2Rn

j@�� (z)j = max
z2k

j@�� (z)j <1:

Comme la fonction f est localement intégrable, sa restriction au compact ~k� est inté-

grable et on déduit du théorème de dérivation sous le signe somme [4] que la fonction

x 7!
Z
~k�

F (x; y)dy = � ? f(x)

admet des dérivées partielles de tous ordres sur B(x0; �), avec @� (� ? f) = (@��) ? f

sur B(x0; �): En particulier �? f est de classe C1 sur B(x0; �), d�où la proposition, puisque

x0 et � > 0 sont arbitraires.

� [6] Cas particulière : telle que
R
Rn �(x)dx = 1. Pour tout " > 0, on dé�nit

�" (x) =
1
"n
�
�
x
"

�
On voit clairement que :

� �" 2 C�c (Rn) :
� Le support de �" est B"(0), boule fermée de centre 0 et de rayon ".

�
R
Rn �"(x)dx = 1:

A l�aide de la famille (�")">0, on peut régulariser les L
p-fonctions discontinues c�est-

�a-dire qu�on peut montrer qu�elles peuvent être approchées par des fonctions tests. C�est

la vocation principale du théorème qui suivra.

Dé�nition 2.5.2 [6] Soit f 2 L1loc(Rn) une fonction localement intégrable sur Rn. La

fonction

f" (x) =
R
Rn f (x� y) �" (y) dy =

R
Rn f (x)�" (x� y) dy

est dite la convolution de f par �", notée par f ��" ou �"� f .
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2.5. Régularité de la convolution D(RN) ? L1loc(RN)

Théorème 2.5.1 [6] (ce théorème montre le sens de la suite régularisante). Soit f une

fonction localement intégrable sur Rn; alors :

1- La convolution f" est une fonction dans Rn :

2- Si f est à support compact K, le support de f"est contenu dans un "-voisinage de K

dé�nie par

kx = k +B" (0) = [
x2k
B" (x)

3- Si f est continue, alors la suite (f")">0 converge uniformément vers f sur tout compact

de Rn:

4- Si f 2 Lp(Rn), 1 � p < +1, alors la suite (f")">0 converge uniformément vers f dans

Lp(Rn):

Preuve.

1- Comme l�intégrale dé�nissant f"(x) est prise sur des compacts de Rn donc on peut dériver

sous le signe intégrale.

2-

Si x 2 Rn et d(x;K) > " alors x =2 K" = K +B"(0):

Donc, pour tout y 2 K; x� y =2 B"(0) = supp�" donc �" = (x� y) = 0:

Il s�ensuit que :

l�intégrale dé�nissant f"(x) vaut 0 pour tout x =2 suppf";

ce qui assure que le support de f(x) est contenu dans K".

3- Supposons que f est une fonction continue et �xons �K un compact quelconque de Rn.

Comme f est uniformément continue sur �K,

pour tout � > 0; il existe � > 0 telque jf(x�y)�f(x)j < � pour tout x 2 �K et jyj < �
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(y est dans un voisinage de 0 dans R):

En choisissant " < � il vient que

jf"(x)� f(x)j � jf(x� y)� f(x)j�"(y)dy < �:

pour tout x 2 �K, ce qui montre que f" converge uniformément vers f sur �K lorsque

" tend vers 0.

4- Supposons que f 2 Lp(Rn), 1 � p < +1. D�après le théorème de densité, f peut être

approchées dans Lp(Rn) par des fonctions continues à supports compacts. D�autre

part, en utilisant l�inégalité de Minkowski dans sa forme intégrale on montre que si

f 2 Lp(Rn) alors f" 2 Lp(Rn) telle que kf"kp � kfkp :

Soit � > 0 et g 2 Cc(Rn) telle que kf � gkp <
�

3
:

Il s�ensuit que kf" � g"kp � kf � gkp <
�

3
:

Écrivons kf" � fkp � kf" � g"kp + kg" � gkp + kg � fkp :

Comme g est continue à support compact, alors d�aprés 3, la suite (g converge uniformément

vers g sur Rn, donc g" ! g dans Lp(Rn) .

En choisissant " assez petit, on en déduit que kg" � gkp <
�
3
.

Finalement, on obtient kf" � fkp < �: Ce théorème justi�e la dé�nition suivante :

Suite régularisante

Dé�nition 2.5.3 [6] On appelle suite régularisante (ou approximation de l�identité) une

famille (�")0<"<"0 de fonctions dé�nies sur Rn véri�ant les propriétés suivantes :

pour tout " 2]0; "0[ ; �" 2 C1 (Rn) ; supp(�") � B (0; r"); �" � 0; et
Z
Rn
�" (x) dx = 1;
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2.5. Régularité de la convolution D(RN) ? L1loc(RN)

où on a supposé que r" ! 0 lorsque "! 0+:

Voici comment construire un exemple de suite régularisante.

On part de la fonction H dé�nie comme dans la section précédente.

Remarquons que

H � 0 sur Rn et que H > 0 sur B(0; 1); de sorte que
Z
Rn
H (x) dx > 0:

On dé�nit une fonction � en posant

� (x) =
H (x)R

Rn H (z) dz
pour tout x 2 Rn:

Il est clair que

� 2 C1 (Rn) et que supp(�) = B(0; 1)

puisque H 2 C1 (Rn) et supp(H) = B(0; 1);

de plus, on a � � 0et
Z
Rn
� (x) dx = 1:

Posons alors, pour tout " > 0 ; �" (x) =
1

"n
�
�x
"

�
;

on véri�e facilement que (�")' > 0 est une suite régularisante sur Rn, avec r" = ".

Autre exemple de suite régularisante

On dé�nit la fonction ~� : x 2 RN ! R par:

~� (x) :=

�
exp

�
� 1
1�jxj2

�
si jxj � 1

0 si jxj > 1
:

Cette fonction est dans D(RN) et véri�e supp ~� � B(0; 1).

On pose alors

� := ~�=

Z
Rn
~� (x) dx qui est également dans D(RN):

La suite régularisante (pn)n � D(RN) dé�nie par :

pn (x) = nNp (nx) ;
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2.5. Régularité de la convolution D(RN) ? L1loc(RN)

véri�e:

1- pn 2 D(RN) et supp pn � B(0; 1=n);8n 2 N�:
2-
R
Rn pn (x) dx = 1;8n 2 N

�:

6-

Figure -6- Graphes des fonctions �1; �2; �3; et; �4:

Régularisation C1 d�une fonction en escalier

Proposition 2.5.2 [4] Étant donné un intervalle férmé :

[a; b] ; avec�1 < a < b <1; et 
k de�nie par :


n (x) =
� (nx)R

R � (nx) d x
(o¼u supp (
n ) =

�
� 1
n
;
1

n

�
et

Z

n = 1);

la fonction ' = 1[a;b] � 
k est une fonction de D (R) à support dans
�
a� 1

k
; b+

1

k

�
;

telle que 0 � ' � 1et qui vaut 1 sur
�
a+

1

k
; b� 1

k

�
désque

2

k
< b� a:

Dans le cas de Rn; avec 
k
�
!
x
�
=

�
�
k
!
x
�

R
Rn j� (nt)j d 
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2.5. Régularité de la convolution D(RN) ? L1loc(RN)

où � dé�ni par : � (�!x ) = exp
 
� 1

1� j�!x j2

!

la fonction 1K � 
k est également dans D (Rn) de support K +B

�
!
0 ;
1

k

�

où B
�
!
0 ;
1

k

�
est la boule unité de centre

!
0et rayon

1

k
:

Preuve. La fonction 1[a;b] �
k est C1 car 
k l�est .

On a ( avec le changement de variable u = x� t donnant du = �dt )

' (x) = 1[a;b] � 
k (x) =

bZ
t=a


k (x� t) dt

= �
x�bZ

u=x�a


k (u) du =

Z
u2[x�b;x�a]


k (u) du:

Donc, sachant que :

supp (
k) 2
�
�1
k
;
1

k

�
; si x� b >

1

k
ou si x� a < �1

k
;

on a1[a;b] � 
k (x) = 0;

d�où supp
�
1[a;b] � 
k

�
2
�
a� 1

k
; b+

1

k

�
:

Et la fonction 
k étant positive d�intégrale
Z
R

k = 1;

on a 0 �
Z
u2[x�b;x�a]


k (u) du � 1; i.e 0 � ' � 1:

En�n; si x� b < �1
k
et si x� a >

1

k
; i.e si x 2

�
a+

1

k
; b� 1

k

�
;

alors ' (x) =
Z
u2[x�b;x�a]


k (u) du �
Z
u2[� 1

k
; 1
k ]

k (u) du = 1:

Et l�autre résultat attendu (trés utilisé) est la proposition suivante :
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Proposition 2.5.3 [4] Ètant donné un intervalle ouvert ]a; b[, avec �1 < a < b < 1, et
un intervalle fermé [c; d] � ]a; b[, il existe une fonction ' 2 D (]a; b[) qui vaut 1 sur [c; d],
et qui de plus est positive et bornée par 1. Même résultats dans Rn où [a; b] est remplacé par

un compact K .

Preuve. C�est un corollaire de la proposition précédente : on prend ' = 1[a� 1
k
;b+ 1

k ]
� 
k

avec k assez grand pour que c < a� 1
k
et d > b+ 1

k
.

2.6 Le dual topologique de D (
)

Dé�nition 2.6.1 On appelle distribution T tout élément de L (D (
) ;R) = D0 (
)

L�ensemble des formes linéaires continues sur D (
), i.e. toute fonctionnelle T : D (
)

�! R telle que :

1- Pour tout ',  2 D (
) et tout � 2 R :

T ('+ � ) = T (') + �T ( ) (linéarité),

2- si ('n)n2N est une suite de fonctions de D (
) qui converge vers ' 2 D (
) (au sens de
D (
) ), alors :

jT ('n)� T (')j �! 0
n�!1

dans R (continuité),

soit encore

lim
n!1

T ('n) = T
�
lim
n!1

'n

�
(dans R):

�L�ensemple D0 (
) (dual topologique de D (
)) est appelé espace des distributions sur


:
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2.6. Le dual topologique de D (
)

Remarque 2.6.1 Par dé�nition de la continuité de T , on peut passer à la limite sous la

distribution T

lim
n!1

T ('n) = T
�
lim
n!1

'n

�
= T (') :

Dés que ('n) est une suite de D (
) qui converge vers ' 2 D (
) au ses de D (
).

Notation 2.6.1 La linéarité fait qu�on emploie le crochet de dualité :

T (') = hT; 'i ;8' 2 D (
) ;

ou la notation intégrale: T (') =
R
T'.

Et la continuité de T fait qu�on peut passer à la limite sous le crochet :

lim
n!1

hT; 'ni =
D
T; lim

n!1
'n

E
= hT; 'i ;

ou qu�on peut passer à la limite sous le signe
R
:

lim
n!1

Z
T'n =

Z
T lim
n!1

'n =

Z
T';

dés que ('n) est une suite convergente dans D (
) (i.e. convergente au sens de D (
) ).

Proposition 2.6.1 [6] Une forme linéaire T est une distribution sur 
 si, et seulement si,

pour chaque compact K, il existe une constante C > 0 et un entier m � 0 tels que

jhT; 'ij � C sup
x2
 ; j�j�m

j@�' (x)j ; 8' 2 Dk(
): (?)

Preuve. Soit T 2 D0 (
) . Pour chaque compact K � 
, T est une forme linéaire sur
Dk(
).
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)

Il existe, alors, � 2 V0 de la forme

� = � m;"
k

= f' 2 Dk(
) : pm;K(') � "g

où pm;K(') = sup
x2
; j�j�m

j@�' (x)j telque jhT; 'ij � 1 pour tout ' 2 �:

D�autre part, si ' 2 Dk(
) est telque ' 6= 0;

on a
" � '

pm;K(')
2 �, ils�ensuit que

jhT; 'ij < (1�") � pm;K('); 8' 2 Dk(
)� f0g :

En posant C = "�1 on obtient (?) lorsque ' 6= 0:

Notons, en�n, qu�on a l�égalité dans (? ) lorsque ' = 0. Inversement, si (?) est satisfaite,

alors pour chaque compact K � 
, T est une forme linéaire continue sur DK(
), on en

déduit que T est une distribution sur 
 .

L�inégalité ( ?) n�est pas le seul critère à démontrer pour véri�er qu�une forme linéaire

sur D(
) est une distribution. Une autre caractérisation s�impose en terme de suites con-

vergentes dans D(
) :

Théorème 2.6.1 [6] On a T 2 D0(
) si, et seulement si, pour toute suite ('i) convergente

vers 0 dans D(
), la suite numérique j < T; 'i > j converge vers 0 dans | = R ou C.

Preuve. Supposons que T 2 D0(
) et ('i) une suite convergente vers 0 dans D(
).

Il existe un compact K � 
 telque ('i) 2 Dk(
);8i et 'i ! 0 dans Dk(
):

Comme T est continue dans D(
), d�aprés (? ), on a < T;'i > ! 0 lorsque i! +1:

Inversement, Supposons que ceci est véri�é. Il su¢ t de véri�er que T est continue sur

chaque espace Dk(
). Supposons, par contradiction, qu�il existe Ki0 telle que T n�est pas

continue sur DKi0
(
). On peut trouver, alors, une suite ('i) de fonctions de DKi0

(
)

convergente vers 0 dans DKi0
(
) telle que < T;'i > ne converge pas. Comme l�inclusion

DKi0
(
) ,! Dk(
) est continue, la suite ('i) doit converger vers 0 dans Dk(
) , ainsi

(< T; 'k >) devrait converger vers 0 ; contradiction.
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)

Exemple 2.6.1 Soit f 2 L1loc(
). Dé�nissons une forme linéaire Tf : D(
) ! C par

Tf (') =

Z



f (x)' (x) dx; 8' 2 D (
)

Comme f 2 L1loc (
) alors C =
Z



jf (x)j dx < +1 :

Posons supp(') = K; on véri�e facilement que :

jTf (')j �
Z



jf (x)j j' (x)j dx � sup
x2k

j' (x)j :
Z



jf (x)j dx � C (K) � sup
x2k

j' (x)j :

�0 comme limite de fonctions de D(R)

On considère la fonction � dé�nit par :

� (x) =

�
exp

�
� 1
1�x2

�
; 8x 2 ]�1; 1[ ;

0 ; 8x =2 ]�1; 1[ ;

(dont le support est [�1; 1] appartient à D(]� 2; 2[).
On a également � 2 D(]� 1� "; 1 + "[) pour tout " > 0, et on va rétrécir son support,

cela à masse constante.

On considère pour n � 1 la fonction positive dé�nie par :


1 (x)
d�ef
=

� (x)R
R � (x) dx

; 
n (x)
d�ef
= n
1 (nx) ;

qui satisfont à, pour tout n 2 N� :

supp (
n) =

�
� 1
n
;
1

n

�
;

Z
R

n (x) dx = 1:

On a alors au sens des distributions :


n * �0dansD
0(R);

i.e. pour toute fonction

' 2 D(R) : lim
n!1

Z
R

n (x)' (x) dx = ' (0) 2 R:

35



2.7. La Convergence dans D0(
)

2.7 La Convergence dans D0(
)

Dé�nition 2.7.1 Soit 
 un ouvert de Rn, T une distributions sur 
 et

(Tj)j2N une suite de distributions sur 
. On dit que Tj converge vers T quand j ! +1
au sens des distributions si et seulement si

8' 2 D (
) ; hTj; 'i �!
j�!+1

hT; 'i:

Proposition 2.7.1 Si elle existe, la limite T de la suite Tj est également une fonctionnelle

linéaire et continue sur D (
), i.e. T dé�nit une distribution.

Preuve. [5].

Principe de bornitude uniforme

Théorème 2.7.1 [4] Soient 
 ouvert de Rn et K � 
 compact. Soit une suite (Tn)n�1 de
distributions sur 
 telle que la suite hTn; �i est convergente pour tout � 2 D( 
). Alors il
existe un entier p � 0 et C > 0 tels que :

jh Tn; �ij � Cmax
j�j�p

sup
x2k

j@�� (x)j

pour tout n � 1 et toute fonction test �:
� Nous ne donnerons pas la preuve de ce résultat, qui est une variante du théorème

de Banach-Steinhaus -également basée sur le théorème de Baire.

Continuité séquentielle du crochet de dualité

Proposition 2.7.2 [4] Soient 
 ouvert de Rn, une suite (Tn)n�1 de distributions sur 
, et

une suite(�n)n�1de fonctions test appartenant à D(
) .

Supposons que :

Tn ! T dans D0( 
) lorsque n!1; et �n ! � dans D( 
) lorsque n!1:
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Alors : hTn; �ni ! hT; �i lorsquen!1:

Démonstration.

Comme �n ! � dans D( 
) ;

il existe K � 
 compact telque supp( �n) � K pour tout n � 1:

D�aprés le principe de bornitude uniforme, il existe un entier p � 0 et une constante C > 0

tels que :

jh Tn;  ij � Cmax
j�j�p

sup
x2k

j@� (x)j

pour tout n � 1 et pour toute fonction test:

Appliquant cela �a  = �n � �; on trouve que :

jh Tn; �n � �ij � Cmax
j�j�p

sup
x2k

j@� (�n � �) (x)j ! 0 lorsque n!1;

puisque, par hypothèse sur la suite (�n)n�1;

@��n ! @�� uniformément surK pour n!1:

Alors : hTn; �ni � hT; �i = hTn; �n � �i+ hTn � T; �i :

On vient de voir que le premier terme au membre de droite converge vers 0 lorsque

n!1, quant au second, il converge également vers 0 puisque Tn ! T dans D0( 
):

2.8 Régularité de la convolution D(Rn)?D0(Rn)

On a dé�ni au le produit de convolution d�une fonction de L1loc(Rn) par une fonction de

classe C1 à support compact:Cette dé�nition s�étend sans di¢ culté au cas du produit de

convolution d�une distribution par une fonction de classe C1 à support compact:
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Fonctions plateaux

Lemme 2.8.1 Soient 
 ouvert de Rn et K compact inclus dans 
. Il existe une fonction �

de classe C1 sur Rn véri�ant 0 � � � 1, supp(�) compact � k, et � = 1 sur un voisinage

de K.

Dé�nition 2.8.1 Pour toute distribution T 2 D0(Rn) et toute fonction test � 2 D(Rn), on
dé�nit

T ? � (x) = hT; � (x� :)i =
D
T; (�x) � ~�

E
pour tout x 2 Rn; où on a noté ~� la fonction dé�nie par :

~�(x) = (�x)

et où �x désigne la translation de vecteur

x : �x : y ! �x(y) = y + x;

c�est- à-dire que:

(�x) � f(y) = f � ��x = f (x� y) ; pourtoutx; y 2 Rn:

Majoration du support

Proposition 2.8.1 pour toute fonction test � on a :

supp(�) \ supp(T ) = �impliqueque hT; �i = 0:

Preuve. [4].

Proposition 2.8.2 [4] Pour toute distribution T 2 D0(Rn) et toute fonction test � 2
D(Rn), on a :

supp(T ? �) � supp(T ) + supp(�):
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Démonstration.

Si x 2 Rn n (supp(T ) + supp(�));

alors : supp(�(x� :)) = fxg � supp(�);

donc : supp(�(x� :)) \ supp(T ) = ?:

D�aprés proposition (2.8.1) ceci entraîne que :

T ? �(x) = hT; � (x� :)i = 0:

Par cons�equent; T ? � = 0 sur l�ouvert Rn n (supp(T ) + supp(�)):

Ce qui montre que cet ouvert est inclus dans le complémentaire du support de T ? � :

Rn n (supp(T ) + supp(�)) � Rn n (supp (T ? �)):

On en déduit l�inclusion annoncée par passage au complémentaire.

Proposition 2.8.3 [4] Pour toute distribution T 2 D0(Rn) et toute fonction test � 2
D(Rn), le produit de convolution de la distribution T par la fonction test � est de classe C1

sur Rn, et on a :
@�x (T ? �) = (@

�
xT ) ? � = T ? @�x�:

Démonstration. d�une part:

(@�T ) ? � (x) = h@�T ; � (x� :)i
= (�1)j�j hT ; @� (� (x� :))i
= hT ; (@��) (x� :)i
= T ? @�� (x)

puisque; (�1)j�j @�y (� (x� y)) = (@��) (x� y) :

D�autre part, soit x0 2 Rn et � 2 D(Rn) fonction plateau telleque � = 1 sur B(x0; 1):
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Lemme 2.8.2 [4] La fonction de classe C1 (x; y) ! �(x)�(x � y) est à support dans

supp(�)� (supp(�) + supp(�)) .

On a la fonction x! hT ; �(x)� (x� :)i est de classe C1 sur Rnet

@� hT ; �(x)� (x� :)i = hT ; @�x (�(x)� (x� :))i : Sur B(x0; 1);

cette fonction coïncide avec T ? � ce qui montre que T ? � est de classe C1 sur B(x0; 1) et

que, pour tout x 2 B(x0; 1), l�on a :

T ? @�� (x) = hT ; (@��) (x� :)i
= hT ; @�x (� (x� :))i
= @� hT ; � (x� :)i
= @� (T ? �) :

On conclut en observant que ceci vaut pour tout x0 2 Rn:
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Chapitre 3

Densité de D(
)

3.1 Densité D(
) dans " (
)

Théorème 3.1.1 [6] L�application injective :

Id : D (
)! " (
) est continue:

Preuve. Considérons (Ki) une famille exhaustive de sous-ensembles compacts de 
.

Par dé�nition, l�injection DKi
(
) ,! " (
) est continue.

Il s�ensuit la continuité de Id car D (
) = [
i
DKi

(
) :

Comme conséquence à ce résultat, tout sous-ensemble borné de D (
) est un sous-

ensemble borné de l�espace " (
). De plus on a la théorème suivente:

Théorème 3.1.2 [6] L�ensemble D (
) est un sous-espace dense dans " (
).

Preuve. Soit (Ki) une famille exhaustive de sous-ensembles compacts de 
. Il existe

une famille des fonctions de D (
), notée (�i), telle que �i � 1 dans chaque voisinage de Ki.

Si ' 2 D(
), posons 'i = �i ' 2 D(
). On véri�e, aussitôt, que 'i ! ' dans D (
).

Introduction
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3.1. Densité D(
) dans " (
)

Densité Cc(
) dans Lp(
)

Théorème 3.1.3 [4] pour tout ouvert 
 � Rn et tout 1 � p <1 (mais non pour p = 1);
l�ensemble Cc(
) est dense dans Lp(
).

En d�autres mots, pour toute fonction f 2 Lp(
) et pour tout " > 0;

il existe g 2 Cc(
) telle que kg � fkp < ";

ou encore, il existe une suite ffngn � Cc(
) telle que fn ! f en k:kp :
Preuve.

Puisque E(
) est dense dans Lp;

il su¢ t de montrer que pour toute fonctions 2 E(
) et " > 0

il existe g 2 Cc(
; C) t:q: kg � skp < ":

Puisque s est étagée elle est bornée, et (par dé�nition de E(
)) �(fx : s(x) 6= 0g) <1:

Nous pouvons donc appliquer le théorème de Lusin :

il existe g 2 Cc(
; C) telle que kgk1 � ksk1 et

�(fx : g(x) 6= s(x)g) <
�

"

2 ksk1

�p
Alors,

R
jg � sjp d� =

R
fx:s(x) 6=g(x)g jg � sjp d�

� �(fx : s(x) 6= g(x)g) � kg � skp1
<
�

"
2ksk1

�p
(kgk1 + ksk1)

p

= "p:

Donc en e¤et, kg � skp < " et le théorème est démontré.

Pour voir les limites de ce résultat, considérons un ouvert non vide quelconque 
 � Rn,
et �xons x 2 
 .
Soit r > 0 assez petit pour que B(x; 2r) � 
, et posons f = 1B(x;r).
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3.1. Densité D(
) dans " (
)

Il est facile à voir que f 2 Lp(
) pour tout p 2 [1;1].
Nous prétendons que pour toute fonction continue

g : 
! C nous avons kf � gk1 �
1

2
:

En e¤et, soit y 2 
 tel que d(x; y) = r (par exemple y = x+ (r; 0; :::; 0)).

Supposons d�abord que jg(y)j < 1
2
, et posons

U = fz 2 
 : jg(z)j < 1

2
g:

Par continuité de g, U \B(x; r) est un ouvert non vide dans lequel f = 1

et donc jf � gj > 1

2
; d�où kf � gk1 �

1

2
:

L�autre possibilité est que

jg(y)j � 1

2
:

Pour chaque n posons : Vn = fz 2: jg(z)j >
1

2
� 1

n
g:

Alors encore par continuité de g, Vn rB (x; r) est un ouvert non vide sur lequel f = 0

et donc jf � gj > 1

2
� 1

n
:

Nous obtenons que

kf � gk1 �
1

2
� 1

n
pour tout n;

donc kf � gk1 �
1

2
:

En particulier, Cc(
) n�est jamais dense dans L1(
) (sauf si 
 = ?, que l�on exclut

de toute façon).

3.2 Densité de D(Rn) dans Cc(Rn)
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3.2. Densité de D(Rn) dans Cc(Rn)

Commutativité de la convolution

Proposition 3.2.1 Soient deux fonctions f et g mesurables sur Rn et convolables .Alors,

f ? g(x) = g ? f(x)p:p:enx 2 Rn:

Démonstration. [4].

Majoration du support de f?g

Proposition 3.2.2 Soient f et g deux fonctions mesurables dé�nies p:p: sur Rn et con-

volables. Alors

supp(f ? g) � supp(f) + supp(g);

avec la notation A+B = fa+ b;a 2 A et b 2 Bg .

Démonstration. [4].

Théorème 3.2.1 [4] Soit f 2 Cc(Rn) et (�")0<"<"0 suite régularisante. Alors,

�" ? f 2 D(Rn) et �" ? f ! f uniform�ement sur Rn lorsque "! 0+:

Démonstration. Supposons que supp(f) � B(0; R). Alors,

supp( �" ? f) � B(0; R) +B(0; r") � B(0; R + r") pour tout " 2]0; "0[;

(daprés la Proposition 3.2.2). D�autre part, d�aprés la Proposition 2.6.1; la fonction

�" ? f 2 C1(
) pour tout " 2]0; "0[:

En�n, en utilisant la commutativité du produit de convolution, on a

�" ? f (x)� f (x) =
R
Rn �" (y) f (x� y) dy � f (x)

=
R
Rn �" (y) (f (x� y)� f (x)) dy

car :

Z
Rn
�" (y) dy = 1:
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3.3. Densité D(
) dans LP (
)

Par conséquent, comme �" � 0 est à support dans B(0; r")

j �" ? f (x)� f (x)j �
R
Rn �" (y) jf (x� y)� f (x)j dy
� sup

jyj�r"
jf (x� y)� f (x)j

R
B(0;r")

�" (y) dy

= sup
jyj�r"

jf (x� y)� f (x)j :

Or f est continue à support compact, et donc uniformément continue sur Rn .Par con-

séquent, comme

r" ! 0 lorsque "! 0+; sup
x2Rn ; jyj�r"

jf (x� y)� f (x)j ! 0 lorsque "! 0+:

On en déduit alors que

sup
x2Rn

j �" ? f (x)� f (x)j ! 0 lorsque "! 0+:

3.3 Densité D(
) dans LP (
)

� Notation : �n désigne une suite régularisante.

Théorème 3.3.1 Soit f 2 LP (Rn) avec 1 � p <1: Alors �n � f �! f dans LP (Rn) :

Démonstration. [2] .

Corollaire 3.3.1 Soit 
 � Rn un ouvert quelconque. AlorsD(
) est dense dans LP (
)

pour 1 � p <1:

Démonstration.

Soient f 2 LP (
) ; " > 0 et f1 2 Cc (
) telque kf � f1kLp(
) < ":

On considére la fonction f1 dé�nit par :

f1 (x) =

�
f1 (x) si x 2 

0 si x 2 Rn n 
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3.4. Densité D(Rn) dans LP (Rn)

de sorte que f1 2 LP (Rn) et théorème ( 3.2.1) :

�n ? f1 � f1



LP (Rn) �! 0:

D�autre part

supp(�n � f1) � B

�
0;
1

n

�
+ suppf1 � 
 pour n assez grand:

Soit Un = (�n � f1)j
: Alors; pour n assez grand;

Un 2 Cc(
) et de plus kUn � f1kLP (
) �! 0:

Donc; pour n assez grand; kUn � fkLP (
) < 2":

3.4 Densité D(Rn) dans LP (Rn)

Lemme 3.4.1 Soient A � RNcompact et B � RN fermé. Alors A+B est fermé dans RN .

Démonstration. [4].

Théorème 3.4.1 Soit f 2 LP (Rn) avec 1 � p <1. Alors :
a) pour toute suite régularisante (�")0<"<"0, on a

kf � �" ? f kLP (RN ) ! 0 lorsque "! 0+ ;

b) pour tout � > 0, il existe une fonction f� 2 D(RN) telle que

kf � f �kLP (RN ) � �:

Comme nous l�avons rappelé plus haut, l�ensemble des fonctions continues sur RN à

support compact est dense dans Lp(RN) pour 1 � p < 1. Mais pour p = 1, ce n�est pas
le cas : Cc(RN) n�est pas dense dans L1(RN) (puisque la limite uniforme d�une suite de

fonctions continues est une fonction continue).
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3.4. Densité D(Rn) dans LP (Rn)

Donc, en particulier, D(RN) n�est pas dense dans L1(RN).

Démonstration.

Par densit�e de Cc(RN) dans Lp(RN);

�etant donn�e � > 0; il existe � 2 Cc(RN)

telque kf � �kLP (RN ) �
1

2
� :

Puis; si (�")0<"<"0 est une suite r�egularisante

sup
x2Rn

j�" ? � (x)� � (x)j ! 0 lorsque "! 0+:

Or supp(�) est compact;

soit donc R > 0 telque supp(�) � B(0; R)

de sorte que

supp(�" ? �) � B(0; R) +B(0; r") = B(0; R + r");

d�aprés la Proposition 3.2.2. et le Lemme 3.4.1. Alors, grâce à l�inégalité de Holder.

(théoréme (1.5.1).[4] ).

k�" ? �� �kLP (RN ) � sup
x2Rn

j�" ? � (x)� � (x)j
����B(0; R + sup

0<"<"0

r"0)

���� 1p ! 0

lorsque "! 0+:

Pour démontrer le b), on choisit " > 0 assez petit pour que

k�" ? �� �kLP (RN ) <
1

2
� ;

et on pose fn = �" ? � :

ainsi kf � fnkLP (RN ) � kf � �kLP (RN ) + k�� �" ? �kLP (RN ) < �:

D�autre part �" ? � 2 C1(RN) est à support dans B(0; R + sup
0<"<"0

r"0); ce qui établit le

b). Pour démontrer le a), on écrit que

kf � f ? �"kLP (RN ) � kf � �kLP (RN ) + k�� �" ? �kLP (RN ) + k�" ? �� �" ? fkLP (RN )
�
�
1 + k�"kL1(RN )

�
kf � �kLP (RN ) + k�� �" ? �k

LP (RN )

= � + k�� �" ? �kLP (RN ) .
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3.5. Densité de D (
) dans D0 (
)

D�aprés l�inégalité de Hausdor -Young (Théorème (1.3.10 ) )[4].

Or on a vu que

k�� �" ? �kLP (RN ) ! 0; lorsque "! 0+:

Prenant la limite supérieure de chaque membre de cette inégalité pour "! 0+, on trouve

que

lim
"!0+

kf � f ? �"kLP (RN ) � � :

Et comme ceci vaut pour tout � > 0, il s�ensuit que le membre de gauche de cette

inégalité, qui est un nombre indépendant de �, est nul, ce qui établit le a).

3.5 Densité de D (
) dans D0 (
)

On sait déjà que la distribution �0 (masse de Dirac) est limite de la suite de fonctions (
k)

de D (
).

On commence par le cas où 
 = R tout entier (ou Rn).

Proposition 3.5.1 [4] Toute distribution T 2 D0 (R) est limite dans D0 (R) d�une suite des

foncions de D (R). On dit que D (R) est dense dans D0 (R).

Preuve. (Par régularisation et troncature) . On se donne une distribution T 2 D0 (R).

Il s�agit de trouver une suite (�k) de D (R) telle que �k * T dans D0 (R), i.e. telle que

pour tout ' 2 D (R) :
hT � �k; 'i ! 0 quand k !1

(vois paragraphe (1.3.5)[4]). On a 
k � T est une fonction C1 (R).

On restreint son support : soit �k = �k (
k � T ) où la fonction �k 2 D (R) vaut 1 sur
[�k;+k] et 0 sur [�k � 1; k + 1] (une telle fonction existe, (voir proposition (2.6.2).
Il est immédiat que �k 2 D (R).
En�n, pour ' donné dans D (R), on a, en prenant k assez grand pour que

supp (') � [�k; k] ;

et donc
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3.5. Densité de D (
) dans D0 (
)

�k' = ' : h�k (
k � T ) ; 'i = h
k � T; �k'i
= h
k � T; 'i
= hTy; h
k (x) ; ' (x+ y)ii �!

k ! 1
hTy; h(�0)x ; ' (x+ y)ii

= hTy; ' (y)i
= hT; 'i :

Ce résultat étant vrai pour tout ' 2 D (R) on a bien

�k = �k (
k � T )* T quand k !1:

Dans le cas où 
 est un ouvert de R quelconque, le résultat n�est pas modi�é (la suite

proposition):

Proposition 3.5.2 Toute distribution T 2 D0 (
) est limite dans D0 (
) d�une suite de S

fonctions de D (
). On dit que D (
) est dense dans D0 (
).

Preuve. On reprend la démonstration précédente, mais on construit maintenant une

suite de fonctions �k de D (
) qui vaut 1 sur compact K tel que d (K;R� 
) � 1
k
(distance

maximale du bord de K au bord de 
). Et une telle suite existe d�aprés la proposition (

2.6.3).

49



3.6. Conclusion général

3.6 Conclusion général

L�espace Dk (
) est le sous-espace vectoriel de " (
) dont les éléments sont les fonctions

dont le support, contenu dans K, est une partie compacte de 
 ces éléments appellent les

fonctions test.

Cette terminologie "fonction-test " vient du fait que ce sera contre ces êtres que seront

testées ultérieurement les distributions.

Ces fonctions seront utilisées dans les techniques de convolution et de régularisation de

fonctions et de distributions.

Les fonctions test jouent, en Analyse, plusieurs rôles distincts, également importants :

1- Elles servent à localiser les fonctions sans en dégrader les hypothèses de régularité*.

(* Sauf l�analyticité, car, d�aprés le principe des zéros isolés, il n�existe pas de fonction

analytique à support compact dans un ouvert de C qui ne soit pas identiquement nulle ).

2- Elles servent à approcher les fonctions localement integrables par des fonctions de

classe C1.

3- Elles sont des fonctions par un procédé de dualité que l�on va étendre le calcul dif-

fèrentiel des fonctions aux distributions, qui sont des objets plus généraux que les fonctions.

L�espace vectoriel de ces fonctions test sur 
, dans la notation de L. Schwartz, est D (
)

qui n�est pas réduit à la fonction nulle, et que c�est un espace de dimension in�nie et,

il est un espace topologique complet, non métrisableet et est un espace pour Fréchet, en

plus est un espace de Montel. Il existe plusieurs méthodes pour construire des fonctions

test véri�ant quelques propriétés; quelques-unes sont présentées de manière très synthétique

dans [H örmander, chapitre 1]. D (
) est aussi appelé l�espace des fonctions in�niments

lisses à support compact.

La dual topologie de cet espace est D0 (
) c�est l�espace des distributions, qu�est l�espace

des formes linéaires continues sur D (
).

D (
) equipé d�une topologie appropriée que l�on précisa, jouera un rôle important dans

la d�e�nition des distributions sur 
. En plus D (
) est dense dans Lp (pour 1 � p <1)
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