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Introduction générale

Les équations différentielles a retard surviennent dans certains modéles dont 1’état a un
instant donné, est une fonction qui dépend de son passé. On peut rencontrer ces équations
dans plusieurs domaines d’applications, notamment en économie, physique, médecine, biolo-
gie, écologie ... etc. En effet, dans certains phénomeénes, on s’est apercu que la connaissance
de la solution en un point ne suffit pas pour décrire ’évolution sur un intervalle de temps
donné.

La signification du retard dans un tel ou tel modéle peut étre différente : période d’incuba-
tion d’une maladie contagieuse, temps d’accumulation, temps nécessaire pour la maturation
des cellules ou la transformation d’un type de cellules en un autre.

Rappelons que les équations a retard ont été introduites pour modéliser des phénoménes
dans lesquels il y a un décalage temporel entre 'action sur le systéme et la réponse du
systéme a cette action par exemple, dans les processus de naissance des populations biolo-
giques (cellules, bactéries,...), ou qui nécessitent qu’'un certain seuil soit atteint avant que le
systéme ne soit pas activé.

Beaucoup de phénoménes rencontrés en physique, biologie , chimie , étude des réseaux de
neurones, circulation routiére,...etc. ont trouvé dans la théorie des équations & retard un bon
moyen de modélisation, (un moyen plus réaliste que dans le cas des équations différentielles
ordinaires). On appelle équation a retard toute équation dans laquelle la valeur de la dérivée
a un instant de la solution dépend aussi des valeurs prises avant cet instant.

Une classe générale d’équations différentielles a retard a été initialement introduite par
V. Volterra (1928) [22], il a étudié le modéle prédateur-proie.

Dans la deuxiéme moitié du dernier siécle, la théorie des équations a retard a connu un

grand développement, notamment on trouve Bellman et Cooke (1963) [20], El’sgol’ts et



Introduction générale

Norkin (1973) [13], Lunel et Walther (1995) [18].... En pratique, il se peut que certains mo-
deles dépendent d’un parameétre : température, tension, résistance, ...etc. Dans ce cas, le
modeéle est décrit par une équation différentielle qui dépend de ce paramétre.

Dans le premier chapitre on s’intéresse a donner quelques notions générales sur les es-
paces de Sobolev avec quelques propriétés associées et quelques inégalité utiles utilisés dans
la suite de ce mémoire, nous avons donné aussi quelques théorémes principaux comme le
théoréme de Lax-Milgram, théoréme de Hille-Yoshida et théoréeme de trace.

Le deuxiéme chapitre est consacré a donner la notion générale d’une équation différentielle
a retard et comment peut étre transformer & une équation différentielle sans retard pour
pouvoir appliquer le théoréme de Hille-Yoshida, avec quelques lemmes et théorémes princi-
paux permettant de définir les conditions nécessaires pour trouver un semi-groupe associé
a une équation a retard, Pour illustrer cette idée, nous avons donné quelques problémes
étudiés dans les chapitres suivants.

Dans le troisiéme chapitre nous avons vu comment peut étudier I'existence et 'unicité de la
solution en appliquant 1'idée décrit précédemment sur deux exemples en détaille, le premier
exemple est un probléme des ondes avec un terme retard et comme deuxiéme exemple nous
avons donné un probléme des ondes avec terme retard sur les bords du domaine, I'existence
et 'unicité de la solution pour chaque probléme équivalent est démontré en utilisant les
théoréemes de Hille-Yosida et de Lax-Milgram.

Le dernier chapitre consiste a donné une application a un autre type de probléme, présenté
par un probléme de type de Timoshenko, ce type de problémes a été introduit en 1921 par
Stephen Timoshenko en absence de terme dissipatif qui décrit la vibration transversale du

faisceau.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre nous introduisons quelques notions fondamentales sur les espaces de
Sobolev, ’espace de Hilbert et la théorie de semi-groupe comme le théoréme de Lax-Milgram,
théoréme de Hille-Yosida et théoréme de trace que nous utiliserons dans les chapitres 2, 3

et 4.

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1. Un espace préhilbertien complet muni de la norme induite par le produit

scalaire est dit un espace de Hilbert.

1.2 Les espaces de Sobolev

Dans toute la suite I = |a, b[ est un intervalle (borné ou non) et p € R avec 1 < p < co.

1.2.1 Espace de Sobolev W!»(I)

Définition 1.2.1. [9] Soit p € R avec 1 < p < +00. On pose

LP(I)=A{f:1— R; f est mesurable et /1’ f(z) |P do < oo}

fllee = [ / |f(fv)|pd4 "

On note



1.2. Les espaces de Sobolev

Définition 1.2.2. /9] On pose
L>(I) = {f : I — R; mesurable et 3 une constante C' telle que |f(x)| < C p.p. sur I}.

On note

| fllzee = inf{C; |f(z)| < C p.p. sur I}.

Définition 1.2.3. [9] L’espace de Sobolev WP (I) est défini par

Wl’p(l):{ueLp(I); dg € LP(I) tel que /ugp’z—/ggp V@EC&(I)}.
I T

On pose
HY(I) = W(I).

Pour uw € WY'(I) on note g par u' est on Uappelle dérivée faible de wu.

Proposition 1.2.1. L’espace WYP(I) muni de la norme
lullwrr = llullze + ]| o

est un espace de Banach.

Pour 1 < p < oo, la norme ci-dessus est équivalente a la norme

P
el = [Hunzp T ||u'||fzp}

L’espace H'(I) muni du produit scalaire

w, ) = (u,v) 2 + (0,0 2;
(u, v) (u,v)p2 + (W', 0) 12

est un espace de Hilbert.
La norme associée est

1
lullz = (lullZz + I/l Z2)2

Définition 1.2.4. /9] On définit ’espace

par rapport a la norme de H'(I).

Définition 1.2.5. [9] On désigne par H=*(I) ’espace dual de H}(I).



1.2. Les espaces de Sobolev

1.2.2 Espaces de Sobolev W™P(])

Définition 1.2.6. [9/ Soient m > 2 un entier et p un réel avec 1 < p < 0o. On

définit par récurrence l’espace
Wme() = {u e WmLP(1), o' € Wm—l’p(f)}.
On pose
H™(I) = W™*(I).

On vérifie aisément que pour u € W™P(I) on peut considérer les dérivées faibles successives
u =gy, (W) = go... jusqu’a l'ordre m ; on les note Du, D*u... D™u.

L’espace W™P muni de la norme

m
lallwms = llullzr + D 1Dl 2o

a=1
est un espace de Banach.

L’espace H™ est muni du produit scalaire

(u,v)gm = (u,v)2 + Z(Do‘u, D%v)

a=1

est un espace de Hilbert.

Définition 1.2.7. Pour s € R ; on note H*(R) l'espace des distributions u de S'(R), telque

[+ PR < oo.

Pour u et v dans H*(R), on pose

(1 0) - = / (1+ |€12)°a() @) de.

On vérifie facilement que (.,.)ys est un produit scalaire sur H*(R). On désigne par ||.|gs la

norme associée, c’est-a-dire

ol - = ( [a~ usu%smaﬁczg);, ue H(R),

ot U est la transformée de Fourier de u donnée par

u(g) = /R u(z)e ™ dr.



1.3. Théoréme de trace

1.2.3 Espace W, ”(I)

Définition 1.2.8. [9] Soit 1 < p < oo, WyP(I) désigne la fermeture de C(I)
dans WP(I). On note
Hy(I) = Wy (1).

L’espace Wol’p(f) muni de la norme induite par WYP(I) est un espace de Banach séparable ;

il est réflexif si 1 < p < oo. Hy est un espace de Hilbert pour le produit scalaire induit de
H.
Remarque 1.2.1. Si I est borné, W, (I) sera muni de la norme
lullysr = 37 I1Dsulze,
1<i<n

c’est une norme équivalente a celle induite par WhP(I).

Théoréme 1.2.1. [9] Soit u € W'P(I), alors u € W, P(I) si et seulement si u = 0 pour

r=a, ot x =b.

Remarque 1.2.2. Toutes les définitions et les propriétés indiqués précédemment restent

juste si on remplace R par R™.

1.3 Théoréme de trace

On note x = (T1,...,Tn_1,Tn) = (¥, z,) la variable de R™, ' € R"™1 et on s’intéresse
a lopérateur de trace v qui  une fonction ¢ : R™ — C, associé la fonction v¢ : R*! — C
définie par (y9)(x') = ¢(2,0).
Bien entendu, cet opérateur qui est bien défini pour des fonctions continues, n’a pas de sens,
a priori, pour des classes de fonctions localement intégrables, I’hyperplan {x, = 0} étant de
mesure nulle.
Nous avons donner dans ce paragraphe la définition de yu dés que u € H® et s > % et c’est

le prolongement par continuité de l’opérateur de trace usuel.

1
Théoréme 1.3.1. [6/ Pour tout s > 57 on considere ['opérateur v de S(R™) dans S(R" 1)
défini par (v0)(2') = 6(a',0).



1.5. Rappel sur les opérateurs

1. L’opérateur v se prolonge de maniére unique en un opérateur linéaire continu, noté

encore 7y, de H*(R™) dans H*"2(R").

2. L’opérateur ~y est surjectif de H*(R™) dans HS’%(R”_l).

1.4 Quelques inégalités utiles

Les inégalités suivantes sont d’une grande importance

Inégalité de Young
. . . o1 1
Soitent p et q deux réels conjugués : — + — = 1. Alors
p q

al b
V(a,b) e R2, ab< — + —.
(a,b) € RY PR

En partieulier si u, v € L*(Q), alors
2, 1 2
/|uv|§5/|u| —|——/|v| , Ve>0.
Q Q de Jo
Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (.,.), alors
()| < (wu)i,v)?i, Vove
Inégalité de Poincaré

Soit 0 un ouvert borné de R"™. Alors il existe une constante Cq > 0 telle que

Yu € H&(Q), ||u||L2(Q) S CQHVUHLQ(Q).

1.5 Rappel sur les opérateurs

Définition 1.5.1. Une application T' : H — H ; ou H est un espace de Hilbert, est dit
opérateur linéaire si et seulement si T satisfait les deux conditions suivantes :
1. Additivité :
Tx+y) =Tz+Ty Va,y € H;

2. Homogénité :

TAx)=\-Tx Vee H VYieC.



1.5. Rappel sur les opérateurs

Définition 1.5.2. L’opérateur T définit sur un espace de Hilbert est dit borné s’il existe un
C >0 tel que
|Tz||g < Cllz||a Vz € H.

On note par .Z(H) 'espace des opérateurs linéaires bornés.

Théoréme 1.5.1. Soit T' € £ (H) la norme de T est donnée par :

1Tl 2y = supd|Tllms @ € H, |lzf|a = 1},

1.5.1 L’ensemble résolvant et la résolvante

Définition 1.5.3. [11] On appelle ensemble résolvant de T' l’ensemble de points réguliers

de l'opérateur T' et on le note par
p(T)={AeC: N[ -T:D(A) C H— H, inversible}.
Définition 1.5.4. [11] L’application
R(.,T):p(T) — Z(H)
R\T)=(T—-X)"!
s’appelle la résolvante de T'.

Théoréme 1.5.2. [11] Soit T € L(H), l’ensemble p(T) est un ouvert non vide.

1.5.2 Opérateur fermé

Définition 1.5.5. On dit que l'opérateur A est fermé si toute suite (x,,) d’éléments de D(A)

converge vers x telle que la suite (Ax,) soit convergente vers y alors, on a

r € D(A) et y= Ax.

1.5.3 Opérateurs m-dissipatifs

Définition 1.5.6. [11] Un opérateur linéaire non borné dans H est un couple (A, D(A)) ot
D(A) un sous-espace vectoriel de H et A est une application linéaire de D(A) dans H. Le

sous-espace D(A) est le domaine de A.



1.6. Théoréme de Lax-Milgram

Définition 1.5.7. [11] Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans H, est dissipatif si
Vv e D(A), (Av,v)<0.

Définition 1.5.8. [11] Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans H, est m-dissipatif
8% :
1. A est dissipatif,

2. Im(I —A)=H i.e.

Vfe H, Jue D(A) telque u— Au= f.

1.6 Théoréme de Lax-Milgram
Définition 1.6.1. [9] Une forme bilinéaire
al.,): Hx H—R

est :

1. Continue sl existe une constante C' > 0 telle que
la(u, v)| < Cllullullvlla Yu,ve H,
2. Coercive s’il existe une constante a > 0 telle que
a(v,v) > allv||% Vv e H.

Théoréme 1.6.1. (Laz-Milgram)[9] Soient H un espace de Hilbert réel et a(.,.) une forme
bilinéaire continue et coercive sur H. Pour tout L € H' (i.e. L : H — R est une forme

linéaire continue). Alors, il existe uw € H solution unique du probléeme

a(u,v) = L(v) Vv € H.



1.7. Semi-groupe fortement continu

1.7 Semi-groupe fortement continu

Soit X un espace de Banach réel ou complexe muni d’une norme notée || . || x.

Définition 1.7.1. [11] Une famille d’opérateurs (T'(t))i>0 de Z(X) est un semi-groupe

fortement continu sur X lorsque les conditions suivantes sont réalisées :
1. T(0) = Ix, ou Ix est Uopérateur identique de X dans X,
2. T(t+s) =T(t)T(s) pour tout t > 0 et tout s > 0,

3. limy o+ || T(t)x — x || x = 0 pour tout x € X.

Proposition 1.7.1. [12] Soit (T'(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur X. Alors il

existe des constantes w € R et M > 1 telles que
1T ||2x) < Me** pour t > 0. (1.1)

Définition 1.7.2. [11] Soit (T(t)):>0 un semi-groupe fortement continu sur X. On appelle
générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t))i>o0, lopérateur non borné (A, D(A)) défini
par

Tt)r —x

t—0t

D(A) = {x e X: lim existe dans X}

et

_ +
Ar = lim Tt)r —x _d T(t)x
t—0t t dt

pour tout x € D(A).

=0

Théoréme 1.7.1. [11] L’opérateur (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe (T'(t))i>0 fortement continu sur X vérifiant (1.1) si et seulement si pour tout ¢ € R,
Vopérateur (A — cl, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (e~T'(t))i>0

fortement continu sur X .

Proposition 1.7.2. [14] Soient (T'(t))i>0 un Cy-semigroupe et A son générateur infinitési-
mal. St x € D(A), alors T'(t)x € D(A) et on a l’égalité

T(t)Azx = AT(t)z, ¥t > 0.

Proposition 1.7.3. [14] Soient (T(t))>0 un Co-semigroupe et A son générateur infinitési-
mal. Alors l'application
0,400] — X
t —T(t)x

10



1.8. Théoréme de Hille-Yosida

est de classe C' sur [0, +o0l, pour tout x € D(A), et nous avons

d
ET(t):c =T(t)Ax = AT (t)z, Vt > 0.

Proposition 1.7.4. [14] Soient (T(t))i>0 un Co-semigroupe et A son générateur infinitési-
t
mal. St x € X, alors / T(s)xds € D(A) et on a l’égalité
0

¢
A/ T(s)xds =T(t)r —x, ¥Vt >0.
0

Théoréme 1.7.2. [1}] Soient (T(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur X et A son

générateur infinitésimal. Alors :

1. D(A) = X,

2. A est un opérateur fermé.

1.8 Théoréme de Hille-Yosida

Rappelons qu'un semi-groupe fortement continu (7°(¢)):>o sur X, vérifie
1T |lzx) < Me™, pour M >1 et weR.

Définition 1.8.1. (Semi-groupes de contractions)[11] Siw = 0 le semi-groupe est dit
uniformement borné. Si de plus M =1 le semi-groupe est dit de contractions.

Un semi-groupe de contractions (T(t))i>o vérifie
IT(t)|2x) < 1, ¥t >0.

Théoréme 1.8.1. (Hille-Yosida)[11] Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)) dans un
espace de Banach X est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X

si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. A est fermé,
2. D(A) est dense dans X,

3. ]0,4+00] C p(A) et pour tout A > 0,

[R() A = (AT = A) M|z <

> =

M)

11



1.9. Résolution d’un probléeme d’évolution

Théoréme 1.8.2. (Lumer-Phillips)[10] Soit A : D(A) C H — H un opérateur tel que
D(A) = H alors A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe de contraction si et

seulement si :
1. A est dissipatif,
2. Il existe A > 0 tel que Im(N — A) = H. (A est mazimal).

1.9 Reésolution d’un probléme d’évolution

Etant donné, le probléme d’évolution suivant :

d
d—qz—Au:O sur Q x [0, 400]

(1.2)
u(z,0) = up(x)

Théoréme 1.9.1. (Hille-Yosida)[9] Soit A un opérateur mazximal dissipatif dans

un espace de Hilbert H. Alors pour tout ug € D(A), il existe une fonction
u € CH([0, +ool; H) N C([0, +o0[; D(A))

unique solution du (1.2).

De plus, on a

@
dt
Remarque 1.9.1. /9] L’intérét principal du théoréeme 1.9.1 réside dans le fait que

u(®)] < fuo| et

(t)‘ = |Au(t)| < |Aug| pour tout t > 0.

pour résoudre le probleme d’évolution (1.2) on se raméne & vérifier que A est maxi

mal dissipatif, ¢’est-a-dire, a étudier [’équation stationnaire u — NAu = f.

1.9.1 Probléme de Cauchy abstrait

Soient X est un espace de Banach, A : D(A) C X — X est un opérateur linéaire et

x € X. Le probléme de la valeur initiale

u'(t) = Au(t), pour t >0,
(PC.A) (t) (t)

u(0) ==z

s’appelle le probléme de Cauchy abstrait associé a la valeur initiale x.

12



1.9. Résolution d’un probléeme d’évolution

Définition 1.9.1. /3] Une fonction u: Ry — X est une solution classique de (PC'A) si :
1. u est continiment différentiable,
2. u(t) € D(A) pour toutt >0,

3. u(t) satisfait (PC'A) pour tout t > 0.

Définition 1.9.2. [3/ On dit que le probléme de Cauchy abstrait est bien posé si :
1. Le domaine D(A) est dense dans X,
2. Pour tout x € D(A) il existe une solution classique unique u, de (PC'A),

3. Pour chaque suite (z,)nen dans D(A) satisfaisant

lim x, =0
n—m-:o0o

on a

lim wu,, (t)=0

n—ao0

uniformément pour tout t dans des intervalles compacts [0, T.

Théoréme 1.9.2. [3/ Pour un opérateur fermé A : D(A) C X — X associé, le probléme
(PCA) est bien posé si et seulement si (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-

groupe fortement continu sur X.
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Chapitre 2

Quelques résultats sur les équations

différentielles a retard

Dans ce chapitre, nous allons voir que le cadre approprié pour les équations différentielles
linéaires a retard est celle d’'un probléme de Cauchy abstrait dans un espace de Banach
approprié, aussi nous avons donné quelques définitions et résultats sur les semi-groupes
associés aux équations différentielles a retard, nécessaires pour I’élaboration de ce travail.

Pour plus de détails nous référons aux [1], [2] et [3].

2.1 Notion d’une équation a retard
Considérons d’abord 1’équation différentielle ordinaire
u'(t) = A ult), t>0, (2.1)

pour une matrice A € Z(C"). Comme il est généralement connu que la solution fondamen-
tale de 'équation (2.1) est donnée par la fonction exponentielle e, Plus précisément, pour

A

tout € C", la fonction u(t) := ez est une solution unique de I'équation (2.1) avec une

valeur initiale z.

Modifions maintenant I’équation (2.1) en considérant
u'(t) = Au(t — 1), t>0, (2.2)

ourT > 0.
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2.1. Notion d’une équation a retard

Question. Trouverons-nous toujours une fonction exponentielle résolvant cette équation ¢

Bien stir, la fonction e ne fonctionne plus et il n’y a pas d’autre matrice B € .Z(C")

B

telle que e soit une solution fondamentale. Néanmoins, la réponse reste toujours "oui" a

condition de le regarder dans le bon réglage.

Pour ce faire, nous devons choisir une dimension infinie.
Définition 2.1.1. Soit X un espace de Banach, considérons une fonction

u: [-1,00) — X
t—7 +— u(t—r1)
pour chaque t > 0. La fonction suivante

ut s [-71,0] — X

o — u(t+o)

s’appelle le segment d’histoire par rapport a t > 0.
La fonction d’histoire de u est alors la fonction suivante
hy it — !
sur R,.

b u(t)

FIGURE 2.1 — Le segment d’histoire.

Définition 2.1.2. Soit X un espace de Banach, une équation différentielle a retard est une

équation de la forme

(1) = u(t) = plu(t) ), (2.3)

ot p(.,.) est une application & valeur dans X.
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2.2. Semi-groupe associé

Dans de nombreuses situations concrétes, la dérivée u/(t) dépend réellement de u(t) et

on u(t — 7) pour certains 7 > 0 et il faut étudier les équations differentielles de la forme

pour une fonction ¥ de X x X dans X. Ainsi, en interprétant ¢ comme le temps, les valeurs

de u ont un effet sur v’ avec un certain retard 7. Si nous définissons maintenant ¢ comme

Qp(u(t)7 ut) = qj(“@)? Ut(_T»a

on obtient I’équation (2.3).

2.2 Semi-groupe associé

On considére ’équation différentielle abstraite a retard suivante

W' (t) = Bu(t) + ®u', t >0,
(ERP> U(O) =7,

ou f € LP([-7,0],X) et p est un paramétre historique.
Nous supposons que le probléeme (ER,) est associé¢ aux hypothéses suivantes :
Hypothéses 2.2.1.
(Hy) X est un espace de Banach,

(Hy) B: D(B) C X — X est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement
continu (T'(t))i>0 dans X,

(H3) 1<p<oo, fell(-70,X)etxelX,

(Hy) @ : W'2([—7,0],X) — X est un opérateur linéaire borné, appelé 'opérateur de

retard.

(Hs) €, :=X x LP([—1,0], X).

Remarque 2.2.1. Si on pose X :=C", B=0 et ® := Ad_,, ot d_, désigne [’évaluation

ponctuelle & —7, léquation (2.2) prend la forme

u'(t) = Bu(t) + du'.
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2.2. Semi-groupe associé

Dans la suite nous posons 7 =1 :

Définition 2.2.1. On dit qu’une fonction u : [—1,00) — X est une solution classique de
(ER,) si:

1. ue C([-1,00), X)NC[0,00), X),

2. u(t) € D(B) et ut € WhP([—1,0], X) pour toust > 0,

3. u satisfait (ER,) pour tous t > 0.

Lemme 2.2.1. Soitu : [~1,00) — X une fonction de W*([—1,00), X). Alors, la fonction
d’histoire h, : t — u' de u est contindment différentiable de R, dans LP([—1,0], X) et sa
dérivée satisfait
d d
—hy(t) = —u'.
(t) = —-u
Preuve. Soit (A, D(A)) le générateur du groupe de décalage & gauche (S(%)):>o sur 'espace
LP(R, X), c'est-a-dire
d
D(A) =W"(R,X) et A=—
( ) ( Y ) € dO_J
(voir [12], section 11.2.10).
Soit t € R et K > 1. Nous pouvons étendre uj—g 4] & une fonction v € WP (R, X) =
D(A), alors
d
ES@)U = AS(t)v.

On note que
(S(s)v)(o) =u(s +0) =u’(0) = hy(s)(o) pour o €[-1,0] et |s—t|< K —1.

Donc, nous avons

. P
0 — lim S(t+ h)v — S(t)v _ AS(t
h—0 h LP(R,X)
. p
h—0 h do Le([=1,01,X)
alors,
. P
lim hu(t + h) — hy(t) B iut 0,
h—0 h/ dU LP([—I,O],X)
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2.2. Semi-groupe associé

donc
d d
u t) = — !
a0 = g5
De plus, 'application
d d
t— —u' = —h,(t
3t = a
est continue de R dans LP([—1, 0], X), car Papplication t — AS(t)v = S(t)Av est continue
de R dans LP(R, X). O

2.2.1 Transformation au probléme de Cauchy absrait

A partir du lemme 2.2.1, nous pouvons maintenant transformer les solutions classiques

de (ER,) aux solutions classiques d'un probléme de Cauchy abstrait.

Corollaire 2.2.1. Soit u : [—1,00) — X une solution classique de (ER,).

Alors la fonction
U: Ry, — X xLr(-1,0],X)

e (1)

est contindment différentiable et vérifie

Ut):=AU{),

B &
A= ,
(v %)

D(A) = {(I) € D(B) x W'([=1,0],X) : f(0) = x}

ol

défini sur le domaine

f

et % désigne la dérivée distributive.
Ainsi, toute solution classique u de (ER,) donne une solution classique du probléme de

Cauchy abstrait

(PCA,) o) — <x>

SUT Ep.
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2.2. Semi-groupe associé

Remarque 2.2.2. Chaque solution classique de (ER,) nous donne une solution classique
de (PCA,). C’est-a-dire les deux probléemes (ER,) et (PCA,) sont équivalent au sens que
Uinverse du corollaire 2.2.1 est aussi vrais. Alors, toute solution classique U de (PC'A,) est

de la forme

ou, u est une solution classique de (E'R,).

Nous fixons Iespace de Banach pour (PCA,) en ajoutant I'hypothése suivante :
(Hg) (A, D(A)) est un opérateur sur ¢,.
Le lemme suivant montre que l'opérateur A est fermé et de domaine dense, donc nous

pouvons appliquer le théoréme 1.9.2 pour montrer que (PC'A,) est bien posé.

Lemme 2.2.2. Sous les hypothéses (Hy)-(Hg), Uopérateur (A, D(A)) est fermé et de do-

maine dense dans .

Preuve.

1) A est fermé

Soient (j;n) € D(A) et n € N*, tels que

i ()= () es o moa(y) = ( if, )=()) =

En particulier, la suite (f,,)n,en+ converge vers f dans la topologie induite par les normes de

I'espace de Sobolev WP([—1,0], X). Par conséquent, nous avons

fewhr([-1,0],X) et if:g.

Y Y do_
Comme l'opérateur @ : WHP([—1,0], X) — X est borné, alors
lim &f, =df.
n—+oo
De I'hypothése (H3) et du théoréme 1.7.2, I'opérateur B est fermé dans X, alors
xre€D(B) et Bx+df=uy.

De plus,

0< lm |[fo— fllzrg-rox < Hm [fo = fllwiegoro.x =0,
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2.2. Semi-groupe associé

d’ou
nl_l&loo fnlo) = f(o), Vo € [-1,0].
Pour o = 0,
S = B, F(0) = 10)
alors,
f0) =z

Par conséquent

Donc I'opérateur A est fermé dans ,,.

2) D(A) est dense dans €,

Soient (y) € g, et ¢ > 0. Comme D(B) est dense dans X et W,?([—1,0],X) est dense
9

dans LP([—1,0], X), nous pouvons trouver = € D(B) et § € Wy?([~1,0], X) tels que
|z —yllx <e et [|g—glr10x <€
Soient h € WhP([—1,0],X) et k € WyP([—1,0],X) tels que
h(0) =2 et ||k—h|wq-10x) <Ee.

Finalement, soit f := g+ h — k, on obtient f € WP([-1,0], X), f(0) = z, et

H(i)‘(i) (xgy) JH(@L) ng(kEh)

< |z —=yllx + 119 = 9lleeq=1,01.x) + |k = bl zr(=1,0.x) < 3¢.

Ep ) €p

Donc le domaine D(.A) est dense dans ¢,,. O

Corollaire 2.2.2. Le probléme de Cauchy abstrait (PC'Ap) associé a l'opérateur (A, D(A))
sur l’espace €, est bien posé si et seulement si (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe fortement continu (T (t))i>o sur e,.

Dans ce cas, les solutions classiques et faibles de (PCA,) sont données par la fonction

Ut) = T(t) (;) t>0.
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2.2. Semi-groupe associé

Nous introduisons maintenant les notations suivantes :

Définition 2.2.2. Désignons par 7 : €, — X, la projection canonique de €, dans X.
De méme, désignons par m : €, — LP([—1,0],X), la projection canonique de e, dans

LP([-1,0], X).

Proposition 2.2.1. Soient (;) € D(A) et U :[0,00) —> ¢, telle que U(t) = (EZ;Z Z;Eg)’

une solution classique de (PC'A,). Soit u: [—1,00) — X la fonction définie par

71 O Uu t, tZO,
u(t) = ( @) (2.4)

f(t)> te [_170)7

alors u* = (my 0 U)(t) pour chaque t > 0 et u est une solution classique de (ER)).

Preuve. Soit U une solution classique de (PCA,), alors myo U € CY (R, LP([-1,0], X))

résout le probléme de Cauchy

G2 oU)(t) = FL(molU)(t), t=0,
(my o U)(1)(0) = (m o U)(t), =0, (2.5)
(ma 0 U)(0) = f

sur l'espace LP([—1,0], X).
Maintenant nous observons que par définition
(mol)(t+o0) t+o>0,
u'(o) =u(t+o0)=
flt+o0) t+o0 <0,
ou

ol € CH[0, +o0[, X), f € W'P([-1,0], X)

et
f(0) =z = (m oU)(0),

par hypotheése.
Par conséquent, u € VVlif([—l,—i—oo[, X). Nous pouvons étendre u & une fonction dans
Wl’p(R, X) et par le lemme 2.2.1, nous avons

loc
d

d
Ehu(t) = —u' pour tous t > 0,

do
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2.2. Semi-groupe associé

sur lespace LP([—1,0], X). De plus, par la définition de u, nous avons
u'(0) = u(t) = (m oU)(t) pour tous t >0

et
u’ = f.

Par conséquent, application ¢ — u® est aussi une solution classique du probléme (2.5) sur
I'espace LP([—1,0], X).

Définissons maintenant
w(t) :=u' — (mp o U)(t) pour t > 0.

Alors w est une solution classique du probléme de Cauchy abstrait

w(t)(0) = 0, t>0, (2.6)

sur l'espace LP([—1,0], X).
Comme 'équation (2.6) est le probléme de Cauchy abstrait associé au générateur infinité-
simal d’'un semi-groupe de décalage a gauche (nilpotent) (74());>0 sur LP([—1,0], X) (voir

1.84 |3]) avec valeur initiale 0, nous avons
w(t) =0 t > 0.

Donc,

t
u' = (mpol)(t) € WHP([-1,0],X) et U(t)= (u( >) t>0
et u est une solution classique de (ER)). O

L’équivalence de (ER,) et (PCA,) établi ci-dessus nous met en position d’utiliser les
méthodes et les résultats de la théorie des semi-groupes pour traiter.
Maintenant, nous transférons les notions de bien posé et des solutions faibles, connu des

problémes de Cauchy abstraits et des semi-groupes, a (ERp).

22



2.2. Semi-groupe associé

Définition 2.2.3. 1. (ER,) est appelé bien posé si (PCA,) est bien posé, c’est-a-dire si
(A, D(A)) un générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu sur e,.

2. Supposons que (E'R,) soit bien posé et (T (t))i>o le semi-group généré par (A, D(A)) sur
ep. Alors, pour chaque v € X et chaque f € LP([—1,0],X) la fonction que nous avons

désignée par (2.4) est appelée une solution faible de (E'R)).

Proposition 2.2.2. Soit u une solution faible de (ER,). Alors, u satisfait

t t
/ u(s)ds € D(B), / u'ds € WHP([-1,0], X)
0 0
et ’équation intégrale
t t
x + B/ u(s)ds + <I>/ u’ds pour t >0,
u(t) = 0 0
£ pour ¢ € [~1,0),
est valable.

Preuve.

Rappelons que, la projection m; : €, — X sur le premier composante de ¢, définit par

™ (:c) = pour (x)GE

\f) f) o F

“(), =M|G) oG
X €

P
Montrons cette proposition en deux étapes suivantes :

ut = (T(t) (i)) (2.8)

>€6pettoust20.

est borné, c’est-a-dire

dM > 0 tel que

Etape 1 : Montrons d’abord que

T
f
Pour j € D(A) I'identité (2.8) est vérifié a partir de la proposition 2.2.1.

pour chaque

Soit (;) € ¢, alors, il existe une suite (?”) € D(A) converge vers (;) Comme le

n

T
semi-groupe (7 (t))¢>0 est fortement continue, la suite 7 (#)( " ] converge uniformément
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2.2. Semi-groupe associé

T
vers T (t) ( f) dans €, pour ¢ dans des sous-ensembles compacts de [0, 00). c’est-a-dire

roz)rol)
T (T (%)) s ezo0

Fult) si te[~1,0).

< . vte0,a]/aeR].

2M

Ve >0, 3N >0, ¥n > N, v(;) €e,,

€p

Maintenant, soit

Comme (In> € D(A), de la proposition 2.2.1, nous avons

fn
e (rof3)

() (o) = un(t + 0) = m <T(t +0) (?:)) , (2.9)

Pour ¢ > 1, nous avons

converge uniformément vers (T(t +0) (;)) = u!(o) pour o € [—1,0]. Parce que pour

x
tout € > 0, il existe un entier N > 0, tel que, pour tout n > N, f €epetoe[—1,0]

n(reen ) (reen Q)] = I (meen () -7 ())

€
< M— .
< 2M<€

€p €p

Par conséquent, (u,)" converge vers u' dans LP([—1,0], X) et nous avons

S ) G T)}

En particulier, u* € LP([—1,0], X).

Pour 0 <t < 1. D’aprés le corollaire 2.2.2 et (2.4), nous avons

i {P T (5)) o oeieon

fult+0) pour o € [—1,—t).
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2.2. Semi-groupe associé

Cette formule associée au calcul donné en (2.9), implique que (u,)"(c) converge uniformé-
ment vers m; (T(t +0) (x)) pour o € [—t,0]. De plus, par hypothese, (u,)" converge vers
f(t+-) dans LP([—1,—t), X). Par conséquent, (u,)" converge vers u' dans LP([—1,0], X) et

T
par le méme argument ci-dessus, u' = my | T (t) )

f

Etape 2 : D’aprés la proposition (1.7.4), pour tout € ¢cp,0na

?
/0 T(s) (;i)ds € D(A) et T(1) (;‘j) - (jf) = A /0 T0s) (jﬁ) ds, 120,

alors,

/Otu(s)ds € D(B), /Ot u'ds € WHP([-1,0], X)

) -afre)e () e

Substituons (2.10) dans (2.4), on obtient

ult) = m (A/OtT(s) G)dw (j;)) pour t >0,

et

f(t) pour t € [—1,0),
d’ou
B @ K u(s)) (x))
u(t) = m((o di>/o (u Brl\y)) pour =0
f(t) pour t € [—1,0),
alors,

o {5 ) L)) on ) o ez

f(t) pour t € [—1,0),

selon la définition de la projection 7, on obtient

25



2.2. Semi-groupe associé

¢ t
x + B/ u(s)ds + <I>/ u’ds  pour t >0,
u(t) = 0 0

f(t) pour t € [—1,0).

Nous terminons cette présentation par donner la terminologie suivante :

Définition 2.2.4. Dans le cas ot (ER,) est bien posé, nous appelons le semi-groupe (T (t))i>o0

généré par (A, D(A)) sur e, le semi-groupe de retard associé a (ER,).
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Chapitre 3

Applications aux quelques problémes des

ondes avec terme retard

Dans ce chapitre, nous avons étudié deux cas de ce type des problémes, le premier cas
est un probléme des ondes avec terme retard dans le domaine d’étude, le deuxiéme cas est

un probléme des ondes avec un terme retard sur le bord du domaine.

3.1 Introduction

L’établissement de ’équation d’onde est venu de I’étude des vibrations d’une corde de
violon. Afin de pouvoir modéliser ce comportement, les mathématiciens du XVII siécle ont
appliqué la deuxiéme loi de Newton a la corde, d’abord vue comme un ensemble fini de
masses ponctuelles reliées par des ressorts (dont le comportement est donné par la loi de
Hooke établie en 1660), avant d’augmenter le nombre de masses pour se rapprocher de la
corde .

En 1727, Jean Bernoulli reprend 'expérience de la corde de violon et constate que ses
vibrations forment une sinusoide et que la variation de son amplitude en un point forme
également une courbe sinusoidale, mettant ainsi en évidence les modes. En 1746, Jean le
Rond d’Alembert reprend le modéle des masses ponctuelles liées par des ressorts et établit
uniquement & partir des équations que les vibrations de la corde dépendent & la fois de

I’espace et du temps.
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3.2. Equation des ondes localement amorti avec terme retard

3.2 Equation des ondes localement amorti avec terme
retard

On considére le probléme a retard suivant :

(

ug(z,t) — Au(z, t) + axoue(z, t) + kug(x, t —7) =0, dans Q x (0,+00),
u(z,t) =0, sur 0 x (0,400), (3.1)
U(.I', O) = ’LLO(ZL'), ut('r? 0) = ul('r)? dans Qa

L u(z,t) = folx, 1), dans Q x (—7,0),

ou () est un domaine ouvert borné de R", n > 1, 7 > 0 représente le temps de retard, a et

k sont des constantes positives.

De plus, x., est la fonction caractéristique de w, définie par

1, pour z € w,

Xuw(T) = 7
0, pour z ¢ w.

Remarque 3.2.1. Si on pose v = uy, le probléme (3.1) devient

w(z,t) = v(x,t),

v(x,t) = Au(z,t) — ax,v(z,t) — kv(z,t — 1), dans € x (0,400),
u(x,t) =0, sur 0 x (0, +00),
u(z,0) =up(x), wv(x,0)=u(x), dans §2,

L v(z,t) = folx,t), dans € x (—7,0),

qut peut étre écrire alors,

(LU =BuUm e, 120
t_r) — 0 T
\ U< ) (fO(wt—T)), ' (07 )’

U 0 I 0 0
avec U = , B= et ® =
A —axy 0 —k

28



3.2. Equation des ondes localement amorti avec terme retard

3.2.1 Ecriture du probléme équivalent
Nous introduisons la nouvelle variable dépendante suivante
2(z, p,t) = w(z, t —7p), x€Q, pe(0,1), t>0.
Par conséquent, on a
Tz, pt) + 2,(z, p,t) =0, 2€Q, pe(0,1), t>0.

Alors, le probléme (3.1) est équivalent a :

g (z,t) — Au(x, t) + axou(z,t) + kz(z,1,t) =0, dans € x (0,4+00),
T2z, p,t) + 2,(z, p,t) =0, dans 2% (0,1) x (0, +00),
u(z,t) =0, sur 9 x (0, +00),
2(x,0,t) = us(x, t), sur  Q x (0,400),
’LL( ) - u0<.’13) ut<x>0) = ul<x)7 dans Qa
| 2(z,0,0) = fo(x, —p7), dans 2 x (0,1).
(3.3)
On désigne par 7 'espace de Hilbert, ou
H = HHQ) x L2(Q) x L2 x (0,1))
= X x L} x(0,1)),
muni du produit scalaire suivant
1
Ul = [ (Vul@)Vale) + o@)il@)de +¢r [ | st p)2Ge p)dpds
Q aJo
avec U = (u,v,2)T, U = (4,9, 2)T € # et £ est un nombre positif fixe.
Pour U = (u,us, 2)T, avec v = u; le probléme (3.3) peut étre réécrit comme
U, = Alu,
' (3.4)

U0) = Uy = (ug, us, fol., —.7))7,

ou A: D(A) C H — H est un opérateur différentiel défini par

u v
Al v | = | Au—axov—kz(,1) |,
2 -1z,
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3.2. Equation des ondes localement amorti avec terme retard

avec le domaine

D(A) = {(u,v,z)T € (H*(Q)NHy () x Hy(2) x L*(Q; H'(0,1)) : v = 2(.,0) dans Q}

3.2.2 Etude de I’existence et unicité de la solution du probléme
équivalent
Sous les hypothéses associés a ce probléme, nous avons le résultat d’existence suivant :
Théoréme 3.2.1. Pour toute donnée initiale Uy € 2, il existe une solution unique
U e C([0, +ool, )
du probleme (3.4). De plus, si Uy € D(A), la solution de (3.4) satisfait
U € C([0, +oo[, D(A)) N C*([0, +o0], 7).

Preuve. Pour montrer l'existence d’une solution du systéme (3.4) il suffit de montrer que
A est un générateur infinitisimal d'un Cyp-semigroupe de contraction, c’est-a-dire A est
maximal dissipatif, pour cela il suffit de montrer que A — ¢l est dissipatif et maximal (voir
le théorém 1.7.1).

1) A - cI dissipatif

Pour montrer que A — ¢l est dissipatif il suffit de prouver qu’il existe ¢ > 0 telle que

<(.A — C[)Z/{,u>yf < O, YU € D(.A) (3.5)

(AU U) v = / (Vo(z)Vu(z) + Au(z)v(z))dx — a/

Q w

—f/ol/gzp(%p)Z(fr,p)dxdm

en utilisant I'intégration par parties, on obtient

<AuuMc>ﬂ/&@mpmlk@@m@mpflié%@maﬁmmm. (3.6)

w

! 1 o)
| [ asteipstoppiots =5 [ [ 22 papas
QJo QJo Op

1 2 2
= 5/9{2 (z,1) — 2*(x,0) }dx

v (x)dr — k /Q z(x, 1)v(x)dx

De plus,

_ %/QZQ(x,l)d:v—%/ﬂv2(x)dx. (3.7)
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3.2. Equation des ondes localement amorti avec terme retard

Donc, d’aprés (3.6) et (3.7), on trouve

AUUY = —a/wv?(x)dx - k/ ol o(z)d + & / do— & [ 2(2.1)ds.

Q

En utilisant 1'inégalité de Young, on obtient

—k;/Qz(q;,l)v(x)dx < /\ o, 1)o(x)|dz
ke/ (x,1) d:EJr—/

—k/(lz(x,l)v(x)dx < éh/ (z,1 d:v+2—; v?(7)dz.

IA

pour € = >

Finalement, on obtient

(AU U) » < —a/wUQ(:c)d:c—ir (g—i—s—z) /QUQ(x)dl’

< <g+§—z>/902(x)dx.

(AU U < c|[vll720)

Donc, il existe ¢ > 0 tel que

d’ou
(AUU) 2 < cllU]%-
Alors, lestimation (3.5) est résult. Donc 'opérateur A — ¢l est dissipatif.
2) A - cI mazximal
Pour montrer la maximalité de A—cl, il suffit de montrer que \I —A est surjectif pour chaque
A > 0, nous supposons que F' = (fi, fo, f3)T € # et on cherche U = (u,v,z)T € D(A)

solution de (A — A)U = F, ceci s’écrit en termes de composantes, comme suit

Au—uv = fi, (3.8)
A — Au~+ ax,v + kz(., 1) = fo, (3.9)
ATZ + 2, = T fs. (3.10)

Supposons que nous voulons trouvé u avec régularité appropriée. Alors, de (3.8), on a

v=Au— fi. (3.11)
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3.2. Equation des ondes localement amorti avec terme retard

De plus, de (3.3)4, (3.10) et (3.11), z est donnée par
p
2(x, p) = Mu(z)e ™ — fi(x)e P + 7'6_/\Tp/ fa(x,8)e™7ds,  Qx (0,1). (3.12)
0

En particulier,

2(z,1) = u(x)e™ + z(x), pour x €, (3.13)

avec zy € L*(Q) défini par
20(x) = —fi(x)e™ 4+ Te /1 fs(x, 5)eM7ds, x € S
0
Substituons (3.11) et (3.13) dans (3.9), on obtient
Nu— Au+ adyu + kdue ™ = fo + (A +ax.)fi — k2o(z), pour x€Q.

Il reste & prouver qu’il existe u satisfait

(N 4 EXe ™ )u — Au+ ady,u = g € L*(Q). (3.14)

On définit 'espace W = Hj(Q).

En multipliant I’équation (3.14) par une fonction w € W et on intégre sur €2, on obtient

(A2 4 EXe™T) /

uwd:p+/Vquda:+a)\/uwdm:/gwdx. (3.15)
Q Q w Q

Pour u et w, on définit sur W une forme bilinéaire a(.,.) et une form linéaire L(.) par

alu,w) = (A\* + k/\e)‘T)/

uwda:—i—/Vqudx—ira)\/uwdx
Q Q w

L(w) = / gwdz.
Q
On montre que af(.,.) est continue, coercive et L(.) est continue.
1) Continuité de a(.,.)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

la(uw)| < (2 + kA + aN)lfull a1l 2@ + [ Vull 2oy | Vwll e

< max (X + ke + ad, 1) (Ilullzzey lwll o) + V0l 20 | Vil )
< Ci(lullzzo) + I9ullzz ) (Il 2oy + IVl )
< Cillulwlwlw.
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3.2. Equation des ondes localement amorti avec terme retard

Donc af(.,.) est continue.
2) Coercivité de a(.,.)
D’aprés l'expression de af.,.), on a

a(u,u) = ()\2—1—1{)\6_’\7)/

u2dx+/Vu2dx+a)\/u2dx
Q Q w

> (A2 4 kAe) /

u2d:c—|—/Vu2dx
Q Q

> min (A2 + kXe ™, 1) /(u2 + Vu?)dz
Q

> Collulf5y.

Donc af.,.) est coercive.
3) Continuité de L(.)

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

L) < [ lgllulds

IN

gl 2@ 1wl 20

< Cslwlw.

Donc L(.) est continue.

a(.,.) bilinéaire, continue et coercive sur W et L(.) est linéaire et continue sur W, d’aprés le
théoreme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique u € W = Hg(Q) telle
que

a(u,w) = L(w), Yw € W.

Ce qui signifie que u € HJ () et v = Au — f; € Hj ().
Il reste & montrer que u € H*(Q), z € L*(Q; H'(0,1)) et 2(z,0) = v(z).
D’aprés (3.15), on a

/ VuVwdx = —/ (g+ N+ EXe ™) u + ayou)wdr, Yw € HH(Q).
Q Q

Ce qui signifie que Vu admet une derivée faible dans L? car
(g+ (A2 + ke u+ alxou) € LA(9)
et on a

Au = g+ (A2 + kXe ™ )u + alx,u
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3.3. Equation des ondes avec terme retard sur les bords

par suit Vu € H*(Q) donc u € H*(Q).
Finalement, & partir de (3.12) et (3.10), on obtient

2(z,0) = v(z) et z€& L*(Q;HY0,1)).

Donc il existe U = (u,v,2)T € D(A) qui vérifie (A\[ — AU = F pour A > 0 et F € .
C’est-a-dire AI — A est surjectif, pour tout A > 0, A\l — (A — ¢I) est surjectif, donc A — ¢l
est maximal.

Le théoréme de Hille-Yosida assure l'existence et 'unicité d’une solution de (3.4). Ceci

terminé la démonstration. ]

Conclusion 3.2.1. Si A est le générateur infinitésimal du semi-groupe fortement continu
(T1(t))i>0 sur H, alors, d’aprés le corollaire 2.2.2 et la définition 2.2.3, la solution de (3.4)
est donnée par la fonction
Uo
Ut) = Ti(t) Uy
fo(e,—.7)
et le probleme (3.2) admet une solution unique pour chaque (ug,uy, fo(., —.7))7 € D(A)

donnée par

\ (fo((-), t))’ t € [~7,0).

3.3 Equation des ondes avec terme retard sur les bords

Nous étudions la condition nécessaire et suffisante pour obtenu une solution unique pour
un probléme des ondes avec terme retard sur les bords.
Soit € R™ un domaine ouvert borné du frontiére I" de classe C?. Nous supposons que I'

est divisé en deux parties I'p et I'y, c’est-a-dire, [ = Fp Uy, avec TpNTy = 0 et T'p # 0.
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3.3. Equation des ondes avec terme retard sur les bords

On considére le probléme a retard suivant :

;

ug(x,t) — Au(z,t) =0, dans §2x (0, 400),

u(z,t) =0, sur  T'p x (0,400),

%(Q:,t) = —pug(x,t) — pou(z,t — 1), sur Iy x (0,400), (3.16)
u(z,0) =ug(x), w(z,0)=u(x), dans §2,

u(z,t — 1) = fola,t —7), dans T'y x (0,7),

\
ou v(z) désigne le vecteur unitaire normal vers l'extérieure au point x € T' et % est la
dérivée normal. De plus, 7 > 0 représente le temps de retard, p; et po sont des constantes

positives.

3.3.1 Ecriture du probléme équivalent
De la méme fagon que le probléme précédent, nous introduisons la nouvelle variable
z(z,p,t) = w(x,t —71p), x€ln, pe(0,1), t>0.

Donc, on a

Tz (z, pot) + 2,(z, p,t) =0, z€ly, pe(0,1), t>0.

Alors, le probléme (3.16) est équivalent a :

( ug(z,t) — Au(x,t) =0, dans 2 x (0, 400),
Tz (z, p,t) + 2,(z, p,t) = 0, dans Ty x (0,1) x (0, 400),
u(zx,t) =0, sur  I'p x (0,+00),
%(l‘,t) = —mug(x,t) — poz(z,1,t), sur Ty x (0,+00), (3.17)
2(2,0,t) =z, t), sur  T'y x (0,400),
u(z,0) = ugp(x), wuz,0)=wui(x), dans €,
| 2(,p, 0) = folx, —p7), dans Ty x (0,1).

On désigne par 7 'espace de Hilbert, ot

A = H} () x L*(Q) x L*(T'y x (0,1))
= X x L*(Ty x (0,1)),

Pour assurer 'existence et I'unicité de la solution du probléme (3.17), nous considérons que

po < fig (3.18)
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3.3. Equation des ondes avec terme retard sur les bords

et & une constante positive tel que
Ty < &< T(201 — pa). (3.19)

Définissons sur l'espace de Hilbert .77 le produit scalaire

(U, U) ::/Q(Vu(:v)Vﬁ(:B)—I—U(:U)f}(:t))d:t%—f/r /0 2(x, p)Z(x, p)dpdl,

avec U = (u,v,2)T, U = (4,7, 2)T € A et £ est un nombre positif fixe.
Pour U = (u,us, 2)T, avec v = u; le probléme (3.17) peut étre réécrit comme
U, = AU,
' (3.20)
Z/{(O) - uo - (Uo, Uy, fO('7 _'T>>T7

ou A: D(A) C # — S est un opérateur différentiel défini par

U v
Al v = Au )
1
z —;Zp

avec le domaine

D(A) = (u,v,az) € (E(A, L2 () N Hy () x HY() x L*(T'y; H'(0,1))
5, = v pez(., 1) sur Ty, v=2(.,0) sur Ty
Hi () ={ueH(Q):u=0 dans Tp}
et
E(AL*(Q) ={ue H(Q): Au € L*(Q)}.

Rappelons que pour une fonction u € E(A, L*(9)), % appartient a H ~3 (') et la formule

de Green suivante est valable (voir section 1.5 de [19])

Ou

/ VuVwdr = — / Auvwdz + (—,w)r, Yw € H._(Q), (3.21)
Q (o) 81/

ot (., )r, est le crochet de dualité entre H=2(I'y) et H2(Ly).
Notez en outre que pour (u,v,z)T € D(A), 8—7; appartient a L?(Q) puisque z(.,1) est dans

o
L2(Q).
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3.3. Equation des ondes avec terme retard sur les bords

3.3.2 Etude de l’existence et unicité de la solution du probléme

équivalent
Sous les hypothéses associés a ce probléme, nous avons le résultat d’existence suivant :

Théoréme 3.3.1. Pour toute donnée initiale Uy € F, le probléme (3.20) admet une solu-

tion unique

U € C([0, +ocl, ).

De plus, si Uy € D(A), la solution de (3.20) satisfait
U € C([0,+oc[, D(A)) N C*[0, +-00[, 7).

Preuve. Pour montrer I'existence d’une solution du systéme (3.20), on applique le théoréme
de Lumer-Phillips, pour cela il suffit de montrer que A est dissipatif et maximal.
1) A dissipatif

Pour montrer que A est dissipatif il suffit de prouver que

(AUU)» <0, YU € D(A).

1
(AU U) » = /Q (Vu(z)Vu(z) + Au(x)v(z))dr — % /FN/O z,(x, p)z(z, p)dpdl,
en utilisant la formule de Green, on obtient
Ou
(AUU) » = FNaV dF——/FN/ (x, p)z(x, p)dpdl

0

:/F 2 (@yua)dr — % 2(z, 1)d1“+%/ v?(2)dT

= [ o)+ postr (@ - %/ 2(2.1)dl + %/ V2 ()dT

= (- 'u1+2€7')/ (m)dF—ug/FN z(x, 1)v F—— FN 2(x,1)d

On a d’aprés l'inégalité de Young

—,ug/F z(z, Dv(x)dl < ;LQ/F |z(x, D)v(x)|dl’

IN

6u2/ (o, 1)dl + == s UQ(x)dF
Iy 4e
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3.3. Equation des ondes avec terme retard sur les bords

on pose € = =,

[\

donc

Mmuw7g(m+%+;>/1ﬂmﬁ+0§—%>4ﬁ%mmp

D’aprés, les conditions (3.18) et (3.19), on a

§
S <o e 2SS <
M1+2+2 € 2 ’

alors,

(AU U) » <0

Donc A est dissipatif.

2) A maximal

Pour montrer la maximalité de A, nous supposons que F' = (f1, f2, f3)T € 5 et on cherche
U = (u,v,2)" € D(A) solution de (I — A)U = F, ceci s’écrit en termes de composantes,

comme suit

u—v=f, (3.22)
v— Au= f? (3.23)
T2+ 2, = Tf° (3.24)

Supposons que nous voulons trouvé u avec régularité appropriée. Alors, de (3.22), on a
v=u— fl. (3.25)
Aussi nous pouvons déterminer z. En effet, par (3.17)s,
2(z,0) =v(x) pour z€ly (3.26)
et, de (3.24), on a
72(z,p) + z,(z,p) = 7f*(x,p) pour z €Ty, pe(0,1). (3.27)
Alors, d’aprés (3.26) et (3.27), on obtient

P
z(x,p) =v(x)e” ™" + Te_”’/ 3 (x,8)e*"ds.
0
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3.3. Equation des ondes avec terme retard sur les bords

Dongc, a partir de (3.25),
p
2(x,p) = u(x)e™™ — f(z)e ™" + 7'6_”’/ f3(x,8)eds, T'n x(0,1). (3.28)
0

En particulier,

z2(z,1) =u(x)e” " + 2(x), pour x €y, (3.29)
avec 29 € L*(T'y) défini par
1
2o(z) = —fHx)e ™ + TeT/ 3 (x,8)e*"ds, xely.
0
Substituons (3.25) dans (3.23), on obtient
u—Au= f'+ f2, (3.30)

ou (f!'+ f?) € L*(Q). On définit 'espace W = Hy ().

En multipliant ’équation (3.30) par une fonction w € W et on intégre sur €2, on obtient

/ (u — Au)wdz = / (f' + fHwdz. (3.31)
Q Q
D’aprés la formule de Green et en utilisant (3.25) et (3.29), on obtient
ou
(u — Av)wdr = (vw + VuVw)dx — —wdl’
Q Q 'y dv

= / (vw 4+ VuVw)dx + / (prvw + poz(z, N)w)dl
Q

'n
= / (vw 4+ VuVw)dx + / {p(u — fHYw + pg(ue™™ + zo)w}dr.
Q I'n

Donc, (3.31) peut étre réécrit comme

/ uwdx + / VuVwdz + (p + M2€T>/ uwdl’ = / (f' + fAwda
Q 0 T'n 0

+ ,ul/ flwdl — ,ug/ zowdl', Yw € W. (3.32)
FN FN
Pour w et w, on définit sur W une forme bilinéaire a(.,.) et une form linéaire L(.) par

/uwdx—l—/Vqudx—F(m—l—,uge T)/ uwdl’
Q

'y

(f* + P wdz + iy flwdl — ug/ zowdL.
Q 'n I'n
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3.3. Equation des ondes avec terme retard sur les bords

On montre que af.,.) est continue coercive et L(.) est continue.
1) Continuité de a(.,.)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
’a(% w)’ < (T4 p 4 pee™ ) ull 2@ llwllz2@) + [[Vullz2@) [ Vol 22
< max (14 gy + poe™", 1) (HU||L2(Q)||1UHL2(Q) + HVU||L2(Q)||V?UHL2(Q)>
< 1 (lulliz + 1V ullzz ) (lwllszo) + 1Vl )

< Cillullwlwlw-

Donc af(.,.) est continue.
2) Coercivité de af(.,.)

D’aprés l'expression de af.,.), on a

a(u,u) = /Qu2da:—|—/QVu2dm+(p1+p26_T)/ u?dl’

INY;
> /(u2+Vu2)d:U
Q
> [lullfy-

Donc af(.,.) est coercive.
3) Continuité de L(.)

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
L) < [Ifiheide+ [ IPlde 4 [ 17 ldr s [ ol wlr
Q Q I'n I'n
< 22 llwll 2 + (4wl 2@ llwll r2) + pe2ll2oll 2@ llwl] 2@
< max (|| 2] z2), (1 + w) | f ] 2), 220l L2e0)) |w]] 120
< Cyllw|lw

Donc L(.) est continue.
a(.,.) bilinéaire, continue et coercive sur W et L(.) est linéaire et continue sur W, d’aprés
le théoréme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique u € W = Hyp_(9Q)
telle que

a(u,w) = L(w), Yw € W.
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3.3. Equation des ondes avec terme retard sur les bords

Ce qui signifie que u € Hf_(Q) et v =u — f' € H} () donc u,v € H'(Q).

Il reste a montrer que u € E(A, L*(Q)), % = —pv — puez(., 1), z € L*(Tn; HY(0,1)) et
z(x,0) = v(x).

D’aprés (3.30), on a

Au=u— f' — f? € L*(Q),

car f> € L*(Q) et u, f' € H}_(Q). Donc
we B(A, I2(Q)).

En substituant la formule de Green (3.21) dans (3.32) et en utilisant (3.30), on obtient

/ (g1 + poe” T uwdl + (?, w)ry = M flwdl — /1/2/ zowdl,
Ty v I'y I'n
par conséquent
% + (p1 + poe " u = pr f — pozo sur Dy, (3.33)
Substituons (3.25) et (3.29) dans (3.33), on obtient
% = —v — poz(., 1) sur Iy.

Finalement, & partir de (3.28) et (3.24), on obtient
2(z,0) =v(x) et ze€ L*(Ty;HY(0,1)).

Donc il existe U = (u,v, z)T € D(A) qui vérifie (I — AU = F pour tout F € 5, et A est
maximal.
Le théoréme de Hille-Yosida assure l'existence et 'unicité d’une solution de (3.20). Ceci

terminé la démonstration. ]
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Chapitre 4

Application a un systéme de type

Timoshenko avec terme retard

Dans ce chapitre, on étudiera l'existence et l'unicité de la solution d’un systéme de
type Timoshenko, en utilisant le théoréme de Hille-Yosida, par ’application de la technique

indiqué en deuxiéme chapitre.

4.1 Introduction

Historiquement, le premier modéle du systéme de Timoshenko a été introduit en 1921
par Stephen Timoshenko en absence de terme dissipatif qui décrit la vibration transversale
du faisceau.

Timoshenko considére donc le systéme hyperbolique suivant :

P = (k(0e + 1)), dans (0,L) x R,

4.1
Iy = (Ely)e + k(e + 1), dans (0,L) x Ry, (4.1

ou, p, k, I, et EI sont des constantes positives, ¢ = ¢(z,t) est le vecteur de déplacement
et ¢ = 1(x,t) est angle de rotation du filament.

Parmi les nouveaux travaux, de nombreux chercheurs ont utilisé le modéle classique pour
la propagation de la chaleur dans les équations bien connues pour la température 0 et le

vecteur de flux de chaleur ¢

0, + Bdivg = 0 (4.2)
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et
g+ kVE =0. (4.3)

Avec des constantes positives [ et x. En substituant (4.3) (lois de Fourier) en (4.2), on

obtient ’équation parabolique de la chaleur suivante
0, — BrAO = 0. (4.4)

En utilisant le lois de Fourier, Rivera et Racke [17] ont étudié le systéme suivant :

p1pee — k(0e + ). = 0, dans (0,L) x R,
pathy — bae + k(pe + ) + 060, =0, dans (0,L) x Ry, (4.5)
p30; — K60, + 61y = 0, dans (0,L) x Ry,

ou, p1, p2, P3, k, b, Kk, B et § sont des constantes positives.

Plus tard, Ferndndez Sare et Racke ont considéré dans [8] le systéme suivant :

prow — k(ps + 1), =0, dans (0,L) x Ry,
p2tit — We + k(02 + 1) + 00, = 0, dans (0,L) x R,
P30t + Gz + 0Py = 0, dans (0,L) x R,, (4.6)
Tq + Bg+ 0, =0, dans (0,L) x R,
[ (0,1) = o(L,t) = ¢ (0,8) = ¢a(L,t) = 0,(0,1) = 6o(L, 1), VR,

Numériquement, Raposo [4] considére le systéme de Timoshenko avec terme retard dans

la réaction :

p1ps (T, 1) — k(pr +0)2(2, 1) + pape (2, 1) + popi(z,t — 7) = 0,
P2 (2, 1) — be (2, 1) — k(e + ) (2, 1) + pahe(2,t) + parpe(z,t — 7) = 0, (4.7)
©(0,1) = o(L,t) = (0,t) = (L, t) =0,

ou (z,t) € (0,L) x (0,400), et il a donné différents tests de résultats de la stabilité pour les

solutions du systéme précédent.
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4.2. Résultat d’existence et d’unicité pour un systéme de type Timoshenko de
thermoélasticité de type III avec retard

4.2 Reésultat d’existence et d’unicité pour un systéme de
type Timoshenko de thermoélasticité de type III avec
retard

On considére le systéme de type Timoshenko suivant :
pl(btt(xa t) - K(‘b:}c + w)x<x7 t) + Ml@(% t) + :U’Q(bt(x?t - T) = O?
pﬂptt(ajv t) - bwﬂm(xa t) + K(¢x + Qﬂ)(fﬁ, t) + Betx(xa t) = Oa (4'8)

p39tt(xa t) - 593::5 (ZE, t) + Wﬁm(% t) - ’ieta:x (ZL‘, t) = 07

ou (z,t) € (0,1) x (0, +00), p1, p2, p3, K, b, k, B, 7, 9, 111 et s sont des constantes positives,
et 7 > 0 représente le temps de retard.

De plus on suppose que ¢, 1 et # satisfant les conditions aux limites suivantes
#(0,t) = o(1,t) = (0,t) = ¥(1,t) = 0,(0,t) = 0,(1,t) =0, t € (0, +00) (4.9)
et les conditions initiales
¢(z,0) = ¢o(z), d(z,0) = ¢1(x), ¥(z,0) = vo(z), Yr(z,0) = 1(z),
0(z,0) = Op(x), 0,(x,0) = 01(x), ¢(z,t —7) = fo(z,t —71), (x,t) € (0,1) x (0,7).
Remarque 4.2.1. En utilisant la réduction standard U = (¢, ¢, 0,4, 0,0,)T, nous pouvons

transformer (4.8) et (4.9) a un systéme de premier ordre

(d
aU(t) =BU({)+® U (-7), t>0,

U(O) = (¢0a¢17w07¢1a90791)Ta (410)

Ut(—7) = (0, fo(.,t —7),0,0,0,0)T, € (0,7),

0 I 0 0 0 0 0O 0 00 0O
KO, —m Ko, 0 0 0 0 —puy 0 0 0 O
0 0 0 I 0 0 0O 0 0 O0O0O0
avec B = et ® =
—Ko, 0 b0y, — K 0 0 —p0, 0O 0 00 0O
0 0 0 0 0 I 0O 0 O0O0O0O0
0 0 0 —v0p 00z KOzy 0O 0 0 O0O0O0
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4.2.1 Ecriture du probléme équivalent
De méme, on définit la fonction
z(x,p,t) = ¢y(x,t —Tp), ©€(0,1), pe(0,1), t>0.
Donc, nous avons
Tz (z, p,t) + 2,(z, p,t) =0, € (0,1), pe (0,1), t>0.

Par conséquent, le systéme (4.8) est équivalent a :

(

pl(btt(xa t) - K(¢x + ?ﬁ)x(l} t) + ,ul(bt(xa t) + /'LZZ(:E7 17 t) = 07
palu(x,t) — gy (2, 1) + K(¢pp + ) (2, t) + SO (z,t) =0,

p30tt(xa t) - (593535(55, t) + Wﬁm(% t) - ’iet;m(xa t) = 07

(4.11)

Tz(z, p,t) + 2,(z, p,t) =0,
\

ouzx € (0,1), pe (0,1),t € (0,+00), et les conditions aux limites et initiales devient

(

Qb(ovt) = ¢(17t) = ¢<07t) = 1/1(1,t) - ‘gm(Ovt) = 0r<17t) = 07 te (07 +OO>7

2(x,0,t) = ¢y(x, 1), z € (0,1), t € (0,+00),
O(x,0) = do, ¢u(x,0) =1, ¥(x,0) =, th(z,0) =11, z€(0,1),
0(z,0) = 0y, 0y(z,0) =0y, z € (0,1),
L 2(2,p,0) = fo(z, —7p), z € (0,1), pe(0,1)
(4.12)

On désigne par 7 'espace de Hilbert, ou

= HN0,1) x L2(0,1) x H(0,1) x L2(0,1) x H(0,1) x L2(0,1) x L2((0,1), L*(0, 1))
= X x L*((0,1), L*(0,1))

et

20,1y — {wELQ(O,l):/Olw(s)ds:O},
H1(0,1) = {wEHl(O,l):/Olw(s)ds:O},

H2(0,1) = {w € H*(0,1) : w,(0) = wy(1) = O}.
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On associé le probléme (4.12) par les conditions suivantes

fo < fiq (4.13)

et € une constante positive tel que
VTH2 < & ST (201 — pa). (4.14)

Le produit scalaire dans 77 est

1 ~ ~ ~
U =~ /0 (9103 + pattii + K (6 + ) (6o + 0) + bibata)d

1 1 1
—I—B/ (pgvi'wl—é@ﬁx)dm—l—f/ / 2(x, p)zZ(x, p)dpdz,

0 o Jo
avec U = (¢, ¢, 1, u,0,v,2)T, U = (¢, ¢, 1, 0,0,0,2)T € A et & est un nombre positif fixe.
Pour U = (¢, ¢, 0, 91,0,0;,2)T, avec ¢ = ¢y, u = ; et v = 0; le systéme (4.11) et (4.12)
peut étre réécrit comme

Z/{t - AZ/{,

U(O) - Z/{() = (¢07 qbla 1/)07 2/}17 907 917 fO('? _'T>>T7

(4.15)

ou A: D(A) C A — S est un opérateur différentiel défini par

¥
K

p1
u

i b _ K _ 8
T 02 w;m: P2 (¢I + 1/}) 02 U;r )

> & & € ©

4
I
>
8
8
|
3
<
8
+
I
<
8
8

avec le domaine

(qb,gp,w,u,@,v,z)TG% | ¢7¢EH2HH&7 07U€Hi7 307UEH&7

D(A) :=
60 + kv € H2, z,z, € L*((0,1), L*(0,1)), 2(z,0) = ¢(x) sur (0,1)
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4.2.2 Etude de D’existence et unicité de la solution du probléme

équivalent

Sous les hypothéses associés a ce probléme, nous avons le résultat d’existence suivant :

Théoréme 4.2.1. Pour toute donnée initiale Uy € FZ, il existe une solution unique
U € C([0, 400, )
du probleme (4.15). De plus, si Uy € D(A), la solution de (4.15) satisfait
U € C([0, +oo[, D(A)) N C*([0, +o00], 7).

Preuve. Pour montrer I'existence d'une solution du systéme (4.15), on applique le théoréme
de Lumer-Phillips, pour cela il suffit de montrer que A est dissipatif et maximal.
1) A dissipatif

Pour montrer que A est dissipatif il suffit de prouver que
(AU U)» <0, YU € D(A).
1
AUl = 3 [ (Komp+ K = i = ol D + bt — Kou — K
0

1
—Bvgu+ K@, + Kb + Kud, + Kuh + bugi), )de + B/ (00,0
0

11
—YUV + KUz + 00,0, )dx — & / / 2(z, p)z,(x, p)dpde,
T Jo Jo

en utilisant 'integration par partie on a

1 1 1
(AUUY =K [putply — VK / batpudz + VK o]y — 7K / Yp.dz — / p?dr
0 0 0
1 . 1 1 )

s [ 2l Dp(o)de by = b [ btade =K [ bude — 8 ol

0 0 0

1 1 1 1
+7p / uzvde — K / Yudr +vK / Petzdr +yK / pathdr + B0 [0,0],

0 0 0 0

1 1 1 1
—65/ 0, v,dr + ’yK/ up dr + ny/ updr + ’yb/ U dr + Bk [vxv]é
0 0 0 0

1 1 1 1 1
—ﬁm/ vidr — By/ ugvdr + 55/ V.0, dx — §/ / 2(x, p)z,(z, p)dpdz,
0 0 0 T Jo Jo
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alors,

1

1 1
(AU U) » z—wl/ sozd:r—vuz/ Z(x,l)wdx—ﬁﬁ/ vidx
. o 0 0
——/ / 2(x, p)z,(z, p)dpdz. (4.16)
T Jo Jo
De plus,

11 1/ 1
/ / zp(x, p)z(z, p)dpdr = —/ 2(z,1)dx — —/ ’dr. (4.17)
o Jo 2 Jo 2 Jo

Donc, d’aprés (4.16) et (4.17), on trouve

1 1 1 1
(AU U) » = (=71 + i)/ ©*dr — ’yug/ 2(z, 1)pdr — ﬂm/ v2dr — i/ 2(z,1)dz.
277 Jo 0 0 2t J,

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient
1 1
—wm/ z(z, Npdz < WQ/ |2(z, 1)p|dz
0 0
! T2 !
< 7u25/ 2z, Vdr + —— | p*dx
0 de Jo

pour € = %,

1 1 1
—’y,ug/ z(x, D)pdr < M/ 2*(z,1)dx + 12 o*dx.
0 0

Finalement, on obtient

Y 42 S ! 2 Y2 S /1 2 /1 2
< =y + 224 > 22—~ dz — :
(AU, U) ( Yy 5 27)/0 Y dr < 5 2 ) ), z2%(x, 1)dx — Bk i vydx

D’aprés les conditions (4.13) et (4.14), on a

Y2 & e €
— 22 <0 et L2 - 2<0
Tt s g sbe ommon sl
alors,
(AU U) » < 0.

Donc 'opérateur A est dissipatif.
2) A mazximal

Pour montrer la maximalité de A, nous supposons que F = (fi, fa, f3, f1, f5, fo, f71)L €
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et on cherche U = (¢, p,¥,u,0,v,2)T € D(A) solution de (I — AU = F, ceci s’écrit en

termes de composantes, comme suit

¢—¢=f,

P10 = K(bza + ) + pap + p22(2, 1) = p1 fo,
Y —u=fs

p2u — bibey + K¢y + ) + Bve = pafa,
0—v=fs,

P30 — 000 + YUy — KUz = p3f6,

TZ + 2, = Tf7.

D’aprés (4.12)y, (4.24) et (4.18), on obtient

2(z,p) = ¢(x)e™ ™" — fi(x)e™ ™" + 17 /Op fr(x,8)e*ds, (x,p) € (0,1) x (0,1).

En particulier,

A1) = (a)e ™ + 20(x),  pour € (0,1),
avec zg € L*(0,1) défini par
1
2o(z) = —fi(z)e ™ + Te_T/ fz(x, s)e’"ds, z € (0,1).
0
Substituons (4.18), (4.20), (4.22) et (4.26) dans (4.19), (4.21) et (4.23), on obtient
P16 — K(buz + Vi) + 19 + p2e™ "¢ = prfa+ (p1 + p1) f1 — p2zo

P20 — by + K(dp + ) + 80 = pa(fa + f3) + Bfsa,
p39 - 50wx + 7¢z - "igaxx - P3(f6 + f5) +’Yf3x - I{f5zax'

Il reste & prouver qu’il existe ¢, ¥ et 0 satisfaisant

(p1 + p1 + poe ") — Kby + 1) = g1 € L*(0,1),
pot) = bige + K (¢0 + ) + 80, = g2 € L*(0,1),
p30 - (5 + H)exx + ’7,¢x =33 € H_1<Oa 1)

On définit 'espace W = H}(0,1) x Hg(0,1) x H}(0,1).

=
ORI
S ©

=
N DN
N =
N~ N N~ ~  ~ @ ~—

N
N
w

(4.25)

(4.26)

(4.27)
(4.28)
(4.29)

En multipliant les trois équations (4.27), (4.28) et (4.29) par des fonctions (¢q,11,6;) €
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H(0,1) x H}(0,1) x H(0,1) respectivement et on intégre sur (0,1), on obtient

1 1
/ (1 + 11 + 126 7)1 + K (60 + ) 1o = / G16nda, (4.30)
0 0
1 1
/ (pathifn + btbre + K (s + )iy + B0atby)dar = / gathrda, (4.31)
0 0
1 1
0 0

Additionnons v x (4.30),y x (4.31) et 5 x (4.32), on obtient

1 1 1
Apr s+ pae ) [ o0nde 49K [ (6 +0) (610 + )+ 86+ x) [ 0,010
0 0 0
1 1 1 1
+7p2 / Yipyda + b / Vpthrzde + By / Oz dx + Bps / 00, dx
0 0 0 0
1 1 1 1
+ﬂv/ VY 01dr = 7/ gr1¢1dx + 7/ Gotrdx + 6/ g0 dx.
0 0 0 0

Pour U* = (¢,¢,0)T et V = (¢1,91,601), on définit sur W une forme bilinéaire af(.,.) et

une form linéaire L(.) par

1 1 1
a(U*,V):’y(p1+,u1—|—ugeT)/O ¢¢1d37+’7K/0 (¢x+¢)(¢1x+¢1)dx+ﬁ(5+f<&)/o 0,01 dx

1 1 1 1 1
0, / inda + b / ntbrad + B / 0, 1dx + Bps / 00,dz + 3 / by
0 0 0 0 0

1 1 1
L(V) —7/ gl¢1d:v+7/ g2¢1d:c+5/ g301dz.
0 0 0

On montre que af(.,.) est continue, coercive et L(.) est continue.
1) Continuité de af(.,.)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
‘G(U*7V)) <(pr + p + pee )@l 2l D1l 2 + VE || Ge || 2] P12l 12 + V|| Dl 2|91 ]] 22
YK Y| 2 |12l 22 + V0l Vel L2 |¥012] 22 + B0l L2 |01 22 + Bpsl|0]| L2][01]] 22

+y(p2 + K)ol 2|91z + B0 + &) [10al| 22]|6ral 2 + Byl[¢el 2] 61]] 22
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alors,

‘a(U*, V)‘ < max(yp1 + v + ypee” T, VKb, B, Bps, vp2 + VK, 86 + Bk)
<||¢||L2||¢1”L2 + |@ll 2|12l 2 + Dzl z2llt1] 22 + 1Yl 2] P12l 22
Hlall 2 llrallce + 102l 2l 22 + 101 L2161 ]| 22 + [[9] z2][¢1 ]| 22
10 20010l 2 + 122101 22
< Ci<||d>||Hg + [l + ||‘9||H*1> <H¢1||Hg + 11l g + ||91HH,1>

< CU* IV [lw.

Donc af(.,.) est continue.
2) Coercivité de af(.,.)
D’aprés lexpression de af.,.), on a
1 1 1
a(U*,U*) =~(p1+ p1 + /~L267)/ ¢*dx + VK/ ¢rdr +~(pz + K)/ *dx
0 0 0

1 1 1 1
+27K/ O0dr + B(0 + K) / 02 dx + vb/ V2dx + Bps / 02dx.
0 0 0 0

En utilisant 1'inégalité de Young, on obtient

—/Olawdas < /Ollcbxwld:c

5/1¢2d +i/1w2d
2 fy T J, Y

1 c 1 1 1
| v = =5 [ e [ van
0 2 Jo 2e Jo

1 1 1
a(U*,U*) > 7(01+#1+M2€_T)/ ¢2dx+v(K—K6)/ ¢idx+6p3/ 0% da
0 0 0

IA

donc

On a

K 1 1 1
+v(p2 + K — ?) / Vidr + B(5 + k) / 02dx + ”yb/ Vid,
0 0 0
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K
on choisit ¢ telle que v(K — Ke) > 0 et y(po + K — —) > 0, donc
£
* * ; -7 ’YK
a(UnU) 2 min(ypr+qpn +ypee™" K —yKe ype + 7K — ==, 56 + Br, 7, Bpy)

1
/ (¢ + ¢ +Y* + P2 + 02 + 02)dx
0
> Gy||U*||3y

et a(.,.) est coercive.
3) Continuité de L(.)

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

1 1 1
7/ |gl||¢1\+v/ Igz\|¢1|+5/ 195164
0 0 0

Ygrllzzll1llz2 + Yl g2l 22191 22 + Bllgsl 2|01 22

)

IN

IN

IN

maz (119112, 1lgell 2 Bllgsll ) (umm Tl + H91HL2>

< c;,(nqman + ol + ||01||H;)

< Gol[Viw-
Donc L(.) est continue.
a(.,.) bilinéaire, continue et coercive sur W et L(.) est linéaire et continue sur W, d’aprés le

théoréme de Lax-Milgram on conclut qu'il existe une solution unique U* € W = H}(0, 1) x

H(0,1) x HL(0,1) telle que
oU* V) = L(V), WV eW. (4.33)

Ce qui signifie que ¢ € H}(0,1), v € H}(0,1), 0 € H}(0,1) et o = ¢ — f1 € HZ(0,1).

Par conséquent u =1 — fs € H3(0,1) et v =0 — f5 € H}(0,1).

Il reste a montrer que ¢, € H?*(0,1), 60 + kv € H2(0,1), z,2, € L*((0,1), L*(0,1)) et
2(z,0) = p(x).

On prend (¢1,v1,61) = (0,11,0) € Hj(0,1) x HJ(0,1) x H}(0,1) dans (4.33) elle devient

1 1 1 1 1
VK /0 (60 +V)rdz +7p2 /0 ndz + b /0 tbrada + By /0 by — /0 gthrda.
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Alors

1 1
/¢MMh=—/%PW+K%&WHﬂ%+WW%®,VMGEWJ)
0 0

Ce qui signifie que 1), admet une derivée faible dans L? car

(_92 + K(¢x + %0) + /6990 + PQ@ZJ) S L2(07 1)

et on a

Ve = (We)e = 3 (=02 + K (0o %) + 0, + pot)
par suit ¢, € H'(0,1) donc v € H?*(0,1).
De la méme maniére si on prend (¢q,v1,01) = (¢1,0,0) € H3(0,1) x H}(0,1) x H!(0,1)
dans (4.33), on preuve que ¢ € H*(0,1).
De plus, si nous prenons (¢, %1, 0;) = (0,0,60,) € HE(0,1) x H}(0,1) x H}(0,1) dans (4.33),
puis en utilisant (4.20) et (4.22) elle devient

0020 + KUz = _103f6 + YUy + p3v dans LE(OJ 1)

et nous concluons que

(60 + kv) € H*(0,1).

En outre, il est évident a partir de

x x
00, + kv, = —pg/ fedr + yu + pg/ vdz,
0 0

par conséquent

(00, + kv,)(0) = (00, + Kv,)(1) = 0.

Ainsi, on obtient

(60 + kv) € HZ(0,1).
Finalement, & partir de (4.25) et (4.24), on obtient
2(2,0) = p(z) et zz,€ L((0,1),L*(0,1)).

Donc il existe U = (¢, ¢, ¥, u,0,v,2)T € D(A) qui vérifie (I — A)U = F pour tout F €
et A est maximal.
Le théoréme de Hille-Yosida assure l'existence et I'unicité d’une solution de (4.15). Ceci

terminé la démonstration. O
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Remarque 4.2.2. De méme facon que le probléme précédent, si A est le générateur infini-
tésimal du semi-groupe fortement continu (T2(t))i>o sur 2, alors la solution de (4.15) est

donnée par la fonction

U(t) :=Ta(t) Uy

et le probleme (4.10) admet une solution unique pour chaque Uy = (¢o, ¢1, Yo, U1, o, 01,
fo(.,—7)T € D(A) donnée par

o™ (B(t)u()), £>0,

(0, fo(.,1),0,0,0,0)T, t e [-7,0).
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