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Introduction générale

L’analyse est considérée comme l’un des sciences mathématiques, elle se développe

dans ces dernière anné à cause de parmi de certains hypothèses et des théorèmes, pour

nous important c’est le théories de point fixe. Ce dernier c’est un outil principal qui dé-

couvre l’existence de solution dans des différents types des équations surtout dans l’ana-

lyse non linéaire, ainsi, il a des différents application dans la topologie et dans les autres

sciences comme la physique, la chimie, la biologie et l’économie ... etc.

La premiére apparition du point fixe commence dans le 19eme siécle, il s’est employé pour

trouver des solutions approximatives et successives et les l’existence d’une seule solution

aux équations notamment les équations différentielles.

Le point fixe se semble en 1922 a Banach, qui repose essentiellement sur le principe de

la contraction afin de résoudre les équations employant les intégrales et les algorithmes

pour étudier l’approximation de ce point. Cette étude est appliqué dans l’espace métrique

complet.

En 1930, Schauder améliore et géneralisé le problème d’existence et l’unicité de Brower

et insiste sur l’application continue sur ensemble convexe et compacte par contre Brower

qui étude seulement la compacité à cause de leur étude s’effectue sur la topologie .

Dans l’année 1955, Krasnoselskii a remarqué qu’il existe de difficulté pour l’intégration

de certaines équations différentielle pour cela, il a méle entre le théorème de Banach et de

Schauder, il a basé de décomposer l’application étudée aux deux, l’une est une contrac-

tion et l’autre est continue et compacte. Ce théorème est trés important pour trouver la

solution de plusieurs équations intégrales et équation différentielle.

D’après long temps, le théorème de Krasnoselskii a resté un outil trés effective à l’étude

de beaucoup des problèmes, il identifie certaines améliorations, telle que la notion de la
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Introduction générale S.Benine et I.Hezla

contraction large due à Burton, ce dernier mathématicien a présenté un nouveau théorème

a apparu sous le nom Krasnoselskii-Burton, qui remplace la condition de contraction de

Krasnoselskii par une nouvelle notion, c’est la contraction large.

La généralisation du théorème de point fixe ne s’arréte pas, car l’introduisant de nou-

velle notion sur la contraction qui rassemble tout les types précédents et qui s’appelle la

contraction separée, cela nous dire qu’il y a changement sur le théorème de Krasnoselskii

est nommé la contraction separée a la place de la contraction, malgré le développement

des mathématique au fil du temps, mais le théorème de Krasnoselskii possède un rôle trés

important pour solutions de plusieurs problèmes mathématiques.

Dans ce travail, on va étudier le théorème du point fixe de Krasnoselskii et certaines

généralisations pour obtenir des résultats d’existence et l’unicité de la résolution de cer-

taines équations, ainsi que sa stabilité, même avec l’étude de certaines hypothèses et les

résultats qui leur sont liées.

Nous avons réparti ces idées qui formant ce mémoire, en trois chapitres :

Le premier chapitre contient un rappel sur certaines notations d’analyse, plusieurs

définitions et propérités comme : les espaces métrique, les espaces complet, les espaces

de Banach, la compacité et point fixe. Avec quelques théorèmes, le plus important est le

théorème d’Ascoli- Arzela.

Le deuxième chapitre, on s’intéresse à présenter le théorème original de Krasnoselskii et

sa preuve, ainsi que le théorème de Krasnoselskii-Burton, où la condition de contractivité

a été remplacer par une autre plus faible qui s’appellée la contraction large, aussi nous

présentons une autre généralisation récente due à Liu et Li, où les auteurs ont utilisé la

contraction separée, qui est plus faible que la contraction large.

Dans le troisième chapitre, on va appliquer le théorème de Krasnoselskii et le théorème

de Krasnoselskii-Burton pour :

1. Étudier l’existence, l’unicité et la stabilité de solution d’une équation différentielle

à retard.

2. Prouver l’existence des solutions périodiques et l’unicité de solution d’une équation

de différence à retard.
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Chapitre 1

Quelques éléments d’analyse

fonctionnelle

Dans ce chapitre, on présentera quelques définitions et théorèmes fondamentales,

concernant : les espaces métriques, les espaces complets, les espaces de Banach, les appli-

cation contractantes, la compacité, principe de Banach et théorème de d’Ascoli Arzéla.

On Commence par rappeler quelques résultats généraux.

1.1 Distance sur un ensembles

Définition 1.1.1 Soit E un ensemble non vide : on appelle distance (ou métrique) sur

E est une application d : E × E → R+ satisfaisant les propriétés suivantes :

1. ∀x, y ∈ E, d(x, y) ≥ 0 et d(x, y) = 0 si et seulement si x = y.

2. d(x, y) = d(y, x) (symétrique).

3. ∀x, y, z ∈ E, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, x) (inégalite triangulaire).

Exemple 1.1.1 d(x, y) = | 1
x
− 1

y
|, x, y ∈ E = R∗ est une distance sur R∗ car :

1. d(x, y) = 0⇔ |1
x
− 1

y
| = 0⇔ 1

x
=

1

y
⇔ x = y.

2. d(x, y) = |1
x
− 1

y
| =| (−1)(

1

y
− 1

x
) |=| −1 || 1

y
− 1

x
|= d(y, x).

3. d(x, z) =| 1

x
− 1

z
|=| 1

x
− 1

y
+

1

y
− 1

z
|≤ |1

x
− 1

y
|+ | 1

y
− 1

z
| .

Donc d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z). Où d est une distance sur R∗.

3



Quelques élementes d’analyse fonctionnelle S.Benine et I.Hezla

Exemple 1.1.2 Soit δ(x, y) = ln(1 + d(x, y)), est une distance sur un ensemble non vide

E, si d est distance sur E on a :

1. δ(x, y) = 0⇔ ln(1 + d(x, y)) = 0⇔ 1 + d(x, y) = 1⇔ d(x, y) = 0⇔ x = y.

2. δ(x, y) = ln(1 + d(x, y)) = ln(1 + d(y, x)) = δ(y, x).

3. comme d est une distance, alors

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

⇔ 1 + d(x, z) ≤ 1 + d(x, y) + d(y, z)

⇔ 1 + d(x, z) ≤ 1 + d(x, y) + d(y, z) + d(x, y)d(y, z)

⇔ 1 + d(x, z) ≤ (1 + d(x, y))(1 + d(y, z))

⇔ ln(1 + d(x, y)) ≤ ln(1 + d(x, y))(1 + d(y, z))

⇔ ln(1 + d(x, y)) ≤ ln(1 + d(x, y))(1 + d(y, z))

⇔ ln(1 + d(x, y)) ≤ ln(1 + d(x, y)) + ln(1 + d(y, z)).

Donc δ(x, z) ≤ δ(x, y) + δ(y, z), par conséquent δ est une distance.

Définition 1.1.2 On dit que deux distances d1, d2 sur un ensemble E sont équivalentes

s’il existe deux constantes réelles β ≥ α ≥ 0 telles que :

α d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ β d1(x, y) pour tout x, y ∈ E.

Exemple 1.1.3 Soit (di)1≤i≤p une famille finie de p distances sur Ei. On pose

E =

p∏
i=1

Ei,

on définit sur le produit cartésien E × E deux distances comme suit :

Pour tout x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) de E on pose

D1(x, y) = sup
1≤i≤p

di(xi, yi).

D2(x, y) =

p∑
i=1

di(xi, yi).

On a

sup
1≤i≤p

di(xi, yi) ≤
p∑
i=1

di(xi, yi) ≤ p sup
1≤i≤p

di(xi, yi),

donc

D1(x, y) ≤ D2(x, y) ≤ pD1(x, y).

Alors D1 et D2 sont équivalentes, telle que α = 1, β = p.
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1.2 Les espaces métriques

Définition 1.2.1 [4]. On appelle espace métrique tout ensemble non vide E muni d’une

distance d. Un tel espace sera noté dans la suite (E, d).

Définition 1.2.2 [13]. Soit (E, d) un espace métrique. On dit qu’un ensemble S ⊆ E est

fermé si et seulement si pour toute suite (xn) de S qui converge dans E, alors sa limite

appartient à S.

1.3 Les espaces normés

Définition 1.3.1 (La norme)[13]. Une norme sur un ensemble E est une fonction conti-

nue de E dans R+ vérifiant les propriétés suivantes :

1. ∀x ∈ E, ‖ x ‖≥ 0 et ‖ x ‖= 0⇔ x = 0 (séparation).

2. ∀λ ∈ K, x ∈ E, ‖ λx ‖= |λ| ‖ x ‖, où |λ| désigne respectivement la valeur absolue si

K = R ou module si K = C( homogénéité).

3. ∀x, y ∈ E, ‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖ (inégalité du triangle).

Exemple 1.3.1 | K | est une norme sur l’espace (dimension 1) K sur K.

Définition 1.3.2 On dit que deux normes ‖x‖1, ‖x‖2 sur un ensemble E sont équivalentes

s’il existe deux constantes réelles β ≥ α ≥ 0 telles que

α ‖ x ‖1≤‖ x ‖2≤ β ‖ x ‖1 .

Pour tous x, y ∈ E.

Définition 1.3.3 On appelle espace normée (E, ‖.‖) tout espace E sur le corps K = R

où R muni d’une norme.

Exemple 1.3.2 L’espace C([0, 1],R) on pose les normes :

1. ‖ f ‖∞= sup
t∈[0,1]

|f(t)|. (La norme la convergence uniforme).

2. ‖ f ‖1=
∫ 1

0

|f(t)|dt.

5



Quelques élementes d’analyse fonctionnelle S.Benine et I.Hezla

3. ‖ f ‖2=
√∫ 1

0
[f(t)]2dt.

Définition 1.3.4 Une partie A d’un espace normé (E, ‖ . ‖) est dite bornée s’il existe

une constante L <∞ telle que ‖ x ‖≤ L pour tout x ∈ A. Une fonction f est dite bornée

si son image est une partie bornée de E.

1.4 La convexité

L’ensemble convexe

Définition 1.4.1 [7].Un sous-ensemble C de R est dit convexe si pour tout x, y ∈ C,

pour tout λ ∈ [0, 1], on a

λx+ (1− λ)y ∈ C.

Exemple 1.4.1 1. L’ensemble E ainsi que la partie vide sont convexes.

2. Les boules d’un espace normée sont convexes.

3. Tout sous ensemble dans l’espace C(R,R) est convexe, c’est à dire :

M = {x ∈ C(R,R), ‖ x ‖≤ L} est convexe, car :

soit x, y ∈ C,

‖ λx+ (1− λ)y ‖≤ λ ‖ x ‖ +(1− λ) ‖ y ‖≤ λL+ (1− λ)L ≤ L.

Donc l’ensemble M est convexe.

La fonction convexe

Définition 1.4.2 [7]. Une fonction f d’un intervalle I de

R→ R est dite convexe lorsque, pour tous x et y de I et tout λ dans [0, 1] on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Définition 1.4.3 (Épigraphe d’une fonction) L’épigraphe d’une fonction est l’en-

semble des points situés au-dessus de la courbe représentative de la fonction f , c’est à

dire, l’ensemble de épigraphe M de fonction f est défini par

M := {(x, y) ∈ I × R, f(x) ≤ y}, ∀I ∈ R.

Définition 1.4.4 Soit f une fonction définie sur un intervalle I ⊂ R, f est convexe si

et seulement si son épigraphe est convexe.

6
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1.5 Les espaces complets

Définition 1.5.1 (Suites de Cauchy) On dit que la suite {xn}n∈N dans l’espace mé-

trique (E, d) est de Cauchy si

∀ε > 0, ∃ Nε ∈ N, ∀n,m ∈ N : n > m ≥ Nε ⇒ d(xn, xm) < ε.

On écrit alors :
d(xn, xm)−→ 0

n,m→∞.

Exemple 1.5.1 On munit l’ensemble C([0, 1],R) de la distance fondamentale d1 et consi-

dére les suites (fn)n∈N définies par :

fn(x) = min(n, (
1√
x

)) =


n si 0 ≤ x ≤ 1

n2
,

1√
x

si
1

n2
≤ x ≤ 1,

soit ε > 0. Pour tout n et m de N∗, avec n > m, on écrit :

d1(fn, fm) =
∫ 1

0
|fn(x)− fm(x)|dx

=

∫ 1
n2

0

(n−m)dx+

∫ 1
m2

1
n2

(
1√
x

)−m)dx+

∫ 1

1
m2

(
1√
x

)− (
1√
x

)dx

= (
1

n
)− (

m

n2
) + 2(

1

m
− 1

n
)−m(

1

m2
− 1

n2
)

=
1

m
− 1

n

<
1

m
.

Il en résulte qu’il suffit de prendre Nε = [
1

ε
] + 1 dans le critère de Cauchy.

Proposition 1.5.1 Toute suite convergente d’un espace métrique (E, d) est de Cauchy :

si lim
n→∞

(xn) = a, cela veut dire que :

∀ ε > 0, ∃ Nε ∈ N : ∀ n ≥ Nε ⇒ d(xn, a) < ε,

et donc

pour tout n,m ≥ N( ε
2
) d(xn, xm) ≤ d(xn, a) + d(a, xm) < (

ε

2
) + (

ε

2
) = ε.

7
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Exemple 1.5.2 Par contre il y a des suites de Cauchy qui ne convergent pas comme :

dans l’espace ] − 1,+1[ la suite {1 − ( 1
n
)}n∈N est une suite de Cauchy, puisque la méme

suite converge dans R vers 1, mais 1 /∈]− 1,+1[.

Définition 1.5.2 [13]. L’espace métrique (E, d) est dit complet si toute suite de Cauchy

dans E est convergente (dans E).

Exemple 1.5.3 L’espace C([0, 1],R) muni de la norme ‖ . ‖1 n’est pas complet. Pour le

voir, il suffit remarquer que la suite des fonctions continues

fn(t) =


2ntn si t ∈ [0,

1

2
],

1 si t ∈ [
1

2
, 1],

est de Cauchy car :

‖ fn − fm ‖ =

∫ 1

0

|fn(t)− fm(t)|dt

=
1

2
| 1

n+ 1
− 1

1 +m
| .

Si (fn)n∈N est convergente, sa limite f(t) devrait étre nulle dans l’intervalle [0,
1

2
] et égale

à 1 dans l’intervalle [
1

2
, 1].

Exemple 1.5.4 Si [a, b] ⊂ R est un intervalle fermé et borné, alors l’espace C1([a, b]) est

complet pour la norme ‖ . ‖c1 définie par : ‖ f ‖c1=‖ f ‖∞ + ‖ f ′ ‖∞.

Preuve. Soit fn → C1([a, b]) une suite de Cauchy pour ‖ . ‖c1 . Par définition de ‖ . ‖c1 , on

voit que les deux suites fn et f ′n sont uniformément de Cauchy. Ces deux suites sont donc

uniformément convergentes il existe deux fonctions fet g telles que fn → f uniformément

et f ′n → g uniformément, on peut affirmer que f est de classe C1 et f ′ = g. Ainsi, fn → f

uniformément et f ′n → f ′ uniformément, autrement dit fn converge vers f pour ‖ . ‖c1 .

1.6 Les espaces de Banach

Définition 1.6.1 [13]. On appelle espace de Banach, tout espace normé complet. Sur le

corps K des réels ou des complexes R et C, avec leur normes usuelles de Banach.

8



Quelques élementes d’analyse fonctionnelle S.Benine et I.Hezla

Exemple 1.6.1 L’espace C = C([a, b],R) des fonctions continues de [a, b] dans R. Le

norme

‖ f ‖= max
a≤t≤b

| f(t) |,

où | . | est la norme dans R, défini une norme rendant (C, ‖ . ‖) un espace de Banach.

1.7 Les applications contractantes

La continuité

Définition 1.7.1 Soit deux espaces métriques (E, dE) et (F, dF ) et f une application de

E dans F . Soit a un point de E. On dira que f est continue en a si :

∀ε > 0,∃α > 0, ∀x ∈ E, dE(x, a) < α⇒ dF (f(x), f(a)) < ε.

Si l’application f est continue en tout point a de E, on dit qu’elle est continue sur E ou,

plus simplement, ( continue ).

Exemple 1.7.1 Sur E = K muni de la norme ‖ . ‖∞, les applications coordonnées sont

continues.

Preuve. Si i ∈ {1, 2, ...d}, alors |x(i) − y(i)| ≤‖ x − y ‖∞ pour tous x, y ∈ K. Par

conséquent, la i-éme application coordonnée est continue. La continuité uniforme

Définition 1.7.2 On dit que f uniformément continue sur E si et seulement si :

∀ε > 0,∃α > 0, ∀x, x′ ∈ E, dE(x, x
′
) < α⇒ dF (f(x), f(x

′
)) < ε.

α(ε) ne dépend pas de x, x′ .

Exemple 1.7.2 f(x) = x2 est continue sur R mais ne pas uniformément continue.

Application Lipschitzienne

Définition 1.7.3 [7]. On dit qu’une fonction

f : (E, dE) → (F, dF ) est de Lipschitz (ou Lipschitzienne) de rapport k > 0 (ou k-

Lipschitzienne), si elle satisfait :

∀x, y ∈ E dF (f(x), f(y)) ≤ kdE(x, y).

9
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Exemple 1.7.3 Soit E ⊂ (R+, |.|) et la fonction f définit par f(x) = (
x

1 + x
) est Lip-

schitzienne car : ∀x ∈ R+

|f(x)− f(y)| = | x

1 + x
− y

1 + y
|

= | x(1 + y)− y(1 + x)

(1 + x)(1 + y)
|

= | x+ xy − y − yx
(1 + x)(1 + y)

|

=
| x− y |

(1 + y)(1 + x)

≤ | x− y |.

Donc f est 1− Lipschitzienne sur R donc, elle l’est aussi sur R (puisque f impaire).

Théorème 1.7.1 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Alors

(fest Lipschitzienne sur I)⇔ (f
′
est bornée sur I).

Preuve. (⇒) Supposons f Lipschitzienne sur I alors il existe

k ∈ R∗+,∀(x, y) ∈ I2, |f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|,

c’est à dire

−k ≤ (
f(x)− f(y)

|x− y|
) ≤ k.

On déduit, par passage à la limite lorsque y tend vers x

−k ≤ f
′
(x) ≤ k.

Ceci, quelque soit x ∈ I . Donc f ′ est bornée sur I.

(⇐) Supposons f ′ est bornée sur I alors il existe

M ∈ R∗+, t ∈ I, |f
′
(t)| ≤M.

D’après l’inigalité des croiassements finis appliquée à f sur ségement [x, y]

|f(y)− f(x)| ≤M |y − x|.

Donc f est M− Lipschitzienne.

Évidemment, par contraposition on a pour f dérivable sur un intervalle I

(f est non Lipschitzienne sur I)⇔(f ′ n’est pas bornée sur I).

10
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Définition 1.7.4 (La contraction) [12]. On dit qu’une fonction f est contraction si f

est k-Lipschitzienne avec 0 < k < 1.

Exemple 1.7.4 Soit E = ([
2

3
,+∞[, |.|), et f une fonction qui est définie de E dans R

par f(x) =
2x+ 6

3x+ 2
, alors f est une contraction.

Preuve. ∀x, y ∈ E
|f(x)− f(y)| = | 2x+ 6

3x+ 2
− 2y + 6

3y + 2
|

= | 14(y − x)

(3x+ 2)(3y + 2)
|

≤ 14

16
| x− y |

=
7

8
| x− y |.

Donc K =
7

8
.

Exemple 1.7.5 L’application x →
√
x est uniformément continue sur R+, mais non

Lipschitzienne.

Remarque 1.7.1 (f est une contraction)⇒ ( f est Lipschitzienne)⇒(f est uniformé-

ment continue)⇒ (f est continue).

La contractive

Définition 1.7.5 On dit qu’une fonction f : (E, dE) → (F, dF ) est contractive si elle

satisfait :

∀x, y ∈ E, dF (f(x), f(y)) < dE(x, y).

Définition 1.7.6 (Les application non expansive) [7]. On dit qu’une fonction f est

non expansive si f est 1-lipschitzienne, c’est à dire

∀x, y ∈ E, dF (f(x), f(y)) ≤ dE(x, y).

Remarque 1.7.2 (f est une contraction)⇒ (f est contractive)⇒ (f est non expansive).

1.8 La compacité

1.8.1 Les espaces métriques compacts

Définition 1.8.1 [12]. Soit E un espace métrique. On dit que E est compact si toute suite

de points de E possède une sous-suite convergente.

11
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1.8.2 Les parties compacts

Définition 1.8.2 Une partie M d’un espace métrique (E, d) est dite compact si toute

suite (xn)n∈N de M admet une sous suite convergeant vers une limite appartenant à M.

Exemple 1.8.1 Toute partie fermeé et bornée de RN est compact.

Exemple 1.8.2 [
−π
2
,
π

2
] est compact et

f : [
−π
2
,
π

2
]→ R,

x −→ f(x) = arctan(x),

si x ∈]
−π
2
,
π

2
[ on a f(

−π
2

) = −∞, f(
π

2
) = +∞ est continue. On a retrouve que R est un

compact pour la topologie usuelle.

1.8.3 Les applications compacts

Définition 1.8.3 ( Les ensembles relativement compact) S est relativement compact

si toute suite de E admet une sous suite convergent vers une limite appartenant à S. C’est

à dire, si la fermeture de S est compact.

Exemple 1.8.3 Si on munit C1([0, 1],R) par la norme ‖f‖c1 = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞, alors les

bornées de (C1([0, 1],R), ‖ f ‖c1) sont relativement compact dans C0([0, 1],R).

Preuve. Soit E un bornée de C1([0, 1],R), E → Bf,c1(0,M). Comme la norme

‖ f ‖∞ est majorée par la norme ‖ f ‖c1 est clair qu’un bornée de C1([0, 1],R) est

ponctuellement relativement compact.

Définition 1.8.4 (Les applications compacts) Soient E et F deux espaces normés

sur K = R ou C et T ∈ L(E,F ). On dit que T est un application compact si et seulement

si une des trois propositions équivalentes suivantes est vérifiée :

1. toute image d’un borné de E est relativement compact dans F.

2. T (BE(0, 1))est relativement compact dans F.

3. de toute suite bornée (xn)n∈N de E on peut extraire une sous suite telle que (xnk
)k∈N

converge dans F quand k →∞.

L’ensemble des applications compacts est noté K(E,F ).

Exemple 1.8.4 Toute les applications de rang fini sont compacts.

12
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1.9 Théorème d’Ascoli-Arzela

Soit U un intervalle de R et soit fn une suite de fonctions avec fn : U → RP , tel que

p ∈ R. Soit | . | une norme quelconque Rp.

Définition 1.9.1 [8]. {fn} est uniformément bornée sur U s’il existe un M > 0 tel que

| fn(t) |≤M pour tout n et t ∈ U.

Définition 1.9.2 [8]. Soit {fn} est équicontinue si pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que

si t1, t2 ∈ U et | t1 − t2 |< δ, alors | fn(t1)− fn(t2) |< ε pour tout n.

Exemple 1.9.1 fn(x) = sin(
x

n
) est équicontinue sur R (utilisez les accroissement finis).

Exemple 1.9.2 Soient E = [0, 1], F = R, et pour n ∈ N, posons fn(t) = tn. Alors la

suite fn n’est pas équicontinue.

Théorème 1.9.1 (Ascoli-Arzela) [7]. fn est une suite des fonctions réelles uniformé-

ment bornée et équicontinue définie sur un intervalle [a, b], alors la suite admet une sous

suite convergent uniformément sur [a, b] vers une fonction continue sur [a, b].

Exemple 1.9.3 Considérons l’espace de Banach C([a, b],R) muni de la norme du supre-

mum ‖ f ‖= max | f(t) |, avec | . | de R. Étant données deux constantes positives α et β,

l’ensemble

L : {f ∈ C([a, b], )/ ‖ f ‖< α, | f(u)− f(v) |< β | u− v |},

est compact. C’est une conséquence du Théorème d’Ascoli.

Exemple 1.9.4 Soit g : ([0, 1])×R→ R une application continue, considérons l’équation

intégrale

u(t)→
∫ t

0

g(s, u(s))ds, t ∈ [0, 1],

alors l’opérateur de Hammerstein

G : C([0, 1])→ C([0, 1])

u→ Gu,

tel que

Gu(t) =

∫ t

0

g(s, u(s))ds,

est compact.

13
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Preuve. supposons l’ensemble A = {g ∈ C([0, 1]), ‖ g ‖≤ M}. Comme g est continue et

borné alors

| Gu(t) | = |
∫ t

0

g(s, u(s))ds |

≤
∫ t

0

| g(s, u(s)) | ds

≤ M

∫ t

0

ds = Mt ≤M, ∀t ∈ [0, 1].

Donc G est borné. Maintenant On va montrer que G est équiciontinue. On a

| Gu(t1)−Gu(t2) | ≤
∫ t1

0

| g(s, u(s))−
∫ t2

0

g(s, u(s)) | ds

≤ M

∫ t2

t1

ds

≤ M | t2 − t1 | .

Donc, pour tout ε > 0, il existe δ ≤ ε

M
tel que, pour tout t1, t2 ∈ [0, 1] : | t2 − t1 |≤ δ

alors

| Gu(t1)−Gu(t2) |≤Mδ ≤ ε,

d’où l’équicontinuité de G.

D’après le théorème d’Ascoli-Arzéla, G est compact dans A .

1.10 Point fixe

Définition 1.10.1 On dit que a point fixe pour une application f si

f(a) = a.

Exemple 1.10.1 Soit g une fonction définie de R dans R par :

g(x) = 1 + 2x.

On chercher les points fixes de g

g(x) = x⇔ 1 + 2x = x⇔ x = −1.

Alors g admet un seul point fixe dans R.

14
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Exemple 1.10.2 Soit h une fonction définie de R dans R par :

h(x) = x+
π

2
− arctanx.

On chercher les points fixes de h

h(x) = x⇔ x+
π

2
− arctanx = x⇔ π

2
+ arctanx = 0⇔ π

2
= arctanx.

Ce qui est impossible car la fonction tan n’est pas définit à
π

2
. Alors h n’a pas de point

fixe dans R.

Théorème 1.10.1 (principe de Banach)[8].On dit le principe de Banach si toutes

contractions dans un espace métrique complet, admet un point fixe unique.

Remarque 1.10.1 Toute contraction est continue. D’ailleurs, il existe des applications

qui sont pas continues mais admettent un point fixe.

Exemple 1.10.3 Soit f une fonction définie par :

f(x) =

 1 si x > 0,

0 si x ≤ 0,

1 est un point fixe, mais f n’est pas continue.
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Chapitre 2

Théorème du point fixe de

Krasnoselskii et ses généralisations

Dans ce chapitre on va céter le théorème du point fixe de Krasnoselskii et sa preuve,

ainsi que, deux généralisations récentes, le premièr due à Burton [5] elle a basé sur la notion

de la contraction large, en temps que la deuxième basée sur la concept de la contraction

seprée due à [1].

2.1 Théorème de Krasnoselskii l’original

Théorème 2.1.1 ( Schauder ) Soient M un sous ensemble convexe d’un espace de

Banach S et A : M → S une application compacte. Alors A possède un point fixe.

Preuve. Voir [12].

Dans la preuve du théorème de Krasnoselskii, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.1 Si (S, ‖ . ‖) est un espace normé, M ⊂ S et B : M → S une application

contractante, alors (I −B) est un homéomorphisme de M sur (I −B)M.

Preuve. Il est clair que I −B est continue. Comme B est une contraction, c’est à dire :

‖ Bx−By ‖≤ α ‖ x− y ‖ .
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Alors pour tout x, y ∈M,x 6= y

‖ (I −B)x− (I −B)y ‖ = ‖ (x− y)− (Bx−By) ‖

≥ ‖ (x− y) ‖ − ‖ (Bx−By) ‖

≥ ‖ x− y ‖ −α ‖ x− y ‖

≥ (1− α) ‖ x− y ‖ . (2.1)

Où α ∈ (0, 1). Ceci montre que (I −B)−1 existe et est continue puisque, on suppose

A = (I −B)x, Z = (I −B)y ⇒ x = (I −B)−1A, y = (I −B)−1Z.

Utilisant (2.1) on trouve :

(1− α) ‖ x− y ‖≤‖ A− Z ‖,

remplaçont les valeurs de x et y dans la dernière équation on obtient

(1− α) ‖ (I −B)−1A− (I −B)−1Z ‖≤‖ A− Z ‖ .

D’où

‖ (I −B)−1A− (I −B)−1Z ‖≤ 1

1− α
‖ A− Z ‖ .

Donc la continuté.

Théorème 2.1.2 ( Krasnoselskii)[4]. Soit (S, ‖ . ‖) un espace de Banach, et soit M

une partie non vide, convexe, fermée et bornée de S. On suppose A,B : M → S sont deux

applications satisfaisant :

1. Ax+By ∈M, ∀x, y ∈M .

2. A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact.

3. B est une contraction de constante α < 1.

Alors il existes

x∗ ∈M,Ax∗ +Bx∗ = x∗.

Preuve. Pour chaque y ∈M fixé, l’équation

z = Bz + Ay,
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possède une solution unique z ∈ M , puisque z = Bz + Ay définit une contraction de

M dans lui même. Ainsi, z := (I − B)−1Ay est un élément de M. Par le lemme (2.1.1),

l’application (I −B)−1A est continue et compact de M dans M . D’après le Théorème de

Schauder, (I −B)−1A possède un point fixe y dans M .

Remarque 2.1.1 Dans le théorème (2.1.2) si A = 0, alors ce théorème coïncide avec

le principe de l’application contractante de Banach et si B = 0, alors il coïncide avec le

théorème de Schauder.

2.2 Théorème du point fixe de Krasnoselskii-Burton

2.2.1 La contraction large

Définition 2.2.1 [5] Soient (S, d) un espace métrique et B : S → S, on dit que B est

une contraction large si pour tout ϕ, ψ ∈ S avec ϕ 6= ψ, alors d(Bϕ,Bψ) < d(ϕ, ψ) et si

pour chaque ε > 0, il existe δ(ε) < 1 tel que

[ϕ, ψ ∈ S, d(ϕ, ψ) ≥ ε]⇒ d(Bϕ,Bψ) ≤ δ(ε)d(ϕ, ψ).

Exemple 2.2.1 Si ‖.‖ est la norme du supremum et si

M := {ϕ : [0,∞)→ R, ϕ ∈ C, ‖ϕ‖ ≤
√

3

3
}.

Alors l’application (Bϕ)(t) := ϕ(t)− ϕ3(t), est une contraction large sur M .

Preuve. Pour chaque t ∈ R, et pour ϕ, ψ de M évaluées en t,

|Bϕ(t)−Bψ(t)| = |ϕ(t)− ϕ3(t)− ψ(t) + ψ3(t)|

= |ϕ(t)− ψ(t)| |1− (ϕ2(t) + ϕ(t)ψ(t) + ψ2(t))|.

Or,

| ϕ(t)− ψ(t) |2= ϕ2(t)− 2ϕ(t)ψ(t) + ψ2(t) ≤ 2(ϕ2(t) + ψ2(t)),

et comme ϕ2(t) + ψ2(t) < 1, on obtient
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|Bϕ(t)−Bψ(t)| = |ϕ(t)− ψ(t)|
[
1− (ϕ2(t) + ψ2(t)) + |ϕ(t)ψ(t)|

]
≤ | ϕ(t)− ψ(t) |

[
1− (ϕ2(t) + ψ2(t)) +

ϕ2(t) + ψ2(t)

2

]

≤ | ϕ(t)− ψ(t) |
[
1− ϕ2(t) + ψ2(t)

2

]
.

Cette dernière majoration montre que B est ponctuellement (simplement) une contraction

large. Mais l’application B reste une contraction large pour la norme du supremum. En

effet, soit ε ∈ (0, 1) un nombre donné et soient ϕ, ψ ∈M avec ‖ ϕ− ψ ‖≥ ε.

a) Supposons que pour un certain t on a

ε

2
≤| ϕ(t)− ψ(t) | .

Alors

(
ε

2
)2 ≤| ϕ(t)− ψ(t) |2≤ 2(ϕ2(t) + ψ2(t)).

D’où

ϕ2(t) + ψ2(t) ≥ ε2

8
.

Pour de tels t on a

|Bϕ(t)−Bψ(t)| ≤ |ϕ(t)− ψ(t)|
[
1− ε2

16

]
≤ ||ϕ(t)− ψ(t)||

[
1− ε2

16

]
.

b) Supposons que pour certains t on a

|ϕ(t)− ψ(t)| ≤ ε

2
.

Alors

|Bϕ(t)−Bψ(t)| ≤ 1

2
|ϕ(t)− ψ(t)| ≤ 1

2
||ϕ− ψ||.
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Par conséquent, on obtient pour tout t,

||Bϕ−Bψ|| ≤ max

[
1

2
, 1− ε2

16

]
‖ ϕ− ψ ‖ .

Donc B est un contraction large dans M , avec δ = max

[
1

2
, 1− ε2

16

]
.

Exemple 2.2.2 Si ‖.‖ est la norme du supremum et si

M
5
−1
4

:= {ϕ : ϕ ∈ C(R,R), ‖ ϕ ‖≤ 5
−1
4 },

et h(u) = u5, alors l’application H(x(u)) = x(u) − h(x(u)) est une contraction large sur

M
5
−1
4
.

Preuve. Pour tout a et b sont des nombres réels on a

0 ≤ (a+ b)4 = a4 + b4 + ab(4a2 + 6ab+ 4b2),

d’autre part

−ab(a2 + ab+ b2) ≤ a4 + b4

4
+
a2b2

2
≤ a4 + b4

2
.

Si x, y ∈M
5
−1
4

avec x 6= y, alors [x(t)]4 + [y(t)]4 < 1. On obtient

| H(u)−H(v) | ≤ | u− v || 1− (
u5 − v5

u− v
) |

= | u− v | [1− u4 − v4 − uv(u2 + uv + v2)]

≤ | u− v | [1− (u4 + v4)

2
] ≤| u− v |,

tel que on utilisons la notation u = x(t), v = y(t).

Cette dernière majoration montre que H est ponctuellement (simplement) une contrac-

tion large. Mais l’application H reste une contraction large pour la norme du supremum.

En effet, soit ε ∈ (0, 1) un nombre donné et soient x, y ∈M
5
−1
4

avec ‖ x− y ‖≥ ε.

a) Supposons que pour un certain t ∈ R on a

ε

2
≤| x(t)− y(t) | .

Alors

(
ε

2
)4 ≤| x(t)− y(t) |4≤ 8(x(t)4 + y(t)4),
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d’où

(x(t)4 + y(t)4) ≥ ε4

27
.

Pour de tels t on a

| H(u)−H(v) |≤| u− v |,

donc

| H(u)−H(v) |≤| x(t)− y(t) | (1− ε4

28
).

b) Supposons que pour un certain t ∈ R, on a

ε

2
≥| x(t)− y(t) | .

On a

| H(u)−H(v) |≤| u− v |,

alors

| H(u)−H(v) |≤ 1

2
| x(t)− y(t) |≤ 1

2
‖ x− y ‖ .

Par conséquent, pour tout t,

| H(x(t))−H(y(t)) |≤ max{1− ε4

28
,
1

2
} ‖ x− y ‖ .

Alors, H est contraction large dans M
5
−1
4

avec δ = max{1− ε4

28
,
1

2
}.

Théorème 2.2.1 ( Burton)[5]. Soit (S, d) un espace métrique complet et soit

B : S → S,

une contraction large. On suppose qu’il existe x ∈ S et L > 0 tel que

d(x,Bnx) ≤ L, pour tout n ≥ 1.

Alors B admet un point fixe unique dans S.

Preuve. Soit x ∈ S et engendrons la suite {Bnx}n≥1, de toute évidence si cette suite est

de Cauchy. Alors la limite sera un point fixe pour B.

Supposons alors que {Bnx}n≥1 n’est pas de Cauchy, alors

∃ ε > 0, tel que pour NK ∈ N, ∃ nK ,mK ≥ NK avec mK ≥ nK et d(BmKx,BnKx) ≥ ε.
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Ainsi

ε ≤ d(BmKx,BnKx) ≤ d(BmK−1x,BnK−1x)

≤ · · · ≤ d(B
mK−nKx, x).

Comme B est une contraction large, alors pour tout ε > 0 tels que

ε ≤ d(BmKx,BnKx) ≤ δd(BmK−1x,BnK−1x)

≤ · · · ≤ δnKd(B
mK−nKx, x) ≤ δnKL.

Alors on a

ε ≤ δnKd(BmK−nKx, x) ≤ δnKL⇒ ε ≤ δnKL.

mais δ < 1, en faisant n → ∞, on obtient ε ≤ 0, qui est une contradiction. D’où la

conclusion.

Lemme 2.2.1 Si (S, ‖ . ‖) est un espace normé, siM ⊂ S et B : M → S une contraction

large, alors (I −B) est un homéomorphisme de M dans (I −B)M .

Preuve. Clairement, I − B est continue. D’autre part, pour tout x, y ∈ M avec x 6= y,

on voit que

‖ (I −B)x− (I −B)y ‖ = ‖ (x− y)− (Bx−By) ‖

≥ ‖ x− y ‖ − ‖ Bx−By ‖

> ‖ x− y ‖ − ‖ x− y ‖= 0.

Par conséquence (I −B) est injective et donc (I −B)−1 existe.

Si (I −B)−1 n’était pas continue, alors ∃ (I −B)y et (I −B)xn → (I −B)y mais xn ne

converge pas vers y. Or, pour tout ε > 0 il existe N ∈ N tel que

n ≥ N ⇒ ε ≥‖ (I −B)xn − (I −B)y ‖≥‖ xn − y ‖ − ‖ Bxn −By ‖, (2.2)

comme {xn} ne converge pas vers y, alors ∃ ε0 > 0 et {xnk
}k, tel que ‖xnk

− y‖ ≥ ε0 et

comme B est une contraction large, alors

∃ δ < 1, ‖ Bxnk
−By ‖≤ δ ‖ xnk

− y ‖ .
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En utilisant (2.2), on obtient

ε ≥ ‖ (I −B)xnk
− (I −B)y ‖

≥ ‖ xnk
− y ‖ − ‖ Bxnk

−By ‖

≥ ‖ xnk
− y ‖ −δ ‖ xnk

− y ‖

= (1− δ) ‖ xnk
− y ‖

≥ (1− δ)ε0.

Mais ε0 est fixé, δ < 1, par conséquent on aura une contradiction lorsque ε → 0. D’où

I −B est bien un homéomorphisme.

Théorème 2.2.2 (Krasnoselskii-Burton)[3]. Soit (S, ‖.‖) un espace de Banach, et soit

M une partie non vide, convexe, bornée et fermée de S. Soient A,B : M →M sont deux

applications telles que

1. Ax+By ∈M, ∀x, y ∈M .

2. A est continue et AM est contenu dans un compact.

3. B est une contraction large.

Alors il existe x∗ dans M vérfiant

Ax∗ +Bx∗ = x∗.

Preuve. Pour chaque y ∈M fixé, l’application

Hz = Bz + Ay,

est une contraction large sur M possèdant un point fixe unique z (comme M est bornée,

l’existence du nombre L du Théorème (2.2.1) est assurée). Donc z = Bz + Ay possède

une solution unique. D’après le Lemme (2.2.1) l’application

Py := (I −B)−1Ay,

est continue de M dans M . Mais, AM est contenu dans une sous ensemble compact de

M et (I−B)−1 est continue de AM dans M , il est alors bien connu que (I−B)−1AM est

contenu dans un sous ensemble compact de M . Selon le Théorème de Schauder, il existe

un point fixe x∗ = (I −B)−1Ax∗, c’est à dire :

Ax∗ +Bx∗ = x∗.

23



Théorème de Krasnoselskii et ses généralisations S.Benine et I.Hezla

Remarque 2.2.1 Si dans le théorème (2.2.2) A = 0 alors, nous obtenons la théorème

(2.2.1).

2.2.2 La contraction separée

Définition 2.2.2 [1]. Soit (S, d) un espace métrique, l’application f de S dans S , on dit

que l’application f est une contraction separée s’il existe deux fonctions ϕ, ψ : R+ → R+

vérifient :

1. ψ(0) = 0, ψ est strictement croissante.

2. ∀ x, y ∈ S, d(f(x), f(y)) ≤ ϕ(d(x, y)).

3. ψ(r) ≤ r − ϕ(r), pour r > 0.

Exemple 2.2.3 Soit f : R× [0, 1] −→ [0, 1] une fonction définie par :

f(t, x) = x− x4

4
+

sin2(t)

4
.

Soit X = C(R, [0, 1]) et B : X → X définie par : (Bx)(t) = f(t, x(t)). Il est facile de

vérifier que l’application B est une contraction separée.

Preuve. En effet, pour tout x, y ∈ X et chaque t ∈ R, on a

|x(t)− y(t)| ≤ x(t) + y(t),

et

|x(t)− y(t)|2 = x2(t) + y2(t)− 2x(t)y(t) ≤ 2(x2(t) + y2(t)).

Par un calcul direct on obtient

|Bx(t)−By(t)| = |x(t)− x4(t)

4
− y(t)− y4(t)

4
|

= |x(t)− y(t)||1− x(t) + y(t)

4
(x2(t) + y2(t))|

≤ |x(t)− y(t)|(1− |x(t)− y(t)|3

8
).

Soit ϕ(r) = r(1− r3

8
). Puis ϕ(.) est une fonction décroissante sur [0, 1]. Ainsi que

|Bx(t)−By(t)| ≤‖ x− y ‖ (1− ‖ x− y ‖
3

8
).
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Alors

‖ Bx−By ‖≤‖ x− y ‖ (1− ‖ x− y ‖
3

8
) = ϕ(‖ x− y ‖).

Prenez ψ(r) = r−ϕ(r) =
r4

8
> 0. D’après la défintion (2.2.2), alors B est une contraction

separée.

Exemple 2.2.4 Soit f : [0,
1√
2

]→ [0,
1√
2

] une fonction est définie par :

f(x) = x− x3,

et on prend la distance d(d(x; y) ∈ R+, d(x, y) =| x − y |). Alors f est une contraction

separée.

Preuve. On a trouvé ϕ : R+ → R+ définie par :

ϕ(r) =

 r(1− r2

4
) si r < 1,

3

4
r si r ≥ 1,

et ψ(r) = r − ϕ(r). Nous pouvons observer que ϕ est continue dans [0,+∞), ϕ(0) = 0 et

ϕ(r) < r, pour tout r ∈ [0,+∞).

D’autre part, pour chaque t ∈ R et pour x, y de R+, on a

| f(x)− f(y)| = |x− x3 − y + y3|

= |x− y| |1− (x2 + xy + y2)|.

Or,

| x− y |2= x2(t)− 2xy + y2(t) ≤ 2(x2(t) + y2(t)),

et comme x2 + y2 < 1, on obtient

|f(x)− f(y)| = |x− y|
[
1− (x2 + y2) + |xy|

]
≤ | x− y |

[
1− (x2 + y2) +

x2 + y2

2

]

≤ | x− y |
[
1− x2 + y2

2

]

≤ | x− y |
[
1− x2 + y2

4

]
.
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Soit ϕ(r) = r(1− r2

4
), puis ϕ(.) est une fonction décroissante sur [0,

1√
2

]. Ainsi

|f(x)− f(y)| ≤‖ x− y ‖ (1− ‖ x− y ‖
4

) = ϕ(‖ x− y ‖).

D’autre part, comme x2 + y2 > 1, on a

|f(x)− f(y)| ≤| x− y |
[
1− x2 + y2

4

]
.

On obtient

|f(x)− f(y)| ≤ 3

4
| x− y | .

Soit ϕ(r) =
3

4
r. Puis ϕ(.) est une fonction décroissante sur [0,

1√
2

]. Donc,

‖ f(x)− f(y) ‖≤ 3

4
‖ x− y ‖= ϕ(‖ x− y ‖).

Alors f est un contraction separée.

Lemme 2.2.2 Si f est une contraction large, alors f est une contraction separée.

Preuve. On suppose f est une contraction large, d’après la définition (2.2.1), on voit que

δ(.) est décroissante, et donc, on définit les fonctions ϕ et ψ par :

ϕ(r) = δ(
r

2
)r, ψ(r) = r − ϕ(r), r > 0,

où δ(
r

2
) < 1 donné par la définition (2.2.2), pour tout ε > 0 et ε ≤ d(x, y) ≤ 2ε, il est

facile de voir que d(f(x), f(y)) ≤ ϕ(d(x, y)). D’autre part, puisque 1−δ(r
2

) est croissante,

cela implique que ψ est strictement croissante.

Exemple 2.2.5 On considére la fonction f(x) =
x2

1 + x
, x ∈ X = [0,+∞). Alors f est

une contraction separée, mais n’est pas une contraction large.

Preuve. En effet, soit

ϕ(d(x, y)) =



d(x, y)[n2 + 2n+ (n+ 1)d(x, y)]

(n+ 1)2 + (n+ 1)d(x, y)
, n− 1 < min{x, y} ≤ n, n = 1, 2, ...

d(x, y)[3 + 2d(x, y)]

4 + 2d(x, y)
, min{x, y} = 0.
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Alors

ψ(d(x, y)) =



d(x, y)

(n+ 1)2 + (n+ 1)d(x, y)
, n− 1 < min{x, y} ≤ n, n = 1, 2, ...

d(x, y)

4 + 2d(x, y)
, min{x, y} = 0.

Pour tout x, y ∈ X et y > x, si x = 0, alors

d(f(0), f(y)) = f(y) =
y2

1 + y
≤ y(3 + 2y)

4 + 2y
= ϕ(d(0, y)).

Si x 6= 0. Donc il existe n0 > 0 tel que n0 − 1 < x ≤ n0. Alors y = x+ d(x, y).

par un calcul direct, on obtient

d(f(x), f(y)) = f(y)− f(x) ≤ d(x, y)[n2
0 + 2n0 + (n0 + 1)d(x, y)]

(n0 + 1)2 + (n0 + 1)d(x, y)
= ϕ(d(x, y)).

Par la défintion (2.2.2), f est une contraction separée.

D’ailleurs, si f est une contraction large, alors pour tout δ > 0, il existe k ∈ (0, 1) tel que

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y),∀d(x, y) ≥ δ.

Mais pour x > max{δ, K

1− k
}, on a

d(f(x), f(0)) =
x2

1 + x
=

x

1 + x
d(x, 0) > kd(x, 0).

Donc, f n’est pas une contraction large.

Remarque 2.2.2 (f est une contraction) ⇒ (f est une contraction large) ⇒ (f est

une contraction separé) ⇒ (f est non expansive).

Lemme 2.2.3 Soit (X, ‖ . ‖) un espace normé. Si S ⊂ X et f est contraction separée,

alors (I − f) est une homéomorphisme de S dans (I − f)S.

Preuve. Il est clair, que (I − f) est continue. De plus, pour tout x, y ∈ S avec x 6= y,

on a
‖ (I − f)x− (I − f)y ‖ ≥ ‖ x− y ‖ − ‖ f(x)− f(y) ‖

≥ ‖ x− y ‖ −ϕ(‖ x− y ‖)

≥ ψ(‖ x− y ‖) > 0.
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Alors (I − f) est injective et donc (I − f)−1 existe.

Supposons que (I − f)−1 est discontinus, alors il existe (I − f)y et (I − f)xn → (I − f)y,

mais il existe ε0 > 0 et {xnk
} avec ‖y − xnk

‖ ≥ ε0, donc pour chaque ε > 0, il existe N

tel que pour nk > N , on a

ε ≥ ‖ (I − f)xn − (I − f)y ‖

≥ ‖ xnk
− y ‖ − ‖ f(xnk

)− f(y) ‖

≥ ‖ xnk
− y ‖ −ϕ(‖ xnk

− y ‖)

≥ ψ(‖ xnk
− y ‖)

≥ ψ(ε0) > 0.

qui est une contradiction, comme ε→ 0, par conséquent (I − f)−1 est continue.

Théorème 2.2.3 [11]. Soit (S, d) un espace métrique complet, si f : S → S est une

contraction separée, alors f admet un point fixe unique dans S.

Preuve.

1. L’existence de point fixe :

Pour tout donnée x0 ∈ S, {xn} = fn(x0), n = 1, 2, .... La suit reélle {an} est définiée

par :

an = d(fn(x0), f
n+1(x0)).

Il est clair,

0 ≤ an+1 ≤ ϕ(an) < an ≤ ϕ(an−1), ∀n > 0.

D’après ça, on voit que les deux {an} et {ϕ(an)} sont des suites, positives, décrois-

santes et lim
n→∞

(ϕ(an)− an) = 0, soit lim
n→∞

an = a, on a

ψ(a) ≤ ψ(an) ≤ (an − ϕ(an))→ 0.

Alors a = 0. Puisque ϕ(r) < r, pour r > 0, supposons que, pour ε > 0 fixé,

ε∗ = sup
0≤r≤ε

ϕ(r) < r, maintenant on va choisir N suffisamment grand tel que

{aN} ≤ ε− ε∗.

Pour prouver que la suite {xn} est une suite de Cauchy, on prouve l’ensemble

{x|d(x, xN) ≤ ε} est invariant par f , besoin

d(f(x), xN) ≤ d(f(x), f(xN)) + d(f(xN), xN) ≤ aN + ϕ(d(x, xN))

≤ ε∗ + ε− ε∗ = ε.
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Cela montre que, l’ensemble est invariant par f , donc la suite {xn} est une suite de

Cauchy, soit lim
n→∞

xn = x∗ ∈ S, on a

f(x∗) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn+1 = x∗.

C’est dire, x∗ est un point fixe de f .

2. l’unicité de point fixe :

Supposons qu’il existe deux point fixe x et y. Comme f est une contraction separée

on a

d(f(x), f(y)) ≤ ϕ(d(x, y)).

Mais x et y sont deux points fixes, alors

d(f(x), f(y)) = d(x, y) ≤ ϕ(d(x, y)) ≤ d(x, y).

En comparant ces deux expressions, on obtient immédiatement à une contradiction, d’où

l’unicité.

Théorème 2.2.4 [10]. Soit M un sous ensemble convexe, bornée, fermé et non vide

d’espace de Banach (X, ‖ . ‖), soient A et B deux applications de M sur X telles que

1. x, y ∈M ⇒ Ax+By ∈M.

2. A est continue et AM est contenue dans un sous ensemble compact de M .

3. B est une contraction separée.

Alors, il existe y ∈M , tel que y = Ay +By.

Preuve. Pour tout y ∈ X donnée, l’application TZ = BZ + Ay, est une contraction

separée sur M , alors l’équation Z = BZ +Ay de l’inconnue Z admet une solution unique

Z dans M . Par le lemme (2.2.1)

Ly := (I −B)−1Ay,

est une application continue deM dansM . Puisque AM est contenue dans sous ensemble

compact de M et (I − B)−1 est une application continue de AM sur M , on voit que

(I − B)−1AM est contenue dans une sous ensemble de M , par le théorème de Schauder,

il existe une point fixe y = (I −B)−1Ay où y = By + Ay.

Remarque 2.2.3 Si dans le théorème (2.2.4) A = 0 alors, nous obtenons la théorème

(2.2.3).
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, on va étudier l’existence, l’unicité et la stabilité de la solution

d’une équation différentielle à retard et l’existence et l’unicité des solutions périodiques

pour l’ une équation de différence à retard, en utilisant le théorème de Krasnoselskii et

Krasnoselskii-Burton.

3.1 L’existence, l’unicité et la stabilité d’une équation

différentielle à retard

Définition 3.1.1 [8]. Une équation différentielle à retard est une équation différentielle

dont la dérivée par rapport au temps présent de la solution dépend d’une donnée (de cette

solution) sur un temps postérieurs.

Dans cette section, on va étudier l’existence, l’unicité et la stabilité de l’équation suivante :

x′(t) = −a(t)h(x(t)) + c(t)x′(t− r(t)) + b(t)G(x(t), x(t− r(t))), t ≥ 0. (3.1)

En remarquant que l’équation (3.1) est totalement non linéaire en x. La présence du

terme a(t)h(x(t)) rend difficile l’application de variation des paramétres. Pour cela, nous

rajoutons aux deux membres de l’équation un terme linéaire a(t)x(t) pour transformer

l’équation avant son intégration.
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3.1.1 Transformation et inversion de l’équation

Considérons l’équation différentielle (3.1) avec une condition initiale :

x(t) = ψ(t), t ∈ [m0, 0],

où

ψ ∈ C[m0, 0] et m0 = inf{t− r(t) : t ≥ 0}.

Supposons aussi a, b ∈ C(R+,R), avec a(t) ≥ 0, c ∈ C1(R+,R) et h : R→ R une fonction

continue par rapport à ses arguments. Avec h(0) = 0 et r ∈ C2(R+,R) tel que

r′(t) 6= 1,∀t ∈ R+. (3.2)

De plus, considérons que G(x, y) est continue et Lipschitzienne par rapport à x et y, c’est

à dire, il existe des constantes positives K1 et K2, telles que,

| G(x, y)−G(z, w) |≤ K1 ‖ x− z ‖ +K2 ‖ y − w ‖ et G(0, 0) = 0.

Lemme 3.1.1 [3]. Supposons que la condition (3.2) est vérifiée. Alors x(t) est une solu-

tion de (3.1) si et seulement si

x(t) = [ψ(0)− c(0)

1− r′(0)
ψ(−r(0))]e−

∫ t
0 a(u)du (3.3)

+

∫ t

0

a(s)(Hx)(s)e−
∫ t
s a(u)duds

+
c(t)

1− r′(t)
x(t− r(t))−

∫ t

s

µ(s)x(s− r(s))e−
∫ t
0 a(u)duds

+

∫ t

0

b(s)G(x(s), x(s− r(s)))e−
∫ t
s a(u)duds,

où

µ(t) =
(c′(t) + a(t)c(t))(1− r′(t)) + c(t)r′′(t)

(1− r′(t))2
, (3.4)

et

(Hx)(t) = x(t)− h(x(t)). (3.5)

Preuve. Soit x(t) est une solution de (3.1). Premiérement, réécrivons (3.1) sous la forme

suivante

x′(t) + a(t)x(t) = a(t)x(t)− a(t)h(x(t)) + c(t)x′(t− r(t)) + b(t)G(x(t), x(t− r(t))).
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Multiplions les deux membres de l’équation par e
∫ t
0 a(u)du et puis en intégrant de 0 à t. On

obtient, ∫ t

0

x′(t)e−
∫ s
0 a(u)duds+

∫ t

0

a(t)x(t)e−
∫ s
0 a(u)duds

=

∫ t

0

a(s)(Hx)(s)e−
∫ s
0 a(u)duds+

∫ t

0

c(s)x′(s− r(s))e
∫ s
0 a(u)duds

+

∫ t

0

b(s)G(x(s), x(s− r(s)))e−
∫ s
0 a(u)duds,

d’où ∫ t

0

x′(t)e−
∫ s
0 a(u)duds+ x(t)e−

∫ s
0 a(u)du |t0 −

∫ t

0

x′(t)e
∫ s
0 a(u)duds

=

∫ t

0

a(s)(Hx)(s)e−
∫ s
0 a(u)duds+

∫ t

0

c(s)x′(s− r(s))e−
∫ s
0 a(u)duds

+

∫ t

0

b(s)G(x(s), x(s− r(s)))e−
∫ s
0 a(u)duds,

alors
x(t)e−

∫ t
0 a(u)du − x(0)

=

∫ t

0

a(s)(Hx)(s)e−
∫ s
0 a(u)duds+

∫ t

0

c(s)x′(s− r(s))e−
∫ s
0 a(u)duds

+

∫ t

0

b(s)G(x(s), x(s− r(s)))e−
∫ s
0 a(u)duds.

En divisant les deux membres de l’équation ci-dessus par e−
∫ t
0 a(u)du, on obtient

x(t) = ψ(0)e−
∫ t
0 a(u)du +

∫ t

0

a(s)(Hx)(s)e−
∫ t
s a(u)duds (3.6)

+

∫ t

0

c(s)x′(s− r(s))e−
∫ t
s a(u)duds+

∫ t

0

b(s)G(x(s), x(s− r(s)))e−
∫ t
s a(u)duds.

D’autre part∫ t

0

c(s)x′(s− r(s))e−
∫ t
s a(u)duds =

∫ t

0

c(s)

(1− r′(s))
(1− r′(s))x′(s− r(s))e−

∫ t
s a(u)duds.

En effectuant une intégration par partie avec

U =
c(s)

(1− r′(s))
e−

∫ t
s a(u)du, dV = (1− r′(s))x′(s− r(s)),

on obtient ∫ t

0

c(s)x′(s− r(s))e−
∫ t
s a(u)duds

=
c(t)

(1− r′(t))
x(t− r(t))− c(0)

(1− r′(0))
ψ(−r(0))e−

∫ t
0 a(u)du

−
∫ t

0

µ(s)x(s− r(s))e−
∫ t
s a(u)duds, (3.7)

où µ(s) est donnée par l’expression (3.4). Alors la substitution de (3.7) dans (3.6) achéeve

la démonstration.
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3.1.2 L’existence et l’unicité

Pour étudier l’existence et l’unicité de la solution, il faudra choisir un espace qui

contient la solution et suitable d’appliquer le théorème de Krasnoselskii-Burton pour cela,

soit S un sous ensemble de l’espace C(R,R) muni de la norme supermum ‖ . ‖ borné, et

soit ϕ : [m0,∞)→ R et L > 0, pour tout t ∈ [m0,∞) on définit l’ensemble :

Sψ := {ϕ ∈ S, ϕ est Lipschitzienne, | ϕ(t) |≤ L, ϕ(t) = ψ(t) si t ∈ [m0, 0]}.

Il est clair Sψ est convexe, borné et fermé avec ‖ . ‖. Pour ϕ ∈ Sψ et t ≥ 0, définissons les

applications A,B et C sur Sψ par :

(Aϕ)(t) :=
c(t)

1− r′(t)
ϕ(t− r(t)) +

∫ t

0

b(s)G(ϕ(s), ϕ(s− r(s)))e−
∫ t
s a(u)duds

−
∫ t

0

µ(s)ϕ(s− r(s))e−
∫ t
s a(u)duds, (3.8)

(Bϕ)(t) := [ψ(0)− c(0)

1− r′(0)
ψ(−r(0))]e−

∫ t
0 a(u)du +

∫ t

0

a(s)(Hϕ)(s)e−
∫ t
s a(u)duds, (3.9)

et

(Cϕ)(t) := (Aϕ)(t) + (Bϕ)(t).

On dit x(t) est une solution (3.1) si et seulement si C possède un point fixe ϕ dans l’espace

Sψ, et  x(t, 0, ψ) = ϕ(t) pour t ≥ 0,

x(t, 0, ψ) = ψ(t) sur [m0, 0].

Soit

α(t) =
c(t)

1− r′(t)
,

et supposons qu’il existe des constantes k1, k2, k3 > 0, telles que pour 0 ≤ t1 < t2, on a

|
∫ t2

t1

a(u)du |≤ k1 | t2 − t1 |, (3.10)

| r(t2)− r(t1) |≤ k2 | t2 − t1 |, (3.11)

et

| α(t2)− α(t1) |≤ k3 | t2 − t1 |, (3.12)
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supposons aussi les conditions suivantes pour t ≥ 0

| µ(t) |≤ δa(t), (3.13)

(K1 +K2) | b(t) |≤ βa(t), (3.14)

sup
t≥0
| α(t) |= α0, (3.15)

de plus

J(α0 + β + δ) < 1, (3.16)

max(| H(−L) |, | H(L) |≤ 2L

J
, (3.17)

où α, β, δ et J sont constantes avec J > 3. On va choisir γ > 0 assez petit de sort que

(1+ | c(0)

1− r′(0)
|)γ +

3L

J
≤ L. (3.18)

Si ε = L et si ‖ ψ ‖< γ, alors la solution satisfaisant x(t, 0, ψ) < ε.

On suppose aussi

t− r(t)→∞ lorsque t→∞ et
∫ t

0

a(u)du→∞ pour t→∞, (3.19)

α(t)→ 0 lorsque t→∞, (3.20)

µ(t)

a(t)
→ 0 lorsque t→∞, (3.21)

et

b(t)

a(t)
→ 0 lorsque t→∞. (3.22)

Dans le lemme suivant on va montrer que l’applicationH donnée par (3.5) est une contrac-

tion large sur Sψ. Pour cela, on suppose les hypothèses suivantes sont vérifiées pour la

fonction h : R→ R.

(H1)h : R→ R est continue sur [−L,L] et différentiable sur (−L,L).

(H2) h est strictement croissante sur [−L,L].

(H3) sup
t∈(−L,L)

h′(t) ≤ 1.
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Lemme 3.1.2 Soit h : R→ R une fonction satisfaisant (H1)− (H3). Alors l’application

H est une contraction large sur l’ensemble Sψ.

Preuve. Soit ϕ, φ ∈ Sψ avec ϕ 6= φ. Alors φ(t) 6= ϕ(t) pour un certain t ∈ R. On dénote

l’ensemble de tels point par D(φ, ϕ), c’est à dire

D(φ, ϕ) = {t ∈ R : φ(t) 6= ϕ(t)}.

Pour tout t ∈ D(φ, ϕ), on a

| (Hφ)(t)−Hϕ(t) | = | φ(t)− h(φ(t))− ϕ(t) + h(ϕ(t)) | (3.23)

= | φ(t)− ϕ(t) || 1− (
h(φ(t))− h(ϕ(t))

φ(t)− ϕ(t)
) | .

Comme h est une fonction strictement croissante, alors :

h(φ(t))− h(ϕ(t))

φ(t)− ϕ(t)
> 0, pour tout t ∈ D(φ, ϕ). (3.24)

Pour tout t ∈ D(φ, ϕ) fixé, définissons l’intervalle Ut ⊂ [−L,L] par

Ut =

 (ϕ(t), φ(t)) si φ(t) > φ(t),

(φ(t), ϕ(t)) si φ(t) < ϕ(t).

Le théorème des accroissements finis implique que pour chaque t fixé dans D(φ, ϕ), il

existe un nombre réel ct ∈ Ut tel que

h(φ(t))− h(ϕ(t))

φ(t)− ϕ(t)
= h′(ct),

par (H2) et (H3), on trouve :

0 ≤ inf
u∈(−L,L)

h′(u) ≤ inf
u∈Ut

h′(u) ≤ h′(ct) (3.25)

≤ sup
u∈Ut

h′(u) ≤ sup
u∈(−L,L)

h′(u) ≤ 1.

Ainsi, par(3.23) et (3.25), on obtient

| (Hφ)(t)− (Hϕ)(t) |≤| 1− inf
u∈(−L,L)

h′(u) || φ(t)− ϕ(t) |, (3.26)

pour tout t ∈ D(φ, ϕ). Alors par (H3), on a

‖ Hφ−Hϕ ‖≤‖ φ− ϕ ‖ .
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Ceci montre bien que H est une contraction large pour la norme du supremum. En effet,

soit ε ∈ (0, 1) un nombre donné et supposons que ϕ et φ sont deux fonctions dans Sψ

vérifiant

ε ≤ sup
t∈D(φ,ϕ)

| φ(t)− ϕ(t) |=‖ φ(t)− ϕ(t) ‖ .

a) Supposons que pour certain t ∈ D(φ, ϕ), on a

| φ(t)− ϕ(t) |≤ ε

2
.

Alors, à partir (3.25) et (2.26), on obtient

| (Hφ)(t)− (Hϕ)(t) |≤| ϕ(t)− ϕ(t) |≤ 1

2
‖ φ− ϕ ‖ . (3.27)

Comme h est continue et strictement croissante, la fonction h(u+ ε
2
)− h(u) atteint

son minimum sur l’intervalle fermé et borné [−L,L], c’est à dire est compact.

b) On Suppose que pour certain t ∈ D(φ, ϕ) on a

ε

2
≤| φ(t)− ϕ(t) | .

Alors, par les hypothèses (H2) et (H3), on conclut que

1 ≥ h(φ(t))− h(ϕ(t))

φ(t)− ϕ(t)
> λ,

où

λ :=
1

2L
min{h(u+

ε

2
)− h(u)/u ∈ [−L,L]} > 0.

Par conséquent, l’expression (3.23) on en déduit

| (Hφ)(t)− (Hϕ)(t) |≤ (1− λ) ‖ φ(t)− ϕ(t) ‖ . (3.28)

De (3.27) et (3.28) on conclut que pour tout t

| (Hφ)(t)− (Hϕ)(t) |≤ η ‖ φ(t)− ϕ(t) ‖,

où

η = max{1

2
, 1− λ} < 1.

Lemme 3.1.3 [1]. Si H est une contraction large sur Sψ, alors B est aussi sur Sψ.
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Preuve. Pour montrer que B est une contraction large sur Sψ ayant un point fixe unique,

on sait depuis le lemme (3.1.2) que (Hϕ) = ϕ−h(ϕ) est une contraction large en intégrale.

Ainsi, pour ε de la preuve de lemme(3.1.2), on a trouvé η < 1 tel que

| (Bϕ)(t)− (Bφ)(t) | ≤
∫ t

0

a(s) | (Hϕ)(s)− (Hφ)(s) | e−
∫ t
s a(u)duds

≤ η

∫ t

0

a(s) ‖ ϕ− φ ‖ e−
∫ t
s a(u)duds

≤ η ‖ ϕ− φ ‖ .

D’où B est une contraction large sur Sψ.

Lemme 3.1.4 Supposons que les hypothèses (3.13)-(3.17) et (3.19) sont vérifiées. Pour

A,B définies dans (3.8) et (3.9), si ϕ ∈ Sψ, alors | (Aϕ)(t) |≤ L

J
< L, et | (Bϕ)(t) |≤ L.

Preuve. On va utilisons les conditions (3.13)-(3.16) et l’expression (3.8) de l’application

A on obtient

| (Aϕ)(t) | ≤ | c(t)

1− r′(t)
ϕ(t− r(t)) | +

∫ t

0

| b(s) || G(ϕ(s), ϕ(s− r(s))) | e−
∫ t
s a(u)duds

+

∫ t

0

| µ(s) || ϕ(s− r(s)) | e−
∫ t
s a(u)duds

≤ α0L+

∫ t

0

(K1 +K2) | b(s) | Le−
∫ t
s a(u)duds+ L

∫ t

0

| µ(s) | e−
∫ t
s a(u)duds

≤ L{α0 +

∫ t

0

βa(s)e−
∫ t
s a(u)duds+

∫ t

0

δa(s)δe−
∫ t
s a(u)duds}

≤ L(α0 + β + δ) ≤ L

J
< L.

Alors ASψ est borné par L.

Pour prouver | (Bϕ)(t) |≤ L, on va utiliser la condition (3.17) et l’expression (3.9) on

obtient

| Bϕ(t) | ≤ | ψ(0)− c(0)

1− r′(0)
ψ(−r(0)) | e−

∫ t
s a(u)du +

∫ t

0

| a(s)(Hϕ)(s) | e−
∫ t
s a(u)duds

≤ (1+ | c(0)

1− r′(0)
|) | ψ | e−

∫ t
s a(u)du +

2L

J

∫ t

0

| a(s) | e−
∫ t
s a(u)duds

≤ L(1+ | c(0)

1− r′(0)
|) +

2L

J
≤ L.

Alors BSψ est bornée par L.

Lemme 3.1.5 Si les hypothèses (3.13)-(3.17) et (3.19) sont vérifies. Pour A,B définies

dans (3.8) et (3.9), si ∀ϕ, φ ∈ Sψ, alors

| Bϕ+ Aφ |< L.
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Preuve. En utilisant les définitions (3.8),(3.9), puis en appliquant (3.13)-(3.17) on trouve :

| (Bϕ)(t) + (Aφ)(t) ≤ (1+ | c(0)

1− r′(0)
|) ‖ ψ ‖ e−

∫ t
0 a(u)du + α0L

+ L

∫ t

0

| µ(s) | e−
∫ t
s a(u)duds

+

∫ t

0

(K1 +K2) | b(s) | Le−
∫ t
s a(u)duds+

2L

J

∫ t

0

a(s)e−
∫ t
s a(u)du

≤ (1+ | c(0)

1− r′(0)
|) ‖ ψ ‖ +(α0 + β + δ)L+

2L

J

≤ (1+ | c(0)

1− r′(0)
|) ‖ ψ ‖ +

L

J
+

2L

J
.

Par conséquent, si en choisissant une fonction initiale ψ avec une amplitude assez réduite,

disant ‖ ψ ‖< γ, alors, de l’inégalité précédente et faisant référence à (3.18), on obtient

| (Bϕ)(t) + (Aφ)(t) |≤ (1 + (| c(0)

1− r′(0)
|)γ +

3L

J
≤ L.

Lemme 3.1.6 Sous les hypothèses (3.10)-(3.16) et (3.20)-(3.22) sont vérifiés. Alors l’ap-

plication A définie par (3.8) est continue et compacte sur Sψ.

Preuve. Soit ϕ, φ ∈ Sψ, alors

| (Aϕ)(t)− (Aφ)(t) | ≤ {α0 | ϕ(t− r(t))− φ(t− r(t)) |

+ |
∫ t

0

b(s)[G(ϕ(s), ϕ(s− r(s)))−G(φ(s), φ(s− r(s)))]e−
∫ t
s a(u)duds |

+ |
∫ t

0

µ(s)[ϕ(s− r(s))− φ(s− r(s))]e−
∫ t
s a(u)duds |}

≤ α0 ‖ ϕ− φ ‖ +

∫ t

0

(K1 +K2) | b(s) |‖ ϕ− φ ‖ e−
∫ t
s a(u)duds

+ ‖ ϕ− φ ‖
∫ t

0

| µ(s) | e−
∫ t
s a(u)duds

≤ (α0 + β + δ) ‖ ϕ− φ ‖
∫ t

0

a(s)e−
∫ t
s a(u)duds

≤ (α0 + β + δ) ‖ ϕ− φ ‖≤ 1

J
‖ ϕ− φ ‖ .

Soit ε > 0. Définisons η = εJ . Alors pour ‖ ϕ− φ ‖≤ η, on obtient

‖ Aϕ− Aφ ‖≤ 1

J
‖ ϕ− φ ‖≤ ε.

Alors A est continue.

Maintenant, on va montrer A est compact. Soient ϕ ∈ Sψ et 0 ≤ t1 < t2. Alors

| (Aϕ)(t2)− (Aϕ)(t1) | ≤ | c(t2)

1− r′(t2)
ϕ(t2)− r(t2))−

c(t1)

1− r′(t1)
ϕ(t1 − r(t1)) |
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+ |
∫ t2

0

µ(s)ϕ(s− r(s))e−
∫ t2
s a(u)duds

−
∫ t1

0

µ(s)ϕ(s− r(s))e−
∫ t1
s a(u)duds |

+ |
∫ t2

0

b(s)Gϕ(s− r(s))e−
∫ t2
s a(u)duds

−
∫ t1

0

b(s)Gϕ(s− r(s))e
∫ t1
s a(u)duds | . (3.29)

Par les hypothèses (3.11)-(3.12), on obtient

| α(t2)ϕ(t2 − r(t2))− α(t1)ϕ(t1 − r(t1)) |

= | α(t2)ϕ(t2 − r(t2)) + α(t2)ϕ(t1 − r(t1))− α(t2)ϕ(t1 − r(t1))− α(t1)ϕ(t1 − r(t1)) |

≤ | α(t2) || ϕ(t2 − r(t2))− ϕ(t1 − r(t1))+ | α(t2)− α(t1) || ϕ(t2 − r(t2))− ϕ(t1 − r(t1)) |

≤ α0k | (t2 − t1)− (r(t2)− r(t1)) | +Lk3 | t2 − t1 |

≤ (α0k + α0kk2 + Lk3) | t2 − t1 |, (3.30)

où k est constant de Lipschitz pour ϕ. Par les hypothèses (3.10) et (3.13) on obtient

|
∫ t2

0

µ(s)ϕ(s− r(s))e−
∫ t2
s a(u)duds−

∫ t1

0

µ(s)ϕ(s− r(s))e−
∫ t1
s a(u)duds |

= |
∫ t1

0

µ(s)ϕ(s− r(s))e−
∫ t1
s a(u)du(e−

∫ t2
t1
a(u)du − 1)ds+

∫ t2

t1

µ(s)ϕ(s− r(s))e−
∫ t2
s a(u)duds |

≤ L | (e−
∫ t2
t1
a(u)du − 1) |

∫ t1

0

δa(s)e−
∫ t1
s a(u)du + L

∫ t2

t1

| µ(s) | e−
∫ t2
s a(u)duds

≤ Lδ

∫ t2

t1

a(s)ds+ L

∫ t2

t1

e−
∫ t2
s a(u)dud(

∫ s

t1

| µ(v) | dv)

≤ Lδ

∫ t2

t1

a(s)ds+ L{[e−
∫ t2
s a(u)du

∫ s

t1

| µ(v) | dv]t2t1 +

∫ t2

t1

a(s)e−
∫ t2
s a(u)du

∫ s

t1

| µ(v) | dvds}

≤ Lδ

∫ t2

t1

a(s)ds+ L

∫ t2

t1

| µ | ds(1 +

∫ t2

t1

a(s)e−
∫ t2
s a(u)duds)

≤ Lδ

∫ t2

t1

a(s)ds+ 2L

∫ t2

t1

| µ | ds (3.31)

≤ Lδ

∫ t2

t1

a(s)ds+ 2Lδ

∫ t2

t1

a(s)ds

≤ 3Lδk1 | t2 − t1 | .

De même, par (3.10) et (3.14) nous déduisons

|
∫ t2

0

b(s)G(ϕ(s), ϕ(s− r(s)))e−
∫ t2
s a(u)duds−

∫ t1

0

b(s)G(ϕ(s), ϕ(s− r(s)))e−
∫ t1
s a(u)duds |
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= |
∫ t1

0

b(s)G(ϕ(s), ϕ(s− r(s)))e−
∫ t1
s a(u)du(e−

∫ t2
t1
a(u)du − 1)ds

+

∫ t2

t1

b(s)G(ϕ(s), ϕ(s− r(s)))e−
∫ t2
s a(u)duds |

≤ L | e−
∫ t2
t1
a(u)du − 1 |

∫ t1

0

βa(s)e−
∫ t1
s a(u)du + (K1 +K2)L

∫ t2

t1

| b(s) | e−
∫ t2
s a(u)duds

(3.32)

≤ Lβ

∫ t2

t1

a(u)du+ (K1 +K2)L

∫ t2

t1

e−
∫ t2
s a(u)dud(

∫ s

t1

| b(v) | dv)

≤ Lβ

∫ t2

t1

a(u)du+ (K1 +K2)L{[e−
∫ t2
s a(u)du

∫ s

t1

| b(v) | dv]t2t1

+

∫ t2

t1

a(s)e−
∫ t2
s a(u)du

∫ s

t1

| b(v) | dvds}

≤ Lβ

∫ t2

t1

a(u)du+ (K1 +K2)L

∫ t2

t1

| b(s) | ds(1 +

∫ t2

t1

a(s)e−
∫ t2
s a(u)duds)

≤ Lβ

∫ t2

t1

a(u)du+ 2(K1 +K2)L

∫ t2

t1

| b(s) | ds

≤ Lβ

∫ t2

t1

a(u)du+ 2Lβ

∫ t2

t1

a(s)ds

≤ 3Lβk1 | t1 − t2 | .

Ainsi, en remplaçant (3.30)-(3.32) dans (3.29) on obtient

| Aϕ(t2)− Aϕ(t1) | ≤ (α0k + α0kk2 + Lk3) | t2 − t1 | +3Lδk1 | t2 − t1 | +3Lβk1 | t2 − t1 |

≤ K | t2 − t1 | . (3.33)

Pour une certaine constante K > 0. Ceci montre que Aϕ est lipschitzienne si ϕ et ASψ

est équicontinue. Aussi, on remarquons que pour une fonction arbitraire ϕ ∈ Sψ on aura

| Aϕ(t) | ≤ | c(t)

1− r′(t)
ϕ(t− r(t)) |

+
∫ t
0
| b(s) || G(ϕ(s), ϕ(s− r(s))) | e−

∫ t
s a(u)duds

+

∫ t

0

| µ(s)ϕ(s− r(s)) | e−
∫ t
s a(u)duds

≤ L | α(t) | +(N1 +N2)L

∫ t

0

a(s)[
| b(s) |
a(s)

]e−
∫ t
s a(u)duds

+ L

∫ t

0

a(s)[
| µ(s) |
a(s)

]e−
∫ t
s a(u)duds

:= q(t).

En raison de (3.20) et (3.22) et en adaptant une méthode analogue à celle utilisée pour

l’application A on voit que q(t) → 0 lorsque t → ∞. Par le Théorème d’Ascoli-Arzelà
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conclut que l’ensemble ASψ réside dans un ensemble compact.

Théorème 3.1.1 [3]. Soit L > 0. Supposons que les conditions (H1) − (H3), (3.2) et

(3.20)-(3.22) sont satisfaites. Si ψ est une fonction initiale assez petite alors il existe une

solution x(t, 0, ψ) pour (3.1) satisfaisant | x(t, 0, ψ) |≤ L.

Preuve. Du lemmes (3.1.4) et (3.1.6) on a A est bornée par L, Lipschitzienne donc, A

envoie Sψ dans Sψ. De lemme (3.1.5) et (3.15), on a pour des fonctions arbitraires

ϕ, φ ∈ Sψ, Bϕ+ Aψ ∈ Sψ,

car Bϕ et Aψ sont Lipschitziennes, Aφ + Bϕ bornées par L. De lemme (3.1.6), on a

démontré que A est continue et ASψ réside dans un ensemble compact. Ainsi, toutes les

conditions du Théorème (2.2.2) sont satisfaites. Par conséquent, il existe une solution

pour (3.1) vérifiant | x(t, 0, ψ) |≤ L.

3.1.3 La stabilité

Définition 3.1.2 [15]. La solution triviale x = 0 de (3.1) est dite stable en t = 0 si pour

tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que

ψ : [m0, 0]→ (−δ, δ)⇒| x(t) |< ε pour t ≥ m0.

Définition 3.1.3 [15]. La solution triviale x = 0 de (3.1) est dite asymptotiquement

stable si elle est stable en t = 0 et si il existe δ > 0 tel que pour toute les fonctions

continue ψ : [m0, 0] → (−δ, δ), la solution x(t) avec x(t) = ψ(t) converge vers 0 comme

t→∞.

Théorème 3.1.2 [3]. Si toutes les conditions du Théorème (3.1.1) sont vérifiées, alors

la solution zéro de (3.1) est stable.

Preuve. On va démontrer la stabilité de la solution zéro en t0 = 0. Pour cela, soit ε > 0

un nombre tel que 0 < ε < L. Maintenant, on va construire un sous-ensemble de Sψ en

ajoutant la condition ϕ(t)→ 0 lorsque t→∞, donc pour tout t ∈ [m0,∞) soit :

Mψ := {ϕ ∈ Sψ, | ϕ(t) |≤ ε, ϕ(t) = ψ(t) si t ∈ [m0, 0] et ϕ(t)→ 0 si t→∞}.
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Définissons A,B sur Mψ, comme dans (3.8), (3.9). On vérifie aisément que, si ϕ ∈ Mψ

alors | (Aϕ)(t) |≤ ε et que B est une contraction large sur Mψ, on vérifie que pour

ϕ, φ ∈Mψ, | (Bϕ)(t) + (Aφ)(t) |≤ ε et | (Bϕ)(t) |< ε.

Mψ est équicontinue. AMψ réside dans un sous ensemble compact de Mψ. Aussi, l’appli-

cation A : Mψ → Mψ est continue. De plus, pour A,B définies dans (3.8) et (3.9) on va

montrer

(Aϕ)(t)→ 0 et (Bϕ)(t)→ 0 si t→∞.

Soit ϕ ∈ Sψ un élément fixé. On démontre que (Aϕ)(t) → 0 si t → ∞. Il est clair que,

due aux conditions t − r(t) → ∞ si t → ∞ de (3.19) et (3.15), le premier terme sur le

coté droit de A tends vers 0 lorsque t→∞.

C’est à dire

| c(t)

1− r′(t)
ϕ(t− r(t)) |≤ α0 | ϕ(t− r(t)) |→ 0 quand t→∞.

Il reste à montrer que les deux autres termes intégraux de A tendent vers 0 lorsque t→∞.

Vers cela, soit ε > 0. Il existe T tel que | ϕ(t− r(t)) |< ε pour t ≥ T . Alors on a

|
∫ t

0

µ(s)ϕ(s− r(s))e−
∫ t
s a(u)duds |

≤
∫ T

0

| µ(s)ϕ(s− r(s)) | e−
∫ t
s a(u)duds+

∫ t

T

| µ(s)ϕ(s− r(s)) | e−
∫ t
s a(u)duds

≤ Le−
∫ t
T a(u)du

∫ T

0

| µ(s) | e−
∫ T
s a(u)duds+ ε

∫ t

T

| µ(s) | e−
∫ t
s a(u)duds

≤ Lδe−
∫ t
T a(u)du + εδ.

Le terme Lδe−
∫ t
T a(u)du est, lorsque t→∞, arbitrairement petit due à la condition (3.19).

Le terme intégral restant de A converge vers zéro par une procédure similaire.

Pour prouver que (Bϕ)(t)→ 0 si t→∞ où B définie par (3.9). Il est clair que le terme

[ψ(0)− c(0)

1− r′(0)
ψ(−r(0))]e−

∫ t
s a(u)du → 0, car e−

∫ t
s a(u)du → 0 quand t→∞.

Pour le deuxième terme, on a

d

ds
(e−

∫ t
s a(u)du) = a(s)e−

∫ t
s a(u)du,

alors ∫ t

0

a(s)e−
∫ t
s a(u)du = [e−

∫ t
s a(u)du]t0 = 1− e−

∫ t
0 a(u)du ≤ 1,
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et par (3.17) on obtient ∫ t

0

a(s)(Hϕ)(s)e
∫ t
s a(u)duds ≤ 2L

J
,

pour
2L

J
est suffisamment petit, le terme∫ t

0

a(s)(Hϕ)(s)e
∫ t
s a(u)duds→ 0 quand t→∞.

Alors B tend vers zero si t tend vers l’infinie.

D’après le théorème (3.1.2) les conditions du théorème (2.2.2) sont vérifiées sur Mψ, par

suite il existe un point fixe qui résoud (3.1) et qui appartient à Mψ, donc la solution de

(3.1) est stable.

3.2 L’existence et l’unicité d’une équation différence à

retard et Solutions périodiques

Définition 3.2.1 [9] Une équation de différence est une équation dans laquelle la quantité

inconnue est une fonction f , satisfaisant

x(t+ 1)− x(t) = f(x),

Dans la notation plus mathématique

∆x = f(x).

Définition 3.2.2 une matrice A(.) est dite non singuliére s’elle est inversible. Par consé-

quent, un système des équations représenté par une matrice non singuliére admet de so-

lution unique, car on peut l’inverser.

Définition 3.2.3 [9]. si la matrice A(.) est périodique de période T , est non critique par

rapport á T , si elle n’est pas de solution périodique de période T , sauf la solution triviale

x = 0.

Dans cette application, nous étudions l’existence et l’unicité de la solution périodique de

l’équation suivant :

∆x(n) = A(n)x(n− τ), (3.34)
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l’équation (3.34) est appellée une équation de différence neutre non linéaire à retard.

où A(.) est une matrice de Rs×s non singulier et τ est une constant positive. De plus ∆

est la différence entre x(n+ 1) et x(n), c’est à dire

∆x(n) = x(n+ 1)− x(n),

pour toute suite {x(n), n = 0, 1, 2, ...}. Ainsi, on définit la application E sous la forme

suivante :

Ex(n) = x(n+ 1).

Supposons il existe une matrice G(n) non singulier de classe s× s telle que

∆x(n) = G(n)x(n)−∆n

n−1∑
k=n−τ

G(k)x(k) + [A(n)−G(n− τ)]x(n− τ). (3.35)

Lemme 3.2.1 [14]. l’équation (3.34) est équivalente à l’équation (3.35).

Preuve. En prenant la différence par rapport à n du terme de sommation dans (3.35) on

obtient

∆n

n−1∑
k=n−τ

G(k)x(k) = G(n)x(n)−G(n− τ)x(n− τ). (3.36)

La substitution (3.36) dans ( 3.35) donne

∆x(n) = G(n)x(n)−G(n)x(n)−G(n− τ)x(n− τ) + [A(n)−G(n− τ)]x(n− τ)

= A(n)x(n− τ).

Maintenant, pour T ≥ 1, on définit l’ensemble

PT = {x(n+ T ) = x(n)}.

Où PT l’ensemble de toutes les suites {x(n), n = 0, 1, 2, ...} de s-vecteur, périodique de

période T . De plus (PT , ‖ . ‖) est un espace de Banach muni de la norme supremum

‖ x(.) ‖= max
n∈[0,T−1]

|x(n)|,

oú | . | noté la norme de l’infini pour x ∈ Rs, en suite on définit la norme de A par :

|A| = max
1≤i≤s

s∑
j=1

|aij|.
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Où A est une matrice s× s reél.

Soit la systéme linéaire

∆x(n) = G(n)x(n), (3.37)

Supposons (3.37) est non critique. Il est clair la matrice fondamentale de (3.37) vérifié les

propriétés suivantes :

1. det Φ(n) 6= 0.

2. Il existe une matrice constant B telle que

Φ(n− T + 1) = Φ(n+ 1)B−T .

3. Le système (3.37) est non critique si et seulement si det (I − Φ(n)) 6= 0.

De plus, supposons

A(n+ T ) = A(n), G(n+ T ) = G(n). (3.38)

Lemme 3.2.2 Pour les fonctions y(n) et z(n) de la variable réelle n, on a

∆(y(n)z(n)) = Ey(n)∆z(n) + [∆y(n)]z(n). (3.39)

Preuve.

∆(y(n)z(n)) = y(n+ 1)z(n+ 1)− y(n)z(n)

= y(n+ 1)z(n+ 1)− y(n+ 1)z(n) + y(n+ 1)z(n)− y(n)z(n)

= y(n+ 1)[z(n+ 1)− z(n)] + [y(n+ 1)− y(n)]z(n)

= Ey(n)∆z(n) + [∆y(n)]z(n).

Lemme 3.2.3 supposons (3.38) est vérifié et Φ(0) = I. Si x(n) ∈ PT alors x(n) est une

solution de (3.34) si et seulement si

x(n) =
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k)

+ Φ(n)(Φ−1(T )− I)−1
n+T−1∑
u=n

[A(u)x(u− τ)−G(u)
u−1∑

k=n−τ

G(k)x(k)

− G(u− τ)x(u− τ)]. (3.40)
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Preuve. Soit x ∈ PT une solution de (3.34) et Φ(n) est une matrice fondamentale de

solutions pour (3.35). Réécrire l’équation (3.34) comme suit :

∆[x(n) +
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k)] = G(n)[x(n)
n−1∑

K=n−τ

G(k)x(k)

− G(n)
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k) + A(n)x(n− τ)

− G(n− τ)x(n− τ).

Puisque Φ(n)Φ−1(n) = I, il en résulte de lemme (3.2.2)

0 = ∆(Φ(n)Φ−1(n)) = Φ(n+ 1)∆Φ−1(n) + [∆Φ(n)]Φ−1(n)

= Φ(n+ 1)∆Φ−1(n) + [G(n)Φ(n)]Φ−1(n)

= Φ(n+ 1)∆Φ−1(n) +G(n).

Cela implique que

∆Φ−1(n) = −Φ−1(n+ 1)G(n).

Si x(n) est une solution de (3.34) avec x(0) = x0, alors

∆[Φ−1(n)(x(n) +
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k))]

= Φ−1(n+ 1)∆(x(n) +
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k))

+[∆Φ−1(n)][x(n) +
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k)]

= Φ−1(n+ 1)[G(n)x(n) +
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k)]

−G(n)
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k) + A(n)x(n− τ)−G(n− τ)x(n− τ)]

−[Φ−1(n+ 1)G(n)][x(n) +
n−1∑

k=n−τ

G(uk)x(k)]

= Φ−1(n+ 1)[A(n)x(n− τ)−G(n)
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k)

−G(n− τ)x(n− τ)].

La sommation de l’équation ci-dessus de 0 á n− 1 donne

x(n) = −
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k) + Φ(n)(x0 +
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k))
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−Φ(n) +
n−1∑
u=0

Φ−1(u+ 1)[A(u)x(u− τ)−G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k)

−G(u− τ)x(u− τ)]. (3.41)

Puisque x(T ) = x0 = x(0), en utilisant (3.41) on obtient

x(0) +
−1∑

k=−τ

G(k)x(k)

= (I − Φ(T ))−1
T−1∑
u=0

Φ(T )Φ−1(u+ 1)[A(u)x(u− τ)−G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k)

−G(u− τ)x(u− τ)]. (3.42)

La substitution de (3.42) dans (3.41) donne

x(n) = −
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k)

+Φ(n)(I − Φ(T ))−1
T−1∑
u=0

Φ(T )Φ−1(u+ 1)[A(u)x(u− τ)−G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k)

+G(u− τ)x(u− τ)]

+Φ(n)
n−1∑
u=0

Φ−1(u+ 1)[A(u)x(u− τ)−G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k)

+G(u− τ)x(u− τ)]. (3.43)

Maintenant, on va montrer que (3.43) est équivalent á (3.40), de puisque

(I − Φ(T ))−1 = (Φ(T )(Φ(T )−1 − I))−1 = (Φ−1(T )− I)−1Φ−1(T ).

Alors, les équations (3.43) de vient

x(n) = −
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k) + Φ(n)(Φ(T )−1 − I)−1
∑T−1

u=0 Φ−1(u+ 1)[A(u)x(u− τ)

+G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k)−G(u− τ)x(n− τ)]

+Φ(n)
n−1∑
u=0

Φ−1(u+ 1)[A(u)x(u− τ)−G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k))−G(u− τ)x(u− τ)

= −
u−1∑

k=u−τ

G((k)x(k)) + Φ(n)(Φ−1(T )− I)−1
{ T−1∑
u=0

Φ−1(u+ 1)[A(u)x(u− τ)

−G(u)
∑u−1

k=u−τ G(k)x(k)−G(u− τ)x(u− τ)]
}
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= −
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k)

+Φ(n)(Φ−1(T )− I)−1{
T−1∑
u=0

Φ−1(u+ 1)[A(u)x(u− τ)−G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k)

−G(u− τ)x(u− τ)]}

+
n−1∑
u=0

Φ−1(T )Φ−1(u+ 1)[A(u)x(u− τ)−G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k)−G(u− τ)x(u− τ)]}.

Si on pose u = s− T , d’expression ci-dessus donne

x(n) = −
n−1∑

k=n−τ

G(k)x(k)

+ Φ(n)(Φ−1(T )− I)−1{
T−1∑
u=n

Φ−1(u+ 1)[A(u)x(u− τ)−G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k)

− G(u− τ)x(u− τ)]

+
n+T−1∑
s=T

Φ−1(T )Φ−1(s− T + 1)[A(s− T )x(s− T − τ)

− G(s− T )
s−T−1∑

k=s−T−τ

G(k)x(k)−G(s− T − τ)x(s− T − τ)]}. (3.44)

par la propriété (2) on a

Φ(n− T + 1) = Φ(n+ 1)B−T et Φ−1(T )Φ−1(s− T + 1) = Φ−1(s+ 1).

Par conséquent, l’équation (3.44) on obtient

x(n) = −
n−1∑

k=n−τ(n)

G(k)x(k)

+Φ(n)(Φ(T )−1 − I)−1{
T−1∑
u=n

Φ−1(u+ 1)[A(u)x(u− τ)−G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k)

−G(u− τ)x(u− τ)]

+
n+T−1∑
u=T

Φ−1(u+ 1)[A(u)x(u− τ)−G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k)

−G(u− τ)x(u− τ)]

=
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k)

+Φ(n)(Φ−1(T )− I)−1
n+T−1∑
u=n

Φ−1(u+ 1)[A(u)x(u− τ)−G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)x(k)

−G(u− τ)x(u− τ)].
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3.2.1 Existence et l’unicité de la solution périodque

Dans cette section, On va appliqué le théorème du point fixe de Krasnoselskii pour

montrer l’existence de (3.34). l’application obtient est la somme de deux applications, une

est compacte et l’autre est une contraction. Pour cela, on définit l’application H par :

(Hϕ)(n) =
n−1∑

u=n−τ

G(k)ϕ(k)

+ Φ(n)(Φ−1(T )− I)−1
n+T−1∑
u=n

Φ−1(u+ 1)[A(u)ϕ(u− τ)

− G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)ϕ(k)−G(u− τ)ϕ(u− τ)]. (3.45)

Il est clair que H : PT → PT , par la façan dont il a été construit dans lemme (3.23).

Maintenant, on définit C,B : PT → PT par :

(Bϕ)(n) = −
n−1∑

k=n−τ

G(k)ϕ(k). (3.46)

(Cϕ)(n) = Φ(n)(Φ−1(T )− I)−1
n+T−1∑
u=n

Φ−1(u+ 1)[A(u)ϕ(u− τ)

−G(u)
u−1∑

k=u−τ

G(k)ϕ(k)−G(u− τ)ϕ(u− τ)]. (3.47)

Il résulte de (3.46) et (3.47) pour que (Hϕ)(n) = (Cϕ)(n) + (Bϕ)(n).

Lemme 3.2.4 Supposons les hypothèses de lemme (3.2.3) sont vérifiées. Si C est définie

par (3.47), alors C est continue et l’image de C est contenue dans un ensemble compact.

Preuve. Soit J est une constante positive. On définit l’ensemble

S = {ϕ ∈ PT :‖ ϕ ‖≤ J}.

Soit ϕ, ψ ∈ PT . Donnant un ε > 0, et on pose δ =
ε

N
où

N = rT (| A | + | G |2 τ+ | G |),

et

r = max
n∈[0,T ]

( max
n≤u≤n+T−1

| [Φ(u+ 1)(Φ−1(T )− I)Φ−1(n)]−1 |). (3.48)
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Maintenant pour ‖ ϕ− ψ ‖< δ, on obtient

‖ Cϕ(.)− Cψ(.) ‖ ≤ r
T−1∑
u=0

[| A |‖ ϕ− ψ ‖ + | G |2 τ ‖ ϕ− ψ ‖ + | G |‖ ϕ− ψ ‖

≤ N ‖ ϕ− ψ ‖< ε.

Alors C est continue.

En suite, nous montrons que l’image de C est contenu dans un ensemble compact. Il

est clair, S est une sous ensemble de R qui est fermé et borné, alors compact. D’où C

est continue dans ϕ est contenu donc un ensemble compact. Par conséquent C(S) est

compact.

Lemme 3.2.5 Supposons que

| G | τ < 1,

alors B est une contraction. Et ‖ Bϕ ‖≤ J.

Preuve. Soit B défini par (3.46). Alors pour ϕ, ψ ∈ PT , on a

‖ Bϕ(.)−Bψ(.) ‖ = max
n∈[0,T−1]

| Bϕ(n)−Bψ(n) |

≤ τ | G |‖ ϕ− ψ ‖ .

Donc B est contraction.

En suit, on prouve que B est borné

‖ Bϕ ‖ = max
n∈[0,T−1]

| Bϕ(n) |

≤ τ | G |‖ ϕ ‖

≤ ‖ ϕ ‖≤ J.

D’ où B est borné par J .

Théorème 3.2.1 [14]. Supposons que les hypothèses des lemmes (3.2.4), (3.2.5) et l’équa-

tion (3.38) sont vérifiés. Soit r donné par (3.48). De plus, soit γ une constante positive

et inférieur à J satisfait

rT [| A | + | G |2 + | G |]γ + τ | G | γ ≤ γ. (3.49)

Alors l’équation (3.34) admet une solution de T-périodique unique dans S.
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Preuve. Maintenant, on va montrer que ‖ Cϕ ‖≤ J .

‖ Cϕ ‖ ≤ (rT [| A | + | G |2 + | G |]) ‖ ϕ ‖

≤ rT [| A | + | G |2 + | G |]γ

≤ γ

≤ J.

D’autr part, d’après le lemme (3.2.4), C est continue et CS est contenu dans un ensemble

compact. En outre, du lemme (3.2.5), l’application B est une contraction et remarquons

que B : PT → PT . En suite, on montre que si ϕ, ψ ∈ S, on a ‖ Cϕ + Bψ ‖≤ γ. Soit

ϕ, ψ ∈ S avec ‖ ϕ ‖, ‖ ψ ‖≤ γ. Alors

‖ Cϕ+Bψ ‖ ≤ r
T−1∑
u=0

[|A| ‖ ϕ ‖ |Aτ | G |2‖ ϕ ‖ + | G |‖ ϕ ‖] +
n−1∑

k=n−τ

| G |‖ ψ ‖

≤ rT [| A | + | G |2 + | G |]γ + τ | G | γ ≤ γ.

Clairement, toutes les hypothèses du théorème de Krasnoselskii sont satisfaites. Alors, il

existe un point fixe z ∈ S tel que z = Bz + Cz.

D’après le lemme (3.2.3) ce point fixe est une solution de (3.34). Par conséquent (3.34)

admet une solution de T -périodique.

Pour l’unicité, l’équation (3.49)implique :

rT [| A | + | G |2 + | G |] + τ | G |< 1.

soit l’application H donnée par (3.45). Pour ϕ, ψ ∈ PT , on obtient

‖ Hϕ(.)−Hψ(.) ‖≤ (rT [| A | + | G |2 + | G |] + τ | G |) ‖ ϕ− ψ ‖≤‖ ϕ− ψ ‖ .

Par l’application de principe de contraction, l’équation (3.35) admet une solution de T -

périodique unique.
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Conclusion générale et perspectives

La théorie du point fixe c’est l’un des outils intéressantes en mathématique et qui

découvre l’existence des solutions dans des différents types des équations, particulièrement

dans l’analyse non linéaire.

Dans ce mémoire, nous avons essayé d’apporter aux mains des futurs étudiants se

prêtant à se former en le théorème du point fixe contemporaine, un exposé concis groupant

l’ essentiel le théorème du point fixe de Krasnoselskii et généralisation leur rôles pour

trouver la solution de certains problèmes mathématiques et des autres. En particulier nous

intéressons à l’étude de le théorème du point fixe de Krasnoselskii tout en lui attribuant

l’aspect pratique.

En premier lieu, nous avons rappelé quelques définitions de base, puis nous avons

présenté certaines propriétés importantes concernant notre travail.

Le deuxième point, a fait l’objet le théorème du point fixe de Krasnoselskii, qui est le

centre d’intérêt de notre mémoire, un cas spécial, nous avons mis l’accent nouvelles notions

comme la contraction large et separée, et l’existence de ces notions dans le théorème de

Krasnoselskii.

A la fin, nous avons appliqué ce théorème en un problème d’équations différentielles et

les équations de différence à retard pour l’existence, l’unicité et parfois la stabilité.

Jusqu’à maintenant, le développement de ce théorème est persiste, donc on va voir

des autres notions et leurs rôles à la théorie du point fixe tel que les applications non

expansives ou pseudocontractives, qu’il est mis en recherche.

Finalement, nous souhaitons à notre étudiants la continuité du recherche dans cet objet

et essayez de le développer et devenir plus généralisé pour solution des plusieurs problèmes

scientifiques.
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