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4 Résumé )

Dans ce mémoire, notre objectif est de démontrer l’efficacité de la méthode d’ondelette
de Haar et ses avantages par rapport aux autres méthodes classiques pour résoudre des
équations différentielles linéaires d’ordre supérieur. Pour cela, nous avons fait une étude
théorique et numérique liée a la nouvelle méthode ('ondelette de Haar), puis nous avons
comparé les résultats de cette méthode avec des méthodes classiques (différences finies et
Runge-kutta). Les résultats numériques concernant la méthode d’ondelette de Haar sont
trés précis que les autres méthodes.

Mots clés : les équations différentielles, ondelettes de Haar, différences finies, Runge-kutta.

o %

4 Abstract )

In this work, our objective is to demonstrate the efficiency of the Haar wavelet method
and its advantages over other classical methods for solving higher order linear differential
equations. For this, we made a theoretical and numerical study related to the new method
(the Haar wavelet), then we compared the results of this method with classical methods
(finite differences and Runge-kutta). Numerical results regarding Haar wavelet method
are very accurate than other methods.

Key words : differentielle equations, Haar wavelts, finite differences method, Runge-kutta
method, numerical method.
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INTRODUCTION GENERAL

La solution des équations différentielles ordinaires occupe une place importante dans
les phénomeénes chimiques, physiques, mécaniques et électroniques... Les solutions ana-
lytiques a I’équation différentielle ordinaire soit n’existent pas, soit sont difficiles a trou-
ver, et pour cela on recourt aux méthodes numériques, comme cette derniere nous a
permis d’obtenir des solutions a de nombreux problémes qui ne sont pas préts pour un
traitement analytique. Il existe de nombreuses méthodes numériques et nous étudierons
ici la méthode la plus séduisante de ces derniéres années qui est la méthode des onde-

lettes.

L’analyse par ondelettes est une nouvelle facon passionnante de résoudre des pro-
blemes difficiles en mathématiques, en physique et en ingénierie. Il a été utilisé pour
la premiére fois au début des années 1980 par le géophysicien J. Morlett pour attribuer

les taches.

I1 existe différents types d’ondelettes comme Daubechies, Coiflet , Battle-Lemarie, On-
delettes B-spline et Chebyshev, Mathieu, Legendre et Ondelettes de Haar. etc. Elles sont
séparées en fonction de leurs propriétés comme le support compact, 'orthogonalité et le

nombre de moments nuls et autres.

De nombreux travaux ont été effectués par les auteurs pour résoudre et approximer
différents types d’équations telles que les intégrales, les intégrales numériques et les
équations différentielles ordinaires. Dans ce travail, la méthode des ondelettes de Haar
est utilisée pour résoudre un probléme de probléemes aux limites d’ordre arbitraire. as-
sociées a des conditions aux limites discréetes ou non discréetes Considérons les équations

différentielles linéaires de degré n.

Notre travail est divisé en trois chapitres :

*le premier chapitre : Dédiés en général aux équations différentielles, nous avons pré-
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senté quelques définitions de base des équations différentielles linéaires du premier et
du second ordre jusqu’a I'ordre n, et nous avons traité des équations différentielles li-
néaires a facteurs homogénes et inhomogenes.

*le deuxieme chapitre : nous avons utilisé deux méthodes numériques traditionnelles
bien connues pour résoudre les équations différentielles, qui sont Runge Kutta et Diffé-
rences finies, et la nouvelle méthode pour résoudre les équations différentielles linéaires,
qui est la méthode des ondelettes. Enfin, nous nous concentrons sur ondelette Har .

*le troisieme chapitre : nous présentons I’application de la méthode numérique de Haar
pour résoudre des équations différentielles. La méthode est basée sur ’expansion de la
dérivée supérieure des coefficients différentiels en termes d’ondes Har, puis sur l'inté-

gration de ’expansion pour obtenir la solution.

L’objectif était de prouver l’efficacité de la méthode utilisée et sa distinction par rapport
aux autres méthodes traditionnelles. Il s’aveére que la nouvelle méthode est plus simple
et donne des résultats plus proches ou meilleurs que les méthodes traditionnelles.

Nous avons cloturé notre mémoire par une conclusion générale et de s référeces princi-

pales .



Chapitre 1

Généralités sur les équation
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES EQUATION DIFFERENTIELLES

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et propriétés sur les équations diffé-

rentielles linéaires que nous utiliserons dans la suite de ce travail.

1.1 Définition les équations différentielles

Définition 1.1.1 [12] Une équation différentielle est une relation de la forme :

f@,y, 9,y y™) =0, (1.1)

entre une variable z, une fonction y et ses dérivées successives jusqu’a l’ordre n.

1.2 Les équation différentielles d’ordre 1

Définition 1.2.1 [12]Une équation différentielle d’ordre 1 est toute relation de la forme

F(z,y,y')=0. (1.2)

Remarque 1.2.1 Il y en a plusieurs types d’équations différentielles d’ordre 1. Les équa-
tions de la forme (1.2)

(a) Equations différentielles a variables séparables.
(b) Equations différentielles homogene.

(c) Equations différentielles linéaires.

Dans ce rappelle,nous allons seulement étudier les équation différentielles linéaires.

1.2.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Définition 1.2.2 [12]Les équations différentielles linéaires d’ordre 1 sont les plus intéres-
santes car on les rencontre en physique (électricité, mécanique,...), ce sont des équations

ouy et y'sont du 1er degreé.



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES EQUATION DIFFERENTIELLES

Forme générale est :

a(z)y’ +b(z)y = c(z), (1.3)
ol a,b et c sont des fonctions en .

Remarque 1.2.2

1. Sia(z) #0, alors (1.3) est dite normalisée. Dans ce cas (1.3) se raméne a ’équation :

y' + p(x)y = q(w), (1.4)

ot p(x) = et g(r) =

2. Sic(x) = 0; ou bien q(x) = 0, alors ’équation obtenue sera homogene (de type 1 et 2)

appelée équation linéaire homogéne
a(z)y’ +b(z)y =0, oubien  y +p(z)y=0 (1.5)

Méthode de solution [12]On peut utiliser la transformation de Laplace, aussi les séries
entieres,..., etc
Onva appliquer la méthode classique de Lagrange : méthode de variation de la constante
(MVO).

Pour intégrer (1.4),nous intégrons I’équation sans deuxiéme membre (1.5) en séparant

les variables :

_— = O

5, TP@y =0,
d’ou

dy

— = —p(x)dz,

y (x)

et en intégrant :

mm=—fmm&+mwu
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en posant

on a la solution de (1.5)

y = Ce @ (1.6)

Cherchons une solution de (1.4) de la méme que (1.6), mais en considérant C' comme une

fonction de z. En dérivant (1.6), il vient;

y/ _ Cle—u(x) o Ce—u(w)u/.
= (e — Ce@p(2).
En portant dans (1.4), il vient:
Cle™u@) — Cem@p(x) + Ce @ p(z) = q(z),

ou

C" = q(x)e"™®, 1.7)
la relation (1.7) permet de calculer C'(z); en intégrant, on obtient :

C= f q(z)e*@ + C).

En remplacant C par sa valeur dans (1.6), on obtient I'intégrale générale de (1.4) :

y = e‘“(ﬂﬁ)(f q(x)e“(z)dx + ),

avec

ou C]; est une constante réelle.
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Exemple 1.2.2 Trouver la solution de cette équation

vy —y = 2° (1.8)

Sizy —y=0,ona:

en intégrant,
Injy| =In|z|+In|C|, d’ ouy = Cx.
Cherchons une solution de (1.8) de la forme y = C(x)z. On aura :
y =C'(z)r+ C(x),
et en portant dans (1.8) :
C'(x)x? 4+ C(x)x — C(x)z = 2? donc C'(x) = 1 alors, C(z) = x + (4,
d’ou la solution générale de (1.8) est
y=x(x+ 1),
out O, est une constante réelle.

Exemple 1.2.3 résoudre I’équation différentielle linéaire suivante :

y + 2xy = 2xe™ " . (1.9
p(x) a(@)
Siy +2ry=0,0na
d
Y _ —2zdzx
Y

en intégrant :
In|y| = —22 + C dotty = Cre ", (Cy = +e©).
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Cherchons une solution de (1.9) de la forme y = C,(x)e™*" On aura :
y = Cl(z)e ™ — 20Ce ™,
et en portant dans (1.9) :
Cle ™ — 220y (z)e™ + 22C) (z)e " = 2ze " ,d’0lL O (z) = 2z et Cy(z) = z° + Co,
d’ou la solution générale de (1.9) est
y = (22 + Cy)e™,

out O,y est une constante réelle .

1.3 Les équations différentielles d’ordre 2 et d’ordre supérieur

Définition 1.3.1 [9] Soit E un espace vectoriel normé.
Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ordre n est une relation entre
la variable réelle z, une fonction inconnue x — y(z) et ses dérivées y/,vy", ...,y™ au point x

définie par
F(xJ y? y’? A y(n)> - 07

olL I est une fonction continue sur un ouvert U de R x E""! appelé domaine, n’est pas in-
dépendante de sa derniére variable y™). On prendra x dans un intervalle I de R (I peut étre
R tout entier). La solution y en général sera a valeurs dans RY, N € N*. On dit que cette

équation est scalaire si F est a valeurs dans R.

Définition 1.3.2 [9] Une équation différentielle d’ordre n est mise sous forme résolue quand

on peut exprimer la dérivée la plus forte en fonction de xet des dérivées précédentes

y™ = flx,y,y,y", .y, (1.10)

Exemple 1.3.1 =+ /y" + (v')? = y, équation différentielle d’ordre 3, on peut écrire
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VY +(Y)?—y=0

Définition 1.3.3 (Le probléme de Cauchy). Le probléme qui consiste a trouver une solution

y = ¢(x) de léquation (1.10) satisfaisant aux conditions initiales

y(20) = Yo, ¥ (w0) = Y, " (w0) = vl .y V(o) = ", (1.11)

il s’appelle probleme de Cauchy pour 'équation (1.10).

Théoréme 1.3.2 [9] (Théoreme de Picard). Si dans l’équation (1.10), f ona:

a) f estcontinue entous argumentsz,y,y',y", ...,y Y dans un certain domaine D c R"*!
de leur variation,

8”71f
Y 6yn—1

b) f posséede dans le domaine D des dérivées partielles 3—5, 2275, . par rapport aux

arguments x,y,y',y", ..., y™ Y,

alors il existe un intervalle —h < = < xzo + h dans lequel il existe une solution unique

y = ¢(x) de léquation (1.10) qui satisfait aux conditions (1.11), ou les valeurs © = zq,y =

n— n—1
(n-1) — ),

Y. Y = Y0, ¥ = Yps ¥ =y

Pour une équation du second ordre y" = f(x,y,y’) les conditions initiales sont de la forme

y(z0) = Yo, ¥ (z0) = Y

OU o, Yo, Yy, SONt des nombres donnés. Dans ce cas, le théoréme ci-dessus d’existence et d’uni-
cité signifie géométriquement que par un point donné M(xg, yo),il ne passe qu’une seule

courbe dont la pente de la tangente en M, a la valeur yj,.

Exemple 1.3.3 Pour le probléme

" =siny +e %,
Y Y (1.12)

Yy (xo) =Y,y (xo) = y{).

10



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES EQUATION DIFFERENTIELLES

La fonction f(x,y,y') = siny’ + e*’v est continue sur R® > (xo, yo, z) donc a ) est vérifié
b) 5L = —z2e~""v (bornée dans R )55 = cosy’ (bornée dans R).

Conclusion. ¥(xq, yo, y;) le probléme (1.12) admet une seule solution

Définition 1.3.4 [9] On appelle solution générale d’une équation différentielle d’ordre n
(1.10) ’ensemble de toutes ses solutions définies par la formule y = ¢(x,Cy, Cs, ..., C,,) conte-
nant n constantes arbitraires Cy, Cs, ..., C,, telles que si les conditions (1.10) sont données, il
existe des valeurs C, ,C,,...,C, telles que y = o(x, Cy, Cs, ..., C,,) seront solutions de ’équation

(1.11) satisfaisant a ces conditions initiales.

Définition 1.3.5 [9] Toute solution obtenue a partir de la solution générale pour des va-
leurs concreétes des constantes arbitraires C1,Cs,...,C, s’appelle solution particuliére de

léquation différentielle (1.10).

Définition 1.3.6 [9] Une équation de la forme ¢(z, C1, Cs, ..., C,,) = 0 qui définit de fagon im-
plicite la solution générale de 'équation différentielle s’appelle intégrale générale de cette
équation. En donnant aux constantes C1,Cs, ...,C,, des valeurs numériques concretes ad-
missibles, on obtient une intégrale particuliere ou l'intégrale différentielle. Le graphique de
la solution particuliere ou d’intégrale particuliére s’appelle courbe intégrale de I’équation

différentielle donnée.

Exemple 1.3.4 [9] La fonction y = Cyz + C, est la solution générale de l’équation y" = 0,
ou C, Cy, sont des constantes arbitraires a valeurs complexes.

En effet, en intégrant successivement l’équation donnée, on trouve

y/ = Clu

Yy = Cll’+02.

Remarque 1.3.1 Il y en a plusieurs types d’équations différentielles d’ordre n, on com-

mence par les équations qui admettent un abaissement d’ordre.

11
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1.4 Les équations différentielles d’ordre » qui admettent un abaisse-

ment d’ordre

1.4.1 Les équations de la forme y™ = f(z)

[9]Apreés Pavoir intégrer successivement n fois on obtient la solution générale

y:////f( dl’ dSC-FCl ,-i-Og ,—i— A+ C,_1x+ C,,

nfozs

v.
nfois

a chaque intégration lordre de I’équation devient inférieur a n.

Exemple 1.4.2 Résoudre I’équation

y" = 3x% + cosx.
Par intégration, on trouve
y" =23 +sinz + C},
I4
y/ = Z — COS.T"‘CLT"‘CQ,
1.5 2
Yy = %—81nx+01—+02x+03

Onremarque que ’équation était d’ordre 3, apres la premiére intégration, on obtient une

équation d’ordre 2, apreés la deuxiéme une équation d’ordre 1.

1.4.3 Les équations de la forme y™ = f(z,y® y*+) . y0=b)

[9]L’ordre d’une telle équation peut étre réduit de k unités par la substitution

y*) (z) = p(x). Alors Péquation (1.10) prend la forme

f($7p7p/7 "'7p(n_k)) = 0

De cette derniére équation on définit, si c’est possible, p = f(xz,Cy,Cs, ..., C,_) et ensuite on

trouve y de léquation y* = f(x,C,Cs, ...,C,_i) en intégrant k fois.

12
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Exemple 1.4.4 Résoudre léquation y® — y*) = 0. Posons y¥ = p, on obtient

d .
£ —p=0, dottp = Cye*, y* = Cye”.

En intégrant successivement, on trouve
y/// — Clex + 02,

y” = C’le’” + CQLI? + Cg,

2
T
y’ = C’lex + 02? + Ogl‘ + 04,

x?’ x2
y = Cie” + CQE + 035 + Cyx + Cs.

1.4.5 Les équations de la forme y™ = f(y,y/, ...,y V)

[9]La substitution y' = p permet d’abaisser Uordre de ’équation d’une unité c’est a dire

qu’elle devient d’ordre n — 1. Dans ce cas p est considéré comme une nouvelle fonction de .

Toutes les dérivées i,y ...,y"™ s’expriment par des dérivées de la nouvelle fonction p par

rapport a y.

n_ dp _ dpdy __ dp
Y _da:_dydx_pdy’

m_ d (pdp\ _ d (pdp) dy
Y _dx(pdy>_dy(pdy)dx_
2d%

d 2
P+ <£> etc.

Exemple 1.4.6 Résoudre l’équation

Y + () =2e7Y. (1.13)

13
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d d . , . .
En posant ' = d_y =py' = pd—p, on obtient une équation de Bernoulli
€z Y

d
p—p +p? =2e7V.
dy

En effectuant la substitution p* = z, on la rameéne a une équation linéaire

d
é 422 =4de,

dont la solution générale est = = 4™V + Cie~?. En remplagant z par p* = (y')?,
on obtient

dy = ++v4de ¥ + Cie 2.,
dx

Séparons les variables et intégrons, il vient
1 . -
v+ Oy = Ao VAe v+ Oy dolte! + Gy = (v + Cy)°

ot Cy = % C’est l'intégrale de Uéquation (1.13).

1.4.7 Les équations différentielles linéaires d’ordre n

[9]0n appelle équation différentielle linéaire d’ordre n, toute équation qui peut s’écrire

sous la forme :
a(2)y™ () + ... + ar(@)y' () + ao(2)y(x) = b(x),

avec a,, # 0 ,a,_1,...,a0,b sont des fonctions continues sur un intervalle I de R, a valeurs

réelles ou complexes.

1.5 Equations différentielles linéaires homogénes d’ordre n

Une équation différentielle linéaire homogene d’ordre n, appelée aussi sans second

membre, toute équation qui s’écrit :

an(2)y™(z) 4 ... + a1 (x)y' () + ao(x)y(z) = 0. (1.14)

14



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES EQUATION DIFFERENTIELLES

oua, # 0,a,_1, ..., ag, Sont coefficients réels données.
résoudre I’équation (1.14) en utilisant la médiane y = .
1.5.1 Indépendance linéaire

Définition 1.5.1 [9]Soit donné un systéme fini de n fonctions y,(x), yo(2),.., yn(x) définies
sur lintervalle I (I peut étre R tout entier). Les fonctions y,(x), y2(x),..., y,(z) sont dites li-
néairement indépendantes sur Uintervalle I s’il existe des constantes oy, as, ..., o, non toutes

nulles et telles que pour toutes les valeurs x prises dans cet intervalle on ait lidentité

a1 () + aoye(x) + ... + apyn(z) = 0. (1.15)

les fonctions y,(x), y2(x), ..., yn(x) Sont dite linéairement indépendantes sur lintervalle I

Siet seulementsio; =as=...=a, =0.

Exemple 1.5.2 Le systéme de fonctions e*1% e*2* eks® ol ky, ky, ks Sont deux a deux distincts,
est linéairement indépendantes sur lUintervalle | — co, +oo[. Raisonnons par Uabsurde en

supposant que le systeme donné soit linéairement dépendant sur cette intervalle. Alors

a1€M1% 4+ apef?® 4 qgefsT = 0, (1.16)

sur lintervalle | — oo, +oco[ et 'un au moins des nombres a4, as, a3 est différent de zéro, par

exemple o3 # 0 .En divisant les deux membres de Uidentité (1.16) par 1=, on aura
a1 + agelbz=FT 4 quelks—kiz —

Dérivons lidentité, il vient

OéQ(kQ — kl)e(kz_kl)m + 063(1{?3 — l{il)e(k3_kl)x =0. (117)

15
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Divisons les deux membres de Uidentité (1.17) par e(k2=+)z ;

Oég(kg - kl) + Ckg(k‘g — kl)e(k3_k2)x =0. (118)

Dérivons (1.18), il vient
(kg — ko) (ks — ky)elks—k2)e = q,

ce qui est impossible car a3 # 0 et ks # ki, ks # ky par hypothése et elks—k2)= £ ),
Notre supposition sur la dépendance linéaire du systeme donne a abouti a une contradic-
tion, ce qui signifie que ce systéme de fonctions est linéairement indépendant sur Uintervalle

| — 00, +0], C’est a-dire que l'identité (1.16) ne sera vérifiée que pour a; = as = a3 = 0.

Définition 1.5.2 [9] Soient n fonctions y;(z), y2(x), ..., y.(z) possédant des dérivées d’ordre

(n —1). Le déterminant

hn Y2 Yn
Y Yo Y,
Wiy, y2s oyl = | o vy Yn ;
n—1 n—1 n—1
g gy e

s’appelle wronskien de ces fonctions. En générale, le wronskien est une fonction

de z définie dans un certain intervalle.
Exemple 1.5.3 Le wronskien des fonctions

yi(x) = €7, ya(x)=eM?, ys () = eh,

est

16
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k‘l:l? kQI k‘3x

W Y1, Yo, ys) = | kyefi®  kpeker  fgeksr | = eFrthetha)e (kg — ko) (kg — ki) (ks — ko) .

kiehie  p2ekaw J2ekse

Théoréme 1.5.4 [9] Soient y,(x), y2(x), ..., yn(x) n solutions de ’équation (1.14) sur un inter-

valle I. Alors ’ensemble des solutions est linéairement indépendantes sur I si et seulement

Si W[yb Y2, .-y yn] 7é 0.

Définition 1.5.3 [9] Tout ensemble y,(x),y2(z), ..., y,(z) de n solutions linéairement indé-
pendantes de l’équation (1.14) sur un intervalle I est appelé Ensemble fondamental des

solutions sur 1.

Théoréme 1.5.5 [9] Soient y,(x), y2(x), ..., y,(x) n solutions linéairement indépendantes de

léquation sur 1. Alors la solution générale de 'équation (1.14) sur I est donnée par

y(x) = iy (@) + caya () + ... 4 cayn(),

Ol ¢y, 9, ..., cpSONL des constantes.

1.6 Equations linéaires homogeéne a coefficients constants

[9]Considérons l’équation différentielle

aoy™ + a1y Y + ...+ a,y =0, (1.19)
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OU ay, ay, ..., a, Sont des constantes Pour résoudre (1.19) on procéde comme suit : On cherche

la solutions sous la forme : y = ¢\, oll \ une constante a déterminer. Donc

y/ — /\e/\x

noo_ >\2€Aa:
Y (1.20)
yn — /\ne)\x‘

Enremplagons y = e\ et (1.20) dans (1.19) obtient
ap A" e + a AV 4+ a1 (AeMN) + @, = e (apAt + a N+ L+ an A +ay,) = 0.
Comme e** # 0, alors

aA" +a N+ +a, A +a,=0 (1.21)

(1.21) est appelé équation caractéristique associée a (1.19)

Onpeutrésoudre (1.21) seulement si ag, a4, ..., a,, Sont des constantes réelles, en tenant compte
du fait que :
[a] Achaque racine réelle simple ), correspond une seule solution particuliére y, = ¢*o*

[b] A chaque couple de racines complexe conjugué \, = a+ib correspond deux solution

particuliéres e** cos(bx) ,e** sin(bx)
[c] A chaque racine réelle multiple (d’abord de multiplicité s) : e, ze??, 22e*,..., x5 1M

[d] A chaque couple de racines complexe conjugué de multiplicité s :

e cos(bx), re® cos(bx), ..., v 1e® cos(bx),

e sin(bx), re® sin(bx), ..., x* e sin(bx).

Styi(x),y2(x), ..., yo(x) SONt n intégrales particuliéres linéairement indépendantes de l’équa-

tion (1.19) :

Ciyi + Coya + ... + Cryn,

18
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est la solution générale de (1.19).

Exemple 1.6.1 [9]Résoudre 'équation suivante :

y/// + 2yl/ _'_ y/ — O

Ecrivons I’équation caractéristique

M H2X24+N=0

(1.22)

Dot \; = \y = —1, A3 = 0. Les racines sont réelles et 'une d’elles a savoir A, = —1 est double

de sorte que la solution générale de l’équation (1.22) est de la forme
y=C1+ Coe™™ 4+ Cyre™™.

Exemple 1.6.2 Résoudre l’équation suivante :

yl/l+2y//+y/+y:0.

L’équation caractéristique associée a (1.23) est

MEXNEA4+1=0 ou A+DN+1)=0,

dont les racines sont \; = —1, Ay = i, A\3 = —i. D’out la solution générale de (1.23) est :

y=Cie ® 4+ Cyco8z + Cssinz.

1.7 Equation linéaire non homogéne a coefficients constants

[9] Soit donnée une équation différentielle

apy'™ 4+ ary" Y + 4 any = f(w),
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a coefficients réels constants ag, a1, ..., .
Pourrésoudre (1.25),il y en a plusieurs méthodes (méthode de la variation de la constance

(MVC), méthode des coefficients indéterminés, méthode de séries entiere,...).

1.7.1 Méthode des coefficients indéterminées

Théoréme 1.7.2 [9] La solution générale de I’équation non homogene (1.25) est égale a la
somme de la solution de ’équation homogéne associée et 'une quelconque des solutions

particuliéres de ’équation non homogene.

La recherche de la solution générale de ’équation homogeéne associée s’obtient en
appliquant les regles exposées plus haut au sous-section ( ELHCC ). Ainsi, le probléme
d’intégration de I’équation (1.25) se ramene a la recherche de la solution particuliere y,,,
de I’équation non homogeéne. Dans le cas général, 'intégration de I’équation (1.25) peut
étre réalisée par la méthode de variation des constantes arbitraires . Pour les seconds
membres de forme, la solution particuliere peut étre obtenue plus simplement par la
méthode des coefficients indéterminés. La forme générale du second membre f(z) de
I’équation (1.25) pour laquelle on peut appliquer la méthode des coefficients indétermi-

nés est la suivante
f (@) = e [Py(x) €08 Br + Qyn(x) sin Bz,

ou P(x) et Q,,(z) sont des polynomes de degrés l et m respectivement. Dans ce cas, la solu-

tion particuliéere y,,, de l’équation (1.25) est cherchée sous la forme
Ypn = 2°c*[ Py () 08 B + Qi () sin fa),

ol k = max(m,1), Py(x) et Q,(x) sont des polyndmes en = de degré k de la forme géné-
rale a coefficients indéterminés, alors que s est la multiplicité de la racine A = a + i de
I’équation caractéristique ( si A = « + i n’est pas racine de I’équation caractéristique,

alors s =0.)
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Exemple 1.7.3 Résoudre ’équation suivante :
y' — 3y + 2y =2 — 3x. (1.26)
L’équation caractéristique est \* — 3\ + 2 = (A — 1)(\ — 2), elle admet deux racines simples
A1 = 1 et A\, = 2, alors les solutions de I’équation homogene sont
yh(x) =Ce” + 02621, ou (Cl, 02) € R2.

Puisque le nombre zéro étre n’est racine de l’équation caractéristique, la solution particu-

liére y, , de ’équation (1.26) doit étre chercher sous la forme
Ypn = ax®? +bx + ¢,

ou a, b, c sont des coefficients, pour le moment inconnus, qu’on doit déterminer. En introdui-

sant Uexpression de y, ,, dans l’équation (1.26), on obtient
2a — 3(2ax + b) + 2(az® + bx + ¢) = 2% — 3z,

d’ou

—6a +2b = —3,

2a —3b+2¢ =0.

En résolvant ce systéme, on trouve

de sort qu’une solution particuliére soit

Ypn = 51' )

et la solution générale de l’équation (1.26)
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1 1 .
y(ZE) = Clex + CQBZT + 51’2 — 5, ou (Cl, CQ) € R2

Théoréme 1.7.4 [9] (principe de superposition). Si y,(z) est solution de I'équation

ao(2)y™ + a1 (2)y™ Y + ... + an(2)y = fi(2), k=1,2,...m,

alors la fonction y(z) = Y _ y(x) est solution de léquation
k=1

ao()y™ + ar(2)y" D + o+ an(w)y = Y filw)
k=1

Exemple 1.7.5 Résoudre l’équation différentielle :
y' — 2y +y = 22%cosh v = 2%(e” + e "). (1.27)

L’équation (1.27) est une équation différentielle linéaire non homogeéne d’ordre 2.
L’équation caractéristique de 'équation homogene vy’ —2y' +y = 0 : \X2—2X+1 = 0 admet

une racine double \; = X\, = —1, la solution générale de ’équation homogene est donc
Yp = e‘x(Cl + CQJZ)(Cl, CQ) € R

Pour trouver une solution particuliére y, de Uéquation (1.27) cherchons des solutions
de deux équation

y' =2y +y =2’ (1.28)
y' =2y +y=a’e". (1.29)

L’équation (1.28) a une solution particuliére y,, de la forme y,, = ¢"(ax? + bx + ¢) alors
Y = laz® + (2a+ b)x + (b + ¢)]e”,

Y’ = [az? + (4dax + b) + (2a + 2b + ¢)]e”.

En introduisant Uexpression dey ,y' et y" dans (1.28) et par identification on trouve a = 1,

b= —3, c =2, sibien que
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Cherchons une solution particuliére de 'équation (1.29) sous la forme y,, = e*(ax*+bx3+cx?)

. . . 1
. Par identification a = L b=0,c=0,donc

1
Yp, = € (E‘lA)

En vertu du principe de superposition, la solution particuliére y, de l’équation donnée sera

égale a la somme des solutions y,, et y,,, des équations (1.28) et (1.29) :

(LY (e L8
=e —ux el-a"—zx+-).
Yp 12 A 27 T8

La solution générale de l’équation (1.27).
1 1 3
Yy = e " (Cl + CQZE) + e ” (—ILA) + e’ (sz — 51’ + g) R

out C; et C, sont des constantes réelles arbitraires.
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CHAPITRE 2. METHODES NUMERIQUES

Dans ce chapitre, on donne un apercu de quelques méthodes numériques classiques
pour résoudre des équations différentielles linéaires. Nous étudierons les deux méthodes
suivantes : la méthode des différences finies et la méthode Runge kutta.puis Nous étudie-

rons la nouvelle méthode numérique ondelettes.

2.1 Méthode de différences finies

La méthode de différences finies consiste a remplacer les dérivées par des différences

divisées en un nombre finis des points discréts.

2.1.1 Discrétisation du domaine

Soit I = [a, b] un intervalle de R. on dit que (zj),<x<n-+1 UNe subdivision de I'intervalle
[a, ] si,

xy € [a,b], V0 <k <N+ 1etvérifiés:

To=a<T <x3<---<xy<Tyi =D

Pouri=0,...,N onnote h; 1 = ;11 —z; et on définit le pas du maillage par

a b

| l 1
. S 1 ] e y
o Xi-1 Xt x4 Xy+1

FIGURE 2.1 - Discrétisation du domaine en dimension 1.

2.1.2 Principe de la méthode de différences finies

[6]Le principe de la méthode de différences finies (DF) consiste a se donner un certain
nombre de points du domaine, qu’on notera, (z;,7s,...,zy) € RY. On approche 1’opé-

rateur différentiel par un quotient de maniéere a en déduire un systéme d’équations en
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fonction d’inconnus discrétes représenter des approximation d’inconnu « aux points de

discrétisation.

h h

FIGURE 2.2 - Points médians de la grille.

Effectuont d’abord un développement de Taylor au voisinage de z; a I’ordre 3.
2

u(zip1) =u(x; +h) =u(x;) + hu' (x;) + %u"(xi) +o(h?),
u(riy) =u(x; —h) =u(x;) — h'(x;) + %u” (z;) + o (h*).

La soustraction de ces deux relation donne
u (1) — u (1) = 20’ (z;) + o (B?). (2.1)

On note u; = u(x;),Vi =0,..., N + 1. La relation (2.1) devient
Ujp1 — Uj—1 = QhUI(iL'Z) + O(hg).

Ce qui permet d’obtenire le schéma d’ordre 2 (centré) pour approximer la dérivée

premiere de « en z;
Uir1 — Uy

() = = —L 1 o(h?). (2.2)

Effectuons un développement de Taylor au voisinage de z; d’ordre 4,

u(zig1) = u(x;+h) =u(x;) + h' (z;) + gu” (z;) + %u”’ (z;) + o (h*),
u(ziy) =u(x; —h) =u(x;) — b (x;) + %u” (x;) — %u”’ (z;) + o (h?).

En faisant la somme de deux égalités, on aboutit a

Ujq1 +U;_1 — 2Ul = h2U” (I’l) +o0 (h4)
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Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux pour approximer la dérivée second de

u .
— 2uz + u;—1
h2

u” (%) = it

+o(h?). 2.3)

Effection d’abord un développement de Taylor au voisinage de z; a 'ordre 5,

2 3 4

(1) = u(z; + h) = u(x;) + ha'(x;) + ?u’/(xi) + %u”’(mi) + %u""(mi) + o(h®),
u(ri1) = u(z; — h) = u(z;) — h'(x;) + o (2;) — Z—?u”’(mi) + Z—Tu”"(xi) + o(h®)

u(wiyo) = u(z; + 2h) = u(x;) + 2h (z;) + 2hu” (x;) + SZ—TUH/(xZ’) + 162—?1/"(1;2-) + o(h®)
u(zi_o) = u(x; — 2h) = u(w;) — 2hu/ (x;) + 2R%u" (z;) — SZ—Tu”’(xi) + 16Z—Tu””(xi) + o(h®)

En faisant la somme de quatre égalités. on aboutit a
Ujro — 2Uinq + 2U; 1 — Uj_o = h3um($i) + 0(h5)

Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux pour approximer la dérivée troisieme

dew:

R Y Qb+ —
u’”(xi) _ Ui42 uz-l—l}‘; Uj—1 — Uj—2 +0<h2). (24)

Autres schémas d’approximation : D’apres le développement de Taylor au voisinage
de z; on a

u(zir) = uw(w)+h (z;)+ o (h?)

(Tiy1) — u(z) +o(h),

u
T (o) —
= u' (x;) :

un schéma décentré avant (S.D.A,).

Si on utilise le point u(z; 1) :

u(zii) = ulz)—hd(z)+ o (h?)

w(x;) —u(wiq)

h

= u' (z;) = + o(h).

schéma décentré arriére (S.D.A,).
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2.1.3 Convergence, consistance et stabilité

Définition 2.1.3.1 Supposons le probléme suivant avec L un opérateur différentiel linéaire

d’ordre 1 ent

Lu(x,t) = f(z,t) dans QxR%, 2.5)

u(z,0) =¢(x), pour xe€Q (ouvertede R)

En remplagant les dérivées partielles par des différences finies on obtient un opérateur dis-
cret L, .. Ainsi équation aux dérivées partielles homogeéne discrétisées s’écrit sous la forme
Ly xv = 0 (h le pas de lespace, k le pas du temps). Un schéma aux différences finies général

associées a l’équation (2.5) s’ écrit donc comme suit

Lk,hv = fln
La condition initiale est simplement v°, = ¢(x,,) pour z,, € .

- Consistance [6] : On dit que le schéma L, ,u = f* est consistant avec I’équation aux
dérivée partielles (2.5) si pour toute fonction ¢ de classe C*~, on a:

En tout point (z;, t,)

lim (Lo—L -0
(h,k:)—>(0,0)( © — Lniyp)

. Ondit qu’un schéma de discrétisation a vV points est d’ordre p s’il existe cR ne dépend

que de la solution exacte, tel que I’erreur de consistance satisfait

max |R;| < ch?.
1,...,.N

=1y

= stabilité : Un schéma numérique est dit stable lorsque la différence entre la solu-

tion numérique obtenue et la solution exacte des équations discrétisées est bornée.

. La stabilité dépend du norme.
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- convergence [6] : Soit u(z,¢) la solution de (2.5) et « une solution du schéma dis-
créete Ly, = ool telle que +? converge vers ¢(x) quand z; tendand vers z.
On dit que le schéma aux différences finies L, est un schéma convergent si v
converge vers u(z,t) quand (x;,t,) converge vers (z,t) pur (h, k) tendant vers (0,0)
C’est-a-dire la solution d’un schéma aux différences finies converge vers la solution

exacte de I’équation aux dérivées partielles.

. Convergence = stabilité + consistance.

2.1.4 Méthode de différences finies pour un probléme elliptique

[6] Soit le probleme suivant

—u"(x) + = , O0<z <1,
u’(x) + c(z)u(r) = f(x) x 2.6)
u(0) = u(l) =0,
ouc € C([0,1],Ry) et f € C([0,1],R), qui peut modéliser par exemple un phénomeéne
de diffusion-réaction d’une espece chimique. On se donne un pas du maillage constant

) o ,
h = 57 etune subdivision de [0, 1], notés (zx)o<k<n+1 aAVeC

130:0<131<132<"'<SL’N<SEN+1:1.

En approchant «”(z;) par quotient différentiel en utilisant le développement de Taylor,

on obtient X
_<2ul_uz 1 _uifl)—i_ciui :f’LJZ: 17"'7N7
h2 * 2.7)
ug = un41 = 0,

ou:

u; est 'inconnue discréte associée au noeud i,i = 0,..., N + 1, on pose ug = uyny; = 0.
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On peut écrire ces équations sous la forme matricielle

2+Clh2 —1
—1 2+C2h2

0 —1

et

Uy
U2
us

Up = Uy

UnN—1

Un

2+ 03h2

AhUh - bh.

-1

—1

-1 2 + CN_1h2
0 -1

h* fi
n? f
h* f3
o =h2fi= | B2,
B fy
h* fx

Exemple 2.1.4.1 [7] On considere le probléeme suivant :

—u" +u =x,2€]0,1],

u(0) =a,u(l) =b

0

—1

2+ CNh2

(2.8)

(2.9

(2.10)

On cherche a approcher cette solution par la méthode de différences finies. Soit N € N et

h=-1_

No7- On note v, la valeur approchée recherchée du de v au point ih pour i =0,...,N + L.

On utilise les approximations centrées les plus simples de ' et " au point ih,i = 1,..., N.

On pose uy, = (u;, ug, ..., uy).
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1. Donner une discrétisation par différences finies de ce probléme.
2. Ecrire le systéme obtenu sous la forme matricielle A,u, = b,. Donner A, et by,.

3. Montrer que le schéma obtenu est consistant et donner une majoration de lerreur de

consistance si u est suffisamment réguliére.

4. Montrer que le schéma obtenu est stable.

Solution : Soit ), = {z; =ih,0<i < N + 1} oflh:N%l,NeN

1. Avec un schéma contrée, on a

u" (x;) = Lt = 2];2 T i + o0 (h?). (2.11)
u (x;) = u”%hul_l +o0 (hz) . (2.12)

L’équation discréte

Ui — 2ui Uiy L Wil — Ui

- o =ith i=1,...,N. (x;=1ih). (2.13)

Pour les conditions aux limites, on a vy = u(0) = a, et uy,; = u(l) = b. Dong, le

probléme discrete devient

(
1 1 2 1 1 . . 1

Ug = a,

uny1 = b.
\

2. On peut écrire le systéme sous la forme matricielle :
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i 2 11 . . 11 .
ﬁ %_ﬁ . . 1

(L, L 2 11 .
oh ' h2 h2 o2h  h2 ' u2

11
— UN—1
<2h h2>

L .- .- .- h2 ] uN

h+(ﬁ+%)a
2h

(N —1)h

| Nh = (55 +72) b |

3. La consistance : En utilisant le développement de Taylor

2 3 h4

Uipr = u; + hu' (z;) + 510” () + —u" (z;) + — @ (&), x <& <win

4]

— ! (e Z (@ () +u@® (g
72 =u (x2)+ A1 ( (5@)"" (gz 1))

Pour u/(z;) :

hQ h3
Uit1 = Uy + hu’ (ﬂfz) + ?U,H (.2?1) + gu’” ()\Z) N Z; S )\z S Lit1-
h? h?
w1 = u; — hu' (z;) + "

2 3!

h2

Ui+1 — Ui—1
12

o (u® (N) +u® (Aio1))

= u’ (ZBZ) +

32

—au" (z;) — —u" (z;) + ZUM) (&i1), i1 < &1 <y

—u" (x;) — u" (N1) s o < iy < .

(2.14)

(2.15)
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e U1 — 2u; + Uiy poy L Wikl T Ui
= R, = —u" (z;) + 2 +u' (x;) —
h 1 h? s 3
= (' (&) +u (&) - 12 (u® (N) +u® (i)

| >
o

h? h?
= |R;| < 15 Max [u® ()| + 5 Mmax [u®(z)| <

(4) (3)
max max 5 (max [u™® ()| +2max |u (x)|)

z€[0,1] z€[0,1]

— |R| — 0 quand h — 0.

Alors, le schéma est consistant d’ordre 2.

4. De la consistanceon a:

h2 .
R < 75 (MaXeeppy (u®(2)) +2MaXpepoy (uf(2))

alors:

|R||se = max |R;| < ch?
ie{l,,N}

hN) et

.....

C= 1 <max ‘u(A‘)(:U)‘ + 2max ’u(?’)(as)o

z€(0,1] z€[0,1]

Quand A—0 ona max |R;]—0,
ie{1,--,N}

alors le probléme discret est stable pour la norme discréte du maximum (La norme de

la convergence uniforme)

2.2 Méthodes de Runge-Kutta

[2]L’équation différentielle d’ordre n, se rameéne a la résolution combinée de n équa-

tions différentielles a valeurs initiales de type Cauchy :

du
u(zg) = ug
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Le domaine de calcul [z, z,,] est subdivisé en n sous intervalles {[xi_l,xi],z‘ =1,2,... ,n}

Permet d’aboutir a ’expression :
u; =ut — 1 +/ l f(z,u)dz. (2.17)

il existe plusieurs méthode pour résoudre l’éqution differentielle (2.17) comme Euler,
differences finies
L’ordre de précision de la méthode d’Euler est équivalent a la troncature de la série de
Taylor a ’'ordre 1 :

du

= ui_ + h* (—) +6® (2.18)
dr ),

——

flri—1,ui—1)

6@ : I’erreur de troncature d’ordre 2 :

2 2
g2 (d_“> (2.19)

Pour augmenter la précision (ordre de la méthode), le calcul des dérivées [, ... .. ,fm
augmente énormément le temps et le cotit de calcul.
Carle Runge et Martin Kutta, ont développé des méthodes d’ordres plus élevés, par

I'insertion des nceuds intermédiaires dans le pas de calcul :

h
—o O o o —
h 3h
x; x,+z x‘+E x,+T Xi+1

FIGURE 2.3 - Subdivision du pas de calcul dans les méthodes de Runge-Kutta

2.2.1 Méthode de Runge-Kutta d’ordre 2

[2]Un noeud est inséré au milieu de l'intervalle [z;, z,,1] . La méthode est d’ordre 2 et

I’erreur d’approximation est d’ordre 3 :
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Ui

Uu;

FIGURE 2.4 - Méthode de Runge-Kutta d’ordre 2

La solution de ’équation différentielle (2.17) est obtenue en deux étapes :

(

K1 :h*f(xz,uz),

Ky = hxflai+ 5w+ %), (2.20)

Uip1 = u; + Ko.
\

2.2.2 Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

[2]Deux points intermédiaires sont insérés dans l'intervalle [z;, z;,4] :

Ujpq

u;

X +5 Xit1

FIGURE 2.5 - Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4
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La solution de ’équation différentielle (2.15) est obtenue en quatre étapes :

ki =hx*f(2,u),
ko =l f(zit g uit ),
ks =heflmtgut3), (2.21)
ka o =hox f (@i+ houi + ks)

w1 =w+ SRR

Exemple 2.2.3 [2]On considere le probléeme a valeur initiale, de 'exemple précédent :

d
d_? =u+ e,
u(0) = 2.

Utiliser la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 et la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4,

pour calculer u(0.5), en utilisant un pas At = 0.25.

Solution :

Méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 :

t=0.25:

k1= At * [u2(0) 4+ %] = 0.25 % [2 + **°] = 0.7500,

k;]. t . .25
k2 = At * Kurz(O) + 7) + eQ*(tf)*Az)} — 0.25 * {2 + 0—275 +e2(0F5°) | = 0.9147,

t=0.5:

k1 = At [u,2(0.25) + €] = 0.25 % [2.9147 + ¢**0%°] = 1.1408,

1 . 1.14
k2 = At * {(ur2(0.25) + %) + 62*(t1+%)] — 0.25 * [2.9147 4 11408

4 e2(025+552) | 4 4005,

upa(0.5) = upa(0.25) + k2 = 2.9147 + 1.4005 = 4.3152.
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Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 :

t=0.25:

k1 = At * [up4(0) + e**] = 0.25 % [2 + > = 0.7500 ,

k1 : . .
k2 = At |:(ur4(0) + 7) + 62*(to+%)} =0.25 * {2 + 0—275 + 62*(0+°§5)} —=0.9147,

k2 t 0.9147 |
k3 = At * {(uM(O) + 7) + 62*(t0+%)} = 0.25 * {2 + =+ e2*(°+°35)} = 0.9353,

k4 = At [(up4(0) + k3) 4 2 0TAD] = 0.25 % [2 4 0.9353 4 2(0+029)] = 1.1460,

k1l k2 k3 k4 0.75 0.9147 0.9353 1.146
+4(0.25) = u, =2 = 2.9327.
,4(0.25) u4(0)+6+3+3+6 +6+ 3 + 3 + G 9327

t=0.5:

k1 = At [upg(0.25) + 2] = 0.25 % [2.9327 4 2025 = 1.1453,

1.1453 + 62*(0.25_’_0425

k1 t
k2 = At * Kur4(0.25) + 7) + ez*(tﬁ%)} = 0.25 * [2.9327 + : )} — 1.4056,

1.4056

2 t
k3 = At * {(ur4(0.25) + k—) + 62*(t1+A2>:| = 0.25 * [2.9327 +

2 n 62*(0.25+°‘§5)] = 1.4381,

k4 = At % [(u;4(0.25) + k3) + e (1FAD] = .25 % [2.9327 + 1.4381 + e2(0-25+025)] — 1 7723,

k1l k2 k3 k4 1.1453 1.4056 1.4381 1.7723
ur4(0.25):ur4(0.25)+g+?+?+€:2.9327+ 5 + 3 + 3 + 5 = 4.36609.

Comparaison des valeurs numeériques avec la valeur exacte :

1:(0.5) | ©,(0.5) | u,2(0.5) | ©,4(0.5) | u..(0.5) | €.(0.5) | €,,(0.5) | €,2(0.5) | €,4,(0.5)
3.8497 | 4.7417 | 4.3152 | 4.3669 | 4.3670 | 11.84% | 8.58% | 1.19% | 0.0023%

TABLE 2.1 - Comparaison de la précision des méthodes numériques par rapport a la solution
exacte
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2.3 Meéthode d’ondelette de Haar

La notion de "Ondelettes"ou "Wavelets"a été utilisée pour la premiere fois au début
des années 80 par le géophysicien francgais J.Morlet pour désigner des fonctions mathé-
matiques utilisées dans la représentation des données séismiques.

Les ondelettes sont des fonctions de base de variation multi-échelles, ou multirésolu-
tions, utilisées dans le but de ’'approximation ou de la compression des données.

La théorie des ondelettes n’est pas en fait tout a fait nouvelle, mais le support ma-
thématique, contenu déja dans les recherches des années 30, a été développé considé-
rablement dans les dernieres 20 années, apres que ces fonctions ont été utilisés dans le
traitement numérique du signal et en particulier dans I’analyse et la compression des

images.

2.3.1 Définitions et quelques exemples
2.3.1.1 Qu’est ce qu’une ondelette

Définition 2.3.1.1.1 Une "ondelette"est une fonction oscillante (ce qui explique le mot "onde")
de moyenne nulle, appelée ) , possédant un certain degré de régularité et dont le support

est fini (ce qui explique le mot “ondelette”, qui veut dire petite onde).

Définition 2.3.1.1.2 Une ondelette est une fonction de base que U'on peut translater et dila-
ter pour recouvrir le plan temps-fréquences et analyser un signal. L’ondelette doit étre une
fonction de moyenne nulle, en d’autres termes, doit étre une onde. Ce qui s’écrit mathéma-
tiquement par :

+OO (x) d(z)=0. (2.22)

—0o0

Définition 2.3.1.1.3 Une ondelette v € L*(R) vérifiant la condition d’admissibilité ssi :

Cy = /000 M dw < 00, (2.23)

w
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ol ¢ (w) est la transformée de Fourier de (w).

Exemple 2.3.1.1.4 L’ondelette de Haar :

(
1 si ze|0,5],

v(x)=q -1 si z € [3,1], (2.24)

0 0 sinon.

\

Exemple 2.3.1.1.5 L’ondelette de Morlet (complexe) :

¢<x) — e*ﬂCE2€10’L’ﬂ'I’ (225)

maintenant, Nous allons montrer les ondelettes les plus importantes avec leurs courbes

graphiques.
o
| o
ﬂ F| / " T !
e | | i
iy | L’/_ J', llll i
| — N
Coiflets Daubechies Haar
I |
||\| |
S A |
[
lll || !
: .l .
Morlet Symmlet Meyer

FIGURE 2.6 - Certains types d’ondelettes
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2.3.1.2 Propriétés des ondelettes

Les ondelettes sont des fonctions qui peuvent étre caractérisées par certaines proprié-
tésremarquables ,ces dernieres pouvant étre incompatibles entre elles ,cela implique des

choix a faire suivant I’application souhaitée. Nous donnons des propriétés d’ondelettes .
— Décroissance rapide : une ondelette sera dite a décroissance rapide si

Chn

. 2.26
T+ o] (2.26)

Ym e N, 3C,,, > 0 Ve e R, |[¢(x)] <

— Orthogonalité : une ondelette ¢ est dite orthogonale si pour tout (j,j',n,n’) € Z*

on a

<wjn>wj’n’> = 5jj’5nn’ (5]']'/ =0 Si j 7& j/ et 6]']' = 1) . (227)
— Nombre de moments nuls : pour n € N, une ondelette admet » moments nuls si

+o00
Vk=0,1,---,n—1 / 2*p(z) dz=0. (2.28)

o0

— Support compact : Autant’ondelette a moins de moments nuls autant son support

est compact, et une analyse plus exacte des hautes fréquences est possible.

2.3.2 Labase d’ondelette de Haar sur L?([a, b))

Définition 2.3.2.1 [1] La fonction d’échelle définie sur Uintervalle [a,b) est :

1 V€ [a,b),
hi(z) = (2.29)

0 sinon.

Cette fonction s’appelle l'ondelette pére .
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Définition 2.3.2.2 Toutes les autres fonctions des ondelettes de Haar sont définies sur des
sous-intervalles de [a,)) .
Chaque fonction des ondelettes de Haar définie pour z € [a,b) sauf la fonction d’échelle

peut étre exprimée comme :

hi(x) =4 -1 si x € [B,7], (2.30)

0 sinon.

ou

k+0.5 k+1
+ ,Yy=a+ (b—a) + . 1=2,3,---,2M.
m

a:a—l—(b—a)getﬂ:a—l—(b—a)

Le entier m = 27 indique le niveau de l'ondeletteott j = 0,1,2...,Jetk =0,1,2,...,m—1.

Le entier j est le paramétre de dilatation et k est le parametre de translation. Le niveau
maximal de résolution est Uentier J . La relation entre i, m et k est donnépar:i=m+k+1,
Dans le cas de valeurs minimales m = 1 etk = 0, on a: = 2. La valeur maximale de i est
i = 27t = 2M. Les fonctions des ondelettes de Haar sont orthogonales les uns aux autres

car
b (b—a)277 si j=k,

/ h;(z)hy(z)de = (2.31)
a 0 si j#k.

toute fonction f qui est carrée intégrable dans lintervalle [a,b] ”1. e f € L*([a,b])” peut

étre exprimée sous la forme d’'une somme infinie d’ondelettes de Haar

[e.9]

fl@) =" chi(x). (2.32)

=1
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Remarque 2.3.2.3 La série ci-dessus se termine par des termes finis si f est constante par
morceaux ou peut étre approchée comme constante par morceaux pendant chaque sous-

intervalle.

Remarque 2.3.2.4 Lors de Uapplication de la méthode D’ondelettes de Haar , L’intervalle

. . . b— . N
[a,b) sera divisé en 2M + 1 sous-interualles, d’ott Ax = Q—Ma ,les points de colocalisation

xl:a—i—(b—a)l;%,

oul=1,2,...,2M et la matrice de Haar (H(i,l)); est de la dimension de 2M x 2M , telle

que H(i,l) = h;(x;). Nous expliquerons cela plus tard .

2.3.3 Principe de La Méthode D’ondelettes de Haar

Le principe de cette méthode est de réduire le probléme a un ensemble d’équations
algébriques en développant d’abord les termes, qui a une dérivée maximale, est donné
sous une forme de la somme de fonctions de Haar et aussi les coefficients de Haar incon-
nus . Pour calculer les coefficients de Haar , nous devons résoudre un systeme linéaire
d’équations algébriques, et d’autres dérivés et la fonction elle-méme sont obtenus par
intégration .

2.3.4 Explication de la méthode D’ondelettes de Haar

Avant de commencer d’application de la méthode D’ondelettes de Haar sur certaines
équations aux dérivées partielles, Nous introduisons les notations suivantes :

Poi(z) = / i) da (2.33)
0
ou h; est définie par eq. (2.30) ,on définit aussi

Po(z) = /0 Povr(@)de v=2,3,... (2.34)
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Ces intégrales peuvent étre calculées en utilisant I’équation eq. (2.30) , et les deux pre-
miéres d’entre elles sont données par

(
r—a si x€la,p),

Palw)=q9y—z si ze[B), (2.35)
0 sinon.
\
)
0 si = <a,
1
5@_04)2 si a<z<p,,
Po(z) = b—a? 1 . (2.36)
- =)t st fr<y
(b—a)’ :
| 2 S1l z=7.
De méme, on peut trouver d’autres intégrales P, ,(z) v = 3,4,....Intégration les fonc-

tions de Haar eq. (2.30) pour X fois . Pour tout = € [a,b] on a

pi,/\(af):/:/:"'/;hi(S)ds)‘

A times (2.37)

]_ x
:m/ (a:—g)k—lhi(s)ds, A=1,2,---:i=1,2,---,2M

Le cas A = 0 correspond a la fonction A;(z).

Toutes ces intégrales peut étre calculees analytiquement et présentées directement.

Quand i = 1 I’équation eq. (2.37) donne

1

Pia(z) = x(iﬂ —a)*. (2.38)
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Et pour ; > 2 dans I’équation (2.37) , on obtient

(

0 si 1z € [a,a),

pin(a) = % =) iorelenh) (2.39)
' [(;c —a) — 2 — B)A] si xe[B9),
(z—aP =2z — 8P+ (=70 si zelb).

\

Maintenant y™(¢) peut étre consigi]&'zré comme suit

y " (t) =) " ehi(t) = Chhn(t), te[a,b], (2.40)
1=0
ce qui donne
(t)~§ P. (t)+Mtn*1+...+Mt2+ ’( )t_|_ () te[ b] (241)
Yy — s CiFin (n — 1>‘ ol yla yla), a, o). .

Pour résoudre les problemes aux limites dans certains exemples, nous avons besoin des
valeurs P, ,(b) ,qui peuvent étre calculées a partir de eq. (2.39). Dans des cas particuliers

A=10u\ =2, 0ntrouve

b—a si 1=1,

¢1(i) = pia(b) = (2.42)
0 sinon.
1(b —a)? si i=1,
q2(i) = pia(b) = %b oy (2.43)
o sinon.

Sur lintervalle [0, 1) on définit aussi,

1
Chi(z) = / Py(z)dx i=1,2,3,...,2M. (2.44)
0
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Donc,
(1-a)? siz € [, B),

1
— (B —-1)% si
Chi(z) = ¢ 477 7 steeli) (2.45)

— siz € [y,1),

0 sinon.

\

Maintenant, apres avoir rappelé certains symboles et relations nous commencerons par

méthode de solution et expliquer la méthode des ondelettes de Haar en ’appliquant a

EDP.
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CHAPITRE 3. APPLICATION

3.1 Description de la méthode

Par rapport a la section précédente, si les valeurs initiales sont données dans (2.39),
la fonction peut étre approximée par une base de Haar et par conséquent, nous pouvons
développer la solution des probléemes de valeur initiale. Nous voulons maintenant pro-
poser la technique pour résoudre les probléemes de valeurs aux limites sous la forme gé-
nérale de les équation différentielle d’ordre n : F(Y(¢),t) = 0 sur 'intervalle [a, b] lorsque
certaines valeurs initiales ne sont pas données. Nous supposons que Y ™ (¢) peut étre dé-

veloppé en termes d’ondelettes de Haar comme suit

y™ (1) Z cihy € [a,b). (3.1)

ce qui donne

¥ = et -y

2M

= ciPa(t) +ty" V() + " (a),

2M /2
= > CPa() + 55" V(@) + 1y (@) + 3" a),
i=1

2M n—1 "
= alul) + 3 5yWia).
i=1 k=0

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer y¥)(a),j = 1,2,...,n — 1 sont incon-

nus. Ainsi, les équations ci-dessus peuvent étre réécrites en tant que suivez
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oM
yr() =D iPa(t) + Cm,
=1
oM
yn=2 (t) = Z CiPio(t) + tCpy + Cpip1,
=1

2M
_ t?
yrI(t) = > eiPa(t) + 5 Cm €1 + Cinga,
=1

2M n—1 tk

i=1 k=0
ol cpyr = Y™+ V(a), k = 0,1,...,n — 1. Maintenant, en remplacant 'expansion de
yu(t), j = 0,1,...,n dans le systétme de F(Y(t),t) = 0 et En discrétisant les résultats

aux points de collocation z;, on obtient les équations suivantes

F(Y<ryl)7r>/l) = 07 [ = ]-7 27 cee, M, (302)
G(Y(t), Y(tr), . Y () =0. i=1,2,....n. (3.3)

Enrésolvant le systéme obtenu de (3.2) et (3.3) incluant (m+n) équations donne la valeur
des coefficients inconnus ¢;,i = 0,1, ..., (m+n—1) etdoncles fonctions y?)(¢), i = 0,1,...,n

sont approximativement identifiés.

Remarque 3.1.1 Il convient de mentionner que nous pouvons simplement apporter que-
lques petites modifications y'(a),i = 0,1,...,n — 1 sont donnés. En particulier si y)(a),
i = 0,1,...,n — 1 sont tous donnés, le systéeme devient un probléeme de valeur initiale et
il n’est pas nécessaire de définir tout c¢;, i = m,...,m + n — 1. Nous pouvons également
conserver la structure de Ualgorithme et entrer la valeur initiale donnée dans le modele dé-
crit. Evidemment, le premier état considere la valeur de y®(a),1 < i < n, précisément et le
second état les trouve approximativement de telle sorte qu’il y ait un bon accord entre les

valeurs précises et approximatives.
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3.2 Expériences numériques

Dans cette section, nous résolvons quelques exemples pour décrire plus en détail I'im-
plémentation des fonctions de base de Haar rationalisées. Les résultats numériques ob-
tenus confirment la validité et I’efficacité de la méthode proposée. Les calculs associés
avec les exemples ont été réalisés. Pour voir la convergence de la méthode proposée,
nous utilisons les formules d’erreur suivantes

Hy“’) () (t)HOO, =012, ..

Exact yHaarwavelet

ER - loglo <‘YExact ) yg;arwavelet (t)D ) r= 07 17 2’ Tt

De plus, nous avons obtenu l'ordre de calcul (C-Order) de la méthode proposée en utili-

sant la formule suivante [11]

log (7, )

C — Order = ,
log(2)

ou Ej (t) = YEzact (t) —Yum (t)
Exemple 3.2.1 Considérons l’équation différentielle ordinaire suivante [15, 14]
yO (1) +y(t) = 6(2t cos(t) + 5sin(t)), te[1,1]

avec les conditions aux limites séparées

y(~1) = y(1) =0.

y"(—1) = —4cos(—1) + 2sin(—1),
y”(1) = 4cos(1) + 2sin(1),
y@(—1) = 8cos(—1) — 12sin(—1),
y@(1) = —8cos(1) — 12sin(1).
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et la solution exacte

Selon lalgorithme, nous commengons par approximer y® (t) comme suit

2M
yO@) ~ > cihilt), te[-1,1]
=1

ou h;(t) sont les fonctions de base de Haar définies dans (2.29) et (2.30) sur [a,b] = [—1,1].
Supposons que J = 1, ce qui signifie 2M = 4 par intégration y;(t),j = 0,1,...,5, comme

suit
4
yO () = ciPalt) + ¢,
=1

4
yO) =) ciPa(t) + tcy + ¢,
i=1

4 5 4 3 2

t t t t
y(t) = Z CiP(t) + 1—ng + ﬁcg + Ecg + Ecg + tCy + Cy.
=1

Les points de collocation uniformes choisis, -3/4, -1/4, 1/4, et 3/4, doit étre substitué dans

léquation suivante

4 4 5 4 43 2

t
c;h;i(t C;P(t) + —C, + —cC + —C, + —C. + tCy + C, — 6(2t cos(t) + 5sin(t)) = 0,
; ()+; (1) + T55Ch + 57 + G + 5O + 1€ + € — 6(2t cos() + 5sin(1))

ce qui donne quatre équations linéaires algébriques. De plus, nous obtiendrons les six autres
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équations linéaires suivantes

- 1 1 1 1
ZC"B6(_1) - ﬁcix + ﬂcé - ECIG + §C’7 —Cp+Cy =0,
=1

4
1 1 1 1
Ecinl —c,+—¢C.+-C. +-c.+c,+cC,=0,
2 6()+1204+245+66+2 7+ Cg + Cy

4
1 1 .

> CiPu(—1) - acﬁ1 — 5 — G + ¢7 + 4 cos(—1) — 2sin(~1) =0,

=1

4
1 1 .
D CiPu(l) + gcﬁ1 + 505 + € + ¢ — 4cos(1) + 2sin(1) =0,
=1

4
> €iPa(—1) = ¢} + ¢, — 8cos(—1) + 12sin(—1) =0,

=1

4
Z CiPi2(1) + ¢} + ¢5 + 8cos(1) + 12sin(1) = 0,
i=1

qui comprennent dix coefficients inconnus. En résolvant le systéme obtenu, on obtient

¢, =0, ¢, = 11.56970,
) = —18.94644, ¢} = 11.19923,
¢, = —8.38589, ¢, = 1.09517,
c, = —8.38589, ¢4 = —0.77553,
¢, = —2.85037, ¢, = 0.03760,

d’évaluer y),r = 0,1,...,6 et le tableau (3.1) comprend Uerreur absolue observée par
ces valeurs. Le tableau (3.2) montre les calculs commandes obtenues pour cet exemple. De
méme, la fonction d’erreur absolue lorsque j = 6 est illustré dans la figure (3.1) qui montre

des la précision de la méthode.Noter que, suite a la remarque 3.1 relative a

¢t =yW(-1), ¢ =y'(-1), cy=y(-1),

qui sont données, le schéma peut également étre réduit a 7 équations comprenant 7 coeffi-
cients inconnus. En outre, cet exemple avec d’autres conditions aux limites discutées dans

[14, 15] peut aussi étre directement réduite au systeme d’équations linéaires suivant décrite.

51



CHAPITRE 3. APPLICATION

Exemple 3.2.2 Considérons le probléme de valeur limite a deux points suivant [10, 15].
yO(t) + ty(t) + (2 + 11t +24)e* =0, te€[0,1],

avec les conditions aux limites séparées
y'(0) =0, y'(1)=—de,
yO(0) = -8, yU(1) = ~16e,

TABLE 3.1 - L’erreur absolue maximale observée pour différentes valeurs de J pour ’exemple
3.2.1

e, J =2 J=3 J =4 J=5 J=6

eo 3.5 x 1074 1.1 x10™* 2.9 x 107° 7.1 x 1076 1.7 x 1076
e 1.1 x 1073 3.4 %1074 9.0 x 107° 2.3 x 1075 5.5 x 1076
es 3.6 x 1073 1.1 x1073 2.8 x 1074 6.9 x 107° 1.7 x 107°
es 1.2 x 1072 3.5 x 1073 9.1 x 1074 2.4 x 10~* 5.9 x 10~*
e4 7.1 x 1072 1.5 x 1072 3.1x1073 8.0 x 107* 1.8 x 1074
es 8.0 x 107! 1.9 x 1071 5.0 x 1072 1.2 x 1072 3.0 x 1073

TABLE 3.2 - Ordres de calcul obtenus pour les exemples 3.2.1-3.2.3

] Exemple1l Exemple2 Exemple 3

3 1.6699 1.9542 2.2439
4 1.9234 1.9296 2.078
5 1.932 2.0418 2.0324
6 2.0623 2.0875 2.0265
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— ER
— ER,
o ER,
o ER;
— ER,

FIGURE 3.1 - Les fonctions d’erreur absolue de y,y’,y”,y®, y® lorsque le niveau de résolutions
J = 6 pour I'exemple 3.2.1.

et la solution exacte
y(t) = t(1 —t)e. (3.4)
De la méme maniere, nous approximons y®(t) en utilisant les fonctions de base de Haar
définies dans (2.30) sur [a,b] = [0, 1] et ensuite l'intégration successive pour préparer les

termes nécessaires. Comme précédemment, supposons que 2M = 4
: 5, ot ) 5 .
/ / / / _
> ¢ +§ ¢itPig(t) 120 +ﬂC5+€C6+§C7+tC8+tC9+(t +11t+24)e' =0,

i=1

et des points de collocation uniformes 1/8,3/8,5/8 and 7/8 ce qui donne quatre équations

linéaires algébriques. De plus, nous aurons d’autres 6 équations linéaires comme suit
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4
> ciPis(0) + ¢y =0,

=1
4

1 1 1 1
C;Pig(1) + —cC, + —cCL + —Cl + =C., + C; + C, = 0,
; 6()+1204+24 5+6 6+2 7+ Cg + Cy

4

Z CZPM(O) + C{7 - 0,

=1
4

1, 1
> ciPu(l) + 50T 5C + G+t de =0,
i=1

4
> €iPi(0) + ¢, +8=0,
i=1
4
> ciPa(1) + ¢, + ¢ + 16 = 0,

i=1

En résolvant le systéme obtenu, on obtient

) = —52.70217, ¢, = -8,
¢, =17.75331, ¢} = 3.00940,
¢, =6.17749, ¢, =0,

c, = 12.04343, ¢, = 1.0009,

¢, = 14.71856, cj =0,

d’évaluer y",r = 0,1,...,6 et le tableau 3 comprend Uerreur absolue par ces valeurs. Le
tableau 2 montre les ordres de calcul obtenu pour ’exemple 2. De méme, la fonction d’erreur
absolue lorsque j = 6 est illustré dans la figure 2 qui montre les calculs Uefficacité de la

méthode.

Exemple 3.2.3 Considérons I’équation différentielle non linéaire suivante [10]

yA) + Y 0y (1) — 4(y'(1)*y'(t) =0, te]0,1],
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TABLE 3.3 — Lerreur absolue maximale observée pour différentes valeurs de J pour Exemple

3.2.2.

e, J=2 J=3 J =4 J=5 J =6

€o 3.1x107* 8.0x107° 2.1x107° 5.1x10°° 1.2x10°6
el 9.6x10~4 2.5%x10~4 6.3x107° 1.6x1076 4.0%x1076
€9 3.0x1073 7.9x1074 2.0x1074 5.0x107° 1.3x107°
es 9.6x10~3 2.6x1073 6.8x10~% 1.7x10~4 4.1x107°
ey 3.9x102 8.9x10~3 2.1x1073 5.0x107% 1.2x1074
es 5.8x1071 1.3x107 L 3.4%1072 8.2x1073 2.1x1073

TABLE 3.4 — Lerreur absolue maximale observée pour différentes valeurs de J pour I'exemple

3.2.3.
e, J=2 J=3 J=4 J=5 J=6
eo 9.0 x 107° 1.9 x 107° 4.5 x 1076 1.1 x10°¢ 2.7 x 1077
€1 6.1 x 1074 1.2 x 10~* 3.0 x 1075 7.1 x 1076 1.8 x 1076
e 5.5 x 1073 1.6 x 1073 4.2 x 1074 1.1 x 1074 2.7 x107°
es 6.2 x 1072 2.4 x 1072 6.9 x 1073 1.9 x 1073 49 x 1074
ey 2.2 1.3 0.7 3.0 x 107! 1.8 x 1071

FIGURE 3.2 - Les fonctions d’erreur absolue de y,y’,y”, y® .,y lorsque le niveau des résolutions

o e R — R —

est J = 6 pour I’exemple 3.2.2.
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— ER
w— ER | ar
L

O ER,
— ERy
— ER,

FIGURE 3.3 - Les fonctions d’erreur absolue de y,y’,y”, y®,y* lorsque le niveau des résolutions
est J = 6 pour 'exemple 3.2.3.

avec les conditions aux limites non séparées

y(0) +y(3) +y(1) = In(3), (1) =In(2)

1
y(0)+3y(5) -2y1) =2, y(1)= 3
et la solution exacte
y(t) =1In(1 +t).

L’erreur absolue maximale observée pour différentes valeurs de J d’évaluery™), r =0,1,...,4
sont indiqués dans le tableau 4 et les fonctions d’erreur absolue de'y,y',y",y3,y* sont pré-
sentés dans la figure (3.3) 3. De méme, le tableau (3.2) 2 montre les ordres de calcul obtenus

pour cet exemple.

Exemple 3.2.4 Considérons les problemes de valeurs limites non linéaires du cinquiéme
ordre [5, 8, 16].
yo(t) — ey =0, tel01],

qui est associé a l’un des cas suivants :

Cas I : Les conditions aux limites séparées en deux points
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Cas II : Les conditions aux limites non séparées en deux points

y?(0) - 2y(0)y(1) +y"(1) +y*¥(1) - 1,
yP (1) +y"(0) - y'(1) + y®(0) - 2y*(0) = 0,
y(0)y"(0) + (y'(1))* - y"(1)y'(1) - 2y¥ +1 =0,
y'(0) +y?(1) — 2y —y*(0) +e =0,

y®(0) —y(1) +y'(1) +y(0) - 2 =0,

Cas III : Les conditions aux limites multipoint non séparées

/ 2 1" (4) 5 2 3
yO) +¥' {5 ) +y'In@2) +y? (g ) +y(1) =3 +e+es +es,

1 5

y'(0) — y@ (%) +y (%) +y" (g) +y®¥1) =1+e— es e + es,
2 4 2 4
y(0) +y (g +y(n(2)) +y® (§> +y'(1)=3+e+es5+ed,

yO)+y (%) +y'(In(2)) - y* (g) £y(1)=3+e+ed et

et la solution exacte y = e'. L’erreur absolue maximale observée pour différents cas de
conditions limites a évaluer y*,r = 0,1, ..., 5 sont présentés dans le tableau (3.5). De méme,
la fonction d’erreur absolue pour le second cas lorsque J = 7 sont démontrés dans Figure

(3.4).

Exemple 3.2.5 Considérons le probléme non linéaire singulier des valeurs limites a deux
points [13, 3].
(ty' (1)) +te¥® =0, tel0,1], (3.5)

avec les conditions limites
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TABLE 3.5 - L'erreur absolue maximale observée pour différents cas de conditions aux limites

pour ’exemple 3.2.4.

Casel

Case Il

Case III

J =5

J =6

J=5

J =6

J=5

J =6

€0
€1
€2
€3
€4
€5

1.8 x 1078
7.3 x 1078
1.1 x 1076
1.2 x 107°
1.7 x 1074
4.1 x 1072

2.5 x 107°
7.1 x 107°
1.4 x 1074
1.9 x 1074
3.2x 1074
4.1 x 1072

1.5 x 107°
4.2 x 1076
8.1 x 1076
1.2 x 107°
2.0 x 107°
1.1 x 1072

6.1 x 107
1.7 x 107°
3.5 x 107°
5.1x 107°
8.0 x 107°
2.2 x 1072

1.0 x 107*
1.5 x 10~*
2.6 x 1074
4.5 % 1074
5.0 x 10~*
4.2 x 1072

9.2 x 107
6.8 x 1076
1.7 x 107°
3.0 x 107°
3.9x 107°
1.3 x 1072

TABLE 3.6 — L’erreur absolue maximale observée pour I'exemple 3.2.5.

M =2/ Present n n

HPM B-spline method

(Mesh points) method (No. of terms) (Mesh points)

8 1.1617x107° 10 1.3395x 10~ ° 20 3.1607 x 107°

16 2.2876 x 106 14 3.0159x 10~6 40 7.8742 x 1076

TABLE 3.7 - L’erreur absolue maximale observée pour I'exemple 3.2.6.

M =27 Present n n

HPM FDM solution

(Mesh points) method (No. of terms) (Mesh points)

8 2.3666 x 104 12 2.6371 x 10~4 16 3.6400 x 10~4

16 1.3922 x 1075 22 1.6482 x 10~° 32 2.4900 x 10~°
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— ER,
- ER,
o ER,
ER,

ER,
w— ERs

T T T T T T T T T T b
0 02 04 06 08 1
t

FIGURE 3.4 — Les fonctions d’erreur absolue de y,1/,3”,y®, y®, y(® lorsque le niveau des résolu-
tions est J = 7 pour I'exemple 3.2.4 avec la limite définie dans le cas II.

La solution exacte est donnée par y(t) = 2In((A +1)/(At> +- 1)) avec A = 3 — 2V/2. Le
tableau 6 présente une comparaison entre les valeurs maximales erreur absolue obtenue
par la méthode présentée, la méthode de perturbation de ’homotopie [13] et la méthode

B-spline [3].

Exemple 3.2.6 Considérons le probléme non linéaire de valeur limite singuliere décrivant

léquilibre de la sphere de gaz isotherme [13, 4]

(ty' (1) +ty°() =0, te[0,1],

avec les conditions limites

La solution exacte est y(t) = 1/3/(3 + t2). Le tableau 7 présente une comparaison entre
Uerreur absolue maximale obtenue par les méthodes présentées, la méthode des perturba-
tions d’homotopie [13] et la méthode des différences finies (FDM) d’ordre 4 a trois points
[4].
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-
ol
el
0.8 o
&
""" p=2 0.6 9’
e s
Lo P /i
—p=1 gt
+ 0.4 r
o 3 7
By 3
02
L] T
0 0 04 06 08 1
1077
10-54
—— 10” B, o
e L
(<} ==
i ft;'
At 1 é@
* p=+
- p—-; 10°? =
10104

o 02 04 06 08 1
¥

FIGURE 3.5 - Profils de vélocité f(¢) et la fonction d’erreur absolue pour M = R = 1 et diverses
valeurs de p

Exemple 3.2.7 Considérez lordre4 de IVP :

u () + zu(z) = 168in(2z) + zsin(2z), 0<z < 1.

u(0) = 0,4 (0) = 2,4"(0) = 0,u"(0) = 8.
avec la solution exacte
u(x) = sin(2x).

Utilisation de trois niveaux d’ondelettes de Haar (j = 3)
Etape (1) : Développez la dérivée la plus élevée u¥ (x),
2M

u(z) = Z a;h;(z)

=1
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Etape (2) : Intégrer les deux cotés de 0 a

© 2M

/ dT—/ZaZ

u" () — u"(0) = Z a;Pia(x) = u"(z)+ ) a;iPiy(x) +u”(0)

1=1 1=2

/// § :
az 21

Encore une fois, intégrez les deux cotés de 0 a x

/ dT—/ Zal o dT—/ 8dt
0 0

2M
=  u'(z)—d"(0) = Zaiﬂ’g(l’) — 42°

1=2
2M

u'(z) = Z a; P;3(x) — 42* + 2

1=t

Encore une fois, intégrez les deux cotés de 0 a x

z 2M

/u’(T)dT:/ Za, 3 ( dT—/ 47‘2d7—|—/ 2dr
0 0
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Etape (3) : Substitut u(x) et ses dérivés dans I’équation et évaluez a les points de collocation z;.

u® () + zu(z) = 16 8in(2z) + = sin(2x)

2M 2M 4
> aihi(z)x (Z a; P (z) — gx?’ + 2:(:) = 16 sin(2z) + 2 sin(2x)
=1 =1

2M

. . 4
Z a; [hl(l’l) + IZPZ'A(ZEl)] =16 Sln(2$l) + a2 Sln(QIl) + gl‘? — 21]12,
=1

1=1,2,...,16.

Etape (4) : En résolvant le systéme d’équation linéaire, nous obtenons londelette coeffi-
cients a;.
Etape (5) : Substituez les coefficients dans u(z) pour obtenir la solution.

Tableau (3.8) montre les solutions exactes et approximatives a différents nceuds.

TABLE 3.8 - La solution numérique de ’exemple 3.2.7

Node(x/32) Exact Haar solution | RK4 pour le systéme
1 0.06245932 | 0.06245939 0.06245931
3 0.1864033 | 0.18640761 0.18640328
5 0.30743851 | 0.30746207 0.30743864
7 0.42367626 | 0.42374063 0.42367741
9 0.53330267 | 0.53343726 0.53330804

11 0.63460708 | 0.63484409 0.63462502
13 0.72600866 | 0.72638354 0.72605734
15 0.80608111 | 0.80662775 0.80619522
17 0.87357494 | 0.87432576 0.87381471
19 0.92743692 | 0.92841901 0.92789968
21 0.96682656 | 0.96806159 0.96766088
23 0.99112919 | 0.99263072 0.99255173
25 0.99996559 | 1.00173857 1.00228037
27 0.99319785 | 0.99523685 0.99681803
29 0.9709316 | 0.97321914 0.97640324
31 0.93351428 | 0.93601905 0.9415419

62




CHAPITRE 3. APPLICATION

TABLE 3.9 - Erreur en utilisant 'ondelette de Haar et RK4 pour le systéme de I'exemple 3.2.7

Noeud(x/32) | Erreur de Haar | Erreur de RK4 pour le systéme
1 0.00000007 0.00000001
3 0.00000431 0.00000002
5 0.00002356 0.00000013
7 0.00006437 0.00000115
9 0.00013459 0.00000537

11 0.00023701 0.00001794
13 0.00037488 0.00004868
15 0.00054664 0.00011411
17 0.00075082 0.00023977
19 0.0009821 0.00046276
21 0.00123504 0.00083432
23 0.00150153 0.00142254
25 0.00177298 0.00231478
27 0.002039 0.00362018
29 0.00228755 0.00547162
31 0.00250477 0.00802762

Comparison between Error of Haar method and Error of Runge-Kutte for system method

0.008 -
D.:’JD'—_
0.006 4
0.005 4
¥0.004 4
0.003
0.002

0.001

0= , - , ; - . : . : : : . .
0.1 0.2 03 0.4 03 06 0.7 08 09

x— axise

Error of Haar Error of Runge-Kutta for system |

FIGURE 3.6 — Erreur en utilisant 'ondelette de Haar et RK4 pour le systeme de 'exemple 3.2.7

L’erreur absolue maximale de U'ondelette de Haar pour UIVP est de 0,00250477.
L’erreur absolue maximale de RK4 pour IVP est de 0,00802762.
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Exemple 3.2.8 Considérons le BVP inhomogeéne du second ordre :

u"(z) +u(x) = sin(z) + zcos(z), 0<z <1

u(0) = 1,u(1) = 1.667433

avec la solution exacte

u(x) = cos(z) + Z sin(z) + 411(12 sin(z) — x cos(x))

Utilisation de trois niveaux d’ondelettes de Haar (j = 3) :

Etape (1) :Développez v"(z) série d’ondelettes.

u'(z) = Z a;hi(x)

Etape (2) : Intégrer les deux cotés de 0 a

/Ox u'(7)dr = /Ox Zaihi(T)dT
W' (x) —u'(0) = Z a; P, ()
W (z) = u'(0) + Z a; P, (z)

Encore une fois, intégrer les deux cotés de 0 a x a nouveau

u(x) —u(0) = Z a; P, o(z) + zu'(0)

u(x) = u(0) + 2/ (0) + Y a;Pis()

=1
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ou u/'(0) est inconnu,u’(0)peut étre trouvé en considérant.

u(1) = 1.667433

u(l) = a;Pia(1) +u/(0) + 1

=1
2M

u/(0) = 0.667433 — Y a;Pia(1)

=1

2M 2M
u(@) =Y a;Pia(x) — 2 aiPa(x) +0.667433z + 1
i=1 i=1
Etape (3) :Substituer u(z) ses dérivés dans l'équation

u"(x) + u(z) = zsin(x) + x cos(x)

2M oM 0 om
> aihi(r) + Y aiPp(l)+1+z| =) a;Piy(1) +0.667433
=1 =1 =1

= sin(z) 4+ x cos(x)

Z a; [hi(wz) + Pia(m;) — leiQ(l)}

i=1

sin(z;) + x; cos(z;) — 0.667433z; — 1,

1=1,2,...,16

Etape (4) : Evaluez aux points de collocation x;, résolvez le systéme de linéaire pour les

coefficients d’ondelettes a;.

Etape (5) : Substituer le coefficient dans u(z) pour obtenir la solution.
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CHAPITRE 3. APPLICATION

TABLE 3.10 - La solution numérique de ’exemple 3.2.8

Node(x/32) Exact Haa.r .Finite Linea.lr
solution | Difference | Shooting
1 1.03076684 | 1.03731194 | 1.01223017 | 1.01228100
3 1.08949571 | 1.10240672 | 1.03942495 | 1.03941897
5 1.14469969 | 1.15966881 | 1.06995086 | 1.06994136
7 1.19664324 | 1.20816745 | 1.10344680 | 1.10343418
9 1.24559411 | 1.25667542 | 1.13957272 | 1.13955791
11 1.29181853 | 1.29703658 | 1.17801204 | 1.17799453
13 1.33557659 | 1.33667609 | 1.21847403 | 1.21845484
15 1.37711767 | 1.37260730 | 1.26069621 | 1.26006759
17 1.41667605 | 1.41526066 | 1.30444677 | 1.30442598
19 1.45446674 | 1.45050873 | 1.34952690 | 1.34950727
21 1.49068148 | 1.48339958 | 1.39577316 | 1.39575340
23 1.52548513 | 1.53448845 | 1.44305974 | 1.44309160
25 1.55901222 | 1.54951312 | 1.49130075 | 1.49128505
27 1.59136390 | 1.58348080 | 1.54045242 | 1.54044062
29 1.62260531 | 1.61703899 | 1.59051518 | 1.59050700
31 1.65276320 | 1.65066385 | 1.64153577 | 1.64153278

Comparison between Exact , Haar Solution , Linear Shooting and Finite Difference

FIGURE 3.7 - Les solutions exactes et numériques(solution de Haar, tir linéaire et différence finie)
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CHAPITRE 3. APPLICATION

TABLE 3.11 - Erreur dans 'exemple 3.2.8

Error of Finite | Error of Linear
Node(x/32) | Error of Haar Difference Shooting
1 0.00654510 0.01853667 0.01853874
3 0.01291101 0.05007075 0.05007674
5 0.01496912 0.07474883 0.07475833
7 0.01152421 0.09319644 0.09320907
9 0.01108131 0.15602139 0.15636200
11 0.00521805 0.21380649 0.21382400
13 0.00109950 0.11710256 0.11712175
15 0.00451037 0.11642146 0.11644175
17 0.00141539 0.11222928 0.11225007
19 0.00395801 0.10503984 0.10496046
21 0.00728190 0.09490832 0.09492809
23 0.00900332 0.08242539 0.08244353
25 0.00949910 0.06771147 0.06772716
27 0.00788310 0.05091148 0.05092388
29 0.00556632 0.03207013 0.03209831
31 0.00209935 0.01122743 0.01123041

Comparison between Error of Haar, Error of Linear Shooting and
Error of Finite Difference

0.20
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¥ 0.10
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0.04 -

0.02

T
0.1

T T
0.5 0.6
X— axis

T
0.7

Error of Linear Shooting

Error of Haar

Error of Finite Difference

FIGURE 3.8 - Erreur dans ’exemple 3.2.8

TABLE 3.12 - Erreur absolue maximale de I’équation

Maximum absolute error

Haar Solution

Finite Difference

Linear Shooting

0.01496912

0.21380649

0.21382400
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CHAPITRE 3. APPLICATION

Exemple 3.2.9 Exemple d’application 3.2.7 dans matlab

1 function F=F(i,alpha,x)

2 p=L(i);
3 xl=p(2)/(2"p(1));x2=(p(2)+0.5)/(2"p(1));x3=(p(2)+1)
[(2°p(1));

4 if x>=0&x<x1;

5 F=0;

6 elseif x>=xlex<x2;

7 F=(1/gamma(alpha+1))*((x-x1)"alpha);

8 elseif x>=x2e/<x3;

9 F=(1/gamma(alpha+1))*((x-x1)"alpha) -2%(1/gamma (

alpha+1))*((x-x2)"alpha);

10 else x>=x3ex<1;

11 F=(1/gamma(alpha+1))*((x-x1)"alpha) -2%(1/
gamma (alpha+1))*((x-x2)"alpha)+(1/gamma(
alpha+1))*((x-x3)"alpha);

12 end
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CHAPITRE 3. APPLICATION

1 function h=h(i ,x)

2 p=L(i);

3 xl=p(2) /(2" p(1));x2=(p(2)+0.5) /(2" p(1));x3=(p(2)+1)
/(20 (1))

4 if x>=0&/x<x1;

5 h=0;

6 elseif x>=xlex<x2;

7 h=1;

8 elseif x>=x2ex<x3;

9 h=-1;

10 else x>=x3ex<1;

11 h=0;

12 end
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CHAPITRE 3. APPLICATION

1 function L=L(i)

2 for j=0:i

3 for k=0:(2"j)-1

4 if i==(2"j)+k+1;
5 L=[j k];

6 end

7 end

8 end
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CHAPITRE 3. APPLICATION

format long

%Programme pour | 'exemple 3.2.7

J=input ('J=");t=input('t=");

M=2"7;

for k=1:2*M
x(k)=(k-0.5)/(2*M);

end

A=zer0s(2*M);

for i=1:2*M

A(i,]) =1+(((x(i))A5) /gamma(S));

end
for i=1:2*M
for j=2:2*M

A(i,j)=h(j,x(i))+x(i)*F(j,4,x(i));

end
end
B=zeros (Z*M,I) ;
for i=1:2*M

B(i)=16%sin (2%x(i))+x(i)*sin (2%x(i))-2%(x(i)"2)+(4/3)

(1))
end
C=inv (A) *B:
y=0;

for i=2:2*M
y=y+C(i)*F(i 4, t);
end

yapprochee=y+(C(1)*(t."4) [gamma (5))+2.%t-(4/3)*(t."3)

yexacte=sin (2.%t)
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Conclusion générale




CONCLUSION GENERALEL

Dans ce mémoire nous avons présenté d’une part, une étude approfondie et détaillée
sur les équations différentielles de premier et de deuxieme ordre et d’ordre supérieur.
D’une autre part, nous avons introduit des méthodes de résolution des équations diffé-
rentielles d’ordre supérieur avec des conditions initiales. I objectif principal de ce travail
est de proposer la méthode des ondelettes de Haar pour la résolution des équations dif-
férentielles linéaires, une solution exacte du probleme a été utilisée dans le test pour
illustrer lefficacité de 'approximation de solution de ’équation différentielle linéaires

d’ordre supérieur par la méthode des ondelettes de Haar.
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RESUME

-

de Haar et ses avantages par rapport aux autres méthodes classiques pour résoudre des
équations différentielles linéaires d’ordre supérieur. Pour cela, nous avons fait une étude
théorique et numérique liée a la nouvelle méthode ('ondelette de Haar), puis nous avons
comparé les résultats de cette méthode avec des méthodes classiques (différences finies et
Runge-kutta). Les résultats numériques concernant la méthode d’ondelette de Haar sont
trés précis que les autres méthodes.

Mots clés : les équations différentielles, ondelettes de Haar, différences finies, Runge-kutta.

Résumé )
Dans ce mémoire, notre objectif est de démontrer l’efficacité de la méthode d’ondelette

o
-

and its advantages over other classical methods for solving higher order linear differential
equations. For this, we made a theoretical and numerical study related to the new method
(the Haar wavelet), then we compared the results of this method with classical methods
(finite differences and Runge-kutta). Numerical results regarding Haar wavelet method
are very accurate than other methods.

Key words : differentielle equations, Haar wavelts, finite differences method, Runge-kutta
method, numerical method.

Abstract )
In this work, our objective is to demonstrate the efficiency of the Haar wavelet method
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