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Introduction

Il est bien connu qu’une matrice sur un corps admet une inverse, si elle est carrée de
déterminant non nul. Ce pendant, dans plusieurs domaines des mathématiques appli-
quées on a besoin de quelques types d’inverses partieliéres d’'une matrice singuliére, ou
méme rectangulaire. Par exemple, les solutions d’un systéme linéaire peuvent exister
méme si la matrice définissant ce systéme est singuliére. Ce qui conduit a l'inverse ainsi
nomme généralise d’une matrice ou l'inverse de Drazin.

L’inversibilité est I'une des disciplines les plus répandues en Mathématique, beau-
coup de problémes sont interprétés par une équation du type Ax = y, o A est une
transformation linéaire donnée, qui est dans notre situation une matrice de type m xn
sur k (un opérateur linéaire défini d’un espace vectoriel F dans un autre F' de dimen-
sions respective n et m) : comme 'analyse numérique, 'optimisation, la théorie de
controdle, théorie de codage, la statistique et les modéles linéaires, ce probléme est aussi
manipulé via le concept d'une inverse généralise (ou le pseudo inverse)d’une matrice
(ou d'un opérateur linéaire). Devant des questions de ce type on cherche un opérateur
ayant le maximum de propriétés dont l'inverse usuelle réjouit, et d’'une maniére que
cette inverse existe pour une classe aussi large d’opérateurs linéaires.

Dans ce mémoire, on s’intéresse a 1’étude des solution des équations différentielles
en utilisant 'inverse de Drazin avec quelques exemples.

Dans le premier chapitre on donne quelques rappels sur les opérateurs linéaires et
bornés.

Dans le deuxiéme chapitre, on donne les définitions des inverses généralises, et
quelque propriétés : le troisiemement chapitre est consacré a I’étude des propriétés de
I'inverse de Drazin.

Et enfin, le dernier chapitre est consacré a I’étude de solvabilité des équation diffé-

rentielles on utilisant 'inverse de Drazin.



Chapitre 1
Préliminaires

On rappelle dans ce chapitre quelques définitions et propriétés utiles.

1.1 Espace métrique complet

Définition 1.1.1. On rappelle qu’un espace métrique est un couple (E,d) ou E est un
ensemble et d une distance sur E, c’est-a-dire une application de E x E dans R* qui
vérifie pour tout (x;y;z) € B les propriétés suivantes :

*d(z,y) =0 si seulement si x = y.

*d(z,y) = d(y,x) (commutativité).

*d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.2. On dit qu’un espace métrique (E,d) est complet lorsque toute suite

de Cauchy de E est convergente dans E.

1.2 Norme et espace vectoriel normé

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur un corps K qui sera soit le corps
R des nmombres réel ou le corps C' des nombres complexes. Une norme sur E et une
application N : E — R, définie sur E a valeurs dans ’ensemble R, des nombres réels
positifs,vérifiant

les quatre propriétés suivantes :

*Yu € E: N(u) >0 (positivité).

* N(u) =0 implique u = 0 (séparation).

*Yue E,VA € k: N(Au) = |A\| N(u) (homogénéité).



*Yu e E,Nv € E: N(u+v) < N(u) + N(v) (inégalité triangulaire).
Pour v € F donné,le nombre réel positif N(u) est appelé norme de u

Définition 1.2.2. Un espace vectoriel normé réel (resp. Complexe) est un couple
constitué par un espace vectoriel E réel (resp. complexe) et par une norme ||.|| sur
[’espace vectoriel E.

On abrégera souvent espace vectoriel normé en e. v. n. Un e. v. n. sera noté (E, ||.||)

ou E”-H’

Il ne faut pas qu’il y ait la moindre ambiguité sur le corps des scalaires de E, Si
I’on ne précise pas le corps, cela signifie que les résultats concernent aussi bien un e. v.

n. réel qu'un e .v . n. complexe.

Définition 1.2.3. On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet,
sur le corps K des réels ou des complexes. R™ et C", avec leurs normes usuelles sont

des Banach.

1.3 Produit scalaire

Définition 1.3.1. Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres réel.

Un produit scalaire sur E est une fonction f: E X E — R, définie sur le produit

cartésien E x E a valeurs dans l’ensemble R des nombres réels, vérifient les cing
Propriétés :

1-Yue EXNve ENw e E: flut+v,w) = f(u,w)+ f(v,w) (additivité par rapport
a la premieére variable, la seconde étant fixée quelconque).

2-Yu € E\Nv € EXVA € R @ f(Au,v) = Mf(u,v) (homogénéité par rapport a la
premiére variable étant fizée, quelconque).

3-Yu e E,Yv € E: f(u,v) = f(u,v) (symétrie).

4-Yu € E: f(u,v) >0 (positivité).

5- f(u,u) = 0= u =0 (séparation, mais on dit plutét que f est définie).

Pour u € F,v € FE donnés le nombre réel (> 0,< 0, ou = 0) f(u,v) s’appelle le

produit scalaire de u et v (ou bien de u par v).



1.4 Espaces de Hilbert.

Soit H un espace vectoriel sur C, on appelle un produit scalaire application (.,.) :
H x H — C, qui a tout couple (z,y) associe le nombre complexe (z,y) telle que

Ve, y,z € HVA\, ueC
L Az + pz,y) = Mz, y) + p(z,y)

2. (z,y) = (y,7)

3.(z,x) > 0,(x,x) = 0 si et seulement si z = 0.

Si H est un espace vectoriel sur R, on a (z,y) = (y,z). Un espace vectoriel H sur
C muni d'un produit scalaire est dit espace pré-hilbertien, tout espace pré-hilbertien

est un espace vectoriel normé, la norme est donnée par ||z|| = /(z,x). Si l'espace

pré-hilbertien est complet, il est appelé espace de Hilbert.

Définition 1.4.1. (Identité de parallélogramme). Soit x,y € H, avec H est un espace
pré-hilbertien alors ||z + y||* + [l — y||* = 2|z + 2 ||y||*.

Remarque 1.1. Un espace vectoriel normé est un espace pré-hilbertien si et seulement

st sa norme vérifie l'identité de parallélogramme.

Définition 1.4.2. On dit que deux élément x,y d’un espace pré-hilbertien sont ortho-

gonauz si (x,y) =0 et on note x L y.

Définition 1.4.3. On appelle espace de Banach, tout espace vectoriel normé complet

sur le corps C.

Remarque 1.2. Un espace de Banach est un espace de Hilbert si sa norme vérifie

["tidentité de parallélogramme.

Exemple 1.1. C,R" et L*(Q2) munis de leurs produits scalaires usuels sont des espace

de Hilbert.

1.5 Opérateurs linéaires bornés

1.5.1 Opérateurs linéaires dans les espace de Hilbert
Définitions

Définition 1.5.1. Une application A définie d’un espace de Hilbert H dans k est dit

).

"Opérateur linéaire ” si A satisfait les deux propriétés suivantes :

7



1)Va,y € H Az +y) = A(z) + Aly) :(Additivité)

2)Vx € HVa € k, Alax) = aA(z) :(Homogénéité)

L opérateur identité I est défini par Ix = x pour tout x € H.

L opérateur nul 0 est défini par 0x = 0, pour tout x € H.

Le noyau de A notée ker(A) et image de A, notée R(A) sont définis par :
Soit At H — K .

ker(A) = {x € H Az =0} et R(A) = {Az,z € H} .

Définition 1.5.2. Soit E un espace vectoriel sur le corps C et A € C :
L’application Ay : H — H définie pour x € H par
Ax(x) = Mz

est un opérateur linéaire.

En effet, pour x1,20 € H et a € C'; On a

Ay(axy +x9) = Moy + x9)
= a(Azy) + (A\xg)
= aAy(z1) + Ax(x2)

Cet opérateur est appelé homothétie de rapport A de l’espace linéaire H. Si H est un

espace linéaire tel que dim(E) = 1, alors tout opérateur linéaire de H vers H est une

dilatation.

Définition 1.5.3. L’opérateur linéaire A sur un espace de Hilbert H est dit borné s’il

existe un nombre positif ¢ tel que :

|Az|| < c|lz|| pour tout v € H

Définition 1.5.4. On dénote par B(H) ou L(H) l’espace des Opérateurs linéaires

bornés définis sur un espace de Hilbert H.

Définition 1.5.5. On définit la norme de l’opérateur linéaire borné A par
|Al| =inf{c > 0: [|Az| < c||z| ;Vz € H}.
Théoréme 1.1. Soit A € B(H) : la norme de A est donnée par :

|A]] = sup {[|Az||,z € H, |[x[| =1} .

8



Démonstration. On démontre les inégalités dans le deux sens.
1)Posons a = sup {||Az||,z € H, ||z|| = 1}, si Popérateur A est borné, alors :
[Az|[ < [|A]l {l=]] = [|A]l pour [|z]] =1
donc a < ||A|| d’aprés la définition de || A]| :

2) Pour tout vecteur x € H on a :
€T X
Az = HA (Hxn —) H _ H (A—) H lall < alle]
B E

IAl < a = sup{[|Az|,x € H,[lx] = 1}.

d’oul

En combinant les deux inégalités dans 1) et 2) on obtient 1”égalité désirée. ]

Théoréme 1.2. Pour tout opérateur linéaire sur un espace de Hilbert H, les assertions
suivantes sont équivalentes

1) A est borné.

2) A est continu sur l'espace H.

3) A est continu en un point xo (zo est un vecteur) de l’espace H.

Théoréme 1.3. Soit H un espace de Hilbert, et f est une forme linéaire continue sur

H. [ existe un vecteur a € H et un seul, tel que :

Ve e H, f(x) = (a,x) .

1.5.2 Inverse d’un opérateur

Définition 1.5.6. On dit que Uopérateur A € B(H) est inversible sur l’espace de
Hilbert H, s’il existe un opérateur B € B(H) qui vérifie :

BA=AB=1

ou I est ['opérateur identité dans H.

On écrit B = A~ et est dit l'opérateur inverse de A.

1.5.3 L’adjoint d’un opérateur.

Définition 1.5.7. Pour tout opérateur A € B(H) , A* désigne l'opérateur adjoint de
lopérateur A, défini par

(Az,y) = (z, A"y),

9



pour tout x,y € H.

Rappelons dans la proposition suivante quelques propriétés élémentaires.

Proposition 1.1. Si A et B sont deux opérateurs linéaires bornés définis sur un espace
de Hilbert H, alors leurs adjoints A*,B* sont aussi deux opérateurs linéaires bornés sur
H et les propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) [|A*]] = [|A]

(ii)) (A+ B)* = A* + B*

(i1i) (aA)* =aA*,a e C.

fin) (A7) = A

(v) (A*)™1 = (A71)*, si A est inversible

(vi) (AB)* = B*A*.

1.6 Quelques classes d’opérateurs considérées dans B(H).

Un opérateur A € B(H) est dit :

— Compact, si (A,,, x,) — 0 pour toute suite orthonormée (z,) de H.
— De rang fini, si R(A) est de dimension finie.

— Positif, si (Az,x) > 0 pour tout z € H ; on note A > 0.
— Auto-adjoint, si A = A* .

— projection si A2 = A.

— projection orthogonale si A2 = A et A= A* .

— Isométrie, si A*A = Iy.

— Unitaire, si A*A = AA* = 1.

— Dominant, si R(A—\) € R(A— \)* VA e C.

— Normal, si A*A — AA* = 0.

— Sous-normal, s’il admet une extension normale.

— Quasinormal, s’il commute avec A*A.

— Hyponormal, si A*A — AA* > 0.

— Semi-normal, si A ou A* est hyponormal.

— k-quasihyponormal, si A**(A*A — AA*)A* > 0,Vk € N.

Remarque 1.3. On a la série des inclusions des classes d’opérateurs suivantes
positifs C autoadjoints C normaur C quasinormauz C hyponormaur C k— hypo-

normaux

10



1.7 Spectres et Résolvantes

1.7.1 Valeurs et vecteurs propres

Définition 1.7.1. Soit E un espace vectoriel sur un corps K et A un opérateur linéaire
sur B .
Un scalaire A € K est une valeur propre de A s’il existe un vecteur v € E non

nul tel que :

(A= A)v=0<+<= Av = .

Le vecteur v est alors appelé un vecteur propre de A correspondant & la valeur

propre A .

Théoréme 1.4. Pour A € B(H), H est un espace de Hilbert si A auto-adjoint alors

toute les valeurs propres de A sont réelles.

Démonstration. Soit A auto-adjoint dans B(H) et A une valeur propre de A
(Ar = Az, z #0)

ona

Az, z) =

= Az, 7) = X (z,7), mais v # 0 => A = X alors A\ € R. O

1.7.2 Spectres et résolvantes

L’ensemble des valeurs propres forme une partie d’'un sous-ensemble de C, qui est

inclue ou égale a un sous ensemble de C que I'on appelle spectre de A, et on note par

o(A).

11



Rappels et définitions

Définition 1.7.2. Le spectre d’un opérateur A € B(H) est le sous-ensemble de C
défini par :
o(A)={A e C:A— X nlest pas inversible} .

Définition 1.7.3. On appelle rayon spectral r(A) de l'opérateur A est le scalaire :
r(A) = sup{]Al A € o(A)} = Tim A"
n—-+0oo

Définition 1.7.4. L’ensemble résolvant de A est le complémentaire dans C du spectre
de A.
p(A) ={A € C: A— A\ est inversible.}

Définition 1.7.5. On appelle application résolvante de A l'application R(., A) défini :

R(.,A) = p(A) — B(H)
A — RN A) = (A=)

1.7.3 Classification des points spectraux d’un opérateur auto-
adjoint

Soit A un opérateur auto-adjoint son spectre o(A) admet la décomposition en
plusieurs composantes disjointes :

1-Le Spectre ponctuel de A est 'ensemble :
op(A) ={A € C: ker(A — \I) # {0}}

(’'ensemble des valeurs propre isolés d’ordre fini).

2-Le Spectre Continu de A est ’ensemble :
o.(A) ={AeC:3(A—-XI)"", (A= \)"" non borné}

ou

o.(A) = {)\ € C: ker(A— ) ={0}, Range(A — \I) = H, Range(A — \I) # H} .
3-Le Spectre résiduel : de A est I’ensemble
o, (A) = {)\ €C: A ¢ op(A), (N — A)(H) # H} .

12



4- Le Spectre essentiel : Le spectre essentiel d'un opérateur linéaire fermé est

I’ensemble
Oess(A) :={A € C: (A — A) n’est pas un opérateur de Fredholm d’indice 0} .
6- Le Spectre approché : de A est ’ensemble :

0, (A)=Ae€C:3(zx,) CH: ||z, =1et nl_i)r&(}(A — M)z, =0

13



Chapitre 2

Les inverses généralisées

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps k(k = C ou k = R)
et A un opérateur linéaire défini de £ dans F'. Nous définissons B l'inverse généra-

lisée de A, par solution du systéme suivant
Adonn.

Ou B est un opérateur défini de F' dans E. Remarquons que le systéme précédent

admet plusieurs solutions.

2.1 Inverse généralisée Intérieure

Définition 2.1.1. Soit B : F' — E un opérateur linéaire, on dit que B est une inverse
généralisée intérieure de A, si ABA = A, l’ensemble des inverses de l'opérateur A est

noté par A ou A{1} .

11 11 1 1
Exemple 2.1. Soit A = admet By = 2 2], By = 2 2 ,
1 1 11 11
2 2 2 2
11 L1
_ 2 2 |l 2z 2
B3 = R E By = T R
2 2 2 2

comme inverses généralisées intérieures, car

14



ABA — 11 i 1 11
11 -1 1 11
01 11
01 11
11
11

Linverse généralisée intérieure n’est pas unique.

Proposition 2.1. [35] Soit B une inverse intérieure de A, alors
1.(AB)?> = AB et (BA)? = BA
2.R(AB) = R(A) et N(A) = N(BA)

Démonstration. 1.

ABA = A—=— ABAB=AB
= (AB)* = AB.

ABA = A= BABA= BA
— (BA)’=BA

2.R(A) = R(ABA) C R(AB) C R(A).
N(A) C N(BA) C N(ABA) = N(A). O

Théoréme 2.1. [35] Tout opérateur linéaire admet une inverse intérieure.

Proposition 2.2. Soit B une inverse intérieure de A, alors (I — BA) est un projecteur

sur N(A)
Démonstration.

(I—BA)* = I—2BA+ (BA)?
— T— BA.

(I — BA)v =v — BAv = v,Yv € N(A)(i.e, R(I — BA) = N(A)).

15



Proposition 2.3. Soit B : F — E une inverse intérieure de A, alors
E=N(A)® R(BA) et F = R(A) ® N(AB)

Proposition 2.4. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1.LABA = A
2.(AB)? = AB et R(AB) = R(A)

3.(BA)? = BA et N(A) = N(BA)
4.(BA)? = BA et E = N(A) & R(BA)
5.(AB)? = AB et F = R(A) & N(AB)
6.(BA)? = BA et N(A) N R(A) = {0}

Démonstration. 1) => 2) ABA= A= ABAB = AB = (AB)? = AB
R(A) = R(ABA) C R(AB) C R(A) = R(AB) = R(A). O

Exemple 2.2. Soit A:R3> — R3, défini par A(z,y,z) = (2,0,0) .
B(z,y,2) = (z,y,0) est une inverse intérieure de A
—ABA(x,y,z) = AB(x,0,0) = A(x,0,0) = (2,0,0) = A(z,y, 2).
—N(B) ={(0,0,c) : c € R};
_N(A) = N(AB) = {(0,b,¢) : b,c € R};
—R(B) = {(a,b,0) : a,b € R}
—R(A) = R(AB) = {(a,0,0) : a € R}

Proposition 2.5. Soit B une inverse intérieure de A, et soit P’ =1—BA et Q' = AB
deux projecteurs tels que R (P') = N(A) et R(Q') = R(A),alors
B=(I+P-P)B(I-Q+Q)=2]—BA—P)B(—AB+Q
est une autre inverse de A satisfait [ — B'A = P'et AB =@’ .

2.2 Inverse extérieure

Définition 2.2.1. Soit B : F — E un opérateur linéaire, on dit que B est une inverse
extérieur de A, si BAB = B [’ensemble des inverses extérieures de 'opérateur A est

notée par A® ou A{2}

1 11 1 1 1
Soit A = 0 0 0 , B = -1 -1 -1
0 00 1 1 1



est une inverse extérieure deA, car

1 1 1 111 1 1 1
BAB = | -1 -1 -1 000 -1 -1 —1

1 1 1 000 1 1 1
1 1 1 1 1 1

= | -1 -1 -1 ~1 -1 -1
1 1 1 1 1 1
1 1 1

= | -1-1-1]|=8B
1 1 1

Proposition 2.6. Soit B : F — E une inverse extérieure de A, alors

1.(AB)? = AB et (BA)? = BA.
2.R(BA) = R(B) et N(B) = N(AB).
3.E = N(BA) @ R(B), F = R(AB) & N(B).

Proposition 2.7. [85] Les propriétés suivantes sont équivalentes

1.BAB = B,

2.(BA)? = BA et R(BA) = R(B),
3.(BA)*=BA et ,E = N(BA) ® R(B),
4.(BA)? = BA et N(B) = N(AB),
5.(AB)* = AB et F = N(B) ® R(AB),
6.(AB)?> = AB et N(A) N R(B) = {0}.

2.3 Inverse généralisée

Soit B : I — E un opérateur linéaire, on dit que B est une inverse généralisée de

A, si BAB =B et ABA = A. Si B est une inverse généralisée de A, alors

B e AN A®.

Proposition 2.8. Tout opérateur linéaire admet une inverse généralisée.

Exemple 2.3. On rappelle que C([0,1]) est l’espace vectoriel des fonctions continues

sur [0,1] . Soit A : C([0,1]) — C([0,1]) un opérateur linéaire tel que
A(z(t)) = z(t?), on définit B de C((0,1]) dans lui méme par B(z(t)) = z (V).
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Nous avons

ABA(z(t))
et BAB(x(t))

AB(x(t%))
BA (mﬁ)

= Ax(t));
= B(z(1))-

Proposition 2.9. Soit B une inverse généralisée de A, alors ,

1.(AB)? = AB et (BA)? = BA
92.N(B) = N(AB) et N(A) = N(BA)
3.R(AB) = R(A) et R(BA) = R(B).

D’autre part, E = N(A) @ R(B),F = N(B) ® R(A).

Remarque 2.1. Si B est une inverse généralisée deA, alors AB est un projecteur sur
R(A) et BA est un projecteur surR(B). On suppose que
E=T@®N(A) et F=R(A)DS.

Théoréme 2.2. Soient P et Q) deux projecteurs sur N(A), R(A) respectivement tels
que N(P) =T,N(Q) = S. Alors le systéme suivant

(

AXA=A
XAX =X
AX =Q
| XA=1-P

admet une solution unique, on le note par Apg.

Démonstration. X = (XA)X =(1-P) X =YAX =YQ=YAY =Y.

Proposition 2.10. [34] Les propriétés suivantes sont équivalentes

1.B est une inverse généralisée A.

2.(AB)? = AB,F = N(B) ® R(A).
3.(BA) = BAE = N(A) & R(B).
4.(AB)? = AB,N(B) = N(AB) et R(A) = R(AB).
5.(BA)*> = BA, R(B) = R(BA) et N(A) = N(BA) .
6.B=Brs=A"Q ou A= A, E=T&N(A),F =R(A) & S, tel que Q est un

projecteur sur R(A).
7.B est une inverse intérieure de A, s’il vérifie : BA(x) = x,Vx € T et B(y)
Yy € S.B(y1 + y2) = B(y) tels que y; € R(A); Yy € S.
8.B = Brg= (I —P)BQ tels que ABiA = A,

:0;

P et Q sont des projecteurs sur N(A) et R(A) respectivement.
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Démonstration. On utilise les propositions 6 et 10. n

Proposition 2.11. [34] Soient By, By deux inverse intérieures de A, on pose
ABy = Q1,ABy = Qo,1 — P, = BiA et I — P, = ByA, Alors
a)BiABy = A}, o,
b)A% 0, = Abe: A4,

Démonstration. a)AB1ABy = ABy = Q2,1 — BiAByA=1— B;A= P,.
b)A} o, = BiAB; = (BiABy)A(BsABy) = A}, o, AAG, o, O

2.4 Inverse intérieure topologique

2.4.1 Inverse droite intérieure topologique

Dans tous ce que suit E et F sont des espaces vectoriels topologiques R(A) est
la fermeture de R(A) dans F, @) est un projecteur sur F tels que : @ € B(F) et
R(Q) = R(A). On écrit alors,

F=RA)®S,Gq=R(A) &S = R(A) & N(Q).
Maintenant on considére
A:E—>GQetQ*:Q/GQ. SiBQ— IGQ—>E

est une inverse intérieure de A et ABy- = )7, alors Bg- est dit inverse droite intérieure
topologique.
Soit B une inverse intérieure de A, si AB est un projecteur (continu) sur R(A) dans

G on a par le (théoréme 2.2)
Bo- =B(1-AB+Q")

est une inverse droite intérieure topologique.

Nous utilisons la notation A;¢ pour I'inverse droite intérieure topologique.

Proposition 2.12. [35] Soit Q un projecteur sur R(A), alors A admet une inverse
droite intérieure topologique si et seulement s’il existe un opérateur linéaire, noté par
Ay q vérifiant

Asg: R(A) @ N(Q) — E tel que AAjgA = A sur E et AAyg = Q sur R(A) &
N(Q) -
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Sotent E et F des espaces de dimension finie, ou F est un espace de Hilbert et
Q est le projecteur orthogonal sur R(A) , alors A admet une inverse droite intérieure

topologique Aqg; AAagA = A sur E(AAuq) = AAug

2.4.2 Inverse gauche intérieure topologique

Soit A un opérateur défini sur D(A) C E dans F tel que E un espace vectoriel
topologique.

Définition 2.4.1. Soit D(A) C E, on dit que le domaine de A est décomposable
par rapport au projecteur P € B(E) si D(A) C R(P), Vx € D(A),P(x) € N(A) et
D(A) N N(P) dense dans N(P) Dans ce cas nous appelons C, = D(A) N N(P), le
support de A.

Définition 2.4.2. Soit B une inverse intérieure de A, si BA admet une extension au
projecteur (1 — P) € B(E) tel que R(1 — P) = R(BA), alors on dit que B est une
inverse gauche intérieure topologique. Nous utilisons la notation A, p pour l'inverse

gauche intérieure topologique.

Théoréme 2.3. Soit A: D(A) — F un opérateur linéaire. Si U = A, p , alors D(A)

est décomposable par rapport a P.

Démonstration. ¥z € N(A) ,UA, =(1—-P),=0=Vze N(A); P, = 2.

Donc,

N(A)C R(P).UA,=(1-P),=0;Vz€ D(A) = P, =2-UA, V2 € D(A) =
AP, = A, — AUA, = 0;¥z € D(A)

. Alors, P, € N(P),Vz € D(A) .

Nous avons. R(UA) = N(P) . donc, D(A) N N(P) est dense dans N(P) . O

Théoréme 2.4. Si le domaine de A est décomposable par rapport au projecteur P €

B(E), Alors A admet une inverse gauche intérieure topologique

Démonstration. Soit U’ une inverse intérieure de A, on écrit P =1 — U'A..
Soit P la restriction de P a D(A) Par le proposition 14 U = (2 — U'A — P)U’ et
UA=1— P Aussi, R(UA) = N(P) = N(P) N D(A) = Cp , qui est dense dans
N(P) = R(I — P). Si E et F sont des espaces de dimensions finies, ot E est un
espace de Hilbert, soit P le projecteur orthogonal sur N(A), alors A admet une inverse

gauche intérieur topologique A, , qui vérifie : {AA, ,A = A, (AA,,) = AA,,}. O
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2.5 Inverse généralisée topologique

Définition 2.5.1. Soit A: D(A) C E — F un opérateur linéaire, si U vérifie :
1. U est une inverse droite intérieure topologique de A
2. U est une inverse gauche intérieure topologique de A

3. UAU =U. Alors, U est dit inverse généralisée topologique, on le note par Ap g

Théoréme 2.5. [35] Soit A : D(A) — W un opérateur linéaire, si le domaine de A
est décomposable par rapport au projecteur P € B(E) et s’ il existe un projecteur Q
sur m, alors A admet linverse généralisée topologique unique (relatif au choix de P
et Q) noté par Ap o et vérifie :

1)D(Apq) = R(A) ® N(Q),

2)R(Apg) = Cp(A),

3)N(Apgq) = N(Q),

4)A% QA =z — Pz, pour tout x € D(A). et

5)AAL oy = QY , pour tout y € D(Apg)..

Théoréme 2.6. [35] Soit A € B(E, F) on suppose que N(A) admet un supplémentaire
topologique dans E et R(A) = R(A) admet un supplémentaire topologique dans F', soit
P un projecteur sur N(A) dans E et QQ un projecteur sur R(A) dans F, alors A

admet l'inverse généralisée topologique unique notée par Ay o qui vérifie les conditions

sutvantes :
1)AA* A=A sur E
2 = Apg sur F

)JAp
3) A% QA.T =z — Pz, pour tout x € £
4)A

Ap oy = Qy, pour tout y € F'.

Démonstration. On définit A}, par : ApgAr = ;0 € N(P)Ap oy = Ap oy,
Apoya = 00ty = y1 + 2,51 € R(A) et yo € N(Q). Il est évident que l'inverse

généralisée est unique. O

Remarque 2.2. A*PQ dans ce cas est une application continue. Ci-aprés on présente

quelque méthodes de calcul des inverses généralisées.
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2.6 Inverse généralisé de Moore- Penrose

Ce genre d’'inverses généralisés est le plus important, car il conserve une bonne partie
des propriétés des inverses ordinaires, telle que I'unicité de 'inverse, les propriétés de
symétrie et beaucoup d’autres qui font concept central en algébre linéaire, analyse

numeérique et dans diverses applications.

2.6.1 a- L’inverse de Moore-Penrose d’un opérateur linéaire

Soient H; et Hy des espaces de Hilbert.

Proposition 2.13. Soient A € L(H1,H2) et R(A) = R(A), 1l existe l'inverse géné-
ralisé unique de A, on le note par A", qui vérifie les équations suivantes :

(

XAX =X .. (1)
AXA=A .. (2
XA=1—-Pyu ... (3)
| AX =Pry . (4)

AT est appelé Uinverse de Moore-Penrose de l'opérateur A.

Démonstration. N'(A) et R(A) sont des sous espace fermé dans H; et Hy alors ils
existent dues projecteurs

Orthogonaux Pyra) et Pr(ay sur N (A) et R(A) respectivement, tels que

Hi = N(A) @ N(Pyay) = N(A) e N(A)*

Et

Hy = R(A) ® N (Pr(a)) = R(A) & R(A)*

Par (1-6-3) A" existe et A" défini par :

AT (y) = 0;Vy € R(A)L et ATy = (A/R(A*))Ly;V € R(A). O

2.6.2 b- L’inverse de Moore-Penrose d’une matrice

Soit A € C™"(C), on définit AT : C* — C™ par AT (y) = 0;Vy € R(A)L et
At(y) = (A/r(a)'y; Yy € R(A).

Remarquons que A" est un inverse généralisé de A .

Proposition 2.14. Soit A € C™"™(C), alors
a)AT Az =0,V € N(A) et ATAx = z,Vo € R(A*) = R(A™T).
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D)AAT =0,y € R(A)" et AATy =y, ¥y € R(A).
c)AAT est le projecteur orthogonal sur R(Ax) = R(AT)
d)AAT est le projecteur orthogonal sur R(A) dans C".

Démonstration. a)Ax = 0;Vr € N(A) = AT Az = 0;Vz € N(A).
Et
Az € R(A);VaR(A*) = AT Az = (Ajras)) 'Az = z; VaR(A*).
b)Vy € R(A)E = Aty = 0,Vy € R(A) = AATy =0,y € R(A)*
Et
Vy € R(A) = Aty = (Ajr(an) "'y = AATy = A(Ajra) 'y =y
c¢) Nous avons, R(ATA) = R(A™)
Appliquons a) de la Proposition (2-1-5) on trouve

AT A est un projecteur de R(A™) sur C™

Soient z, 2/ € C", nous avons
r =221+ 9, x = xh + b, tels que x1, 2] € N(A)etxs, xly € R(AY)
(ATA 2"y = (AT A (21 + x2) , xh + o)
= (At Axq,ah) + (AT Az, o) + (AT Axg, xh) + (AT Ay, o) = (29, 2) .
(x, ATAx') = (21 + 29, ATA (x11 + 25))
= (a1, AT Axh) + (x1, AT Azl + (x9, AT Axty) + (xg, AT Azly) = (1, 2)) .
Donc, (ATA)* = ATA
d) De méme fagon, nous montrons que A+ A est le projecteur orthogonal sur R(A)

]

Définition 2.6.1. l’inverse généralisé de Moore : Si A € C™"(C), alors AT
l'unique généralisé qui vérifie les équations suivantes :

1) AT A = Pra+

2) AAT = Prea

Définition 2.6.2. l’inverse généralisé de Penrose : A € C™"(C), alors A" est
la solution unique du systéme suivant :

/

XAX =X .. (1)
AXA=A .. (2

() (XA =XA .. (3)

| (AX)' =AX .. ()
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Théoréme 2.7. Les deux définitions précédentes sont équivalentes .

Démonstration. supposons que,A™A = Pr(a-) et AAT = Pg(a) , on applique (c) et (d)
de (2.1.5),
alors : ATA et AA™ sont des projecteurs orthogonaux.
D’autre part,
ATAAY = PrianAT = PranAT = AT,
Et
AATA = PrayA=A

Enfin, AT est une solution du systéme (s).
Réciproquement, si AT est une solution du systéme (s) alors,
Nous avons, AATA = A= ATAATA = At A — (AT A)* = AT A
Par (1-7-1) on a
(ATA)" = AtA et R(ATA) = R(AT) = R(A%)
Donc, AYA = Pra+) -

De la méme fagon, nous montrons que AAT = Pr(a). m

Remarque 2.3. On montre que A" est une solution unique du systéme (s) On suppose

que l'on a Af, AT deux inverses de Penrose de A
AT = ATAAT = AT (AAD) = AT (A7) A° = AT (A7) A"ALA'
= Al (AA])" (A47)" = AT (AAT) (AAT) = AT AAT
= ATAAJAAL = (AAT)" (AJA) A = A" (A])" A" (A7) AF
= AT(AD) Af = (AJA) AT = (AJA) AT = AT
Proposition 2.15. Soient A € C™™ (C); A € C, alors :
a) (AT)T=A
b) (AT)" = (A)*
¢) (NA)T = ATAT tels que si X # 0, alors \T =+ et si A= 0. alors AT = 0.
d) A* = A*AAT = AT AA.
e) AT = (A*A)TA* = A*(AA*)T.
f) (ATA)T = AT(A")T.
g) (UAV)t = V*ATU*, tels que U et V' des matrices unitaires
Démonstration.

a)(AT)T: C" — C"Va € R(A™); (A") 2 = (A)ra) ) 7 = (Ajr(as) ) FTe = Az

24



Et
Vo € R(A*)L; (AT) Tz =0, Donc (AH)" = A.
b) Vy € R(A"), (A") Yy = (Alry) 'y = ((A)ra) ") v = (A7)

D’autre part,
N((A)) = R(A)N((AT)) = R (A7) = R(A).

¢) Evident.

d) ATAA* = PrianA* = A" et A*AAT = A*Pray = A*

Puisque AT A et AA™T sont des projecteurs orthogonaux sur R(A*) et R(A) respec-
tivement .

e) A*(AA)T = A*AT AT = AAT AT = (ATA)" AT = ATAAT = AT

D’autre part,

(A*A)TA* = ATATA* = A A A* = AT (AAT) = ATAAT = AT

f) 11 suffit de vérifier que la matrice A* (A*)¥est une solution du systéme de Penrose

suivant :
.

X (A*A) X = X
(A*A) X (A*A) = A
(X (A*A))" = X (A*A)
[ (A"4) X)" = (A" A) X

(s1)

g) 1l suffit de vérifier que la matrice V*ATU* est une solution du systéme de Penrose

suivant :
.

X (UAV)X = X
(UAV) X (UAV) = A
(X (UAV))" = X (UAV)
| (UAV)X)" = (UAV) X

(s11)

Proposition 2.16. Soit A € C"™"(C), alors :
1LR(A) = R(AAT) = R(AA*).

2. R(AT) = R(A*) = R(A*A) = R(A*A).
3R(I — AA*T) = N(AA™) = R(A*A)*.
AR(I — AT A) = N(ATA) = N(A) = R(A™)L.

Théoréme 2.8. Soit A € C"" (C), si{vy, v, ..., v, } est une base de R(A*) et {wy, wa, ..., wp_,}

est une base de N'(A*), alors AT = [vy, v, ..., v, 0, ..., 0][Avy, Avg, ..., Avp, Wy, Wa, ooy Wy —y] 7
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En utilisons la définition de A", nous trouvons

AT [Avy, ...y Avp,wy, we, ooy wy ] = [AT Avy, ..oy AT Avyy ATwy, AT w, ., At w, ]
= [v1,v9, ..., 0, 0,...,0]

Autre part,

{Avy, Avg, ..., Av wy, we, ...y, b est une base de C™, donc

_ —1
AT = [vy,v9, .., 0,0, ... 0][Avy, .oy Avpy Wy, wa, ooy Wy

Exemple 2.4. Calcul de A"

10 1
21 3
Soit A =
1 0 1
0O -1 -1
2 0
1 —1 est une base de R(A*)
3 -1
2 -1
2 0
5 —4
Al 1 | = et Al —1 | =
2 -1
3 —1
—1 2
Donc,
2 —1
2 0
5 _
At =] 1| e A" = —1
2 -1
3 -1
—1 2

Nous devons maintenant calculer la base de R(A)*
On remarque que R(A)* = N (A*),

Nous obtenons

Donc
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2 -1 1
At 5 —4
2 -1 0
-1 _
Nous avons, (C4
2
Donc, AT =] 1
3

l\DI»—A

_1
2
1 _1
2
R(A) &R
0 0 0

-1 0 0
-1 0 0

1
3

0

-1 0

-1 0

2 -1

5 —4

2 -1
-1 2
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Chapitre 3

Inverse de Drazin

3.1 Préliminaires et définitions

Indice d’une matrice :

Soit k un entier non négatif.

Définition 3.1.1. On appele indice de la matrice A le plus petit entier positif k tel
que rang(A*) = rang(AF),(range de A c’est le nombre des vecteurs linéairement

indépendants soit les colonnes ot lignes).

2 -3 -5
Exemple 3.1 A=| -1 4 5 , solent a, # € R :
1 -3 —4
2 -3
20 — 34 =0 =0
al =1 | +068]| 4 =0 = — — o =
—a+48=0 =4p
1 -3
g =0,
alors rang(A) = 2.
2 -3 -5 2 -3 -5 2 -3 =5
A= -1 4 5 -1 4 5 =] -14 5 =A
1 -3 -4 1 -3 —4 1 -3 —4

rang(A?) = rang(A) ,donc ind(A) = 1.

Définition 3.1.2. Soit A € C™" d’indice k, on dit que la matrice AP d’ordre n est
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I'tnverse de Drazin de A si les conditions suivantes sont vérifiées :

AAD = AP A,
AP AAD — AD.
AFAD A = AR,

Proposition 3.1. Si AP est Iinverse de Drazin de la matrice A, on a les égalités

suivantes sont equivalentes :

) AkAP A = A
(2) AAP AR = AP
(3) Ak+1AD — Ak7
(4) AP ARTL = AR

AF = APAPA = AA.A..AAPA
AAA. APA? = AAA. AP AP
——
k—1 k—2
= .= AAAP AR = AAP AR,
(2) = (1) Evident.
(2) = (3) (Ona (2) = (1) = (4))

AAP AR = AP —= AF = AFAP A

AR = AMTIAD = ARAAP = AFAP A = AT AAP A
= AFMAPA? = | = AP AR

Proposition 3.2. a) (4")P = (AP)".
b)(ANP = (AP)".
)(A)? = (AP) sil=1,2,..leN
d)Si A est indice k, A est indice 1.
e)(AD)D = A si et seulement si A est ind(A) = 1.
pyP\" D
n((@ar)”)” = ar.
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Proposition 3.3. AP est une inverse de A, ind(A) =k, alors
AR(APYHL — AD.
Démonstration.
AF(AP)R+L = AR(APYRAD — (AAP)k AP
= AAPAP
= APAAP = AP,

3.2 Groupe inverse
Définition 3.2.1. /2] Siind(A) = 1, alors AP et noté par A7, ot A9, est dit groupe
mverse.

Définition 3.2.2. Le groupe inverse d’une matrice carrée A est une matrice carrée

notée A7, qui satisfait les conditions suivantes

A7 AA7 = A7
A7 A = AA7
AA7A = A

Remarque 3.1. Si A est idempotente, alors A = A7.
Démonstration. Soit A une matrice idempotente, alors
A= A’A7 = AA” = A(A7)?A
— A(AF) = A4
= A7

[

Théoréme 3.1. [52] Soit A € C™", alors A7 si et seulement si rang(A) = rang(A?)

Démonstration. Si rang(A) = rang(A?) = ind(A) = 1 = A7 existe. Si

Aferiste = A?A7 = A
— RA* = R(A)

= rang(A) = rangA*
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Théoréme 3.2. [37] Soit A*> € C™*™ une matrice d’indice 1, alors
rang(A) = rang (A7) .

Démonstration. On a

rang (A7) = rang (A7 AA7) < rang (AA%) < rang(A),...(1).

et
rang(A) = rang (AA7A) < rang (A7 A) < rangA7...(2),
d’aprés (1) et (2) on a rang (A7) = rang(A). O

Corollaire 3.1. Si A € C™™ une matrice non singuliere, alors ind(A) = 0.

Démonstration. Soit A € C™*™ une matrice non singuliére, alors

rang(A) = rang(I,) = n = rang(A) = rang(A°) = n = ind(A) = 0. O
Corollaire 3.2. Si A est un élément idempotent, alors ind(A) = 1.

Démonstration.

A est idempotent => A% = A
= rang(A) = rangA*
= ind(A) = 1.
O
Théoréme 3.3. [37] Si A € C™" est une matrice symétrique d’indice 1, alors A7 =
(47)".
Démonstration. Comme A = 6 est un groupe inverse de A, et A = A*, alors
() A = () A
= A (A7) = A (A7),
(A7) A (A7) = (A7) A (47)
= ((47)A(47))" = (47)" = 47,
A(AF)Y A = A (A7) A
= (AA7)A) =4 = A
0
Corollaire 3.3. Pour toute matrice A € C*", telle que ind (A) = 1, alors (147"5)7é = A.
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3.3 Propriétés des inverses de Drazin

. Si A est inversible = ind(A) = 0.

. Si A est une matrice non singuliére, alors ind(A) = 0.

. AP A et AAP sont des projecteurs sur R(A).

. R(AP) = R(A*) N (AP) = N(4*), tel que ind(a) = k.

. Si A est idempotent, alors A = AP,

. Si A d’indice k, alors (Al) d’indice 1 et (Al);”é = (AD)I.

. Si A d’indice k, alors R (AP) = R (A"), N (AP) = N (A") , pour tout [ > k.

N O Ot = W N

3.4 Autres propriétés d’inverses de Drazin

Lemme 3.1. [/6] Pour tout opérateur A € B(H), R(A) est fermé si et seulement s’il
existe X € B(H) tel que AXA = A.

Lemme 3.2. [/6] Soit A € B(H), s’il existe un entier positif k et un opérateur
X € B(H), tel que AX = XA, XAX = X et AM1X = Ak alors
R (A¥) = R (A*1) et R (A¥) est fermé.

Démonstration. En général R(Akﬂ) C R(Ak) , puisque A1X = AF implique
R (Ak) CR (Ak“), donc R (Ak) =R (Akﬂ), comme AX = XA, XAX = X et
AF = AMLX = AFX A
= A"XAXA = AkX?A% = AFX?AAX A
= AFX3A3 = = AFXP AR
D’aprés le lemme précédent R (Ak) est fermé. n

Lemme 3.3. Soit A € B(H) et ind(A) = k. Si AP est linverse de Drazin de A.
Alors R (AP) = R (A¥).
Démonstration. Comme
AP AAP = AP

et
AAP = AP A,

on trouve

AD _ Ak (AD)k+1,
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alors R (A”) C R (A*). D’autre part AAP = AP A et AF1 AP = A* on peut écrire
AF = AFHLAP alors R (AF) € R (AP). Donc R (AP) c R(A*) , et R(AF)

R (AP).

Théoréme 3.4. [37] Si A € C"*", tel que ind(A) = k, alors ind(A) = ind(A*) .

Démonstration. Comme ind(A) = k, on a par définition rang (AkH) = rang (A’“) )

(A")" = (A",

et

rang(A) = rang(A"),

ce qui entrainent

rang(A¥1) et rang (AF) = rang ((4*%)") = rang ((4")*).

Ce qui implique
rang ((A*)¥) = rang ((A*)*), alor

S

Théoréme 3.5. Si A € C"*", tel que ind(A) = k, alors

rang(A) = rang (A").

Démonstration. D’autre part, on a

rang (AD)

Et d’autre part

rang(A) =
<

<

IA

rang (ADAAD)
rang (AAD)
rang(A),...(1).

rang (AADA)
rang (ADA)
rang (A) ....(2).

D’aprés (1) et (2) on déduit que rang(A) = rang (AP).

Corollaire 3.4. Soit A € C*™" une matrice, telle que ind(A) =k > 1, alors

ind(A) = ind (A").
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Démonstration. Comme ind(A) = k implique rang (A*™) = rang (A*),
d'apres la formule ((4)")" = ((A)")" on a ((4)51)" = ((4))*,
(AF)" = ((A)H* et rang(A) = rang (A") implique

rang (A1) = rang ((A*)")
= rang (((4))).
et
rang (A%) = rang ((4%)")
— rang ((A))"

alors on trouve rang ((A)")*' = rang ((A)T)k

qui implique ind (A") = ind(A) = k.
Théoréme 3.6. [34] Si A € C™™ une matrice hermitienne d’indice k alors,
ind(A) = ind(A*) = ind(AA*) = ind(A*A).
Corollaire 3.5. Si A € C™" une matrice normale d’indice k, alors,
ind(A) = ind(A")
= ind(AA") = ind(A*A).

Théoréme 3.7. St A € C"*"™ est une matrice symétrique d’indice k tel que k > 1,

alors, AP = (AP)"
Démonstration. Comme A est une matrice symétrique, alors A = A" |
(AP)°A = (AP) A" = (447)" = (AP4)
— AT (APY
— A(AP)"
(A7) A(AP)" = (4P)" At (A7)
= (47447) = (a7)'

(Ak+1AD)t _ (At)k+1 (AD)t
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Théoréme 3.8. [35] Si A\ est une valeur propre de A € C™", alors sest une valeur

propre de AP.
Démonstration. A est une valeur propre de A alors

Az = I, (z#0) = AP Az = \APx
AAPz = APy

APAAPz = NAP AP

APz = NAP APy

y = AAPy tel que y = APz,

1
APy = —y.

R

]

Lemme 3.4. Soit A une algebre, l'inverse au sens de Drazin de tout élément a € A

est unique.

Démonstration. Soit a € A et b une inverse de Drazin de a d’indice k;, ¢ une inverse

de Drazin de a d’indice ko. Si k1 < ko, alors b est d’indice k;.

On a
b = bab = b(ab)** = bkt
— bkg—l—lakzca — bkg—l—lakg (Ca)k2+1 — bk2+1a2k2+lck2+1..
c = cac
= (ca)?ca*cF Tt = a2 (ba)
— akg (ba)kQCk‘g-‘rl — ka-‘rlang—l—le‘g—‘rl.
Donc b = ¢, alors I'inverse de Drazin de a est unique. n

3.5 L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

Théoréme 3.9. [§/ Pour toute matrice carrée A, il existe une matrice unique X de

telle sorte que

(1> Ak — 14k—|—1)<7
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pour k une entier positif.

(2) X?A=X,
(3) AX = XA.

Démonstration. Si A = 0 est la matrice nulle, alors A et X = 0 satisfont (1), (2) et

(3).
Supposons A # 0 est tout matrice n x n. Alors il existe nt scalaires des dy, ..., d;,

pas tous nuls, de telle sorte que
t
i=1

out <n?+1,orle A® peut étre considérée comme vecteurs avec n? éléments, et dj, le

premier coefficient non nul. On peut écrire
( 4) Ak _ Ak—l—l U

ol

1 [ <& .
- _ d‘AZ_k_l

i=1+k
ou U est un polynome en A, U et A commute. En outre, la multiplication de deux

cotés de (4) par AU donne
Ak — Ak+2U2 _ Ak+3U3 -

Et ainsi

pour tout m > 1. Soit X = A*U**!. Ensuite, pour ce choix de X,
Ak:+1X — A2k+1Uk+l — Ak:

et
XQA — AkUk+1AkUk+1A — (A2k+1Uk+1) Uk+1 — AkUk—H - X
par utilisation de (5).
En outre, X et A commute U et A aussi. Ainsi, les conditions (1), (2) et (3) sont
valables

pour cette X.
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Pour montrer que X est unique, supposons que Y est également un solution de (1),
(2) et (3), ot X correspond a un k; d’exposant et Y correspondent a un exposant dans

ko (1). Laissez y = max (ky, k2). Ensuite, il suit en utilisant (1), (2), (3) et (5) :

X = X2A=X3A4%= .. = XU+t 49 = XV A0ty

= XAY = .. = XAy o+l — Ady s+l
— L =AY?2=Y?A=Y

Ce qui nous donne 'unicité.
Nous allons appeler la matrice unique de X dans le théoréme (3.4) l'inverse de
Drazin de A et on écrirt X = AP, on appelle aussi le plus petit entier k£ I'indice de A.
Ce AP est une inverse généralisée de A est apparente par notant que (1) est vérifiée
avec k = 1 lorsque X = A" existe et également (2) et (3) tenir. Observez, par ailleurs,

que dans générale (1) peut étre réécrite comme
(6) A*XA=AF

et (2) devient XAX = X, par utilisation de (3), de sorte que I’équation définissant
dans Théoréme (3.1.1) peuvent étre considérées comme une alternative a celles utilisées

pour AT dans laquelle AX A = A est remplacée par (6), (2) reste inchangée, et
(1) (AX)" = AX,

et
2) (XA =XA

sont remplacées par la condition de (3) que A et X.
Comme on le verra ci-aprés la démonstration du lemme (3.4), factorisations de rang

plein de A peuvent étre utilisés efficacement dans la construction de AP’ O
Lemme 3.5. on a B,C € C™" Pour toute factorisation
A= BC,AP” = B[(CB)D)*C.

Démonstration. On remarque que pour toute matrice carrée A et k entiers positifs,nous
devons homme m et n, (AP)™ = A" = (APY" " sim > net AmT(AP)" = Amsim >k

et k£ = indice A.
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Notons k le plus grand de l'indice de BC' et de la Indice de C'B.

AP = (BC)P = (BC)* [(BC)P)"? = B(OBYC [(BO)P)"
= B[(CB)")" (cB)**C [(BO)P)
= B[(CB)"]" c(BC)** [(BC)P]"
— B[(CB)")" c(BO)
— B[(CB)"]"*(CB)kC
- B[(CcB)"]"C.

Supposons maintenant que A = B;C est une factorisation de rang plein ot

rang(A) = ry.

Formant la matrice C; By, de 7y dans r; puis soit C; B est inversible, ou C1B; = 0,
et le rang(C1B1) =1y 01 0 < 1y < 717.

Dans le premier cas, avec C By inversible, (C1B;)P = (C,B;)~! sorte que
AD == 31(0131)7201,

par le lemme (3.5), ol

(CyB)? = [(CyB)']°.

D’autre part, si C1B; = 0 alors (C1B;)” = 0 et donc AP = 0 de nouveau en utilisant
le lemme (3.5).
Enfin, si rang(C1B;) = 12, 0 < 1o < 11, alors pour tout factorisation préservant le

rang (1 B; = By(C5, nous avons
(C1B1)P = B [(C2B2)"] Cs
de sorte que AP le méme chose dans le lemme (3.5) devient
AP = BB, [(C2B,)P)’ CyCy.
Le méme argument vaut maintenant CyBs qui est, soit Cy By est non singuliére et
[(0232)[)}3 = (CyBy) 7%,

ou CyBy = 0 et donc AP = 0, ou le rang (C1B1) =rg3oto<r3<ryet CyBy = B3Cj

le méme rang factorisation et complet a Lemme (3.5) qui peut étre appliquée.
rang(B;C;) > rang(C;B;) = rang(Bi11Ciy1),i = 1,2, ...,
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alors soit B,,C,, = 0 pour un indice m, et ainsi de A” =0, ou rang(B,,C,,) =

rang(CpBy,) > 0 pour un indice m, dans ce cas,
(BmC)? = By (CouBn) 72C.

Et ainsi

(7) AP = B1By...B,,(ConBp) ™ 1 CriCry...Ch
dans le lemme (3.5). Observer, par ailleurs, que A = B1CY,
Ay = BiC1BCy = BiByCyCy..., A™ = B1 B>...B,,,C,Cy—1...CY
et
(8) A™ = B1Bs...B,,(CryByn)CriCr_1...Cy

nous avons A™ = A™ = 0, ou AP former dans (7), chaque B; a rang colonne plein

et chaque C; a rang ligne,
Bm,1 —|— Bl + AmCl —|— ...Cm,1+ = BmCm

et
B, + ..B+ A™C, + ...C,,4+ = C,,,Byn.

Par conséquent, dans les deux cas, nous avons rang(A™) = rang(A™*1).

En outre, il suit dans les deux cas que (1) est valable pour k = m et ne tient pas
pour tout k < m.

Cela revient & dire, k dans (1) est la plus petite entier positif tel que A* et A¥+?

avoir le méme rang. O

Exemple 3.1. Si A est une matrice singuliére

6 4 0
A=13 5 -3
3 3 —1

On écrit comme la factorisation de rang plein

1
0 2 =2
A:3101: 2
. 3 11

39



alors
20

6 8

ClBl =

est une matrice non singuliére, alors A posséde un indice , et

6 —26 30

1
AD:BI(ClBl)_201:6_4 3 35 —33
33 -1

Pour le cas spécial des matrices avec un indice nous avons :

(9) AAPA = A, APAAP = AP AAP = AP A,

pour que (10) (AP)P = A

Par la dualité dans les roles de A et AP. Inversement, si (10) tient, puis les pre-
mieres et derniéres relations dans (9) sont définies dans les relations (2) et (3) est
appliqué a (AP)P et AP et la deuzieme relation dans ( est simplement (2) pour AP et
A. par conséquent, (10) détient si et seulement si A posséde un indice.

Dans ce cas particulier, l'inverse de Drazin de A est un inverse du groupe de A et

il en résulte du lemme (3.5) que pour toute factorisation de rang plein A = BC,

A* = B(CB)™*C.

3.6 Extension au matrices rectangulaires

L’inverse de Drazin une matrice A, tel que défini dans Théoréme(3.4), existe seule-
ment si A est carrée, et une question évidente est de savoir comment cette définition
peut étre étendue a des matrices rectangulaires.

Une solution a ce probléme est d’observer que, si B est un m X n avec m > n, par
exemple, alors B peut étre augmentée par des colonnes m — n de zéros pour former
une matrice carrée A.

Maintenant formant A” nous pourrait alors prendre ces colonnes de chose qui cor-
respondent a ’emplacement des colonnes de B en A comme une définition de " L’inverse
de Drazin " de B.

Comme on le voit dans I’exemple suivant, cependant, la difficulté de cette approche
est qu’il existe des (mrfn) comme matrices A, obtenu en considérant tous possible
arrangements de n colonnes de B (prises sans permutations) et les m — n colonnes de

zéros, et qui annonce peut étre différent dans chaque cas.
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1 2
Exemple 3.2. i B=| 0 1 et

3 -1
01 2 01 2 12 0
Al=10 0 1|, A=]0 01 ,As =10 1 0
0 3 1 3 0 —1 3 =1 0
puLs
0 10 7 1 0 2 1 =2 0
ADP=%103 3], (A4)P=2]001 [.(A)°=]01 0
09 0 3 0 —1 3 =13 0
sont obtenues en appliquant le lemme (3.4) pour les matrices A; = BC; o
010 100 1 00
Cl = ) C'2 = ) 03 =
0 01 0 01 010

Observez dans I'exemple (3.1) que les colonnes non nulles de chaque matrice (A;)”
correspond au produit B [(CiB)D]Q. En conséquence, en utilisant les colonnes non
nulles de (A;)? pour définir le " Inverse de Drazin " de B implique que la matrice
résultante est une fonction de C;.

Que ces matrices sont déterminés de fagon unique par un ensemble d’équations
définissant et sont des cas particuliers d’une classe de inverses généralisé es qui peut

étre construit pour toute matrice B sera du théoréme (3.5).

Théoréme 3.10. [15] Pour toute matrice B (m x n) et toute matrice W (n x m), il

existe une matrice X unique, de telle sorte que
(1.1) (BW)f = (BW)*™ XW | pour k un entier positif.

(1.2) XWBWX = X.

(1.3) BWX = XWB.

Démonstration. Soit X = [B(WB)DF, avec
XW = [BWB)P]*W = (BW)P
par le lemme (3.4), (1.1) détient avec k I'indice de BW. Aussi,

XWBWX = [BWB)P|WBWB [WB)"]" = B[(WB)"]" = X
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et
BWX = BWB [(WB)D}2 WB=XWB,

de telle sorte que (1.2) et (1.3) détiennent.

n

Pour " montrer que X est unique, nous pouvons procéder comme dans la preuve

du théoreme(3.4).
Ainsi, supposons X; et X, sont des solutions de (1.1), (1.2) et (1.3) correspondant
a des nombres entiers positifs k; et ko respectivement, dans (1.1).

Puis, avec k = max (k1, k2) il en résulte que

X, = X\WBWX, = BWX\WX, = (BW)?*(X;W)?X,
= .= (BWHXW) X, = (BW)F! + X,W (X, W)k X,
= Xo(WB)W (X, W)kX,
= XoWBW(BW)F(X,W)kX,
= X,WBWX,.

ol suite d’une maniére similaire avec

X2 = XQWBWXQ = XQWXQWB = XQ(WXQ)z(WB)Z
= .= Xo(WXo)" (W B)kH!

puis

XoWBWX, = Xo(WXo)" ™ (W B)F'WBW X,

I
>

(WX,)

(W X)W (BW)F 1 X, W B
= Xo(WXo)""'W (BW)*B

(WXQ)kJrl(WB)kJrl XQ

Par conséquent, avec X; = X5 la solution de (1.1), (1.2) et (1.3) est unique.
La matrice unique X, dans le théoréme (3.1.2) sera appelé 'inverse de Drazin de B
W —pondéré et sera écrit en que X = (BW)P
Le choix de la nomenclature W —pondéré inverse de Drazin B est facilement visible

en notant que, avec

(BW)? = B[(WB)"]*,

puis (BW)P = BP lorsque B est carré et W est la matrice d’identité.
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En outre, plus généralement observer que, avec la b an de B et (BW)? de la méme

taille et avec W et W BW la taille de la B¥, la relation
BW (Bw)” = (Bw)"WB

dans (1.3) peut étre considéré comme une généralisation de la condition de commuta-
tivité,et

(Bw)”WBW (Bw)” = (Bw)"”

dans (1.2) est analogue a (2) lorsqu'’il est écrit sous la forme X AX = X.

1 2
SiB=|0 1 est la matrice dans 'exemple (3.1), et
3 —1
1 2 4 1 31
1= y V2 =
3 -1 =2 000
puis
169 339 11
(Bw,)” = @y | 60 169 |, (Bwa)” =35 | 0 0 O
87 169 3 3
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Chapitre 4

solvabilité des équation différentielles

en utilisant 'inverse de Drazin

4.1 Calcul de 'inverse de Drazin en utilisant les va-
leurs propres

Dans cette section nous montrons que l'inverse de Drazin peut étre calculé si les
valeurs propres sont connues. Supposons que zéro est une valeur propre de multiplicité
[, et les autres valeurs propres distinces de zéro \; sont multiplicités n;,2 = 1,2,...,7.
Alors, si m = ny + ns + ... + n,, Nous avons m + [ = n. Considérons le polynéme
caractéristique de dégrée n — 1 est p(A) = M(ap + g A + ... + a1 A" 1) (1)

pour déterminer les coefficients de ¢(\). Nous résolvons les m équations suivantes.

)\Li =p(\) — )\L? =p'(N)(2) (*1)"(1‘)\:)7(1?1'*1)! = p(m—l)()\i).i =1,2,...m

Théoréme 4.1. Si p(\) est défini par (1) et (2) , alors AP = p(A).

Exemple 4.1. soit A

(9 4 6 5 |
1 4 5 4
A —
0 -1 -1 0
| -1 —2 -3 -3

Les valeurs propres de A sont {0,0,1,1}. D’apres le Théoreme (4.1), AP est donné par

AD = A2 (O{o] + O{lA) s
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Ot o et o les solutions de

1 = ()é0+CY1,

-1 = 2a9+ 3a;3.

Donc ag =4, ay = —3 et nous avons
(3 -1 2 2 ]
2 1 3 3
AP = A% (41 - 3A) =
-1 0 -1 -1
| -1 0 -1 -1

Exemple 4.2. ¢c(\) = A2(A\2+5\+1) I’équation caractéristique de C' est \X>+5 +1 = 0,
1=—-X2—-5\,
A= A—5 2= 5 1 1= _5-\A—5)—1=5\+2

p(A) = AP =5+24)71
= 5+24(—A—5)
= —24\—115

AP = A%p(A) = A2(—24A — 115).

Exemple 4.3. c¢(A) = XM+ 3+ N2+ A+1), puisque X\ £ 1 M+ X3+ 2+ +1 = ’\j__ll
donec N> =1, A\ =1, p(A) = X3 = \2, AP = A%p(A) = AL

Exemple 4.4. ¢(A\) = XA =12 p(A) =2 =[1+AN—1)]° tel que (A —1)*=0
En utilisant le théoréeme binomial, nous avons p(A) =1 —5(X — 1) + 15(\ — 1)2.
AP = A'p(A) = AN [-5(A — 1)+ 15(A — 1)7].

4.2 Calcul de I'inverse de Drazin en utilisant la trace

Soit A, B des matrices nxn des nombres complexes, soit f une fonction vectorielle de
variable réelle t, A et B peuvent tous deux étre singuliére rang (A) =1 et Tr (A) # 0,

nous avons étudié I'équation
Ax' (t) + Bz (t) = f (t)

En utilisant 'inverse de Drazin qui est une nouvelle matrice K tel que K € C™*™,
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Dans cette section nous obtenus ont une nouvelle forme pour la solution générale
du systeme différentielle a coefficients constants singuliers.

Au début on présente une définition, théoréme et lemme .

Définition 4.2.1. Soit A € C"*", la trace de A est noté par tr (A) et donné par

tr(A)= zn: aq; tel que
i=1
aipr - Qin
A —
Ap1 *+° Gpp
Théoréme 4.2. [11] Si A € C™" et rang (A) = 1, alors AP = #(A)Z’ siTr (A) # 0,
alors
AAP — T =K ou
—(tra(A)—a11) | ain
tra(A) tra(A)
K= ’ :
ani _t“l(A)_(ann)
tra(A) e tra(A)
Démonstration.
app - Qin t'r;l(jf o trZ(ﬁ)Z
AAP K = A= : ’ :
An1 " Onn trZEL;X)Q e trZ?Z)Q
—(ra(A)—a1) . ain
tra(A) tra(A)
an1 —tra(A)—(ann)
tra(A) tee tra(A)
1 0
0 1
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Exemple 4.5.

12 3
A = 2 4 6 |, Tra(A) =8
12 3
12 3
1
AD:@ 2 4 6
12 3
1 1 3 -7 1 3
§ 1 8 s 1 8 100
N EE R B T A S R
51 3 E 0B 0.0 1

Pour trouver la formule de la solution du systéme différentielle linéaire, nous intro-
duisons la notation suivante

Ay=(M+B) A By= (M+B)'B, fy = M+ B)' f, on A,B € C™" |

A € C tel que (A\A+ B)™" existe.

4.3 Solution de I’équation 2’ + Ax = f

Soit I’équation différentielle (E)z’ + Az = f, La solution générale est donnée par

= ( / e~ f(t)dt) ,

Si A est une matrice inversible, alors [e4dt = A7'e " + @, G est une matrice de
n X n, si A une matrice non inversible, pour étudier le probléme nous utilisons les

théorémes suivantes.

Théoréme 4.3. [/] Si A une matrice singulicre A € C™", d’indice k,AP est l'inverse

de Drazin de A, alors,
2 k-1

A A A3 A
/eAtdt = APeM + (1 - AAP) ¢ [I + 5t ?tQ + Et“”’ + .+ Tt’“} + G(x).

2 3 k-1
¢ (ADeAt + (1 AAP) ¢ [I T e A A tk‘l} + G,>

dt 2 3 4! k!
A A2 A3 Akfl
= AP 4 (1 — AAP) [T+ =t + =2+ — 34+ . 4+ —— k!
e + ( ){ gttt e
A A? A3 AF-1
= |+ = S B3 kel AL
{+2t+3t+4!t++k!t] e
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Corollaire 4.1. Si f(t) est un vecteur constant (i.e., f(t) = b), alors l’équation x’ +

Ax = f admet une solution de la forme.

2

3 k—1
T = {AD +(1— AAP) ¢ [I+ §t+ %tz + %t?’ + ..+ Akl t’“‘l} } b.

Démonstration. La solution de I'équation 2’ + Ax = b est donnée par

A A2 A3 Ak
x=e M (/ e‘Atdt) b=e M (ADeAt + (1= AAP) T+ St ?tQ ot et T

]

4.4 L’équation différentielle Az’ + Bx = f

Théoréme 4.4. [3}] Soient A et B € C"™™, deux matrices singuliéres, telles que
Dpy . .
AB = BA, alors y = e "' AAPq est une solution de Uéquation Az’ + Bz = 0 pour

tout vecteur q.
Démonstration. Soit y = e~ A"BtAAPq, alors
D
Ay = —AAPBe "' AAPq

— _Be A" AAP AAPy
= —Be*ADBtAADq = —By.

]
Corollaire 4.2. Si AB = BA et APAf = f, alors
Dpt Dpy
y=e4" /eA Prdt
est une solution particuliére de I'équation Ax' + Bx = f.
Démonstration. Soit y = oA fe*ADBtf(t)dtetADAf = f, alors,
Dpy Dy
Ay = —AAPBe ™4 /e+A f(t)dt + f(t)
Dpt Dpt
— Bt / AP QAP F(#)dt + F(8)
— B / AP ft)dt + f(t)
= —By.+ f(t).
]
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[34] Soient AB = BA et N(A) N N(B) = {0}, alors
(I — AAP) BBP = (I — AA").
Lemme 4.1.

Démonstration. Supposons que AB = BA et N(A) N N(B) = {0}, soit A A =

J 0 ) ) ~ . B, By 1
T | T7'tel que J est inversible, N¥ = (0. Soit B = T~
0 N B3 By
Si AB = BA, alors i
J 0 B, B
AB = T Il B
N Bs By
S IE AU BT
0 N Bs By
A T
NB; NB,
B, B J 0
BA = T| " |11 T
Bs By 0 N
_ | B B
BsN B4N

Si AB = BA, on obtient ByJ = JB;, NBy = ByN, JBy = ByN et NB; = Bs.J.

(+) si (+) est satisfait, alors J* By = B,N k¥ on trouve By = 0 aussi J* est inversible.
BiBP 0
0 ByBP

aussi B3J* = N¥B,, on trouve B; = 0. BB? =T T et

00 . . . 1
(1-AAP) =T T~ Si By est inversible, alors BP = B; " , donc

0 I
R 00|, ., | BB’ O .
(I-AA”YBBY =T T'T T
0 I 0 B,BP
00
=T T '= (I - AAP).
0 I

Si N =0, N(A)NN(B) = {0} implique N(By) = {0} . Si N # 0, supposons qu'il existe
v # 0 tel que v € N(By) . Alors NPv € N(B,) pour tout entier p > 0 NBy = BN et

49



comme N est nilpotent il existe un entier [ non négatif tel que N 2 0, mais N 1= .
Ce qui implique 0 # Nv € N(A) N N(B) , donc contradiction.
Donc N(B,) = {0}, et alors By est inversible. O

Théoréme 4.5. [34] Si AB = BA, alors y = e "B AAPq q € C" est une solution
général de l’équation Ax’' + Bx = 0.

Démonstration. D’aprés le théoréeme précédent, on a y = e~ APBt A AD q pour tout ¢, est
une solution générale de I'équation Ax’ + Bx = 0. Nous démonterons que solution y
satisfait I’existence b" un vecteur ¢. Si y est une solution, alors (6) , (7) sont satisfaisants
pour f = 0. Comme N(A)NN(B) = {0} donc B est un et un seul range de N (d’aprés
lemme 4.1). Alors 0 = N¥zl, + N*'Bxy = N¥ 1Bz, donc N¥ 1z, = 0 implique
0 = N¥1lz, = BN*21,. on continue dans le méme maniéré, on trouve Bz, = 0,
Nzxy=0et (I—AAD) re = 0.

e—CDth _ e—ADth pour
tout ¢ donc z = 2, = AAPz, = e A" BLAAP ¢ pour tout q. n

D’ott 29 = 0 et x = a1 d’aprés (7), nous obtenons z; =

Théoréme 4.6. [15/ Si AB = BA et N(A) N N(B) = {0} . Soit k = ind(A).

Si f € O™, alors Uéquation Ax' + Bx = f admet une solution particuliére, x =
ADe—AVBt foi A" Bt f(s)ds + (I — AAP) M0 (—1)" (ABP)" BP £, telle que o est ar-
bitraire.

Démonstration. Supposons que AB = BA et N(A) N N(B) = {0} . Soit
w1 = APeAPBt [T eATBUf (5)ds, wy = (I — AAP) 8 _L(—1)" (ABP)" BP f™ alors

n=0

on peut démontrer que

Az + Bxy = (AAP) f(1) (1)
Azl + Bxy = (I — AAP) f(2) (2)

on a r = x + Ty, premiérement nous démontrons (1)

Ady = A(=APBay+ APe AP (1))
— —AAPBu, + AA”f
= —BZL‘l —I— AADf
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Nous démontrons (2)

k—1
Azl = A(I—AAP)Y (-1)" (AB”)" BV f+V
n=0
k—1
_ (] AAD) Z( 1>n (ABD)n+1 f(n-‘rl)
n=0
k—2
_ (] o AAD) Z(_1>n (ABD)n+1 f(n+1)

T
= o

I
~
BN
o
-
T
—_
=
N
Sy
o)

)” f(")

3
-1
T

@
e
b
T
&
=
Sy
v
~

B (z — B"f)
Bay + (I — AAP) f

]

Théoréme 4.7. [15] On suppose que AB = BA et N(A) N N(B) = {0}. Alors la

solution générale de ’équation Az’ + Bx = f, est donnée par

w = e A"BLAAP g AP e=AVBE [T APB f(5)ds+ (1 — AAP) 3 (—1)" (ABP)" BP f™
n=0

telle que q est un vecteur constant, k = ind(A) et a est arbitraire.

Corollaire 4.3. Si AB = BA et N(A)NN(B) = {0}. Alors il existe une solution

z(0) = x¢ de l’équation Az’ + Bx = f, si et seulement si

N
—_

= APAq+ (I — AAP)Y (=1)" (ABP)" f™(0),

n

I
o

pour tout vecteur q et xq est unique. L’équation Ax' + Bx = f. Dans cette section nous

étudiions les conditions nécessaires et suffisants de l'unicité de la solution de l’équation

Ax' + Bx = f.

Lemme 4.2. On suppose c tel que (cA + B) est inversible. Alors (cA+ B)™'A et
(cA+ B)™'B sont commutes.

Démonstration. On suppose qu’un nombre ¢ tel que (cA 4+ B) est inversible. Alors

cl(cA+ B)'A]l+ [(cA+ B)"'B] = I. O
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Théoréme 4.8. [11] Si A, B € C™" et rang (A) = 1, la solution générale du systéme

des équations différentielles linéaires
A" (t)+ Bz (t) = [ (t).
Est donné par
y(t) = e AN Bt (I+K)q.

Théoréme 4.9. [11] L’équation Az’ + Bz = 0, admel une solution unique avec une

condition initiale si et seulement s’il existe un nombre ¢ tel que (cA+ B) est inversible.

Démonstration. On suppose que (cA + B) est inversible. Alors N(A) N N(B) = {0},
donne N(A) = N ((cA+ B)'A) et N(B) =N ((cA+ B)™')B..

Donc (cA + B)~'Ax’ + (cA + B)"!Bxz = 0, admet une unique solution d’apres le
théoréme, il est claire que 'équation (cA+ B)~'Ax’ + (cA+ B)~! Bz = 0 est équivalent
Az’ + Bx = 0. Inversement, supposons que (cA + B) n’est pas inversible pour tout
nombre c. Alors pour tout c¢ il existe un vecteur ¢, tel que (cA + B)p. = 0.

Donc z, = ey, est une solution de 1’équation Az’ + Bx = 0.

pour que Ax!, = Ace'p. = —e"*Byp. = —Buz,. O

Théoréme 4.10. supposons que Ax' + Bx = 0 admet une solution unique vérifie la
condition initiale, soit ¢ un nombre tel que (cA+ B) est inversible on définit A, B, C
par A= (cA+ B)'A, B=(cA+ B)"'B, f.= (cA+ B)"'f..

Soit k = ind (fl) . Alors Ax' + Bx = f, x(0) = x¢ une solution si et seulement si
o est définie par xg = AAPq + <1 — eflle> Zfl;é(—l)" (AED>n BDﬁE”)(o),

pour tout vecteur q. et une solution particulier xr = ADe—APBt fot eADBtf (s)ds +
(1 - AAD) Zﬁ;(l)(—l)” (ABD>n BP f" | tel que a est arbitraire. La solution générale
de l'équation Az’ + Bx = f, est v = e A"BtADy 4 AD—A"Bt fot eA"Btf (s)ds +
(1-A4P) o1y (ABP)" BP ), tel que g € .

Théoréme 4.11. Soient A,B deuz matrices dans C™*" tel que(cA+ B)™! eziste pour
tout c¢. Alors APA,, APB,, AP(cA+ B)™', BP(cA+ B)™', APBP et ind (AC> sont
indépendant des c.

Démonstration. Puisque A.B, = B.A,, il est clair que AP (cA+B)~', BP(cA+ B) et
ind (AC> sont indépendant des c. Supposons que (AA + B), (cA + B) sont inversibles.
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Alors
APMA+B)™ = [(M+B)'A]” (0A+ B)!
(M + B) ' (cA+ B)(cA+ B)~'A]” A\ A+ B)™!

(M + B)(cA+B)™) " (cA+ B)—lA} "0+ By

—— —— —

(MA+B)(cA+B)) Al Coa+ B

— AP [()\(CA + B A+ (cA+ B)*B)‘l} "oa+ B
= AP (McA+B)'"A+ (cA+ B)™'B) (\MA+ B)™*

= AP(cA+B) ' (MDA +B) (M + B)!

= AP(cA+ B)!

Donc fl? (cA+ B)™! est indépendant de c. par la méme maniére nous démontrons que

BP(cA+ B)™' est indépendant de c. Pour tout entier k
. N
rang <A§) = rang {()\Ac + Bc> Ac}
~\—k .
= rang {()\ ¢+ BC> A’Z]

A
= rang (flf)

donc ind <f~lc) est indépendant de c. O
Exemple 4.6. Considérons l'équation différentielle homogéne Az’ + Bx = 0, tel que
1 0 —2 0 1 2
A= -1 0 2 B = | —27 —22 —17 A et B sont singuliéres et non
2 3 2 18 14 10

commutatives. Puisque A+ B est inversible, on pose ¢ = 1 et on multiplie Ax'’+ Bx =0
par (A+ B)™ on trouve
Ar' + Bx =0 tel que A= (A+B)"'A, B=(A+B)"'B

-3 -5 —4 0 5 4
A= % 6 5 —2| etB= % —6 —2 2 |, il existe un unique solution si
-2 2 10 3 =27

et seulement si le vecteur initial x(0) satisfaisant (I - fltildeAD> z(0) = 0 les valeurs

propres de A et B sont (0,1,3) et (0,1, —2) respectivement. On trouve

927 —41 —28

- 1

AD:ﬁ 54 77 48
—27 —34 —14
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et B=4| —24 —16 —8 |. Par utilisation de Uéquation (I - flle> z(0) =0 on

125 —2
peut calculer 92(0) + 7x4(0) + 523(0) = 0 puisque, les valeurs propres de —AP B sont
18 1 ebt 2 (1 _ et 21(0)
{0,0,2}. Alorsa (t) =e4"Blz (0) =L | 0 28— 8eit 16 (1 — e%t> z2(0)
0 13 (e%t - 1) 26e3t — 1 23(0)

tel que x1(0) , 22(0) , x3(0) vérifiant 9x(0) + Tz2(0) 4+ 5x3(0) = 0. maintenant
considérons ’équation non homogéne suivante Az’ + Bx = b, tel que
1 0 -2 0 1 2

A= -10 2 B =| =27 —22 —17 |et b est un vecteur constant défini

2 3 2 18 14 10
par

1
b2 |. sk multiplions Ax' + Bx = b, par (A+ B)™', on obtient Az’ + Bx = b, tel
0

que A= (A+B)™"A, B=(A+B)"'B,b=(A+B)'b = s| 20 . Si le vecteur
—10

wnitial satisfis ait la condition pour l’existence de la solution unique.d’aprés le théoréeme
4.11 a solution est donné par la formule x(t) = e*ADBtAAquLADe’ADBt fot eA”Bthds +
(1 — Aﬁ) BDb. Dans cette cas A est d’indice 1. Si on poset = 0 on trouve (1 — flle> <x(0) — BPb

0 qui est une condition nécessaire et suffisante de Uezistence de la solution initial x(0).

/

On calcule (31) 921(0) 4 Tx5(0) 4+ 5x5(0) + 1 = 0. Puisque b est constant..L’intégral
(30) peut étre évaluée l'aide de la formule(4) . puisque APB, A, B sont d’indices.
La formule (4) est simplifie |, eA"Bipds = {ADB (eADBt — I) + (I — AAD§D> } b.
évaluer (34) donne

a(t) = " (2(0) = BPD) + BPb+ A” (1~ BBP) th

En substituant (33) en (30) et en simplifiant, nous trouvons que la solution finale est

nift) = —ef (a(0) + 275(0)) — 1om3(0) — gas(0) -,
nl) = —geit(@m) +205(0)) — Laa0) + gs(0) + 5 + 2%
s(t) — —%it(xz(m + 224(0)) — %@(0) - gxg(()) - % )
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O

a €té éliminée en utilisant (35).

CCl(O)
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Résumeé

Il est bien connu qu'une matrice (au un opérateur) a une inverse, si elle est carré et de déterminant est
non nul. Cependant, dans plusieurs domaines des mathématiques appliquées on a besoin de quelques
types d'inverser particules d'une matrice singuliere or déterminant est non nul ou méme
rectangulaires.

Et beaucoup plus on s'intéressés a I'étude la solvabilité des équations différentielles en utilisant
L'inverse de Drazin d'une matrice singuliere.

Mots clés

Les opérateurs linéaires et borneés, l'inverse généraliseé l'inverse de Drazin, les équations
différentielles.

Abstract

It is well known that a matrix (or an operator) accepts an inverse, if it's fast and it's determinant non-
zero, However in many fields of applied mathematics we need some types of inversions for irregular
or finites matrices that are not absent or even rectangular.

And we specify in our study solutions of differential equations using an inverse of Drazin of a
singular matrix.

Key words

Linear and finite operators, generalized inverse, Drazin inverse, differentials equations.



