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INTRODUCTION GENERALE

Dans la solution numérique de problemes pratiques de physique ou d’ingénierie telle que,
par exemple, la dynamique des fluides de calcul, I’élasticité ou la simulation de dispositifs a semi-
conducteurs, on rencontre souvent la difficulté que la précision globale de I’approximation numérique
soit détériorée par des singularités locales telles que, par exemple, des singularités résultant de coins
rentrants, couches intérieures ou bords, ou fronts pointus comme des chocs. Un remede évident est
d’affiner la discrétisation preés des régions critiques, c’est-a-dire de placer plus de points de grille
ou la solution est moins réguliere. La question est alors de savoir comment identifier ces régions et
comment obtenir un bon équilibre entre les régions raffinées et non raffinées de sorte que la précision

globale soit optimale.

Un autre probleme étroitement lié consiste a obtenir des estimations fiables de la précision
de la solution numérique calculée. Estimations d’erreur a priori telles que fournies par exemple par
I’analyse d’erreur standard pour les méthodes des éléments finis ou par différences finies sont souvent
insuffisantes, car elles ne fournissent que des informations sur le comportement d’erreur asymptotique
et nécessitent des hypotheses de régularité sur la solution qui ne sont pas satisfaites en présence de

singularités comme décrit ci-dessus.

Ces considérations montrent clairement la nécessité d’un estimateur d’erreur qui peut a pos-
teriori étre extrait de la solution numérique calculée et des données du probleme. Bien entendu, calcul
I’estimation d’erreur a posteriori devrait étre beaucoup moins coiiteux que le calcul de la solution
numérique. De plus, I’estimateur d’erreur doit étre local et doit fournir des limites supérieures et in-
férieures fiables pour I’erreur vraie dans une norme spécifiée par I’utilisateur. Dans ce contexte, il
convient de noter que les bords supérieurs globaux sont suffisantes pour obtenir une solution numé-
rique avec une précision inférieure a une tolérance prescrite. Bords inférieurs locaux, cependant, il
est nécessaire de s’assurer que la grille est correctement affinée afin que 1’on obtienne une solution
numérique avec une tolérance prescrite en utilisant un nombre (presque) minimal de points de grille.
Pour accomplir cette tache, il ne suffit pas que I’estimateur d’erreur a posteriori ait le méme compor-
tement asymptotique que les estimations d’erreur a priori standard.

Dans ce travail, nous proposons et étudions un estimateur d’erreur a posteriori de type résiduel pour

Vi



Introduction

I’approximation linéaire par les éléments finis du probleme linéaire non-homogeéne mixtes de Diri-

chlet et Neumann.

Dans le premier chapitre, nous allons discuter quelques concepts et propriétés liés a la mé-
thode des éléments finis et résiduelle estimation a posteriori erreur que nous mentionnons : méthode

de Galerkin, opérateur de quasi-interpolation, fonctions de bulle, ...etc.

Le deuxieme chapitre sera consacré a 1’étude de I’existence et ’unicité de la solution réel par

la formulation variationnelle et la solution approxima par I’élément finis en 2D.

Le dernier chapitre de ce mémoire est consacré pour étude I’estimation résiduelle, il s’agit de
normes L2 pondérées des résidus d’éléments et de bords. Le dernier chapitre de ce mémoire est consa-
cré pour étude I’estimation résiduelle, il s’agit de normes L? pondérées des résidus d’éléments et de
bords. Le dernier chapitre de ce mémoire est consacré pour étude I’estimation résiduelle, il s’agit de
normes L? pondérées des résidus d’éléments et de bords. Ces termes sont obtenus par une intégration
par partie par élément. Pour le probleme du modele, I’opérateur de trace est la dérivée normale. Les
facteurs de pondération sont des puissances appropri€es du maillage local. Les pouvoirs refletent les
différentes exigences de régularité pour les solutions fortes et faibles. Jusqu’a des constantes multipli-
catives, les estimations résiduelles fournissent des bornes supérieures et inférieures pour I’erreur de
la solution discrete calculée. Les bornes supérieures sont globales par rapport au domaine de calcul.
Les limites inférieures sont locales en ce que 1’indicateur d’erreur attribué a un élément est limité par
I’erreur sur I’élément donné et les voisins adjacents. La nature différente des limites supérieures et
inférieures a une raison structurelle. Les bornes supérieures sont basées sur la stabilité du probleme
variationnelle et utilisent I’inverse de I’opérateur différentiel qui est un opérateur global. En revanche,
les bornes inférieures sont basées sur la continuité du probleme variationnelle et utilisent 1’opéra-
teur différentiel lui-méme qui est un opérateur local. Finira ce travail par une conclusion générale et

quelques perspectives de travail.

——— i I ——
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Dans ce chapitre, nous présenterons des concepts de base sur les espaces utilisés

dans les chapitres 2, 3 et nous présenterons aussi des propriétés et notations impor-

tantes pour la méthode des éléments finis dans dimension deux et résiduelles estime

a posteriori erreur estimation.



1.1 Quelques espaces fonctionnels

Rappel d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Quelques espaces fonctionnels

Espaces des fonctions continues

On défini la fonction suffisamment lisse v et o € INY un multi-index, nous désignons ses dérivée

partielles
aa]+..,+an
a,
A T (L.

Soit Q) un ouvert dans IRY et on défini quelque espace utilisé comme

C(Q)) est un espace de Banach avec la norme
HVHC@) = sup{|v(x)| : x € Q} = max{|v(x)| : x € Q}.
Plus généralement, pour un entier non-négatif m, nous définissons :
C"(Q)={veC(Q):D*vec C(Q) avec |a|<m};
Est un espace de Banach avec la norme

VI = 2 D% || - -
Ve Q) o I HC(Q)
Nous avons également.

C*(Q)=n_,cM(Q)={veCc(Q):veCc™Q) VYm=0,1,..};

En définis par toute fonction v sur () son support

suppy ={x € Q :v(x) =0}
Tel que

Cr(Q)={veC>(Q):suppv CcC Q}

Remarque 1.1 La condition "supp@ C () " est une condition non-triviale, car " supp@ " est fermée
et () est ouverte. Les fonctions satisfaisant cette condition disparaissent a la frontiere de () avec

toutes leurs dérivées.



1.1 Quelques espaces fonctionnels

Espaces Lebesgue

Soit ) dans IR”, pour p € [1,+4o0) on a
L?(Q)) est un espace des fonctions lineaire et mesurables

v:Q —1R

I\p
Wl = {({ |v<x>|de} <o

L’espace L= (Q)) est constitué par toutes les fonctions mesurables essentiellement bornées

v:Q—R

[VllL=@@)=inf —sup |v(x)] <eo
@ 1(Q)=0 e\’

Etant donné deux fonctions ¢,y € Cy(Q), le théoreme de Gauss pour les intégrales donne pour

chaque multi-indice ov € IN" I’identité

Q Q

Cette identité motive la définition des dérivés faibles :
Nous avons donné deux fonctions intégrables @,y € L!(Q) et un multi-index o € NV, v si équi-

valent 1’identité :

/Wpdx:(_1>051+...+061\]/ (pDOCp
Q Q

Vaux pour toutes les fonctions p € C3’(€2). Dans ce cas, nous écrivons.
y=D%.

Remarque 1.2 Pour les fonctions lisses, les notions de dérivés classiques et faibles coincident.
Cependant, il existe des fonctions qui ne sont pas différentiables au sens classique, mais qui ont une

dérivée faible.

1

Définition 1.2.1 Soit Q) un ensemble ouvert non-vide dans IN v,w € L,

(Q). Alors w est appelé

o dérivé faible de v si

/ V() D% @(x)dx = (—1)! / w(x)p(x)dx Vo € C3(Q) (1.2)
Q Q
D’autre par, on définit la 1'¢ dérivée partielle faible de w; par rapport a x; comme

Ja Vg—fzdx =—Jowip(x), VeeCy(Q)



1.1 Quelques espaces fonctionnels

1.2.2 Espaces de Sobolev et normes

1

L’espace de Sobolev w™?((2) est un tout I’ensemble des fonctions v € L, .

(Q)), pour chaque
multi-indice @ et || < m telle que D%y existe et D% € LP(Q)).

Pour p =2 on a H™(Q) = w™?(Q).

Espace H™

H™(Q)={pcL*(Q): D% cL*(Q) VYoaecN" avec o +...+ay <m}.

On voit que H* = L2(Q).

H™(Q)) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire et 1a norme induite :

(U, V)m = Xjq|am(0%u,0%v)o et u

= ()

1
2

|(P|m: { Z ”Da(pHiZ(Q)}

aeNN a)+...+ay=m

1 1

1l = {Zym%} :{ ) \IDafplliZ(m} :
[=0

o €ENN o +...+ay=m

Définition 1.2.2 Espaces Hy' :

On définit Hj' comme I’adhérence dans H™ de D(()), ensemble des fonctions de classe C* et a
support compact dans Q). plus exactement et de maniere générale, W(;n P est I’adhérence de D(Q)

dans I’espace WP La définition ci-dessus correspond donc au cas p = 2.

Espace H!

u

H'(Q) = L2(Q).Vi=1....n;—
(Q) = {u € LA(Q),Vi=1,..m 5 -

€L*(Q)}

Muni du produit scalaire :

N du Jdv
(u,v)1 = Jq (W+i)_:l 8_x,&_x,)



1.1 Quelques espaces fonctionnels

Espace H|
Par définition de Hé (Q)), et en prenant en compte une remarque précédente :
H}(Q)={veH(Q):v=0 sur T}.

On voit que sur cet espace, la condition de Dirichlet est satisfaite automatiquement, sur tout le I' =
dQ). La frontiere I est généralement partitionnée en deux sous-frontieres Ip et Iy sur les quelles

satisfait les conditions de Dirichlet et Neumann respectivement : I' = Ip U I}y,
HYQ)={veH(Q):v=0 sur TIpl.
etona
H} (Q) c HY(Q) c HY(Q).

Théorem 1.2.1 Si Q) est un ouvert de R" de frontiére " suffisamment réguliére " alors on a l'inclu-

sion :H™(Q) c CK(Q) pour K < m— g

Trace
On définit I’application
Y:u€ C(Q) = pu) =ulyjn € L2(2Q).
L application 7y se prolonge de maniére unique, et de fagon continue 2 ’espace H' (Q)), on appelle
I’opérateur yp, " ’application trace " .
L opérateur Y, n’est pas surjectif sur L?(9Q)), 'image 1(H'(Q)) est notée H > (0Q)).
On étend ainsi ’application ¥ a
Yo :u€HY(Q)— 1) =ulyo € H2(9Q)
De sorte que :
1. L’application 7}y est surjective.
2. Le noyau de 1y est I’espace Hj (Q).
On définit alors
H2(0Q)={geL2(0Q), telque IveH (Q), p(v)=g surdQ};

En d’autres termes

—_

H>(T)={geL?(T):g=v|r pour certains ve H' (Q)}.

Muni de la norme



1.1.2 Quelques inégalités utilisées

gl o0 = inf viiLo
lells00 = e pyoss 1

Autre définition

||8||%7r:inf{||v|\1 IVEH Q),vr = }

Notez que tous les dérivés doivent étre compris au sens faible.

Théorém 1.2.2 (Théoreme de Trace)
Soit Q) un ouvert borné régulai de classe C!, on définit I’application trace 7,

H*(Q)NCHQ) = L2(0Q)NC(dQ)

v
v n(v) = —|aQ,

Avec 2 5, = Vu.n . Cette application ¥; se prolonge par continuit€ en une application linéaire continue
de H*(Q) dans L?(dQ). En particulier, il existe un constant C > 0 tel que, pour toute fonction
vEH?*(Q),ona:

15, Iz@0) <CIVIa @)

1.2.3 Quelques inégalités utilisées
Inégalité de Holder

Soit (p,q) un couple de [1,+0], £+ 1 = 1. L’application suivant :

1
q
L’(Q)xL1(Q) - C
(u,v) = [qu(x)v(x)dx.
Est bilinéaire continue a valeurs dans L' (Q)

[uvllLiq) < llullLr@)lviiLeq)

Inégalité de Cauchy Schwartz

Soit H un espace de Hilbert menu d’un produit scalaire (.,.)y et ||.||z une norme induite du

produit scalaire, Vv,u € H on a

[, v)ul < ulla vl



1.1.3 Formule de Green

Inégalité de Poincaré

Soit Q un ouvert de IRV ouvert borné, alors il existe co = C*(Q) > 0 tel que
lull2 < cal[Vull2,  Vu € Hy(Q2)

Donc ||Vul|, est une norme sur H} (Q) équivalente a la norme ||u|| ;1. Autrement dit, [, VuVv est un

produit scalaire qui induit la norme || Vul|,.

Inégalités de Friedrichs

Les inégalités suivantes sont fondamentales :
ull2 < cplul  Vu € HH(Q). (1.3)

Le constant cb dépendent du domaine () et sont proportionnelles a son diametre.

1.2.4 Formule de Green

Sois O un ouvert borné régulier de classe C?et dQ Lipschitzienne. Si u € H*(Q),v € H'(Q)

on a
Jo Au(x)v(x)dx = — [ Vu(x).Vv(x)dx+ [0 %V(G)d(f.

Ou, n = (n;)1<i<n €st le vecteur unitaire normal a dQ) d’érigé vers I’extérieur.
i)1<i<n

1.2.5 Théoreme de Lax-Milgram

Nous décrivons une théorie abstraite pour obtenir I’existence et 1’unicité de la solution d’une
formulation variationnelle dans un espace de Hilbert V. Rappelons qu’un espace de Hilbert est un
espace vectoriel sur IR, muni d’un produit scalaire, noté (x,y), qui est complet pour la norme associée
a ce produit scalaire, notée ||x|| = \/{x,x). (un espace vectoriel normé est complet si toute suite
de Cauchy est une suite convergente dont la limite appartient a cet espace ). Nous considérons une
formulation variationnelle du type : trouver u € V tel que a(u,v) =L(v)  pour toute fonction v € V.

Les hypotheses sur a et L sont :

L(.) est une forme linéaire continue sur V, ¢’est-a-dire que v — L(v) est linéaire de V dans R il

existe C > 0 tel que :

ILV)| < C||v|| pourtout veV,



1.1.2 Notations et propriétés de méthode des éléments finis dans 2D

a(.,.) est une forme bilinéaire sur V, c’est-a-dire que u — a(u,v) est une forme linéaire de V

dans R pour tout v € V, et v — a(u,v) est une forme linéaire de V dans R pour tout u € V ;

a(.,.) est continue, c’est-a-dire qu’il existe M > O tel que :
ja(u,v)| < M[ul[[V]] u,veV;
ﬂ a(.,.) est coercive (ou elliptique), c’est-a-dire qu’il existe C > 0 tel que :
a(u,u) > C||u||> pourtout vev.
Théorem 1.2.3 (Théoreme de Lax-Milgram)

Soit V un espace de Hilbert réel, L(.) une forme linéaire continue sur V,a(.,.) une forme bilinéaire
continue coercive sur V. Alors la formulation variationnelle admet une unique solution. De plus, cette

solution dépend continiment de la forme linéaire L

Proposition 1.1 On se place sous les hypothéses de Théoreme 1.2.3 de Lax-Milgram. On suppose
en plus que la forme bilinéaire est symétrique a(u,v) = a(v,u) pour tout u,v € V. Sois J(v) I'énergie

définie pour v €'V par :
J(v) = 3a(v,v) —L(v).

Sois u € V la solution unique de la formulation variationnelle. Alors u est aussi l'unique point de

minimum de [’énergie, c’est-a-dire que.

J(u) = 131€i‘r/1j(v).

Réciproquement, si u € V est un point de minium de I’énergie J(v), alors u est la solution unique de

la formulation variationnelle.

Notations et propriétés de méthode des éléments finis dans 2D

Les discrétisations par I’élément fini sont basées sur des partitions du domaine () en sous-
domaines simples non-chevauchants. La collection de ces sous-domaines s’appelle une partition et
est étiquetée 7.

Les membres de 7, c’est-a-dire les sous-domaines, sont appelés éléments et sont étiquetés K.

T doit satisfaire aux conditions suivantes :

— QUT, c’est I’union de tous les éléments dans T



1.1.2 Notations et propriétés de méthode des éléments finis dans 2D

— Chaque K € 7 est soit un triangle ou un parallélogramme pour N = 2

— La recevabilité chaque deux éléments dans T sont disjoints ou partagent un sommet ou

une arétre si N = 3, est un visage complet

— La forme de la régularité pour tout élément K, le rapport de son diametre hg pour le

diametre de la px de la plus grande boule inscrit dans K est borné indépendamment de K.

Codage Définition

Nk

Les sommets ou les nceuds de K

Ek

Les arétes ou faces de K

N

Les sommets de tous les éléments en T ¢’est-a-dire : A7 = |J Ak
Ket

&

Les arétes ou faces des tous les éléments en 7, c’est-a-dire : 67 = |J &k

Ker

NE

Les sommets d’une aréte ou d’une face E € &;

Ner

)

Les sommets sur la frontiere

Les sommets sur la frontiere de Dirichlet

Les sommets sur la frontiere de Neumann

Les sommets a I’intérieur de Q)

Les arétes ou faces contenues dans la frontiere

Les bords ou les visages contenus dans le bord Dirichlet

Les bords ou les visages contenus dans le bord Neumann

Les arétes ou des faces ayant au moins une extrémité a 1’intérieur de ()

TABLE 1.1 — Notation fondamental dans 7

Avec cette notation, nous définissons les espaces d’éléments finis par

Sty ={p: Q> R:¢|x € P(K) VK €1}

Sk0(7) = 55~ 1(1) N C(Q).

5t0(7) = SF0 (1) NHY(Q) = {@ € S*°(1) : 9 = 0 dans T}.

S5k0(7) = skt NH)(Q) = {9 € 50(1) : 9 = 0 dans Tp}.

Notez que K peut étre O pour le premier espace, mais doit tre au mois 1 pour les autres espaces.



1.3 Principales caractéristiques de posteriori erreur estimation

1.3.1 Propriétés d’approximation

Les espaces d’éléments finis définis, ci-dessus satisfont aux propriétés d’approximation suivantes

inf ( )||<p— @cllo <@ @ € HFTH(Q), ke N;
T

PpreSk1

inf (o —ocll; <A |l @ € HFTH(Q),j € {0,1},k € N¥;
(P‘;GSI‘"O(T)

inf || —oc|; <cH @l @ € HFTH(Q)NH](Q),j € {0,1},k € N*.
Q. €5%0(1)

1.3.2 Meéthode de Galerkin

On se place maintenant sous les hypotheses suivantes :

V est un espace de Hilbert.

(1.4)
a : forme bilinéaire continué et coericive, L € V'’
Remarque maintenant, a n’est pas nécessairement symétrique par les hypotheses [1.4]
On considere le probleme :
uecV
(1.5)
a(u,v) =L(v),veV
Par le théoreme de Lax-Milgram 1.2.3, il y a existence et unicité de u € V solution de (1.5).
On se donne V; C V, tel que dimV; < 4o, et on cherche a résoudre le probleme approché :
ur €V
(Pr) (1.6)

a(uT,VT) == L(VT),VVT S Vf[.
Par le théoreme de Lax-Milgram 1.2.3, on a immédiatement :

Théorem 1.3.1 Sous les hypotheses, si V; CV et dimV; = N, il existe un unique u; € V; solution de

(1.6).

Principales caractéristiques de posteriori erreur estimation

1.4.1 Un opérateur de quasi-interpolation

Pour tout ensemble mesurable @ C IR? avec mesure positive et toute fonction intégrable ¢ on

définit la moyenne de ¢ sur @ par

1
Q,=—— ; 1.7



1.3 Principales caractéristiques de posteriori erreur estimation

ou y désigne la mesure de Lebesgue standard dans RY .Avec cette notation, nous définissons un

opérateur de quasi-interpolation I : H)(Q) — S BO(‘L') par

Lo= ) Pyl (1.8)

xeN QU 1y

Notez que I ¢ est défini pour chaque fonction intégrable ¢.

1.4.2 Les fonctions de Bulle

Pour chaque élément K et chaque aréte E, on définit les fonctions de bulle yx et yg par :

vk =o0g [] A (1.9)
XEN
Avec )
27  si K un triangle ;
256 si K un parallélogramme ;
O = (1.10)
16  si K un tétragdre ;
54  si K un parallélépipede ;
Et
ve=Be [] A (1.11)
XENE
avec

4  siE  estun segment de ligne ;
Be =127 siE estun triangle ; (1.12)
16 siE estun parallélogramme ;

Proposition 1.2 Les fonctions Yk et Wi ont les propriétés suivantes :

suppyg =K, 0<yg <1, ma%(l//K(x)zl. (1.13)
PAS

suppVYe = g, 0< yg <1, rnegil[/E(x)zl. (1.14)
xe

De plus, les estimations inverses suivantes sont valables pour toutes les fonctions linéaires ou bili-

néaires @ :

1 1
l@lle <ersllve lle; lollk <crillvg ol

_1
IV(VED) o < crahg” ||@]lE; IV(wk @)k <crahig' ok

1
Vel < crshipll@le.

Les constantes c; 1,¢12,¢13,¢1.4,C1,5 ne dépendent que du parametre de forme de 7.



1.3 Principales caractéristiques de posteriori erreur estimation

1.4.3 Les sauts des fonctions continues par morceaux

Avec chaque bord E, nous associons un vecteur d’unité ng. Pour les bords intérieurs E € &
son orientation est arbitraire, pour les bords E € & sur la limite 1’orientation est choisie tel que ng
montre a I’extérieur de (). Pour toute fonction continue par morceaux ¢ et tout bord intérieur £, nous
notons Jz(¢) le saut de ¢ a travers E dans la direction de ng

Je(@)(x) = lim @(x—tng) — lim @(x+1tng) Vx€E; (1.15)

t—07t t—07t

Notez que Jg(¢@) dépend de I’orientation de ng mais que les expressions de la forme

Je(ng - Vo) sont indépendantes de celle-ci.

15 Conclusion

La plupart de ces concepts sont tres basiques pour les chapitres suivants,
en particulier la fonction de bulle qui est la base d’estimation a posteriori d’erreur

résiduelle, nous avons montrerons au chapitre 3.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous allons faire une étude sur I’existence et I’unicité de solu-

tion exact u par la formulation variationnelle de probleme linéaire non-homogene

mixte Dirichlet-Neumann, mais dans la deuxieme partie, nous allons discuter la

résolution numérique du méme probleme par la méthode des éléments finis.

Le probléme du modéle :

En tant que probleéme de modele, nous considérons le probleme linéaire non-homogene avec

des conditions aux limites mixtes de Dirichlet-Neumann par suite :

13



2.2 Formulation variationnelle

—Au+ou=f dans Q

(P):u=0 sur Ip (2.1)
d
B—Lt:g sur Iy
n

Soit QO C IRY un ouvert borné régulier avec un Lipchitz bord dQ, les donnée sont supposés étre
lisse pour f € L?(Q)), g € L2(I)y) et « est un constant positive ( & > 0 ), I et Ty sont supposés étre
disjoints c’est-a-dire [y NIp = @ avec EUE = dQ). Lunité vers I’extérieur vecteur normal a dQ) est

dénoté par n est appartient a I’espace [L”(dQ)]".

>3 Formulation variationnelle

Etape 1

Pour f € L>(Q) etv e C3(Q) ona

— Jo(Au)vdx+ o [ uvdx = [¢) fvdx

En utilisant la formule de Green 1.2.4, donc

/fvdx:/ (Vu.Vv+auv)dx—/ %vdc
Q Q Iy on

D’apré la condition 8_u =g  sur Iy telle que g est la fonction de trace, alors
n
du
5, =& (p-p)

Eton a
Jo VuVvdx+ « [quvdx = [ fvdx+ [; gvdo
Par ailleur u =0  sur [p alors on définit ’espace V comme
V={veH Q):v=0 surlp};
c’est-a-dire v € Hé’ p- Donc nous allons chercher maintenant u € H(}, p qui satisfait

/Q(VU.VV—F(XMV)CZX:/QdeX—F/r gvdo ,VVGH&D 2.2)
N

Le probleme (2.2) s’appelle la formulation faible ou formulation variationnelle de (2.1)



2.2 Formulation variationnelle

Etape 2

Pour exister 1’unique solution faible u € V ont appliqué le théoréme de Lax-Milgram 1.2.3

dans I’espace V = H& p(Q) avec la forme bilinéaire et continué
a(u,v) = / (Vu.Vv+auv)dx, YvevV, (2.3)
Q

Et la forme linéaire L : v — [ fv+ 5 gvdx

— | Continuité de af(.,.)

a(u,v) = [o(VuVv+ ouv)dx
Donc

la(u,v)| = |/ Vqudx+a/ uvdx|
Q Q

< / |Vul|Vv|dx+ Oc/ |u||v|dx Yu,v eV
Q Q
En utilisant I’inégalité de Cauchy Schwartz (1.2.3) peut s’écrire

< Vullz@) IVl + ellullz)-Ivieo)
< |IVulliz)- IVl ) + @C? | Vull )1 VVI20)
<2max(1,aC)|[Vull 2.0y VV]li2(q)

< 2max(l,ocC2)HuHH1(Q) [ull 1) Yu,v eV

ou C est la constante de Poincaré
Alors, comme |[ul| ;1) = HuHH&D(Q)

Pour u € H&D(Q) ;
)| < Cllllgg oy g ) Vv € H (@)

Donc af.,.) est continué

— | Coercivité de a(.,.)

alu,u) :/ \Vu\zdx+a/ w*dx NueV
Q Q
- 2
>m1n(1,a)“uHH&D(Q)

2
> Clleliy 0

Par conséquent, a(.,.) est coercive en V.



2.3 Discrétisation par I’élément finis du probleme (2.1)

— Continuité de L(.) |: En utilisant ’inégalité de Cauchy Schwartz (1.2.3)

\L(v)]:\/fvdx—i—/ avda| Wev
Q Iy

< [ \filax=+ [ lglivido
Q Iy

<l IVllz) + gl Ve,

D’apré I’inégalité de Poincaré ( 1.2.3)

<C[|fllz@)- IVl +Cliglemy) - IVvliem)
<max (Cllf () Cllglley ) (V¥ + 19V, )
<M (1Ml + Wl ry))
Donc L(.) est continué
Nous avons montré que af(.,.) et L(.), vérifient les hypothéses de théoréme de Lax-

Milgram 1.2.3. Alors le probleme (2.1) admet une solution unique faible sur V tel que

uc H&D(Q).

Discrétisation par l'élément finis du probléme (2.1)

Dans la méthode des éléments finis, la construction du sous-espace discret nécessite la discré-
tisation préalable du domaine () C IR? en éléments géométriques simples. Contrairement au cas d’un
intervalle de IR, la discrétisation d’un domaine de IR? est un probléme technique difficile et la qualité

de ce maillage, est essentielle pour la qualité de I’approximation.
Définition 2.4.1 Soit donc Q un ouvert de R? et considérons un maillage de T formé par des triangles
K vérifiant les criteres suivants :

1. Les éléments K C T du maillage doivent recouvrir le domaine, i.e. eur union est égale a ©

2. L’intersection de deux éléments distincts doit satisfaire :

0;
KNK' =< un sommet; (2.4)
un coté

3. Equivalente, affine : pour K € 1;

hg = diam(K) = sup ||x —y|| et px est le diameétre de la boule maximale inscrite en K, la
x,yeK



2.3 Discrétisation par I’élément finis du probléme (2.1)

triangulation est dite réguliere, s’il existe une constante C; avec

h h
K < C; VK et telque C; = max K (2.5)
Pk Ket Px

Enfin, la largeur de maille est introduite comme

h = maxhg.
Kert

Le diametre d’un triangle K est noté hi et le diametre du plus grand cercle qui peut étre inscrit en K

est noté px. La régularité du triangle est mesurée par le rapport

ke = K (2.6)

Pk

FIGURE 2.1 — Diametre diam(K)et rondeur p(K) d’un triangle K

Patchs d’éléments

Aux fins de I’analyse d’erreur a posteriori, il sera utile de considérer les propriétés de certains patchs
locaux d’éléments. Soit T une partition réguliere de () en triangles soit K tout élément de la partition.
Le sous-domaine K se compose de I’élément K avec les éléments partageant au moins un sommet
commun avec K :

K= {UK’,K’ € 1:K'NK est non vide } 2.7)

Le sous-domaine K est appelé patch associé a I’élément K. Le lecteur peut trouver utile a ce stade de

noter que la notation ® sera utilisée tout au long pour désigner un patch d’éléments associés a une



2.3.1 Partition d’éléments finis

entité o. Les dimensions du patch K sont mesurées en fonction des quantités

hg = max hg (2.8)
K'CK
Et
K'CK

Tandis que la régularité du patch est mesurée

h~
ke = p—’f; (2.10)
K

La régularité de la partition T est héritée par les patchs.

Définition 2.4.2 Une triangulation K est dite quasi-uniforme si elle est réguliere et qu’il existe un

constant Cy, > 0 tel que :

max hg
Ker
min pg
Ket p

< Cyu VKert (2.11)

2.4.1 Partitions d’éléments finis

Sommets et arétes

Une partition T nous associons les ensembles ./ et & de tous les sommets et arétes, respective-
ment de tous les éléments de 7. Un indice K,Q,I",Ip, [y ou .4 ou & indique que seuls ces sommets
ou arétes, respectivement, sont considérés qui sont contenus dans 1I’ensemble d’index correspondant.
De méme, .4z désigne I’ensemble des sommets d’une aréte donner E. L’union de toutes les arétes
dans & est notée ¥ est appelée le squelette de 7.

Pour chaque élément ou aréte S € TU &, nous désignons /i, son diametre. Notez que la régularité de
forme de 7 implique que pour tous les éléments K et K’ et tous les bords E et E’ qui partagent au
moins un sommet, les rapports ilzl_[l:/’ Z—Z, et Z—Z sont délimités d’en bas et d’en haut par des constantes
qui ne dépendent que du parametre de forme C; de 7.

Dépends du sinus du plus petit angle de T et qui est appelé parametre de forme de 7, pour chaque

élément K, chaque aréte E et chaque sommet x nous associons les ensembles suivants :



2.3.3 Les éléments de référence

Définition Ilustration | Définition Ilustration

Ox = U E Wy = U K’
XENE XENgr

e
/

N N

O = U K’ o= U K
NN 20 Ec&y

O = U K’ g = U K’
,/VKﬂJVK/i@ gKﬂéDK/:t@

K K

TABLE 2.1 — Parametre des formes de T

2.4.2 Espace d’éléments finis

Définition 2.4.3 On définit I’espace d’éléments finis des fonctions polynomiales par morceaux d’ordre

k = 1 sur le maillage T avec
stl={peC(Q):plkeP, VKeT} (2.12)
Définition 2.4.4 Soit V; = S~ Alors V; est un sous-espace de H' (QQ)

Preuve 2.4.1 Tout élément v; de S~ appartient & C(Q) NH'(K) pour tout K € T. D’aprés le

théoréme de recollement de Sobolev, il vient que v; € H'(Q) et donc S5~! c H'(Q))

2.4.3 Les éléments de référence

Dans la mise en ceuvre et ’analyse des méthodes des éléments finis, un élément important est joué

par les éléments de référence. L’ élément de référence pour les éléments triangulaires peut étre choisi

—<19>—



2.3.4 Les fonctions de base

pour étre.
K={®y): 0<x<l; 0<y<1-3}

Chaque élément triangulaire K peut tre considéré comme 1I’'image du triangle de référence K sous

une transformation inversée continue affine .#k. La transformation peut étre écrite sous la forme
ﬁ[(()/c\) = Agx+ Bg. (2.13)

Ou Ak est une matrice et Bx est un vecteur. La régularité de 1’élément K signifie que le Ag est non

singulier, et il existe un constant C qui ne dépend que du parametre de régularité kg tel que

|kl < Chi
4zl < Coy! .14
Cpz < |det(Ax)| < Ch%

Ou ||.|| est une norme matricielle.

2.4.4 Les fonctions de base

Soit
5,°(1)={pcCQ) | VKet:9[xeP }NH}Q) (2.15)

est un espace des éléments finis, et
. 10
N =dimS;"(7)

avec K € 7, x{ tel que 1 < i< 3 désigne les trois sommets de K et ¢|x est uniquement déterminé
o 1 . . .
par les valeurs de x;". Comme dans le cas unidimensionnel, nous construisons maintenant une base

lingaire élément par 1’élément {¢;},_17 de S19() avec la propriété de Lagrange
8;j = @i(xj) = (2.16)
0 sinon

ou x; € Ng = {x; : x; est un sommet d’un élément K € 7}.



2.3.4 Les fonctions de base

FIGURE 2.2 — La fonction de base ¢; en deux dimensions, la fonction tente, la fonction a la valeur 1

uniquement sur un seul nceud x; et disparait sur tous les autres nceuds.

Les fonctions coordonnées barycentriques de K

Sois K € 7 étre arbitraire. On définit les fonctions. ( les indices sont pris modulo 3 )

det [x‘x — X, X{ —x?firl}

_ i+1
- a .o 00 o 0
det [xi+1 XX xi+1]

Ao i(x)

i=1,2,3. (2.17)
Les fonctions (2.17) sont appelées coordonnées barycentriques de K et on la propriété :

3

Z l(x,i =1

i=1

Pour un arbitraire x; € A% = {x; : x; est un sommet d’un élément K € 7} nous définissons

w; = U )
KetxjekK
et
0 pour X € 0j;
9;(x) = (2.18)
Ao j pour x€cKCw; et x;=x¥

Comme nous pouvons le voir sur la Figure [2.2], le patch de triangles @;(rouge ) est égale au support

de (pj(x).

les fonctions de base nodale

En résumé, on peut dire que les fonctions @;(x) sont continues et linéaires par morceaux, prendre la

valeur 1 dans x; et disparaitre dans tous les autres points x; € .4k, on plut :

SBozspan{(pj:1<j<N}



2.3.4 Les fonctions de base

Tiens et les fonctions @; sont appelées ''base nodale " de SBO.

Chaque sommet x € .4, nous associons sa fonction de base nodale A, qui est uniquement défini par

les conditions
A'X S 5170(7’-)7 )'X(x) = 17 lx()’) = 07 Vy € JV\{X}

Lemme 2.4.1 Les fonctions de base nodale ont les propriétés suivantes :

0< A <1, supply = .
Z A =1 surKk; Z A=1 surE.
xENk XENE

Les fonctions de bulle

Un rdle clé sera joué par certaines fonctions non-négatives prises en charge localement et commu-

nément appelées fonctions de bulle. Les deux types de fonctions de bulles sont des fonctions de bulle

intérieures, pris en charge sur un seul élément et les fonctions de bulle de bord prises en charge sur

une paire d’éléments.

Pour commencer, il est pratique de définir les fonctions de bulle sur I’élément de référence, et pour

construire plus tard les fonctions de bulles sur 1’élément physique en utilisant I’approche par 1’é1¢é-

ments finis standard basée sur le mappage de 1’élément de référence a I’élément physique.
Par les éléments triangulaires :

Que I’élément de référence triangulaire soit choisi comme
K={@xy: 0<i<l; 0<y<1-3}
Et introduire les coordonnées barycentriques, ou zone sur I’élément de référence défini par
M=% =% h=1-%-7
La fonction de bulle intérieure Wy est définie
Vg = 27M AoAs

Et les trois fonctions de bulle de bord sont données

Ve =403 Ypo=4MA3; Yes =44z

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Les fonctions de bulle intérieure et de bord sur un patch d’éléments triangulaires sont illustrées dans

la figure [2.3].
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FIGURE 2.3 — Les fonctions de bulle intérieure et de bord sur un patch d’éléments triangulaires

Le but principal des fonctions de bulle intérieures est de localiser les résidus dans un seul élément.
Par exemple, si le résidu intérieur » défini dans 3.6.2, est multiplié par la fonction de bulle intérieure
Yk pour I’élément, puis wg = ryg disparait sur la frontiere de I’élément, par conséquent wx

Peut étre étendue au domaine entier en affectant sa valeur a zéro sur les éléments restants, si la fonction
r est suffisamment lisse, alors la fonction étendue wg est longue jusqu’a I’espace des déplacements
admissibles V.

Il sera utile de considérer I’effet de la multiplication par la fonction de bulle yx sur la norme d’un
résidu. Le résultat suivant montre que sur 1’élément de référence sous certaines hypotheses supplé-
mentaires, la norme est conservée jusqu’a une constante.

Ce résultat préliminaire, concernant 1’élément de référence, servira alors de base a une estimation de

I’élément physique.

Lemme 2.4.2 Soit p C H'(K) un sous-espace de dimension finie et soit Yy la fonction de bulle

intérieure sur I’élément de référence K. Alors, pour tout wg € p il existe une constante C telle que

A~ AN

C M l2agey < [ URE <l g (2.23)

et
C Pkl 2y < 197kl 1 ) < Cllk Nl 2k (2.24)

out la constante C ne dépend que de I’élément de référence.

Preuve 2.4.2 Grdce a la non-finition des fonctions de bulle a I’intérieur de 1’élément, on voit facile-

ment que :
~ ~ D g4
wi — { [ Ygwrdx}?
K
et

Wi = Wk Wil 1 ()
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Les deux définissent des normes sur ’espace de dimension finie p. Les résultats découlent alors
immédiatement du fait que toutes les normes sur un espace de dimension finie sont équivalentes.
L’étape suivante consiste a construire des fonctions de bulle sur les éléments physiques. Pour chaque

élément K € P. Sois Fx :— K — K défini les fonctions de bulle sur I’élément K
vk = Uk o T VE = Yo F ! (2.25)
Si la partition P est réguliere, alors, il s’ensuit que le mappage Fx satisfait :

||DL¢KHL°°(E) < Chg
||Dﬁgl||Lw(E) < Gy px (2.26)
Cpi < HJKHLm@) < Ch%

ou Jx et D.Fk désignent, respectivement la matrice jacobienne et la matrice jacobienne de transfor-

mation Fg. Les éléments sont construits a partir du sous-espace p sur l’élément de référence de la

méme maniere que les fonctions de retrait décrites précédement.
p={wgoF' :wgecp} (2.27)

Le résultat suivant montre que la fonction de bulle intérieure sur I’élément physique a des propriétés

analogues a celles décrites pour 1’élément de référence dans le lemme2.4.2.
Théorem 2.4.1 I/ existe un constant C tel que Vwg € p on a

w2 < /KIVKW%(deCHwKHiz(K) (2.28)

et
C M Iwklleaxy < IWkwi Iz k) + il Wkw i (x) < Cllwg Iz ) (2.29)

out le constant C est indépendante de wg et hy.

Preuve 2.4.3 Le résultat suit en mappant sur le domaine de référence K, en appliquant le lemme2.4.2
et un argument d’échelle.

Le role de la fonction de bulle de bord est d’étendre les quantités définies sur les interfaces des
éléments, telles que les résidus de saut a la paire d’éléments partageant l’interface, le résultat suivant
est analogue au lemme 2.4.2

Et cela, montre que ’extension préserve les normes, la encore jusqu’a une constante.

Lemme 2.4.3 Soit E C 0K est un bord et soit Vg la fonction de bulle de bord correspondante, défini

sur E, alors il existe une constante C telle que YWg € pona
C U wel?y < [ Wewrds< Cllwe|?, - (2.30)
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et
HgEV/‘;E‘/I\/EHHl([?) <CH‘:[’EHLZ(E) (2.31)
Dans (2.30) et (2.31) les constantes C sont indépendantes de la fonction Y.

Preuve 2.4.4 La preuve est basée sur I’équivalence de normes sur un espace de dimension finie, ce

résultat a I’analogue suivant sur 1’élément physique.

Théorem 2.4.2 Soit E C dK est un bord et soit wg la fonction de bulle de bord correspondante. Soit
p(E) Uespace de dimension finie des fonctions définies sur E obtenu en mappant p(E) C H'(E),

alors il existe un constant C tel que.

™ we o </EI;IEW%dS<CHwEHi2(E) (2.32)
et
_1 1
he [Wewe |2 k) + P lWEWE g (k) < Clwellz ) (2.33)

out le constant C est indépendante de wg, et hy.

2.4.5 Discrétisation de la formulation faible

Dans la formulation faible (2.2), u et v appartiennent a V = Hl]) qui est un espace fonctionnel de
dimension infinie. La méthode de Galerkine consiste a proposer une version discrétisée du probleme
sur un sous-ensemble de dimension finie V; C V :

Trouver u; € V; = SD tel que Vv, € V¢ ;

/ (VMT . VVT + OCMTVT) - / fVT +/ 8Vt \V/VT € SBO (234)
Q Q Iy

En notant (¢;) i—1., une base de V;, de dimension N, on peut écrire la décomposition de u; sur cette

base :

N
ur = Qo+ Y ujQ;;  pour Golp, =0.

=
ou les u; = u(x;) sont N coefficients inconnus. Par linéarité, la formulation faible devient :
Vie [1,N]  a(uc, @) =L(g) (2.35)

Alors N
Vg € Vs, Zuj/Q(V(pj-VvT—l—(X(pjvr):/var—i—/r gve W esy’ (2.36)
= N

Comme cette équation est linéaire et que (¢;); est une base de Vz, elle équivalente au systeme linéaire

suivant :

N
vie [1,N], Zu]/ (V- Vo, +apig) /f<p1+/ 20 (237)
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Le probleme discret (2.34) est équivalent a un systeme linéaire d’équations avec N équations et in-

connues. Les systemes qui doivent étre résolu :

AU =L
a(er,@1) a(er,@) -+ - a(Qr,en) U L(¢1)
: . . . .
S - (?2) (2.38)
a(on,¢1) a(on, @) - - a(n,Pn) uy L(on)
Tel que

Aij= /Q (Vi - Vo, + ag0;).

Li:/f¢i+/ g¢i.
Q Ty

2.4.6 Approximation interne générale

Nous considérons a nouveau le cadre général du formalisme variationnelle introduit au section 2.3.
Etant donné un espace de Hilbert V, une forme bilinéaire continue et ceercive a(u,v), et une forme

linéaire continue L(v), on considere la formulation variationnelle :
trouver u €V telque a(u,v)=L(v) WveV. (2.39)

Dont on sait qu’elle admet une unique solution par le Théoreme 1.2.3 de Lax-Milgram. I’approxi-
mation interne de (2.2) consiste a remplacer 1’espace de Hilbert V par un sous-espace de dimension

finie V7, c’est-a-dire a chercher la solution de :
trouver ur € Vy telque a(uc,vy)=L(vy) Vv €V (2.40)
La résolution de I’approximation interne (2.40) est facile comme le montre le lemme suivant.

Lemme 2.4.4 Sois V un espace de Hilbert réel, et Vi un sous-espace de dimension finie. Soit a(u,v)
une forme bilinéaire continue et ceercive sur V, et L(v) une forme linéaire continue sur V. Alors
I’approximation interne ( 2.40) admet une unique solution. Par ailleurs, cette solution peut s’ obtenir

en résolvant un systeme linéaire de matrice définie positive (et symétrique si a(u,v) est symétrique.)

Preuve 2.4.5 L’existence et l'unicité de u; € Vy, solution de (2.40), découle du Théoréeme 1.2.3 de

Lax-Milgram appliqué a V. Pour mettre le probleme sous une forme plus simple, on introduit une base
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N
(@) 1<j<n, de Vi Siug = Y uj@j, on pose Uy = (u,...,un,) le vecteur dans RN des coordonnées
j=1

de ur. Le probleme ( 2.40 ) est équivalent a :
Nt
trouver Ug € RV: telque a Z ujQ;, Qi | = L(g)) V1<i<Ns.
j=1

Ce qui s’écrit sous la forme d’un systeme linéaire
AU = L. (2.41)
Avec, pour 1 <1i,j < N;

(A)ij=al@;, @), (L)i=L(g).

La ceercivité de la forme bilinéaire a(u,v) entraine le caractére défini positif de la matrice A, et donc

son inversibilité. En effet, pour tout vecteur U € RN, on a
2

AU.U v >C|U|* avec C>0.

Ne
L uj®;
j=1
Car toutes les normes sont équivalentes en dimension finie (|.| désigne la norme euclidienne dans
RYN+). De méme, la symétrie de a(u,v) implique celle de A. Dans les applications mécaniques la

matrice A est appelée matrice de rigidité. Le probleme matriciel (2.41) posséde donc une unique

solution.

2.4.7 Estimateur d’erreur

Enfin, ’estimateur d’erreur est introduit. Pour réduire les détails techniques, nous supposons que
() est un domaine polygonal convexe, cette exigence est importante pour diviser le domaine en tri-
angles affines.
Le lemme suivant, du a " Jean Céa "', montre que la distance entre la solution exact u et la solution

approchée u; est majorée uniformément par rapport au sous-espace V; par la distance entre u et V7.

Théorém 2.4.3 (Lemme de Céa ) : La forme bilinéaire a(.,.) est continue ceercitive sur H*(Q) avec
ja(u,v)| < Cllull o) IV rx) (2.42)

Et
a(u,u) > 7““”1%#(0)’ Vu,v e H*(Q) er 0 < y< C. (2.43)

Soit SIBO C Hk(Q) étre un sous-espace de dimension finie et f une fonction linéaire continue sur

H*(Q). Sois u; € Sgo étre la solution de :

a(ur,v)=f(v) We 5@0 et uc H (Q)
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tel que

a(u,v) = f(v) Wve HY Q)
Et satisfait, alors I’estimation est
c .
— 1nfk0||u—u7||Hk(Q). (2.44)

[ — ]| gy <
V€S

Preuve 2.4.6 Puisque V; C V, on déduit, par soustraction des formulations variationnelles (2.39) et

(2.40), que
alu—ug,wr) =0 Vw; € Vr.
En choisissant w; = u; — v on obtient
vl —ue]|® <a(u—ur,u—ur) = a(u—ur,u—ve) <M|u—uz||u—ve|.
D’ou l’on déduit (2.44).

Théorém 2.4.4 (H'-erreur ) : Soitu € Hé (Q) étre la faible solution de I’équation (2.1). La solution

du probléme discret (2.34) est ur € Sll)’o, si ¥V € H*(Q), nous avons ’estimation d’erreur :
||M_MTHH1(Q) <C1h‘u|H2(Q). (245)
La constante c| ne dépend que de Cr, () et de coefficient dans I’équation différentielle c.

Théorem 2.4.5 ( L?>— erreur ) : Sois les hypothéses du théoréme 2.4.4 vérifiées f € L>(Q) et u €
H*(Q).

Ensuite, I’estimation d’erreur est :
||M_MTHL2(Q) <C2h|M|H2(Q) (246)
La constante c) ne dépend que de Cr, () et de coefficients dans I’équation différentielle a.

Pour la norme H'(Q)-norme et L?(Q)-norme, I’opérateur I a les propositions d’approximation sui-

vantes :

Proposition 2.1 Soit k € IN, alors pour tout u € H*'1(Q) les estimations d’interpolation

i k1
lu = Izull 2y < eth™ ™ ul e

k k
[l —Tzul| g () < 2l |ulgror ()

Maintenez,ou h = 1}{lax hk. Les constantes c et ¢ ne dépendent que de C;,() et k.
er
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Proposition 2.2 Les estimations d’erreur suivantes sont valables pour tous les éléments K € T, toutes

les arétes E € & et toutes les fonctions u € H},(Q)

Ju —Tzul|[k < cathi ||Vl g

1
lu—Tzu|| < canhg||Vullag-
Les constantes cy 1 et ca 2 ne dépendent que du parametre de forme de .

> 5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons obtenu deux résultats tres importants pour esti-
mer |’erreur a posteriori de type résiduel, qui sont la solution faible et approximative
par la méthode des éléments finis de le probleme (2.1), qui sont considérés comme

le lien de liaison pour le chapitre suivant.

—@*—.‘_@G\V/.—ﬁ"@—

—<29>—
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3.6.1 Estimation de résidu intérieur "r" . . . . . . . . ... ... ..
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3.6.3 Preuve des bords bilatéraux sur 'erreur . . . . . . . . ... ...
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3.8 Conclusion . . . . . . . .

Introduction :

Dans ce chapitre, nous décrions I'une des différentes possibilités d’estimation

d’erreur a posteriori ont appel * estimation résiduelle ’, afin de garder la présentation

aussi simple, qui estime I’erreur de la solution numérique calculée par une norme

appropriée de son résidu par rapport a la forme forte de 1’équation différentielle.

Nous respectivement u € H),(Q) et u; € Sll)’o(’c) les solutions exactes des problemes (2.2) et

(2.1). Respectivement, dans ce qui suit, nous voulons borner ’erreur V(u — 1) de dessus et de dessous

par des quantités calculables qui n’impliquent que uz, la solution du probleme discret, et f et g, les

données de I’équation différentielle.

30



3.2 Orthogonalité de Galerkin

L'équivalence de l'erreur et du résidu

Pour tout v € H},(Q) les fonctions u et u; réalisent 1’identité :

a(u—ug,v)=a(u,v)—a(ug,v)

=L(v) —a(ue,v)

/ V(iu—ur) - Vv+a(u—ug)v = / fv+/ gv— / (Vuz - Vv+ auev) 3.1
Q Q Iy Q
Le coté droit de I’équation (3.1) définit implicitement le résiduel R de u; comme un élément de

I’espace double de H},(Q) en fixant pour tout v € H)(Q)

(R,v) :/va—i—/rNgv—/Q(VuT-Vv—l—OcuTv). (3.2)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz (1.2.3)implique pour tout v € H},(Q)

1 1
e Vhze<Vvroviz= sup =
1+C4 werh@\ (o) IYWli2

/ (Vv-Vwtam) <[l (33)
Q

Cela correspond au fait que la forme bi-linéaire v,w € H)(Q) — [(Vv: Vw + avw) définit une
isométrie de H},(Q)) sur son double espace, et que ||V - || est la norme énergétique correspondant aux
propleémes (2.2) et (2.1).

Les équations (3.1)-(3.3) impliquent 1’identité :

(R,w)
V]

IV(u—=uc)[| = sup (3.4)

weH}\{0}
Puisque le terme sup dans I’équation (3.4) est la norme du résiduel dans I’espace double de H é(Q)
nous avons prouvé.
La norme de I’erreur dans H},(Q)) est égale 2 la norme du résiduel dans le double espace de H},(Q).
La plupart des indicateurs d’erreur a posteriori tentent d’estimer cette double norme du résidu par des

quantités qui peuvent étre plus facilement calculées a partir de f, g et u;.

Orthogonalité de Galerkin

On observe tout d’abord que, de puis SSO(T) C H)(Q), I’erreur est orthogonale & 511)’0(7:), c’est-a-dire

que pour tout w; € 511)’0(1') ilya:
/ (Vu—uz) - Vwe+o(u—ug)we =0 (3.5)
Q
En utilisant les équations (3.1)et (3.2), cela peut €tre écrit comme

(R,we) =0 (3.6)



3.4 Une borne supérieure sur I’erreur

Pour tout w; € 550(1), c¢’est-a-dire que 1’espace discret SSO(T) est contenu dans les noyaux de R.
[’équation (3.6)reflete le fait que la discrétisation (2.34), est conséquente et qu’aucune erreur supplé-
mentaire n’est présentée par intégration numérique ou selon la solution inexacte du probleme discret.

"

Elle est souvent appelée ' orthogonalité de Galerkin "

Une représentation L2 du résidu

Pour toutw € H b(Q) intégration par parties, rendement par élément

<R,w>:/wa+/r gw — KGT

_/ fw+/ gw—i—KeT{/(Aur—auf)w—/aKanuTw}

KET/ f+Aur—our)w+ Z /E(g—nE-Vuf)w

EG@QTIN

/ (Vur - Vw+ auw)

/HE ng - Vug)w.

E€& o

Ici, ng désigne 1’unité extérieure normale a I’élément K. Notez que u; disparait sur tous les triangles.
Par souci de concision, nous définissons les résidus d’élément et de bord

r:QQ—Retj:YX — Rpar:
rlk = f+ Aur — oy sur chaque K&t (3.7)

—JE (I’lE . qu;) si E€ 5)17@;
jlE= g—ng-Vuz si E€éry, (3.8)
0 Sl E € g}f,lb

En suite, nous obtenons la représentation L? suivante du résidu.

(R,w) /rw+/]w (3.9)

Avec 1I’équation (3.6), cela implique que pour tout w € H},(Q) et tout wy € Sll)’o(r)

<R7W>:/(2F(W_WT)+/>:j(W_WT); (3.10)

Une borne supérieure sur l'erreur

Nous fixons une fonction arbitraire w € H)(Q) et choisissons w; = I;w avec I’opérateur de quasi-

interpolation de I’équation 1.4.1.

Lemme 3.5.1 1] existe un constant M > 0 tel que pour tout K € T et pour w € wB (K)ona:

B Wl gy <MWl g x +Helwl} 5 1)- (3.11)
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Preuve 3.5.1 Soit K I’élément de référence et Fi ’application affine de K dans
K; Fk(x) = Agx+ Bk. Pourw € Wl’ﬁ( K) posons w = wo Fx, alors w € W ﬁ( K). Soit t un cété de

K alorsT= (Fg) (1) estun coté de K et on a :

/|W|ﬁdX— i /|w |ﬁdx—h,/]wlﬁdx

/|w|ﬁdx<h1</ Iw|Pdx. (3.12)
(0] (0]

d’ou :

L'application trace de WP (K) dans LP (@g) étant continue alors il existe M > 0 tel que

1915 5 5y < MRS o = MIIE , o+ 1717, o)
On utilise les résultats de Ciarlet [1978] :
_1
o 5 ¢ < | detlx)| Flwlop (3.13)
_1
Wl g & < [lAk|[|det(Ax)[ Flwli gk, |Ak || < Mhk. (3.14)
Et
K
(det(Ag)|"EE) o es k).
mes(K)

ou M désigne une constante indépendante de h et ||Ag|| la norme matricielle de Ag. On a alors :
191650, <M(wlo.p 1Ak 1P ol g )| det(4)
Wllo,,ax Wlop.x T IAKITIWIy g )/ 1ACHAK
< M(wly g + vl g )/ mes(K)

La triangulation étant supposée réguliere, il existe 01 et 62 > 0 indépendant de h tels que : Ty h%( <

mes(K) < 62h% pour tout K € T. On a alors :

Wlwlf g o <MW 5+ HEIWIE 5 - (3.15)

L’inégalité de Cauchy schwartz pour les intégrales et la proposition 2.2 donnent alors

(R,w) = Z/ r(w—1Iw) E@g’/JW Iw)

Ker

< Y rliklw—Lewllx + ) lllgllw—Towlle

Ker Ecé&;
1
< Y IIrllkeanhk|[Vwlla + Y llilecazh[Vwlla,-
Ker Ecé&:

Invoquer I’inégalité de Cauchy Schwartz pour les sommes que cela donne
1

2 2
(R,w) < maX{CAhCAZ}{ %<||”||%<+EZ@0 hE||j||}5} Z IVwlz, + X [IVwl3 } -
€é1

Ecé;
Dans la derniere étape, nous observons que la régularité de forme de 7 implique
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1
2

Y IVwllg, + X [Vwllz, ¢ <Cel[Vw|
Kert Ecé&;

Avec un constant C; constant qui ne dépend une du parametre de forme de 7 et qui tient compte du
fait que chaque élément est compté plusieurs fois sur le c6té gauche de cette inégalité.
En combinant ces estimations avec 1’égalité (3.4), nous obtenons la borne supérieure suivante pour

I’erreur

Bl —

IVu—u)|| <C Y mglrllz+ Y helljllz (3.16)
Ker Ec&

Avec  C* =max{ca 1,ca2}Cr.

Le coté droit de 1’équation (3.16) peut étre utilisé comme indicateur d’erreur a posteriori car il n’im-
plique que les données connues f et g, la solution u; du probleme discret et les données géométriques
de la partition. L’inégalité (3.16) implique que I’indicateur d’erreur a posteriori est fiable en ce sens
qu’une inégalité de la forme " indicateur d’erreur < tolérance " implique que I’erreur vraie est égale-

ment inférieure a la tolérance jusqu’a la constante multiplicative C*.

Nous voulons prouver que I’indicateur d’erreur est également efficace dans le sens ou une inégalité
de la forme "indicatrice d’erreur > tolérance " implique que I’erreur vraie est également supérieure a
la tolérance, éventuellement jusqu’a une autre constante multiplicative.
Pour les fonctions générales f et g, I’évaluation exacte des intégrales sur le coté droit de 1’équation

(3.16) peut étre prohibitive, voire impossible.

Les intégrales doivent ensuite étre approximées par des formules de quadrature appropriées. Alterna-
tivement, les fonctions f et g peuvent étre approximée par des fonctions plus simples, par exemple :
les fonctions polynomiales par morceaux et les intégrales résultantes peuvent étre évaluée exactement.

Souvent, les deux approches sont équivalentes.

3.6 Une borne inférieure sur l'erreur

Afin de prouver I’efficacité annoncée, nous remplagons sur les éléments et les arétes. Respectivement,

pour chaque élément K et pour chaque aréte E sur la frontiere de Neumann, nous fixons

— 1 1
_ gz _ 3.17
ey A AT & o
Définition 3.6.1
fo=Y fxxxk . ge= Y, ZeXe (3.18)
Kert EE&N

oux désigne la fonction caractéristique de I’ensemble A
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3.6.1 Estimation de résidu intérieur ''r "

Définition 3.6.2 Soit 7 une approximation discontinue par morceau du résidu intérieur r sur I’élé-

ment K d’un sous-espace de dimension finie et on défini comme :
7=fK+Auf—OtuT

La preuve dont I’estimateur fournit une borne bilatérale sur I’erreur vraie utilise 1’équation rési-
duelle (3.10) conjointement avec des choix spéciaux de la fonction wx
La premiere tche consiste a délimiter la quantité [[r{[ 2 en fonction de la norme de I’erreur vraie
évaluée sur un voisinage de I’élément K.
Par exemple, si I’approximation de Galerkin originale se compose de fonctions affines par morceaux
sur des €léments triangulaires, alors on utiliserait une approximation affine par morceaux 7 a r sur
chaque élément. Notez qu’il n’y a aucune obligation que I’approximation soit continue a travers les
frontieres des éléments.

L’application du théoreme 3.5 donne

H7||i2(0)<cil/gw,<72dx. (3.19)

La fonction wg = 7yx = (fx + Aug — our)Wg = o (fx +Aug —auz) [ Ay disparait a la fron-
xeKN Nz
tiere de 1’élément K et par conséquent, wi peut étre étendu au reste du domaine en tant que fonction

continue en définissant sa valeur a I’extérieur de I’élément comme étant nulle. La fonction résultante,
encore notée wg appartient a I’espace V puisque wg est non nul sur I’élément K et disparait sur la
frontiere 0Q).

Ainsi, I’insertion de wg dans 1’équation résiduelle (3.10) donne
a(u—ur,wg) = a(u—ur,7yg)
= / Yk rrdx (3.20)
K
= / V(u—ug) - Vwg + ot(u—ur)wg.
K
Et donc nous ajoutons [i(F— r)wg = [i(fx — f)wk des deux cotés de cette équation et obtenir
/ YgFdx = / Y7 (F—r)dx+a(u —ur, 7yg) (3.21)
K K
Le premier terme sur le cote droit peut €tre borné a 1’aide de 1’inégalité de Cauchy Schwartz 1.2.3
J =) < Yo 7=l (3.22)

Puis, en appliquant la deuxieme partie du théoreme 3.5 nous obtenons

Wk llL2) < cralllliz ) (3.23)
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Le second terme est également traité en appliquant 1’inégalité de Cauchy Schwartz (1.2.3)

a(u—uz, FWk) < |Ju— ue| k|| Wkl (k) (3.24)

Puis, en appliquant a nouveau la deuxieme par partie du théoréme 3.5, nous obtenons

IWkTll i &) < erahi I7llez g - (3.25)

Par conséquent, I’insertion de ces estimations dans 1’équation (3.21) donne

/K yirdx < epal[Flle 17 = il + crahy IV (=) k172 k) (3.26)

Cela prouve que

hi|[7llx < e yerallV (u—ue) |k + e hx |7 = 7k (3.27)
Et rappeler (3.19) conduit a la borne
IFllaqy < o {eratic IV =) i+ 17— rllgage | (3.28)

Le bord souhaite sur le résiduel réel découle de cette estimation et d’une

Irlae) < e {erati 19— uo)ll+ 17 = rlzqe | (3.29)

En suite, nous considérons un bord intérieur arbitraire E € & et insérons la fonction

wg = —Je(ng - Vur)yg = —Bele(ng - Vur) [ A (3.30)
xeENN;

Dans I’équation (3.10). Compte tenu des équations (3.1) et (3.2), cela donne

/EHE(nE'VUT)leE:/EjWE

= (V(u—uf)~VWE—OC(M—M1)WE)—/ rwg

WF

- (V(u—uz) - Vwg — a(u —ug)wg) — Z /KTWE— Z /K(r—}‘f)wE.

o KCwg KCwg

La proposition 1.8 implique pour le c6té gauche de cette équation

/E]]E(nE Vur)* Wi > ;3T (ne - Vur) |17 (3.31)

Et pour les trois termes sur son coté droit

alu—ug,wg) = /wE (V(u—uz) - Vwg — o(u—ug)wg)

<V (u—ud)llo Vel o

_1
< |V —uc)lwcrahg® |De(ne - Vuo) |2
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Comme nous 1’avons pour la deuxieme partie

Z /1(7WE< Z H7||L2(K)HWEHL2(K)

KCwg KCwg

1
< Y Pl - crshellVe(ne - Vue) [ g)-

KCowg
Finalement
Y [ r=Pwe< Y lIr=Tlglwelek
KCog K KCog

1
< Y llr=7lleershi|De(ne - Vu) iz,
KCog

Cela donne
_ -1 Lo 1 _
01,32HHE(”E‘V”1>HL2(E))<C1,4hE2HV(”—”r)HwE+ Z CI,ShéHrHLZ(K)WL Z CI,SthV_rHU(K)
KCwg KCog

En combinant cette estimation avec 1’inégalité (3.28), nous obtenons

1
hi||\Je(ne - Vi) |2 <C%73 [Cl,4+c%,1cl,2cl75] |V (u—ur) || g +C%,3CI,5 [1+c74] Y kllr =7l

KCog
(3.32)

3.6.2 Estimation de résidu bord "R "

Enfin, nous fixons une aréte £ sur la frontiere de Neumann, notons K C 7 et on défini
R=gg—ng-Vug

Il reste & estimer le bord résiduelle ||R||;2(g en fonction de la norme de I’erreur vraie évaluée
sur la paire d’éléments partageant ’aréte E. L’argument procede de facon analogue au traitement du
résidu intérieur.

Soit R une approximation du résidu bord ou des sauts a partir d’un espace de dimension finie appro-
prié. Par exemple, si I’approximation de Galerkin originale aété construite en utilisant des fonctions
affines par morceaux sur des triangles, alors on sélectionnerait R pour étre la valeur moyenne de R sur
I’aréte E. Comme précédemment, il est obligatoire que 1’approximation soit continue entre les bords

différents. La premiere partie du théoreme 2.4.3 montre que
5 =2
IRIIE 2z < 7 3 [E VeR ds (3.33)

Soit @ le sous-domaine de ) consistant en 'union du coté E et de la paire d’éléments K et K,

disons, partageant le cote commun E.



3.5 Une borne inférieure sur 1’erreur

La fonction wg = Ryg = (g — ng - Vi) W disparait a la frontiere du sous-domaine @ et est conti-
nue. L’extension de wg de z€ro a I’ensemble du domaine () donne une fonction wg a partir de I’espace

V. L’équation résiduelle (3.10), avec ce choix de wg, donne

a(u—uT,RWE):[ l//ErI_deqL/El//ERI_?ds (3.34)
WE

Fin donc

/ IVEI_des = / WER(R—R)ds +a(u—ur, WgR) — | wgrRds (3.35)
E E o

WE

Chacun de ces termes est traité a 1’aide du théoréme 2.4.3 et de I'inégalité de Cauchy Schwartz. Le

premier terme est estimé

|| VERR=R)ds < [[VeR laie) |V (R =B o)

£) IR = Rllp2g)

Tandis que le second terme est traité en faisant valoir
a(u—uc, YgR) < cra]|V(u — uz) |l ag |VERI 11 ()
< crahg? V(- us)lla, IRz (e

Et le terme final est borné
| werRds < Pl o | VRl o,
E
1
<crshlrlczap) IRz
En conséquence de ces estimations et le bord (3.33), nous concluons que :
1
Rlzey < s { IR Rl + vt 190 o)l +cnshi lhza | 636

A son tour,cela conduit & I’estimation souhaitée pour le résiduel ||R HLZ( E) @ partir de I"inégalité du
triangle et en appliquant I’estimation (3.29) pour les internes résiduels intérieurs de I’erreur vraie,

donnant
_1
\|RHL2<E><c{hE2Hv<u wllog) + hEI7— rlliz(ap) + IR — Rl } (3.37)

Résumant ces évolutions, nous avons prouvé.

Théorem 3.6.1 Soit r et R désignent les résidus intérieurs et bords associés a I’approximation par
les éléments finis construite & partir du sous-espace Vy,. Supposons que T et R sont des approxima-
tions continues par morceaux des résidus intérieurs et bords construits a partir de sous-espaces de

dimension finie. Puis

Iz < 1 {erahie IV —us) I+ 17~ rlliagey | (3.38)
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et
1 1 —
IRl < € {219 el + 21— ooy + IR Rliz p - 639
ou C un positif dépendant uniquement de la régularité de forme des éléments et de la sélection des

sous-espaces de dimension finie utilisés pour approximer les résidus intérieurs et bords.

3.6.3 Preuve des bords bilatéraux sur ’erreur

Les bornes sur les résidus

Irliegey < 1 {erahi 1V u—ue) i+ 1P = e § (3.40)

et
_1 1 _
IR (k) < C{W IV (= ue)llap +hEll7 = rll2 (e + HR—RHLz(E)} : (3.41)

Données dans le théoreme 3.6.1 sont utilisée dans 1’analyse de I’efficacité de 1’estimateur d’erreur

comme Suie.

Tout d’abord, il est nécessaire de sélectionner les sous-espaces de dimension finie avec les quels

rapprocher les résidus intérieurs et bords. Le résidu intérieur r, bord a un seul élément, est donné par :
r= f + Auﬂc - Otuf

Maintenant, I’approximation des éléments finis u; est construite a partir d’un supspace de dimension
finie composé de polyndmes ( retrait).

Ainsi, I’approximation 7 de I’élément en résiduel K peut €tre construite a partir du sous-espace de
dimension finie couvert par des fonctions de forme w¢|x et Aw¢|x Oou w; appartient au sous-espace
d’élément fini S°.

De méme, le sous-espace de dimension finie utilisé pour approximer le résidu de bord peut étre
construit d’une maniere implicite similaire. Par conséquent, le terme de perturbation r — 7 se réduit a
la forme f — fg.

Le terme de perturbation R — R pour le résidu de bord disparait réellement sur les bords intérieurs et
se réduit a g — g sur la frontiere extérieure de Neumann.

Par conséquent :
Ml < ey { erahg IV (= uo) i+ IF = Fla | (3.42)
et

_1 1 _
Rl < c{hEz 19 (et gy + 7~ rllzcap) + HR—Ran(E)}. (3.43)
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L’indicateur d’erreur local 1y, x associ€ a I’élément K peut alors tre borné par :

MR < Co 4 IV =) G + IR IS = Fillf oo+ X hellg—3elltz (3.44)
EC(%EK’[‘N

ou le constant C, ne dépend que de la régularité C; de I’élément. L’ estimation montre que I’indicateur
d’erreur est local dans un certain sens, dans la mesure ou les termes figurant a droite n’implique que

des contributions de I’élément réel et de ses voisins immédiats.

Estimations d’erreur a posteriori

Les résultats de ce chapitre peuvent étre résumés comme suie :

Théorem 3.7.1 Notons respectivement u et ur les solutions uniques des problemes (2.2) et (2.34).

Pour chaque élément K € T définir I'indicateur d’erreur résiduel a posteriori Ny g par

(S

— 1 —
Mk =\ ikl Fxtducllk +5 Y hellJe(ne - Vuo)lg+ 3 hellgp—ne-Vuelg o 5 (345
Ecé; Ecé;
K.Q K.,y

o fx et g sont les moyennes de f et g sur K et E, respectivement, définies dans I’équation (3.17).
1 existe deux constants C* et Cy, qui ne dépendent que du paramétre de forme de t, de sorte que les

estimations

8=

IVu—u)| <C* ¢ Y ik + Y hkllf = Flg+ Y, hele—2elz (3.46)
Kert Kert Ecéy,
et
M SCeq IVu—uollog+ Y holf=Frllo+ Y hele—z2elis (347)
K'Ccog ECékry,

Tenir pour tous les éléments K € T.
Remarque 3.1

Le facteur 3 multipliant le deuxieéme terme dans 7y, x tient compte du fait que chaque bord intérieur

est compté deux fois lors de I’addition de tous n% k- Notez que Aur — aur = 0 sur tous les triangles.
Remarque 3.2

Le premier terme de 1y, g est li€ au résidu de u; par rapport a la forme forte de 1’équation différen-
tielle. Les deuxiemes et troisieme terme de 1)y g sont li€s a I’opérateur de frontiere qui est canonique-
ment associé a la forme forte et faible de I’équation différentielle. Ces termes limites sont cruciaux

lorsque I’on considere les discrétisations d’éléments finis d’ordre intérieur comme cela est fait ici.
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3.6 Estimations d’erreur a posteriori

Remarque 3.3

Les termes hi || f — fx ||k et hé |lg — gx||E dans les estimations du théoréme 3.7.1 sont souvent appelés
oscillation des données. Lors de la définition de I’indicateur d’erreur avec les données d’origine f et
g, 1ls apparaissent uniquement dans la limite inférieure de I’erreur.

Nous avons choisi de baser ’indicateur d’erreur sur les données discrétes fy et g, car cela facilite

son calcul pratique

Proposition 3.1 Les termes d’oscillation des données sont en général des perturbations d’ordre supé-
rieur des autres termes. Dans des situations particulieres, cependant, ils peuvent étre dominants. Pour
voir cela, supposons que T contient au moins un triangle, choisissez un triangle Ko € T et une fonction
de C” non nul avec prise en charge dans K et considérons le probleme (2.1) avec f = —Apy+ 0po
et Ip =T. Depuis [g [ = — [x,(Apo—opo) =0 et f =0 a Uextérieur Ko, on a fx = 0 pour tous
K € 1. Depuis |, fve = — [, (Apove — atpovr) = — [g, Po(Ave — ave) = 0 pour tous v € SBO(‘L’),
la solution exacte du probleme (2.34) est ur. Par conséquent, nous avons Ny g = 0 pour tous K € 7,

mais ||V(u—uz)|| # 0. Cet effet n’est pas borné a I’approximation particuliére de f considéré ici.
Puisque po est complétement arbitraire, nous rencontrerons toujours des difficultés similaires tant

que nous n’évaluerons pas ||f ||k exactement, ce qui en général est impossible. De toute évidence, ce

probleme est résolu lors de ’affinage ultérieur du maillage.

Conclusion

Lerreur résiduelle pour I’estimation d’erreur a posteriori est basée sur la ré-
solution de problemes résiduels locaux pour I’erreur. L’estimateur est assez sensible
au choix du sous-espace utilisé pour approximer le probleme. En particulier, 1’uti-
lisation d’un espace complet de polyndmes n’est pas appropriée, car 1’estimateur

résultant peut donner des résultats totalement incompatibles avec I’erreur réelle.

—@*—.‘_@Gv.—ﬁﬂ’@—



CONCLUSION GENERALE

Dans cette mémoire nous avons fait une étude sur des techniques d’estimation d’erreur a pos-
teriori de type résiduel. Bien qu’il existe différentes approches de 1’adaptabilité et de 1’estimation
d’erreur a posteriori, elles sont toutes. Ils sont tous basés sur quelques principes communs. Notre
objectif principal est d’élaborer clairement ces principes de base et, ainsi, de donner des lignes direc-

trices pour le développement de schémas adaptatifs pour de nouveaux problemes.

Dans le chapitre 3 , nous présentons I’estimation d’erreur a posteriori de type résiduel plu
fréquemment utilisé dans le cadre d’un probleme de modele simple, avec La discrétisation par 1’élé-
ment finis conforme linéaire ou bilinéaire de probleme linéaire non-homogene avec les conditions a
les bords mixtes de Dirichlet et Neumann L’intention est de présenter les principes de base de I’esti-

mation d’erreur a posteriori en utilisant un minimum de notation et de techniques.

Le role principale de I’estimation d’erreur a posteriori, qu’elle est donner des informations
globales et locales sur I’erreur de la solution numérique et qui peuvent étre facilement calculées a

partir de la solution numérique donnée et les données de 1’équation différentielle.
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Kesure

Dans ce mémoire nous avons présenté une analyse d’estimation erreur a posteriori de type résiduel pour
I’approximation linéaire par méthode des éléments finis du probleme linéaire non homogéne mixtes de
Dirichlet et Neumann dans I'espace bidimensionnelle.

Ils sons basés sur I’évaluation des résidus locaux par rapport a la forme forte de I’équation différentielle, sur
la solution des problemes locaux avec les conditions aux bords de Neumann et sur la solution des problemes
locaux avec les conditions aux bords de Dirichlet.

Et produisent des bornes supérieures globales et locales inférieures pour l'erreur vraie.

Mots clés : Estimateurs d’erreur résiduelle & posteriori - méthode de 1’élément fini dans la deuxieme
dimension - bords supérieures d’erreur - bords inférieures d’erreur.
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Abstract

In this thesis we have presented an analysis of a posteriori error estimation of residual type for the linear
approximation by finite element method of the mixed non homogeneous linear problem of Dirichlet
and Neumann in two-dimensional space.

They are based on the evaluation of local residuals with respect to the strong form of the differential equation,
on the solution of local problems with Neumann boundary conditions, and on the solution of local problems
with Dirichlet boundary conditions.

And produce lower global and local upper bounds for true error.

Key words : Residual a posteriori error estimators - method the finite element in the second
dimension - upper bounds of error - lower bounds of error .




