
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
Ministère De L’enseignement Supérieur Et De La Recherche Scientifique

UNIVERSITE ECHAHID HAMMA LAKHDAR D’EL OUED
FACULTE DE LA SCIENCES EXACTES

Département D’informatique

MEMOIRE DE FIN D’ETUDE

Une introduction à l’estimation
d’erreur à posteriori pour les
méthodes des éléments finis

Domaine : Mathématiques et Informatiques
Filière : Mathématiques
Option : Mathématiques Fondamentales et Appliqué

Présenté par :

Moume Safa

October 5, 2020

Devant le jury:

Président : Doudi Nadjet Prof. université -D’EL OUED
Rapporteurs : Habita Khaled Prof. université - D’EL OUED
Examinateurs : Beggas Mohammed Prof. université -D’EL OUED



Dédicace
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juger ce travail.

J’adresse toute mon affection a ma famille et mon parents, et en particulier à mon
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Notations Générales

∀ : pour tout

N : ensemble des nombres naturals

R
N : ensemble des nombres réels de dimension N

Ω : un ouvert dans RN , borné

|.| : valeur absolue ou semi-norme

‖v‖2 : norme de v dans L2

|v|1,β ,K : semi-norme Sobolev de v dans W 1,β (K)

‖v‖m,K : norme Sobolev de v dans H1(K)

‖v‖1,β ,K : norme Sobolev de v dans W 1,β (K)

‖v‖ : norme de v dans l’espace ou est posé le problème, par exemple 1 : ‖v‖= ‖v‖1,Ω

∇u : gradient de u tel qu’égale
N
∑

i=1

∂ui

∂xi

∆u : div ∇, laplace opérateur

Γ : limite de Ω censé être lipshitz-continué

ΓD : partie de Dirichlet dans Ω, supposé non-vide

ΓN : partie de Neumann dans Ω, peut être vide

∂Ω : Γ ou Γ N ∪ Γ D

τ : partition de Ω

L1
loc : espace des fonctions intégrable localement

∂ αu : dérivée partielle d’ordre α

max : maximale

sup : supérieures

inf : inférieures

dim : dimension

P : ensemble polynomial

p,q,r, ... : fonctions scalaires avec des valeurs R

u,v,w, ... : champs vectoriels avec des valeurs RN

v



Introduction générale

Dans la solution numérique de problèmes pratiques de physique ou d’ingénierie telle que,

par exemple, la dynamique des fluides de calcul, l’élasticité ou la simulation de dispositifs à semi-

conducteurs, on rencontre souvent la difficulté que la précision globale de l’approximation numérique

soit détériorée par des singularités locales telles que, par exemple, des singularités résultant de coins

rentrants, couches intérieures ou bords, ou fronts pointus comme des chocs. Un remède évident est

d’affiner la discrétisation près des régions critiques, c’est-à-dire de placer plus de points de grille

où la solution est moins régulière. La question est alors de savoir comment identifier ces régions et

comment obtenir un bon équilibre entre les régions raffinées et non raffinées de sorte que la précision

globale soit optimale.

Un autre problème étroitement lié consiste à obtenir des estimations fiables de la précision

de la solution numérique calculée. Estimations d’erreur a priori telles que fournies par exemple par

l’analyse d’erreur standard pour les méthodes des éléments finis ou par différences finies sont souvent

insuffisantes, car elles ne fournissent que des informations sur le comportement d’erreur asymptotique

et nécessitent des hypothèses de régularité sur la solution qui ne sont pas satisfaites en présence de

singularités comme décrit ci-dessus.

Ces considérations montrent clairement la nécessité d’un estimateur d’erreur qui peut à pos-

teriori être extrait de la solution numérique calculée et des données du problème. Bien entendu, calcul

l’estimation d’erreur à posteriori devrait être beaucoup moins coûteux que le calcul de la solution

numérique. De plus, l’estimateur d’erreur doit être local et doit fournir des limites supérieures et in-

férieures fiables pour l’erreur vraie dans une norme spécifiée par l’utilisateur. Dans ce contexte, il

convient de noter que les bords supérieurs globaux sont suffisantes pour obtenir une solution numé-

rique avec une précision inférieure à une tolérance prescrite. Bords inférieurs locaux, cependant, il

est nécessaire de s’assurer que la grille est correctement affinée afin que l’on obtienne une solution

numérique avec une tolérance prescrite en utilisant un nombre (presque) minimal de points de grille.

Pour accomplir cette tâche, il ne suffit pas que l’estimateur d’erreur à posteriori ait le même compor-

tement asymptotique que les estimations d’erreur a priori standard.

Dans ce travail, nous proposons et étudions un estimateur d’erreur à posteriori de type résiduel pour

vi



Introduction

l’approximation linéaire par les éléments finis du problème linéaire non-homogène mixtes de Diri-

chlet et Neumann.

Dans le premier chapitre, nous allons discuter quelques concepts et propriétés liés à la mé-

thode des éléments finis et résiduelle estimation à posteriori erreur que nous mentionnons : méthode

de Galerkin, opérateur de quasi-interpolation, fonctions de bulle, ...etc.

Le deuxième chapitre sera consacré à l’étude de l’existence et l’unicité de la solution réel par

la formulation variationnelle et la solution approxima par l’élément finis en 2D.

Le dernier chapitre de ce mémoire est consacré pour étude l’estimation résiduelle, il s’agit de

normes L2 pondérées des résidus d’éléments et de bords. Le dernier chapitre de ce mémoire est consa-

cré pour étude l’estimation résiduelle, il s’agit de normes L2 pondérées des résidus d’éléments et de

bords. Le dernier chapitre de ce mémoire est consacré pour étude l’estimation résiduelle, il s’agit de

normes L2 pondérées des résidus d’éléments et de bords. Ces termes sont obtenus par une intégration

par partie par élément. Pour le problème du modèle, l’opérateur de trace est la dérivée normale. Les

facteurs de pondération sont des puissances appropriées du maillage local. Les pouvoirs reflètent les

différentes exigences de régularité pour les solutions fortes et faibles. Jusqu’à des constantes multipli-

catives, les estimations résiduelles fournissent des bornes supérieures et inférieures pour l’erreur de

la solution discrète calculée. Les bornes supérieures sont globales par rapport au domaine de calcul.

Les limites inférieures sont locales en ce que l’indicateur d’erreur attribué à un élément est limité par

l’erreur sur l’élément donné et les voisins adjacents. La nature différente des limites supérieures et

inférieures a une raison structurelle. Les bornes supérieures sont basées sur la stabilité du problème

variationnelle et utilisent l’inverse de l’opérateur différentiel qui est un opérateur global. En revanche,

les bornes inférieures sont basées sur la continuité du problème variationnelle et utilisent l’opéra-

teur différentiel lui-même qui est un opérateur local. Finira ce travail par une conclusion générale et

quelques perspectives de travail.
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1.1 Intoduction

Dans ce chapitre, nous présenterons des concepts de base sur les espaces utilisés

dans les chapitres 2, 3 et nous présenterons aussi des propriétés et notations impor-

tantes pour la méthode des éléments finis dans dimension deux et résiduelles estime

a posteriori erreur estimation.

1



1.1 Quelques espaces fonctionnels

1.2 Rappel d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Quelques espaces fonctionnels

Espaces des fonctions continues

On défini la fonction suffisamment lisse v et α ∈NN un multi-index, nous désignons ses dérivée

partielles

Dαv =
∂ α1+...+αN v
∂xα1

1 ...∂xαN
N

(1.1)

Soit Ω un ouvert dans RN et on défini quelque espace utilisé comme

C(Ω) est un espace de Banach avec la norme

‖v‖C(Ω) = sup{|v(x)| : x ∈Ω} ≡max{|v(x)| : x ∈Ω}.

Plus généralement, pour un entier non-négatif m, nous définissons :

Cm(Ω) = {v ∈ C(Ω) : Dαv ∈ C(Ω) avec |α| 6 m};

Est un espace de Banach avec la norme

‖v‖Cm(Ω) = ∑
|α|6m

‖ Dαv ‖C(Ω) .

Nous avons également.

C∞(Ω) = ∩∞
m=0Cm(Ω)≡ {v ∈ C(Ω) : v ∈ Cm(Ω) ∀m = 0,1, ...};

En définis par toute fonction v sur Ω son support

suppv = {x ∈Ω : v(x) , 0}

Tel que

C∞
0 (Ω) = {v ∈ C∞(Ω) : suppv⊂⊂Ω}

Remarque 1.1 La condition "suppϕ ⊂Ω " est une condition non-triviale, car " suppϕ " est fermée

et Ω est ouverte. Les fonctions satisfaisant cette condition disparaissent à la frontière de Ω avec

toutes leurs dérivées.

2



1.1 Quelques espaces fonctionnels

Espaces Lebesgue

Soit Ω dans Rn, pour p ∈ [1,+∞) on à

Lp(Ω) est un espace des fonctions linèaire et mesurables

v :Ω→R

‖v‖Lp(Ω) =

{∫
Ω

|v(x)|pdx
}1\p

< ∞

L’espace L∞(Ω) est constitué par toutes les fonctions mesurables essentiellement bornées

v :Ω→R

‖v‖L∞(Ω) = inf
µ(Ω′)=0

sup
x∈Ω\Ω′

|v(x)|< ∞

Étant donné deux fonctions ϕ,ψ ∈ C∞
0 (Ω), le théorème de Gauss pour les intégrales donne pour

chaque multi-indice α ∈Nn l’identité∫
Ω

Dα
ϕψdx = (−1)α1+...+αN

∫
Ω

ϕDα
ψ.

Cette identité motive la définition des dérivés faibles :

Nous avons donné deux fonctions intégrables ϕ,ψ ∈ L1(Ω) et un multi-index α ∈NN ,ψ si équi-

valent l’identité : ∫
Ω

ψρdx = (−1)α1+...+αN

∫
Ω

ϕDα
ρ

Vaux pour toutes les fonctions ρ ∈ C∞
0 (Ω). Dans ce cas, nous écrivons.

ψ = Dα
ϕ.

Remarque 1.2 Pour les fonctions lisses, les notions de dérivés classiques et faibles coïncident.

Cependant, il existe des fonctions qui ne sont pas différentiables au sens classique, mais qui ont une

dérivée faible.

Définition 1.2.1 Soit Ω un ensemble ouvert non-vide dans N v,w ∈ L1
loc(Ω). Alors w est appelé

αme dérivé faible de v si∫
Ω

v(x)Dα
ϕ(x)dx = (−1)|α|

∫
Ω

w(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) (1.2)

D’autre par, on définit la 1re dérivée partielle faible de wi par rapport à xi comme

∫
Ω v ∂ϕ

∂xi
dx =−

∫
Ωwiϕ(x), ∀ϕ ∈ C1

0(Ω)

3



1.1 Quelques espaces fonctionnels

1.2.2 Espaces de Sobolev et normes

L’espace de Sobolev wm,p(Ω) est un tout l’ensemble des fonctions v ∈ L1
loc(Ω), pour chaque

multi-indice α et |α| 6 m telle que Dαv existe et Dαv ∈ Lp(Ω).

Pour p = 2 on à Hm(Ω)≡ wm,2(Ω).

Espace Hm

Hm(Ω) = {ϕ ∈ L2(Ω) : Dα
ϕ ∈ L2(Ω) ∀α ∈NN avec α1 + ...+αN 6 m}.

On voit que H0 = L2(Ω).

Hm(Ω) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire et la norme induite :

(u,v)m = Σ|α|6m(∂
αu,∂ αv)0 et

∥∥∥u
∥∥∥

m
=
√

(u,u)m

|ϕ|m =

{
∑

α∈NN ,α1+...+αN=m

‖Dα
ϕ‖2

L2(Ω)

} 1
2

.

‖ϕ‖m =

{
m

∑
l=0
|ϕ|2l

} 1
2

=

{
∑

α∈NN ,α1+...+αN=m

‖Dα
ϕ‖2

L2(Ω)

} 1
2

.

Définition 1.2.2 Espaces Hm
0 :

On définit Hm
0 comme l’adhérence dans Hm de D(Ω), ensemble des fonctions de classe C∞ et à

support compact dans Ω. plus exactement et de manière générale, W m,p
0 est l’adhérence de D(Ω)

dans l’espace W m,p. La définition ci-dessus correspond donc au cas p = 2.

Espace H1

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω),∇i = 1, ...,n;
∂u
∂xi
∈ L2(Ω)}

Muni du produit scalaire :

(u,v)1 =
∫
Ω

(
uv+

N
∑

i=1

∂u
∂xi

.
∂v
∂xi

)

4



1.1 Quelques espaces fonctionnels

Espace H1
0

Par définition de H1
0 (Ω), et en prenant en compte une remarque précédente :

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 sur Γ }.

On voit que sur cet espace, la condition de Dirichlet est satisfaite automatiquement, sur tout le Γ =

∂Ω. La frontière Γ est généralement partitionnée en deux sous-frontières ΓD et ΓN sur les quelles

satisfait les conditions de Dirichlet et Neumann respectivement : Γ = ΓD∪ ΓN ,

H1
D(Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 sur ΓD}.

et on à

H1
0 (Ω)⊂ H1

D(Ω)⊂ H1(Ω).

Théorèm 1.2.1 Si Ω est un ouvert de Rn de frontière " suffisamment régulière " alors on a l’inclu-

sion :Hm(Ω)⊂CK(Ω) pour K < m− n
2

Trace

On définit l’application

γ0 : u ∈ C∞(Ω) 7→ γ0(u) = u|∂Ω ∈ L2(∂Ω).

L’application γ0 se prolonge de manière unique, et de façon continue à l’espace H1(Ω), on appelle

l’opérateur γ0, " l’application trace " .

L’opérateur γ0 n’est pas surjectif sur L2(∂Ω), l’image γ0(H1(Ω)) est notée H
1
2 (∂Ω).

On étend ainsi l’application γ0 à

γ0 : u ∈ H1(Ω) 7→ γ0(u) = u|∂Ω ∈ H
1
2 (∂Ω)

De sorte que :

1. L’application γ0 est surjective.

2. Le noyau de γ0 est l’espace H1
0 (Ω).

On définit alors

H
1
2 (∂Ω) = {g ∈ L2(∂Ω), tel que ∃v ∈ H1(Ω), γ0(v) = g sur∂Ω};

En d’autres termes

H
1
2 (Γ ) = {g ∈ L2(Γ ) : g = v|Γ pour certains v ∈ H1(Ω)}.

Muni de la norme

5



1.1.2 Quelques inégalités utilisées

‖g‖ 1
2 ,∂Ω

= inf
v∈H1(Ω) γ0(v)=g;

‖v‖1,Ω

Autre définition

‖g‖ 1
2 ,Γ

= inf
{
‖v‖1 : v ∈ H1(Ω),v|Γ = g

}
.

Notez que tous les dérivés doivent être compris au sens faible.

Théorèm 1.2.2 (Théorème de Trace)

Soit Ω un ouvert borné régulai de classe C1, on définit l’application trace γ1

H2(Ω)∩C1(Ω)→ L2(∂Ω)∩C(∂Ω)

v 7→ γ1(v) =
∂v
∂n
|∂Ω;

Avec ∂v
∂n = ∇u.n . Cette application γ1 se prolonge par continuité en une application linéaire continue

de H2(Ω) dans L2(∂Ω). En particulier, il existe un constant C > 0 tel que, pour toute fonction

v ∈ H2(Ω), on a :

‖∂v
∂n
‖L2(∂Ω) 6C‖v‖H2(Ω).

1.2.3 Quelques inégalités utilisées

Inégalité de Hölder

Soit (p,q) un couple de [1,+∞]2, 1
P + 1

q = 1. L’application suivant :

Lp(Ω)×Lq(Ω)→C

(u,v) 7→
∫
Ω u(x)v(x)dx.

Est bilinéaire continue à valeurs dans L1(Ω)

‖uv‖L1(Ω) 6 ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω) ;

Inégalité de Cauchy Schwartz

Soit H un espace de Hilbert menu d’un produit scalaire 〈., .〉H et ‖.‖H une norme induite du

produit scalaire, ∀v,u ∈ H on a

|〈u,v〉H | 6 ‖u‖H‖v‖H .
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1.1.3 Formule de Green

Inégalité de Poincaré

Soit Ω un ouvert de RN ouvert borné, alors il existe cΩ =Cte(Ω)> 0 tel que

‖u‖2 6 cΩ‖∇u‖2, ∀u ∈ H1
0 (Ω)

Donc ‖∇u‖2 est une norme sur H1
0 (Ω) équivalente à la norme ‖u‖H1 . Autrement dit,

∫
Ω∇u∇v est un

produit scalaire qui induit la norme ‖∇u‖2.

Inégalités de Friedrichs

Les inégalités suivantes sont fondamentales :

‖u‖2 6 c′Ω|u| ∀u ∈ H1
D(Ω). (1.3)

Le constant c′Ω dépendent du domaine Ω et sont proportionnelles à son diamètre.

1.2.4 Formule de Green

Sois Ω un ouvert borné régulier de classe C2et ∂Ω Lipschitzienne. Si u ∈ H2(Ω),v ∈ H1(Ω)

on a

∫
Ω∆u(x)v(x)dx =−

∫
Ω∇u(x).∇v(x)dx+

∫
∂Ω

∂u
∂n

v(σ)dσ .

Ou, n = (ni)16i6n est le vecteur unitaire normal à ∂Ω d’érigé vers l’extérieur.

1.2.5 Théorème de Lax-Milgram

Nous décrivons une théorie abstraite pour obtenir l’existence et l’unicité de la solution d’une

formulation variationnelle dans un espace de Hilbert V . Rappelons qu’un espace de Hilbert est un

espace vectoriel sur R, muni d’un produit scalaire, noté 〈x,y〉, qui est complet pour la norme associée

à ce produit scalaire, notée ‖x‖ =
√
〈x,x〉. (un espace vectoriel normé est complet si toute suite

de Cauchy est une suite convergente dont la limite appartient à cet espace ). Nous considérons une

formulation variationnelle du type : trouver u ∈V tel que a(u,v) = L(v) pour toute fonction v ∈V .

Les hypothèses sur a et L sont :

1 L(.) est une forme linéaire continue sur V , c’est-à-dire que v→ L(v) est linéaire de V dans R il

existe C > 0 tel que :

|L(v)| 6C‖v‖ pourtout v ∈V ;
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1.1.2 Notations et propriétés de méthode des éléments finis dans 2D

2 a(., .) est une forme bilinéaire sur V , c’est-à-dire que u→ a(u,v) est une forme linéaire de V

dans R pour tout v ∈V, et v→ a(u,v) est une forme linéaire de V dans R pour tout u ∈V ;

3 a(., .) est continue, c’est-à-dire qu’il existe M > 0 tel que :

|a(u,v)| 6M‖u‖‖v‖ u,v ∈V ;

4 a(., .) est coercive (ou elliptique), c’est-à-dire qu’il existe C > 0 tel que :

a(u,u) >C‖u‖2 pourtout v ∈V .

Théorèm 1.2.3 (Théorème de Lax-Milgram)

Soit V un espace de Hilbert réel, L(.) une forme linéaire continue sur V ,a(., .) une forme bilinéaire

continue coercive sur V . Alors la formulation variationnelle admet une unique solution. De plus, cette

solution dépend continûment de la forme linéaire L

Proposition 1.1 On se place sous les hypothèses de Théorème 1.2.3 de Lax-Milgram. On suppose

en plus que la forme bilinéaire est symétrique a(u,v) = a(v,u) pour tout u,v ∈V . Sois J(v) l’énergie

définie pour v ∈V par :

J(v) = 1
2a(v,v)−L(v).

Sois u ∈ V la solution unique de la formulation variationnelle. Alors u est aussi l’unique point de

minimum de l’énergie, c’est-à-dire que.

J(u) = min
v∈V

J(v).

Réciproquement, si u ∈ V est un point de minium de l’énergie J(v), alors u est la solution unique de

la formulation variationnelle.

1.3 Notations et propriétés de méthode des éléments finis dans 2D

Les discrétisations par l’élément fini sont basées sur des partitions du domaine Ω en sous-

domaines simples non-chevauchants. La collection de ces sous-domaines s’appelle une partition et

est étiquetée τ .

Les membres de τ , c’est-à-dire les sous-domaines, sont appelés éléments et sont étiquetés K.

1 τ doit satisfaire aux conditions suivantes :

— Ω∪ Γ , c’est l’union de tous les éléments dans τ
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1.1.2 Notations et propriétés de méthode des éléments finis dans 2D

— Chaque K ∈ τ est soit un triangle Źou un parallélogramme pour N = 2

— La recevabilité chaque deux éléments dans τ sont disjoints ou partagent un sommet ou

une arêtre si N = 3, est un visage complet

— La forme de la régularité pour tout élément K, le rapport de son diamètre hK pour le

diamètre de la ρK de la plus grande boule inscrit dans K est borné indépendamment de K.

Codage Définition
NK Les sommets ou les nœuds de K

EK Les arêtes ou faces de K

Nτ Les sommets de tous les éléments en τ c’est-à-dire : Nτ =
⋃

K∈τ

NK

Eτ Les arêtes ou faces des tous les éléments en τ , c’est-à-dire : Eτ =
⋃

K∈τ

EK

NE Les sommets d’une arête ou d’une face E ∈ Eτ

Nτ,Γ Les sommets sur la frontière

Nτ,ΓD Les sommets sur la frontière de Dirichlet

Nτ,ΓN Les sommets sur la frontière de Neumann

Nτ,Ω Les sommets à l’intérieur de Ω

Eτ,Γ Les arêtes ou faces contenues dans la frontière

Eτ,ΓD Les bords ou les visages contenus dans le bord Dirichlet

Eτ,ΓN Les bords ou les visages contenus dans le bord Neumann

Eτ,Ω Les arêtes ou des faces ayant au moins une extrémité à l’intérieur de Ω

TABLE 1.1 – Notation fondamental dans τ

2 Avec cette notation, nous définissons les espaces d’éléments finis par

Sk,−1(τ) = {ϕ :Ω→R : ϕ|K ∈ Pk(K) ∀K ∈ τ}.

Sk,0(τ) = Sk,−1(τ)∩C(Ω).

S
k,0
0 (τ) = Sk,0(τ)∩H1

0 (Ω) = {ϕ ∈ Sk,0(τ) : ϕ = 0 dans Γ }.

S
k,0
D (τ) = Sk,0(τ)∩H1

D(Ω) = {ϕ ∈ Sk,0(τ) : ϕ = 0 dans ΓD}.

Notez que K peut être 0 pour le premier espace, mais doit être au mois 1 pour les autres espaces.
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1.3 Principales caractéristiques de posteriori erreur estimation

1.3.1 Propriétés d’approximation

Les espaces d’éléments finis définis, ci-dessus satisfont aux propriétés d’approximation suivantes

inf
ϕτ∈Sk,−1(τ)

‖ϕ−ϕτ‖0 6 chk+1|ϕ|k+1 ϕ ∈ Hk+1(Ω),k ∈N;

inf
ϕτ∈Sk,0(τ)

‖ϕ−ϕτ‖ j 6 chk+1− j|ϕ|k+1 ϕ ∈ Hk+1(Ω), j ∈ {0,1},k ∈N∗;

inf
ϕτ∈Sk,0(τ)

‖ϕ−ϕτ‖ j 6 chk+1− j|ϕ|k+1 ϕ ∈ Hk+1(Ω)∩H1
0 (Ω), j ∈ {0,1},k ∈N∗.

1.3.2 Méthode de Galerkin

On se place maintenant sous les hypothèses suivantes :V est un espace de Hilbert.

a : forme bilinéaire continué et coericive, L ∈V ′
(1.4)

Remarque maintenant, a n’est pas nécessairement symétrique par les hypothèses [1.4]

On considère le problème : u ∈V

a(u,v) = L(v),v ∈V
(1.5)

Par le théorème de Lax-Milgram 1.2.3, il y a existence et unicité de u ∈V solution de (1.5).

On se donne Vτ ⊂V , tel que dimVτ <+∞, et on cherche à résoudre le problème approché :

(Pτ)

uτ ∈Vτ

a(uτ ,vτ) = L(vτ),∀vτ ∈Vτ .
(1.6)

Par le théorème de Lax-Milgram 1.2.3, on a immédiatement :

Théorèm 1.3.1 Sous les hypothèses, si Vτ ⊂V et dimVτ = N, il existe un unique uτ ∈Vτ solution de

(1.6).

1.4 Principales caractéristiques de posteriori erreur estimation

1.4.1 Un opérateur de quasi-interpolation

Pour tout ensemble mesurable ω ⊂ R2 avec mesure positive et toute fonction intégrable ϕ on

définit la moyenne de ϕ sur ω par

ϕω =
1

µ2(ω)

∫
ω

ϕ; (1.7)
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1.3 Principales caractéristiques de posteriori erreur estimation

Źou µN désigne la mesure de Lebesgue standard dans RN .Avec cette notation, nous définissons un

opérateur de quasi-interpolation Iτ : H1
D(Ω)→ S

1,0
D (τ) par

Iτϕ = ∑
x∈Nτ,Ω∪Nτ,ΓN

ϕωx
λx; (1.8)

Notez que Iτϕ est défini pour chaque fonction intégrable ϕ .

1.4.2 Les fonctions de Bulle

Pour chaque élément K et chaque arête E, on définit les fonctions de bulle ψK et ψE par :

ψK = αK ∏
x∈NK

λx (1.9)

Avec

αK =



27 si K un triangle ;

256 si K un parallélogramme ;

16 si K un tétraèdre ;

54 si K un parallélépipède ;

(1.10)

Et

ψE = βE ∏
x∈NE

λx. (1.11)

avec

βE =


4 siE est un segment de ligne ;

27 siE est un triangle ;

16 siE est un parallélogramme ;

(1.12)

Proposition 1.2 Les fonctions ψK et ψE ont les propriétés suivantes :

suppψK = K, 0 6 ψK 6 1, max
x∈K

ψK(x) = 1. (1.13)

suppψE = ωE , 0 6 ψE 6 1, max
x∈E

ψE(x) = 1. (1.14)

De plus, les estimations inverses suivantes sont valables pour toutes les fonctions linéaires ou bili-

néaires ϕ :

‖ϕ‖E 6 cI,3‖ψ
1
2
E ϕ‖E ; ‖ϕ‖K 6 cI,1‖ψ

1
2
K ϕ‖K;

‖∇(ψEϕ)‖ωE 6 cI,4h
− 1

2
E ‖ϕ‖E ; ‖∇(ψKϕ)‖K 6 cI,2h−1

K ‖ϕ‖K

‖ψEϕ‖ωE 6 cI,5h
1
2
E‖ϕ‖E .

Les constantes cI,1,cI,2,cI,3,cI,4,cI,5 ne dépendent que du paramètre de forme de τ .
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1.3 Principales caractéristiques de posteriori erreur estimation

1.4.3 Les sauts des fonctions continues par morceaux

Avec chaque bord E, nous associons un vecteur d’unité nE . Pour les bords intérieurs E ∈ EΩ

son orientation est arbitraire, pour les bords E ∈ E sur la limite l’orientation est choisie tel que nE

montre à l’extérieur deΩ. Pour toute fonction continue par morceaux ϕ et tout bord intérieur E, nous

notons JE(ϕ) le saut de ϕ à travers E dans la direction de nE

JE(ϕ)(x) = lim
t→0+

ϕ(x− tnE)− lim
t→0+

ϕ(x+ tnE) ∀x ∈ E; (1.15)

Notez que JE(ϕ) dépend de l’orientation de nE mais que les expressions de la forme

JE(nE ·∇ϕ) sont indépendantes de celle-ci.

1.5 Conclusion

La plupart de ces concepts sont très basiques pour les chapitres suivants,

en particulier la fonction de bulle qui est la base d’estimation à posteriori d’erreur

résiduelle, nous avons montrerons au chapitre 3.
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2 Étude d’existance et l’unicité par FV et résolution numérique par MEF
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons faire une étude sur l’existence et l’unicité de solu-

tion exact u par la formulation variationnelle de problème linéaire non-homogène

mixte Dirichlet-Neumann, mais dans la deuxième partie, nous allons discuter la

résolution numérique du même problème par la méthode des éléments finis.

2.2 Le problème du modèle :

En tant que problème de modèle, nous considérons le problème linéaire non-homogène avec

des conditions aux limites mixtes de Dirichlet-Neumann par suite :
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2.2 Formulation variationnelle

(P) :


−∆u+αu = f dans Ω

u = 0 sur ΓD

∂u
∂n

= g sur ΓN

(2.1)

Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné régulier avec un Lipchitz bord ∂Ω, les donnée sont supposés être

lisse pour f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(ΓN) et α est un constant positive ( α > 0 ), ΓD et ΓN sont supposés être

disjoints c’est-à-dire ΓN ∩ ΓD = /0 avec ΓN ∪ ΓD = ∂Ω. Lunité vers l’extérieur vecteur normal à ∂Ω est

dénoté par n est appartient à l’espace [L∞(∂Ω)]n.

2.3 Formulation variationnelle

1 Étape 1

Pour f ∈ L2(Ω) et v ∈ C∞
0 (Ω) on a

−
∫
Ω(∆u)vdx+α

∫
Ω uvdx =

∫
Ω f vdx

En utilisant la formule de Green 1.2.4, donc∫
Ω

f vdx =
∫
Ω
(∇u.∇v+αuv)dx−

∫
ΓN

∂u
∂n

vdσ

D’apré la condition
∂u
∂n

= g sur ΓN telle que g est la fonction de trace, alors

∂u
∂n

= g (p.p)

Et on a

∫
Ω∇u.∇vdx+α

∫
Ω uvdx =

∫
Ω f vdx+

∫
ΓN

gvdσ

Par ailleur u = 0 sur ΓD alors on définit l’espace V comme

V = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 surΓD} ;

c’est-à-dire v ∈ H1
0,D. Donc nous allons chercher maintenant u ∈ H1

0,D qui satisfait∫
Ω
(∇u.∇v+αuv)dx =

∫
Ω

f vdx+
∫
ΓN

gvdσ ,∀v ∈ H1
0,D (2.2)

Le problème (2.2) s’appelle la formulation faible ou formulation variationnelle de (2.1)
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2.2 Formulation variationnelle

2 Étape 2

Pour exister l’unique solution faible u ∈ V ont appliqué le théorème de Lax-Milgram 1.2.3

dans l’espace V = H1
0,D(Ω) avec la forme bilinéaire et continué

a(u,v) =
∫
Ω
(∇u.∇v+αuv)dx, ∀v ∈V ; (2.3)

Et la forme linéaire L : v→
∫
Ω f v+

∫
ΓN

gvdx

— Continuité de a(., .) :

a(u,v) =
∫
Ω(∇u∇v+αuv)dx

Donc

|a(u,v)|= |
∫
Ω

∇u∇vdx+α

∫
Ω

uvdx|

6
∫
Ω
|∇u||∇v|dx+α

∫
Ω
|u||v|dx ∀u,v ∈V

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz (1.2.3) peut s’écrire

6 ‖∇u‖L2(Ω).‖∇v‖L2(Ω)+α‖u‖L2(Ω).‖v‖L2(Ω)

6 ‖∇u‖L2(Ω).‖∇v‖L2(Ω)+αC2‖∇u‖L2(Ω).‖∇v‖L2(Ω)

6 2max(1,αC2)‖∇u‖L2(Ω).‖∇v‖L2(Ω)

6 2max(1,αC2)‖u‖H1(Ω)‖u‖H1(Ω) ∀u,v ∈V

Źou C est la constante de Poincaré

Alors, comme ‖u‖H1(Ω) ≡ ‖u‖H1
0,D(Ω)

Pour u ∈ H1
0,D(Ω) ;

|a(u,v)| 6C‖u‖H1
0,D(Ω).‖v‖H1

0,D(Ω) ∀u,v ∈ H1
0,D(Ω) ;

Donc a(., .) est continué

— Coercivité de a(., .) :

a(u,u) =
∫
Ω
|∇u|2dx+α

∫
Ω

u2dx ∀u ∈V

>min(1,α)‖u‖2
H1

0,D(Ω)

>C‖u‖2
H1

0,D(Ω)

Par conséquent, a(., .) est coercive en V .
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2.3 Discrétisation par l’élément finis du problème (2.1)

— Continuité de L(.) : En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz (1.2.3)

|L(v)|= |
∫
Ω

f vdx+
∫
ΓN

gvdσ | ∀v ∈V

6
∫
Ω
| f ||v|dx+

∫
ΓN

|g||v|dσ

6 ‖ f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)+‖g‖L2(ΓN)
‖v‖L2(ΓN)

.

D’apré l’inégalité de Poincaré ( 1.2.3)

6C‖ f‖L2(Ω).‖∇v‖L2(Ω)+C‖g‖L2(ΓN)
.‖∇v‖L2(ΓN)

6max
(

C‖ f‖L2(Ω),C‖g‖L2(ΓN)

)(
‖∇v‖L2(Ω)+‖∇v‖L2(ΓN)

)
6M

(
‖v‖H1(Ω)+‖v‖H1(ΓN)

)
Donc L(.) est continué

Nous avons montré que a(., .) et L(.), vérifient les hypothèses de théorème de Lax-

Milgram 1.2.3. Alors le problème (2.1) admet une solution unique faible sur V tel que

u ∈ H1
0,D(Ω).

2.4 Discrétisation par l’élément finis du problème (2.1)

Dans la méthode des éléments finis, la construction du sous-espace discret nécessite la discré-

tisation préalable du domaine Ω⊂R2 en éléments géométriques simples. Contrairement au cas d’un

intervalle de R, la discrétisation d’un domaine de R2 est un problème technique difficile et la qualité

de ce maillage, est essentielle pour la qualité de l’approximation.

Définition 2.4.1 Soit doncΩ un ouvert deR2 et considérons un maillage de τ formé par des triangles

K vérifiant les critères suivants :

1. Les éléments K ⊂ τ du maillage doivent recouvrir le domaine, i.e. eur union est égale à τ

2. L’intersection de deux éléments distincts doit satisfaire :

K∩K′ =


/0;

un sommet;

un côté ;

(2.4)

3. Équivalente, affine : pour K ∈ τ ;

hK = diam(K) + sup
x,y∈K

‖x− y‖ et ρK est le diamètre de la boule maximale inscrite en K, la
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2.3 Discrétisation par l’élément finis du problème (2.1)

triangulation est dite régulière, s’il existe une constante Cτ avec

hK

ρK
6Cτ ∀K ∈ τ telque Cτ = max

K∈τ

hK

ρK
(2.5)

Enfin, la largeur de maille est introduite comme

h +max
K∈τ

hK.

Le diamètre d’un triangle K est noté hK et le diamètre du plus grand cercle qui peut être inscrit en K

est noté ρK . La régularité du triangle est mesurée par le rapport

kK =
hK

ρK
(2.6)

diam(K)

ρ(K)

FIGURE 2.1 – Diamètre diam(K)et rondeur ρ(K) d’un triangle K

Patchs d’éléments

Aux fins de l’analyse d’erreur à posteriori, il sera utile de considérer les propriétés de certains patchs

locaux d’éléments. Soit τ une partition régulière deΩ en triangles soit K tout élément de la partition.

Le sous-domaine K̃ se compose de l’élément K avec les éléments partageant au moins un sommet

commun avec K :

K̃ =
{⋃

K′,K′ ∈ τ : K′∩K est non vide
}

(2.7)

Le sous-domaine K̃ est appelé patch associé à l’élément K. Le lecteur peut trouver utile à ce stade de

noter que la notation •̃ sera utilisée tout au long pour désigner un patch d’éléments associés à une
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2.3.1 Partition d’éléments finis

entité •. Les dimensions du patch K̃ sont mesurées en fonction des quantités

hK̃ = max
K′⊆K̃

hK′ (2.8)

Et

ρK̃ = min
K′⊆K̃

ρK′ (2.9)

Tandis que la régularité du patch est mesurée

kK̃ =
hK̃
ρK̃

; (2.10)

La régularité de la partition τ est héritée par les patchs.

Définition 2.4.2 Une triangulation K est dite quasi-uniforme si elle est régulière et qu’il existe un

constant Cqu > 0 tel que :
max
K∈τ

hK

min
K∈τ

ρK
6Cqu ∀K ∈ τ (2.11)

2.4.1 Partitions d’éléments finis

Sommets et arêtes

Une partition τ nous associons les ensembles N et E de tous les sommets et arêtes, respective-

ment de tous les éléments de τ . Un indice K,Ω,Γ ,ΓD,ΓN ou N ou E indique que seuls ces sommets

ou arêtes, respectivement, sont considérés qui sont contenus dans l’ensemble d’index correspondant.

De même, NE désigne l’ensemble des sommets d’une arête donner E. L’union de toutes les arêtes

dans E est notée Σ est appelée le squelette de τ .

Pour chaque élément ou arête S ∈ τ ∪E , nous désignons hs son diamètre. Notez que la régularité de

forme de τ implique que pour tous les éléments K et K′ et tous les bords E et E ′ qui partagent au

moins un sommet, les rapports
hK

hK′
,

hE

hE ′
, et

hk

hE
sont délimités d’en bas et d’en haut par des constantes

qui ne dépendent que du paramètre de forme Cτ de τ .

Dépends du sinus du plus petit angle de τ et qui est appelé paramètre de forme de τ , pour chaque

élément K, chaque arête E et chaque sommet x nous associons les ensembles suivants :
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2.3.3 Les éléments de référence

Définition Illustration Définition Illustration
σx =

⋃
x∈NE

E ωx =
⋃

x∈NK′
K′

ω̃E =
⋃

NE∩NK′, /0
K′ ωE =

⋃
E∈EK′

K′

ω̃K =
⋃

NK∩NK′, /0
K′ ωK =

⋃
EK∩EK′, /0

K′

TABLE 2.1 – Paramètre des formes de τ

2.4.2 Espace d’éléments finis

Définition 2.4.3 On définit l’espace d’éléments finis des fonctions polynomiales par morceaux d’ordre

k > 1 sur le maillage τ avec

Sk,−1 + {ϕ ∈ C(Ω) : ϕ|K ∈ Pk ∀K ∈ τ}. (2.12)

Définition 2.4.4 Soit Vτ = Sk,−1 Alors Vτ est un sous-espace de H1(Ω)

Preuve 2.4.1 Tout élément vτ de Sk,−1 appartient à C(Ω)∩H1(K) pour tout K ∈ τ . D’aprés le

théorème de recollement de Sobolev, il vient que vτ ∈ H1(Ω) et donc Sk,−1 ⊂ H1(Ω)

2.4.3 Les éléments de référence

Dans la mise en œuvre et l’analyse des méthodes des éléments finis, un élément important est joué

par les éléments de référence. L’élément de référence pour les éléments triangulaires peut être choisi
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2.3.4 Les fonctions de base

pour être.

K̂ = {(x̂, ŷ) : 0 6 x̂ 6 1; 0 6 ŷ 6 1− x̂}

Chaque élément triangulaire K peut être considéré comme l’image du triangle de référence K̂ sous

une transformation inversée continue affine FK . La transformation peut être écrite sous la forme

FK(x̂) = AK x̂+BK. (2.13)

Où AK est une matrice et BK est un vecteur. La régularité de l’élément K signifie que le AK est non

singulier, et il existe un constant C qui ne dépend que du paramètre de régularité kK tel que


‖AK‖ 6ChK

‖A−1
K ‖ 6Cρ

−1
K

Cρ2
K 6 |det(AK)| 6Ch2

K

(2.14)

Où ‖.‖ est une norme matricielle.

2.4.4 Les fonctions de base

Soit

S
1,0
0 (τ) = {ϕ ∈ C(Ω) | ∀K ∈ τ : ϕ|K ∈ P1}∩H1

0 (Ω) (2.15)

est un espace des éléments finis, et

N = dimS1,0
0 (τ)

avec K ∈ τ , xα
i tel que 1 6 i 6 3 désigne les trois sommets de K et ϕ|K est uniquement déterminé

par les valeurs de xα
i . Comme dans le cas unidimensionnel, nous construisons maintenant une base

linèaire élément par l’élément {ϕi}i=1.N de S1,0(τ) avec la propriété de Lagrange

δi, j = ϕi(x j) =

1 si i = j

0 sinon
(2.16)

Źou x j ∈ NK + {x j : x j est un sommet d’un élément K ∈ τ}.
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2.3.4 Les fonctions de base

1

FIGURE 2.2 – La fonction de base ϕi en deux dimensions, la fonction tente, la fonction a la valeur 1

uniquement sur un seul nœud x j et disparaît sur tous les autres nœuds.

Les fonctions coordonnées barycentriques de K

Sois K ∈ τ être arbitraire. On définit les fonctions. ( les indices sont pris modulo 3 )

λα,i(x) =
det
[
xα

i+1− x,xα
i+1− xα

i+1
]

det
[
xα

i+1− xα
i ,x

α
i+1− xα

i+1
] , i = 1,2,3. (2.17)

Les fonctions (2.17) sont appelées coordonnées barycentriques de K et on la propriété :
3
∑

i=1
λα,i = 1

Pour un arbitraire x j ∈NK + {x j : x j est un sommet d’un élément K ∈ τ} nous définissons

ω j =
⋃

K∈τ,x j∈K̃

et

φ j(x) =

0 pour x < ω j;

λα, j pour x ∈ K ⊂ ω j et x j = xα
i ;

(2.18)

Comme nous pouvons le voir sur la Figure [2.2], le patch de triangles ω j(rouge ) est égale au support

de ϕ j(x).

les fonctions de base nodale

En résumé, on peut dire que les fonctions ϕ j(x) sont continues et linéaires par morceaux, prendre la

valeur 1 dans x j et disparaître dans tous les autres points x j ∈NK , on plut :

S
1,0
D = span

{
ϕ j : 1 6 j 6 N

}
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2.3.4 Les fonctions de base

Tiens et les fonctions ϕ j sont appelées "base nodale " de S1,0
D .

Chaque sommet x ∈N , nous associons sa fonction de base nodale λx qui est uniquement défini par

les conditions

λx ∈ S1,0(τ), λx(x) = 1, λx(y) = 0, ∀y ∈N \{x}.

Lemme 2.4.1 Les fonctions de base nodale ont les propriétés suivantes :

0 6 λx 6 1; suppλx = ωx.

∑
x∈NK

λx = 1 sur K; ∑
x∈NE

λx = 1 sur E.

Les fonctions de bulle

Un rôle clé sera joué par certaines fonctions non-négatives prises en charge localement et commu-

nément appelées fonctions de bulle. Les deux types de fonctions de bulles sont des fonctions de bulle

intérieures, pris en charge sur un seul élément et les fonctions de bulle de bord prises en charge sur

une paire d’éléments.

Pour commencer, il est pratique de définir les fonctions de bulle sur l’élément de référence, et pour

construire plus tard les fonctions de bulles sur l’élément physique en utilisant l’approche par l’élé-

ments finis standard basée sur le mappage de l’élément de référence à l’élément physique.

Par les éléments triangulaires :

Que l’élément de référence triangulaire soit choisi comme

K̂ = {(x̂, ŷ) : 0 6 x̂ 6 1; 0 6 ŷ 6 1− x̂} (2.19)

Et introduire les coordonnées barycentriques, ou zone sur l’élément de référence défini par

λ̂1 = x̂; λ̂2 = ŷ; λ̂3 = 1− x̂− ŷ. (2.20)

La fonction de bulle intérieure ψ̂K est définie

ψ̂K = 27λ̂1λ̂2λ̂3 (2.21)

Et les trois fonctions de bulle de bord sont données

ψ̂E,1 = 4λ̂2λ̂3; ψ̂E,2 = 4λ̂1λ̂3; ψ̂E,3 = 4λ̂1λ̂2; (2.22)

Les fonctions de bulle intérieure et de bord sur un patch d’éléments triangulaires sont illustrées dans

la figure [2.3].
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2.3.4 Les fonctions de base

FIGURE 2.3 – Les fonctions de bulle intérieure et de bord sur un patch d’éléments triangulaires

Le but principal des fonctions de bulle intérieures est de localiser les résidus dans un seul élément.

Par exemple, si le résidu intérieur r défini dans 3.6.2, est multiplié par la fonction de bulle intérieure

ψK pour l’élément, puis wK = rψK disparaît sur la frontière de l’élément, par conséquent wK

Peut être étendue au domaine entier en affectant sa valeur à zéro sur les éléments restants, si la fonction

r est suffisamment lisse, alors la fonction étendue wK est longue jusqu’à l’espace des déplacements

admissibles V .

Il sera utile de considérer l’effet de la multiplication par la fonction de bulle ψK sur la norme d’un

résidu. Le résultat suivant montre que sur l’élément de référence sous certaines hypothèses supplé-

mentaires, la norme est conservée jusqu’à une constante.

Ce résultat préliminaire, concernant l’élément de référence, servira alors de base à une estimation de

l’élément physique.

Lemme 2.4.2 Soit p̂ ⊂ H1(K̂) un sous-espace de dimension finie et soit ψ̂K la fonction de bulle

intérieure sur l’élément de référence K̂. Alors, pour tout ŵK ∈ p̂ il existe une constante Ĉ telle que

Ĉ−1‖ŵK‖2
L2(K̂)

6
∫

K̂
ψ̂ŵ2

Kdx̂ 6 Ĉ‖ŵK‖2
L2(K̂)

(2.23)

et

Ĉ−1‖ŵK‖L2(K̂) 6 ‖ψ̂ŵK‖H1(K̂) 6 Ĉ‖ŵK‖L2(K̂) (2.24)

Źou la constante Ĉ ne dépend que de l’élément de référence.

Preuve 2.4.2 Grâce à la non-finition des fonctions de bulle à l’intérieur de l’élément, on voit facile-

ment que :

ŵK 7→ {
∫

K̂
ψ̂Kŵ2

Kdx̂}
1
2

et

ŵk 7→ ‖ψ̂Kŵk‖H1(K̂)
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2.3.4 Les fonctions de base

Les deux définissent des normes sur l’espace de dimension finie p̂. Les résultats découlent alors

immédiatement du fait que toutes les normes sur un espace de dimension finie sont équivalentes.

L’étape suivante consiste à construire des fonctions de bulle sur les éléments physiques. Pour chaque

élément K ∈ P. Sois FK :→ K̂ 7→ K défini les fonctions de bulle sur l’élément K

ψK = ψ̂K ◦F−1
K ; ψE = ψ̂E ◦F−1

K (2.25)

Si la partition P est régulière, alors, il s’ensuit que le mappage FK satisfait :
‖DFK‖L∞(K̂) 6ChK

‖DF−1
K ‖L∞(K̂) 6CkK�ρK

Cρ2
K 6 ‖JK‖L∞(k̂) 6Ch2

K

(2.26)

Źou JK et DFK désignent, respectivement la matrice jacobienne et la matrice jacobienne de transfor-

mation FK . Les éléments sont construits à partir du sous-espace p sur l’élément de référence de la

même manière que les fonctions de retrait décrites précédement.

p = {ŵK ◦F−1
K : ŵK ∈ p̂}. (2.27)

Le résultat suivant montre que la fonction de bulle intérieure sur l’élément physique a des propriétés

analogues à celles décrites pour l’élément de référence dans le lemme2.4.2.

Théorèm 2.4.1 Il existe un constant C tel que ∀wK ∈ p on a

C−1‖wK‖2
L2(K) 6

∫
K

ψKw2
Kdx 6C‖wK‖2

L2(K) (2.28)

et

C−1‖wK‖L2(K) 6 ‖ψKwK‖L2(K)+hK|ψKwK|H1(K) 6C‖wK‖L2(K) (2.29)

Źou le constant C est indépendante de wK et hK .

Preuve 2.4.3 Le résultat suit en mappant sur le domaine de référence K̂, en appliquant le lemme2.4.2

et un argument d’échelle.

Le rôle de la fonction de bulle de bord est d’étendre les quantités définies sur les interfaces des

éléments, telles que les résidus de saut à la paire d’éléments partageant l’interface, le résultat suivant

est analogue au lemme 2.4.2

Et cela, montre que l’extension préserve les normes, la encore jusqu’à une constante.

Lemme 2.4.3 Soit Ê ⊂ ∂ K̂ est un bord et soit ψ̂E la fonction de bulle de bord correspondante, défini

sur Ê, alors il existe une constante Ĉ telle que ∀ŵE ∈ p̂ on a

Ĉ−1‖ŵE‖2
L2(Ê)

6
∫

Ê
ψ̂Eŵ2

Edŝ 6 Ĉ‖ŵE‖2
L2(Ê)

(2.30)
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2.3.5 Discrétisation de la formulation faible

et

‖ÊEŵEψ̂E‖H1(K̂) 6 Ĉ‖ψ̂E‖L2(Ê) (2.31)

Dans (2.30) et (2.31) les constantes Ĉ sont indépendantes de la fonction ψ̂E .

Preuve 2.4.4 La preuve est basée sur l’équivalence de normes sur un espace de dimension finie, ce

résultat a l’analogue suivant sur l’élément physique.

Théorèm 2.4.2 Soit E ⊂ ∂K est un bord et soit wE la fonction de bulle de bord correspondante. Soit

p(E) l’espace de dimension finie des fonctions définies sur E obtenu en mappant p̂(Ê) ⊂ H1(Ê),

alors il existe un constant C tel que.

C−1‖wE‖2
L2(E) 6

∫
E

ψEw2
Eds 6C‖wE‖2

L2(E) (2.32)

et

h
− 1

2
K ‖ψEwE‖L2(K)+h

1
2
K|ψEwE |H1(K) 6C‖wE‖L2(E) (2.33)

Źou le constant C est indépendante de wE et hK .

2.4.5 Discrétisation de la formulation faible

Dans la formulation faible (2.2), u et v appartiennent à V = H1
D qui est un espace fonctionnel de

dimension infinie. La méthode de Galerkine consiste à proposer une version discrétisée du problème

sur un sous-ensemble de dimension finie Vτ ⊂V :

Trouver uτ ∈Vτ = S
1,0
D tel que ∀vτ ∈Vτ ;∫

Ω
(∇uτ ·∇vτ +αuτvτ) =

∫
Ω

f vτ +
∫
ΓN

gvτ ∀vτ ∈ S1,0
D (2.34)

En notant (ϕi)i=1..n une base de Vτ , de dimension N, on peut écrire la décomposition de uτ sur cette

base :

uτ = ϕ0 +
N

∑
i= j

u jϕ j; pour ϕ0|ΓD = 0.

Źou les u j = u(x j) sont N coefficients inconnus. Par linéarité, la formulation faible devient :

∀i ∈ [1,N] a(uτ ,ϕi) = L(ϕi) (2.35)

Alors

∀vτ ∈Vτ ,
N

∑
j=1

u j

∫
Ω
(∇ϕ j ·∇vτ +αϕ jvτ) =

∫
Ω

f vτ +
∫
ΓN

gvτ ∀vτ ∈ S1,0
D (2.36)

Comme cette équation est linéaire et que (ϕi)i est une base de Vτ , elle équivalente au système linéaire

suivant :

∀i ∈ [1,N] ,
N

∑
j=1

u j

∫
Ω
(∇ϕi ·∇ϕ j +αϕiϕ j) =

∫
Ω

f ϕi +
∫
ΓN

gϕi (2.37)
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2.3.6 Approximation interne générale

Le problème discret (2.34) est équivalent à un système linéaire d’équations avec N équations et in-

connues. Les systèmes qui doivent être résolu :

AU = L 
a(ϕ1,ϕ1) a(ϕ1,ϕ2) · · · · · · a(ϕ1,ϕN)

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

a(ϕN ,ϕ1) a(ϕN ,ϕ2) · · · · · · a(ϕN ,ϕN)




u1

u2
...

uN

=


L(ϕ1)

L(ϕ2)
...

L(ϕN)

 (2.38)

Tel que

Ai, j =
∫
Ω
(∇ϕi ·∇ϕ j +αϕiϕ j).

Li =
∫
Ω

f ϕi +
∫
ΓN

gϕi.

2.4.6 Approximation interne générale

Nous considérons à nouveau le cadre général du formalisme variationnelle introduit au section 2.3.

Étant donné un espace de Hilbert V , une forme bilinéaire continue et cœrcive a(u,v), et une forme

linéaire continue L(v), on considère la formulation variationnelle :

trouver u ∈V telque a(u,v) = L(v) ∀v ∈V. (2.39)

Dont on sait qu’elle admet une unique solution par le Théorème 1.2.3 de Lax-Milgram. L’approxi-

mation interne de (2.2) consiste à remplacer l’espace de Hilbert V par un sous-espace de dimension

finie Vτ , c’est-à-dire à chercher la solution de :

trouver uτ ∈Vτ telque a(uτ ,vτ) = L(vτ) ∀vτ ∈Vτ . (2.40)

La résolution de l’approximation interne (2.40) est facile comme le montre le lemme suivant.

Lemme 2.4.4 Sois V un espace de Hilbert réel, et Vτ un sous-espace de dimension finie. Soit a(u,v)

une forme bilinéaire continue et cœrcive sur V , et L(v) une forme linéaire continue sur V . Alors

l’approximation interne ( 2.40) admet une unique solution. Par ailleurs, cette solution peut s’obtenir

en résolvant un système linéaire de matrice définie positive (et symétrique si a(u,v) est symétrique.)

Preuve 2.4.5 L’existence et l’unicité de uτ ∈ Vτ , solution de (2.40), découle du Théorème 1.2.3 de

Lax-Milgram appliqué à Vτ . Pour mettre le problème sous une forme plus simple, on introduit une base
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2.3.7 Estimateur d’erreur

(ϕ j)16 j6Nτ
de Vτ . Si uτ =

Nτ

∑
j=1

u jϕ j, on pose Uτ = (u1, ...,uNτ
) le vecteur dans RNτ des coordonnées

de uτ . Le problème ( 2.40 ) est équivalent à :

trouver Uτ ∈RNτ telque a

(
Nτ

∑
j=1

u jϕ j,ϕi

)
= L(ϕi) ∀1 6 i 6 Nτ .

Ce qui s’écrit sous la forme d’un système linéaire

AU = L. (2.41)

Avec, pour 1 6 i, j 6 Nτ

(A)i, j = a(ϕ j,ϕi), (L)i = L(ϕi).

La cœrcivité de la forme bilinéaire a(u,v) entraîne le caractère défini positif de la matrice A, et donc

son inversibilité. En effet, pour tout vecteur U ∈RNτ , on a

AU.U > v
∥∥∥∥ Nτ

∑
j=1

u jϕ j

∥∥∥∥2

>C|U |2 avec C > 0.

Car toutes les normes sont équivalentes en dimension finie (|.| désigne la norme euclidienne dans

R
Nτ ). De même, la symétrie de a(u,v) implique celle de A. Dans les applications mécaniques la

matrice A est appelée matrice de rigidité. Le problème matriciel (2.41) possède donc une unique

solution.

2.4.7 Estimateur d’erreur

Enfin, l’estimateur d’erreur est introduit. Pour réduire les détails techniques, nous supposons que

Ω est un domaine polygonal convexe, cette exigence est importante pour diviser le domaine en tri-

angles affines.

Le lemme suivant, du à " Jean Céa ", montre que la distance entre la solution exact u et la solution

approchée uτ est majorée uniformément par rapport au sous-espace Vτ par la distance entre u et Vτ .

Théorèm 2.4.3 (Lemme de Céa ) : La forme bilinéaire a(., .) est continue cœrcitive sur Hk(Ω) avec

|a(u,v)| 6C‖u‖Hk(Ω)‖v‖Hk(Ω) (2.42)

Et

a(u,u) > γ‖u‖2
Hk(Ω), ∀u,v ∈ Hk(Ω) et 0 < γ 6C. (2.43)

Soit Sk,0
D ⊂ Hk(Ω) être un sous-espace de dimension finie et f une fonction linéaire continue sur

Hk(Ω). Sois uτ ∈ S1,0
D être la solution de :

a(uτ ,v) = f (v) ∀v ∈ Sk,0
D et u ∈ Hk(Ω)
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2.3.7 Estimateur d’erreur

tel que

a(u,v) = f (v) ∀v ∈ Hk(Ω)

Et satisfait, alors l’estimation est

‖u−uτ‖Hk(Ω) 6
C
γ

inf
vτ∈Sk,0

D

‖u−uτ‖Hk(Ω). (2.44)

Preuve 2.4.6 Puisque Vτ ⊂V , on déduit, par soustraction des formulations variationnelles (2.39) et

(2.40), que

a(u−uτ ,wτ) = 0 ∀wτ ∈Vτ .

En choisissant wτ = uτ − vτ on obtient

v‖u−uτ‖2 6 a(u−uτ ,u−uτ) = a(u−uτ ,u− vτ) 6M‖u−uτ‖‖u− vτ‖.

D’ Źou l’on déduit (2.44).

Théorèm 2.4.4 (H1-erreur ) : Soit u ∈ H1
0 (Ω) être la faible solution de l’équation (2.1). La solution

du problème discret (2.34) est uτ ∈ S1,0
D , si ∀ ∈ H2(Ω), nous avons l’estimation d’erreur :

‖u−uτ‖H1(Ω) 6 c1h|u|H2(Ω). (2.45)

La constante c1 ne dépend que de Cτ , Ω et de coefficient dans l’équation différentielle α .

Théorèm 2.4.5 ( L2− erreur ) : Sois les hypothèses du théorème 2.4.4 vérifiées f ∈ L2(Ω) et u ∈

H2(Ω).

Ensuite, l’estimation d’erreur est :

‖u−uτ‖L2(Ω) 6 c2h|u|H2(Ω). (2.46)

La constante c2 ne dépend que de Cτ , Ω et de coefficients dans l’équation différentielle α .

Pour la norme H1(Ω)-norme et L2(Ω)-norme, l’opérateur Iτ a les propositions d’approximation sui-

vantes :

Proposition 2.1 Soit k ∈N, alors pour tout u ∈ Hk+1(Ω) les estimations d’interpolation

‖u− Ik
τu‖L2(Ω) 6 c1hk+1|u|Hk+1(Ω)

‖u− Ik
τu‖H1(Ω) 6 c2hk|u|Hk+1(Ω)

Maintenez, Źou h +max
K∈τ

hK . Les constantes c1 et c2 ne dépendent que de Cτ ,Ω et k.
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2.3.7 Estimateur d’erreur

Proposition 2.2 Les estimations d’erreur suivantes sont valables pour tous les éléments K ∈ τ , toutes

les arêtes E ∈ E et toutes les fonctions u ∈ H1
D(Ω)

‖u− Iτu‖K 6 cA,1hK‖∇u‖ω̃K ,

‖u− Iτu‖E 6 cA,2h
1
2
E‖∇u‖ω̃E .

Les constantes cA,1 et cA,2 ne dépendent que du paramètre de forme de τ .

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons obtenu deux résultats très importants pour esti-

mer l’erreur à posteriori de type résiduel, qui sont la solution faible et approximative

par la méthode des éléments finis de le problème (2.1), qui sont considérés comme

le lien de liaison pour le chapitre suivant.
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3 Estimations résiduelles d’erreur à posteriori

3.1 Introduction : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.2 L’équivalence de l’erreur et du résidu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.3 Orthogonalité de Galerkin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.4 Une représentation L2 du résidu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.5 Une borne supérieure sur l’erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.6 Une borne inférieure sur l’erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.6.1 Estimation de résidu intérieur " r " . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.6.2 Estimation de résidu bord " R " . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.6.3 Preuve des bords bilatéraux sur l’erreur . . . . . . . . . . . . . . 39

3.7 Estimations d’erreur à posteriori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.1 Introduction :

Dans ce chapitre, nous décrions l’une des différentes possibilités d’estimation

d’erreur à posteriori ont appel ’ estimation résiduelle ’, afin de garder la présentation

aussi simple, qui estime l’erreur de la solution numérique calculée par une norme

appropriée de son résidu par rapport à la forme forte de l’équation différentielle.

Nous respectivement u ∈ H1
D(Ω) et uτ ∈ S1,0

D (τ) les solutions exactes des problèmes (2.2) et

(2.1). Respectivement, dans ce qui suit, nous voulons borner l’erreur ∇(u−uτ) de dessus et de dessous

par des quantités calculables qui n’impliquent que uτ , la solution du problème discret, et f et g, les

données de l’équation différentielle.
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3.2 Orthogonalité de Galerkin

3.2 L’équivalence de l’erreur et du résidu

Pour tout v ∈ H1
D(Ω) les fonctions u et uτ réalisent l’identité :

a(u−uτ ,v) = a(u,v)−a(uτ ,v)

= L(v)−a(uτ ,v)

∫
Ω

∇(u−uτ) ·∇v+α(u−uτ)v =
∫
Ω

f v+
∫
ΓN

gv−
∫
Ω
(∇uτ ·∇v+αuτv) (3.1)

Le côté droit de l’équation (3.1) définit implicitement le résiduel R de uτ comme un élément de

l’espace double de H1
D(Ω) en fixant pour tout v ∈ H1

D(Ω)

〈R,v〉=
∫
Ω

f v+
∫
ΓN

gv−
∫
Ω
(∇uτ ·∇v+αuτv). (3.2)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz (1.2.3)implique pour tout v ∈ H1
D(Ω)

1
1+C2

Ω

‖v‖1,2 6 ‖∇v+αv‖1,2 = sup
w∈H1

D(Ω)\{0}

1
‖∇w‖1,2

∫
Ω
(∇v ·∇w+αvw) 6 ‖v‖1,2 (3.3)

Cela correspond au fait que la forme bi-linéaire v,w ∈ H1
D(Ω) 7→

∫
Ω(∇v ·∇w +αvw) définit une

isométrie de H1
D(Ω) sur son double espace, et que ‖∇ · ‖ est la norme énergétique correspondant aux

proplèmes (2.2) et (2.1).

Les équations (3.1)-(3.3) impliquent l’identité :

‖∇(u−uτ)‖= sup
w∈H1

D\{0}

〈R,w〉
‖∇w‖

(3.4)

Puisque le terme sup dans l’équation (3.4) est la norme du résiduel dans l’espace double de H1
D(Ω),

nous avons prouvé.

La norme de l’erreur dans H1
D(Ω) est égale à la norme du résiduel dans le double espace de H1

D(Ω).

La plupart des indicateurs d’erreur à posteriori tentent d’estimer cette double norme du résidu par des

quantités qui peuvent être plus facilement calculées à partir de f ,g et uτ .

3.3 Orthogonalité de Galerkin

On observe tout d’abord que, de puisS1,0
D (τ)⊂H1

D(Ω), l’erreur est orthogonale àS1,0
D (τ), c’est-à-dire

que pour tout wτ ∈ S1,0
D (τ) il y a :∫

Ω
(∇(u−uτ) ·∇wτ +α(u−uτ)wτ = 0 (3.5)

En utilisant les équations (3.1)et (3.2), cela peut être écrit comme

〈R,wτ〉= 0 (3.6)
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3.4 Une borne supérieure sur l’erreur

Pour tout wτ ∈ S1,0
D (τ), c’est-à-dire que l’espace discret S1,0

D (τ) est contenu dans les noyaux de R.

L’équation (3.6)reflète le fait que la discrétisation (2.34), est conséquente et qu’aucune erreur supplé-

mentaire n’est présentée par intégration numérique ou selon la solution inexacte du problème discret.

Elle est souvent appelée " orthogonalité de Galerkin ".

3.4 Une représentation L2 du résidu

Pour tout w ∈ H1
D(Ω) intégration par parties, rendement par élément

〈R,w〉=
∫
Ω

f w+
∫
ΓN

gw− ∑
K∈τ

∫
K
(∇uτ ·∇w+αuτw)

=
∫
Ω

f w+
∫
ΓN

gw+ ∑
K∈τ

{∫
K
(∆uτ −αuτ)w−

∫
∂K

nK ·∇uτw
}

= ∑
K∈τ

∫
K
( f +∆uτ −αuτ)w+ ∑

E∈Eτ,ΓN

∫
E
(g−nE ·∇uτ)w− ∑

E∈Eτ,Ω

∫
E
JE(nE ·∇uτ)w.

Ici, nK désigne l’unité extérieure normale à l’élément K. Notez que uτ disparaît sur tous les triangles.

Par souci de concision, nous définissons les résidus d’élément et de bord

r :Ω−→R et j : Σ−→R par :

r|K = f +∆uτ −αuτ sur chaque K ∈ τ (3.7)

j|E =


−JE(nE ·∇uτ) si E ∈ Eτ,Ω;

g−nE ·∇uτ si E ∈ Eτ,ΓN

0 si E ∈ Eτ,ΓD

(3.8)

En suite, nous obtenons la représentation L2 suivante du résidu.

〈R,w〉=
∫
Ω

rw+
∫
Σ

jw; (3.9)

Avec l’équation (3.6), cela implique que pour tout w ∈ H1
D(Ω) et tout wτ ∈ S1,0

D (τ)

〈R,w〉=
∫
Ω

r(w−wτ)+
∫
Σ

j(w−wτ); (3.10)

3.5 Une borne supérieure sur l’erreur

Nous fixons une fonction arbitraire w∈H1
D(Ω) et choisissons wτ = Iτw avec l’opérateur de quasi-

interpolation de l’équation 1.4.1.

Lemme 3.5.1 Il existe un constant M > 0 tel que pour tout K ∈ τ et pour w ∈W 1,β (K) on a :

h2
K‖w‖

β

0,β ,ωE
6M(‖w‖β

0,β ,K +hβ

K‖w‖
β

1,β ,K). (3.11)
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3.4 Une borne supérieure sur l’erreur

Preuve 3.5.1 Soit K̂ l’élément de référence et FK l’application affine de K̂ dans

K ; FK(x̂) = AK x̂+BK . Pour w ∈W 1,β (K) posons ŵ = w◦FK, alors ŵ ∈W 1,β (K̂). Soit t un côté de

K alors t̂ = (FK)
−1(t) est un côté de K̂ et on a :∫

t
|w|β dx =

ht

ht̂

∫
t̂
|w(FK(x̂))|β dx̂ = ht

∫
t̂
|ŵ|β dx̂

d’ Źou : ∫
ωE

|w|β dx 6 hK

∫
ω̃E

|w|β dx̂. (3.12)

L’application trace de W 1,β (K̂) dans Lβ (ω̃E) étant continue alors il existe M > 0 tel que

‖ŵ‖β

0,β ,ω̃E
6 M̂‖ŵ‖β

1,β ,K̂
= M̂(‖ŵ‖β

0,β ,K̂
+‖ŵ‖β

1,β ,K̂
).

On utilise les résultats de Ciarlet [1978] :

|ŵ|0,β ,K̂ 6 |det(AK)|−
1
β |w|0,β ,K (3.13)

|ŵ|1,β ,K̂ 6 ‖AK‖|det(AK)|−
1
β |w|1,β ,K, ‖AK‖ 6MhK. (3.14)

Et

|det(AK)|
mes(K)

mes(K̂)
= 2mes(K).

Źou M désigne une constante indépendante de h et ‖AK‖ la norme matricielle de AK . On a alors :

‖ŵ‖β

0,β ,ω̃E
6M(|w|β0,β ,K +‖AK‖β |w|β1,β ,K)�|det(AK)

6M(|w|β0,β ,K +hβ

K|w|
β

1,β ,K)�mes(K)

La triangulation étant supposée régulière, il existe σ1 et σ2 > 0 indépendant de h tels que : σ1h2
K 6

mes(K) 6 σ2h2
K pour tout K ∈ τ. On a alors :

h2
K‖w‖

β

0,β ,ωE
6M(‖w‖β

0,β ,K +hβ

K‖w‖
β

1,β ,K). (3.15)

L’inégalité de Cauchy schwartz pour les intégrales et la proposition 2.2 donnent alors

〈R,w〉= ∑
K∈τ

∫
K

r(w− Iτw)+ ∑
E∈Eτ

∫
E

j(w− Iw)

6 ∑
K∈τ

‖r‖K‖w− Iτw‖K + ∑
E∈Eτ

‖ j‖E‖w− Iτw‖E

6 ∑
K∈τ

‖r‖KcA,1hK‖∇w‖ω̃K + ∑
E∈Eτ

‖ j‖EcA,2h
1
2
E‖∇w‖ω̃E .

Invoquer l’inégalité de Cauchy Schwartz pour les sommes que cela donne

〈R,w〉 6max{cA,1,cA,2}

{
∑

K∈τ

h2
K‖r‖2

K + ∑
E∈Eτ

hE‖ j‖2
E

} 1
2

·

{
∑

K∈τ

‖∇w‖2
ω̃K

+ ∑
E∈Eτ

‖∇w‖2
ω̃E

} 1
2

.

Dans la dernière étape, nous observons que la régularité de forme de τ implique
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3.5 Une borne inférieure sur l’erreur

{
∑

K∈τ

‖∇w‖2
ω̃K

+ ∑
E∈Eτ

‖∇w‖2
ω̃E

} 1
2

6Cτ‖∇w‖

Avec un constant Cτ constant qui ne dépend une du paramètre de forme de τ et qui tient compte du

fait que chaque élément est compté plusieurs fois sur le côté gauche de cette inégalité.

En combinant ces estimations avec l’égalité (3.4), nous obtenons la borne supérieure suivante pour

l’erreur

‖∇(u−uτ)‖ 6C*

{
∑

K∈τ

h2
K‖r‖2

K + ∑
E∈E

hE‖ j‖2
E

} 1
2

(3.16)

Avec C∗ = max{cA,1,cA,2}Cτ .

Le côté droit de l’équation (3.16) peut être utilisé comme indicateur d’erreur a posteriori car il n’im-

plique que les données connues f et g, la solution uτ du problème discret et les données géométriques

de la partition. L’inégalité (3.16) implique que l’indicateur d’erreur a posteriori est fiable en ce sens

qu’une inégalité de la forme " indicateur d’erreur 6 tolérance " implique que l’erreur vraie est égale-

ment inférieure à la tolérance jusqu’à la constante multiplicative C∗.

Nous voulons prouver que l’indicateur d’erreur est également efficace dans le sens Źou une inégalité

de la forme "indicatrice d’erreur > tolérance " implique que l’erreur vraie est également supérieure à

la tolérance, éventuellement jusqu’à une autre constante multiplicative.

Pour les fonctions générales f et g, l’évaluation exacte des intégrales sur le côté droit de l’équation

(3.16) peut être prohibitive, voire impossible.

Les intégrales doivent ensuite être approximées par des formules de quadrature appropriées. Alterna-

tivement, les fonctions f et g peuvent être approximée par des fonctions plus simples, par exemple :

les fonctions polynomiales par morceaux et les intégrales résultantes peuvent être évaluée exactement.

Souvent, les deux approches sont équivalentes.

3.6 Une borne inférieure sur l’erreur

Afin de prouver l’efficacité annoncée, nous remplaçons sur les éléments et les arêtes. Respectivement,

pour chaque élément K et pour chaque arête E sur la frontière de Neumann, nous fixons

f K =
1

µ2(K)

∫
K

f , gE =
1

µ1(E)

∫
E

g. (3.17)

Définition 3.6.1

fτ = ∑
K∈τ

f KχK , gE = ∑
E∈EΓN

gE χE (3.18)

ŹouχA désigne la fonction caractéristique de l’ensemble A
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3.5 Une borne inférieure sur l’erreur

3.6.1 Estimation de résidu intérieur " r "

Définition 3.6.2 Soit r une approximation discontinue par morceau du résidu intérieur r sur l’élé-

ment K d’un sous-espace de dimension finie et on défini comme :

r = f K +∆uτ −αuτ

La preuve dont l’estimateur fournit une borne bilatérale sur l’erreur vraie utilise l’équation rési-

duelle (3.10) conjointement avec des choix spéciaux de la fonction wK

La première tâche consiste à délimiter la quantité ‖r‖L2(Ω) en fonction de la norme de l’erreur vraie

évaluée sur un voisinage de l’élément K.

Par exemple, si l’approximation de Galerkin originale se compose de fonctions affines par morceaux

sur des éléments triangulaires, alors on utiliserait une approximation affine par morceaux r à r sur

chaque élément. Notez qu’il n’y a aucune obligation que l’approximation soit continue à travers les

frontières des éléments.

L’application du théorème 3.5 donne

‖r‖2
L2(Ω) 6 c2

I,1

∫
Ω

ψKr2dx. (3.19)

La fonction wK = rψK = ( f K +∆uτ −αuτ)ψK = αK( f K +∆uτ −αuτ) ∏
x∈K∩Nτ

λx disparaît à la fron-

tière de l’élément K et par conséquent, wK peut être étendu au reste du domaine en tant que fonction

continue en définissant sa valeur à l’extérieur de l’élément comme étant nulle. La fonction résultante,

encore notée wK appartient à l’espace V puisque wK est non nul sur l’élément K et disparaît sur la

frontière ∂Ω.

Ainsi, l’insertion de wK dans l’équation résiduelle (3.10) donne

a(u−uτ ,wK) = a(u−uτ ,rψK)

=
∫

K
ψKrrdx (3.20)

=
∫

K
∇(u−uτ) ·∇wK +α(u−uτ)wK.

Et donc nous ajoutons
∫

K(r− r)wK =
∫

K( f K− f )wK des deux côtés de cette équation et obtenir∫
K

ψKr2dx =
∫

K
ψKr(r− r)dx+a(u−uτ ,rψK) (3.21)

Le premier terme sur le côte droit peut être borné à l’aide de l’inégalité de Cauchy Schwartz 1.2.3∫
K

ψKr(r− r)dx 6 ‖ψKr‖L2(Ω)‖r− r‖L2(Ω) (3.22)

Puis, en appliquant la deuxième partie du théorème 3.5 nous obtenons

‖ψKr‖L2(K) 6 cI,2‖r‖L2(K). (3.23)
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3.5 Une borne inférieure sur l’erreur

Le second terme est également traité en appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz (1.2.3)

a(u−uτ ,rψK) 6 ‖u−uτ‖K‖ψKr‖H1(K) (3.24)

Puis, en appliquant à nouveau la deuxième par partie du théorème 3.5, nous obtenons

‖ψKr‖H1(K) 6 cI,2h−1
K ‖r‖L2(K). (3.25)

Par conséquent, l’insertion de ces estimations dans l’équation (3.21) donne∫
K

ψKr2dx 6 cI,2‖r‖L2(K)‖r− r‖L2(K)+ cI,2h−1
k ‖∇(u−uτ)‖K‖r‖L2(K) (3.26)

Cela prouve que

hK‖r‖K 6 c2
I,1cI,2‖∇(u−uτ)‖K + c2

I,1hK‖r− r‖K. (3.27)

Et rappeler (3.19) conduit à la borne

‖r‖L2(K) 6 c2
I,1

{
cI,2h−1

K ‖∇(u−uτ)‖K +‖r− r‖L2(K)

}
(3.28)

Le bord souhaite sur le résiduel réel découle de cette estimation et d’une

‖r‖L2(K) 6 c2
I,1

{
cI,2h−1

K ‖∇(u−uτ)‖K +‖r− r‖L2(K)

}
(3.29)

En suite, nous considérons un bord intérieur arbitraire E ∈ EΩ et insérons la fonction

wE =−JE(nE ·∇uτ)ψE =−βEJE(nE ·∇uτ) ∏
x∈E∩Nτ

λx (3.30)

Dans l’équation (3.10). Compte tenu des équations (3.1) et (3.2), cela donne∫
E
JE(nE ·∇uτ)

2
ψE =

∫
E

jwE

=
∫

ωE

(∇(u−uτ) ·∇wE −α(u−uτ)wE)−
∫

ωE

rwE

=
∫

ωE

(∇(u−uτ) ·∇wE −α(u−uτ)wE)− ∑
K⊂ωE

∫
K

rwE − ∑
K⊂ωE

∫
K
(r− r)wE .

La proposition 1.8 implique pour le côté gauche de cette équation∫
E
JE(nE ·∇uτ)

2
ψE > c−2

I,3‖JE(nE ·∇uτ)‖2
E (3.31)

Et pour les trois termes sur son côté droit

a(u−uτ ,wE) =
∫

ωE

(∇(u−uτ) ·∇wE −α(u−uτ)wE)

6 ‖∇(u−uτ)‖ωτ
‖∇wE‖ωE

6 ‖∇(u−uτ)‖ωτ
cI,4h

− 1
2

E ‖JE(nE ·∇uτ)‖L2(E)
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3.5 Une borne inférieure sur l’erreur

Comme nous l’avons pour la deuxième partie

∑
K⊂ωE

∫
K

rwE 6 ∑
K⊂ωE

‖r‖L2(K)‖wE‖L2(K)

6 ∑
K⊂ωE

‖r‖L2(K) · cI,5h
1
2
E‖JE(nE ·∇uτ)‖H1(E).

Finalement

∑
K⊂ωE

∫
K
(r− r)wE 6 ∑

K⊂ωE

‖r− r‖L2(K)‖wE‖L2(K)

6 ∑
K⊂ωE

‖r− r‖L2(K)cI,5h
1
2
E‖JE(nE ·∇uτ)‖L2(E)

Cela donne

c−2
I,3‖JE(nE ·∇uτ)‖L2(E)) 6 cI,4h

− 1
2

E ‖∇(u−uτ)‖ωE + ∑
K⊂ωE

cI,5h
1
2
E‖r‖L2(K)+ ∑

K⊂ωE

cI,5h
1
2‖r− r‖L2(K)

En combinant cette estimation avec l’inégalité (3.28), nous obtenons

h
1
2
E‖JE(nE ·∇uτ)‖L2(E) 6 c2

I,3
[
cI,4 + c2

I,1cI,2cI,5
]
‖∇(u−uτ)‖ωE +c2

I,3cI,5
[
1+ c2

I,1
]

∑
K⊂ωE

hK‖r−r‖L2(K).

(3.32)

3.6.2 Estimation de résidu bord " R "

Enfin, nous fixons une arête E sur la frontière de Neumann, notons K ⊂ τ et on défini

R = gE −nE ·∇uτ

Il reste à estimer le bord résiduelle ‖R‖L2(E) en fonction de la norme de l’erreur vraie évaluée

sur la paire d’éléments partageant l’arête E. L’argument procède de façon analogue au traitement du

résidu intérieur.

Soit R une approximation du résidu bord ou des sauts à partir d’un espace de dimension finie appro-

prié. Par exemple, si l’approximation de Galerkin originale aêté construite en utilisant des fonctions

affines par morceaux sur des triangles, alors on sélectionnerait R pour être la valeur moyenne de R sur

l’arête E. Comme précédemment, il est obligatoire que l’approximation soit continue entre les bords

différents. La première partie du théorème 2.4.3 montre que

‖R‖2
L2(E) 6 c2

I,3

∫
E

ψER2ds (3.33)

Soit ω̃E le sous-domaine de Ω consistant en l’union du côté E et de la paire d’éléments K et K′,

disons, partageant le côte commun E.
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3.5 Une borne inférieure sur l’erreur

La fonction wE = RψE = (gE −nE ·∇uτ)ψE disparaît à la frontière du sous-domaine ω̃E et est conti-

nue. L’extension de wE de zéro à l’ensemble du domaineΩ donne une fonction wE à partir de l’espace

V . L’équation résiduelle (3.10), avec ce choix de wE , donne

a(u−uτ ,RψE) =
∫

ω̃E

ψErRdx+
∫

E
ψERRds (3.34)

Fin donc ∫
E

ψER2ds =
∫

E
ψER(R−R)ds+a(u−uτ ,ψER)−

∫
ω̃E

ψErRds (3.35)

Chacun de ces termes est traité à l’aide du théorème 2.4.3 et de l’inégalité de Cauchy Schwartz. Le

premier terme est estimé ∫
E

ψER(R−R)ds 6 ‖ψER‖L2(E)‖ψE(R−R)‖L2(E)

6 c2
I,3‖R‖L2(E)‖R−R‖L2(E)

Tandis que le second terme est traité en faisant valoir

a(u−uτ ,ψER) 6 cI,4‖∇(u−uτ)‖ω̃E‖ψER‖H1(ω̃E)

6 cI,4h
− 1

2
E ‖∇(u−uτ)‖ω̃E‖R‖L2(E)

Et le terme final est borné ∫
ω̃E

ψErRds 6 ‖r‖L2(ω̃E)
‖ψER‖L2(ω̃E)

6 cI,5h
1
2
E‖r‖L2(ω̃E)

‖R‖L2(E)

En conséquence de ces estimations et le bord (3.33), nous concluons que :

‖R‖L2(E) 6 c2
I,3

{
‖R−R‖L2(E)+ cI,4h

− 1
2

E ‖∇(u−uτ)‖ω̃E + cI,5h
1
2
E‖r‖L2(ω̃E)

}
(3.36)

À son tour,cela conduit à l’estimation souhaitée pour le résiduel ‖R‖L2(E) à partir de l’inégalité du

triangle et en appliquant l’estimation (3.29) pour les internes résiduels intérieurs de l’erreur vraie,

donnant

‖R‖L2(E) 6C
{

h
− 1

2
E ‖∇(u−uτ)‖ω̃E)+h

1
2
E‖r− r‖L2(ω̃E)

+‖R−R‖L2(E)

}
(3.37)

Résumant ces évolutions, nous avons prouvé.

Théorèm 3.6.1 Soit r et R désignent les résidus intérieurs et bords associés à l’approximation par

les éléments finis construite à partir du sous-espace Vh. Supposons que r et R sont des approxima-

tions continues par morceaux des résidus intérieurs et bords construits à partir de sous-espaces de

dimension finie. Puis

‖r‖L2(K) 6 c2
I,1

{
cI,2h−1

K ‖∇(u−uτ)‖K +‖r− r‖L2(K)

}
(3.38)
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3.5 Une borne inférieure sur l’erreur

et

‖R‖L2(E) 6C
{

h
− 1

2
E ‖∇(u−uτ)‖ω̃E)+h

1
2
E‖r− r‖L2(ω̃E)

+‖R−R‖L2(E)

}
. (3.39)

Źou C un positif dépendant uniquement de la régularité de forme des éléments et de la sélection des

sous-espaces de dimension finie utilisés pour approximer les résidus intérieurs et bords.

3.6.3 Preuve des bords bilatéraux sur l’erreur

Les bornes sur les résidus

‖r‖L2(K) 6 c2
I,1

{
cI,2h−1

K ‖∇(u−uτ)‖K +‖r− r‖L2(K)

}
(3.40)

et

‖R‖L2(E) 6C
{

h
− 1

2
E ‖∇(u−uτ)‖ω̃E +h

1
2
E‖r− r‖L2(ω̃E)

+‖R−R‖L2(E)

}
. (3.41)

Données dans le théorème 3.6.1 sont utilisée dans l’analyse de l’efficacité de l’estimateur d’erreur

comme suie.

Tout d’abord, il est nécessaire de sélectionner les sous-espaces de dimension finie avec les quels

rapprocher les résidus intérieurs et bords. Le résidu intérieur r, bord à un seul élément, est donné par :

r = f +∆uτ −αuτ

Maintenant, l’approximation des éléments finis uτ est construite à partir d’un supspace de dimension

finie composé de polynômes ( retrait).

Ainsi, l’approximation r de l’élément en résiduel K peut être construite à partir du sous-espace de

dimension finie couvert par des fonctions de forme wτ |K et ∆wτ |K Źou wτ appartient au sous-espace

d’élément fini S1,0
D .

De même, le sous-espace de dimension finie utilisé pour approximer le résidu de bord peut être

construit d’une manière implicite similaire. Par conséquent, le terme de perturbation r− r se réduit à

la forme f − f K .

Le terme de perturbation R−R pour le résidu de bord disparaît réellement sur les bords intérieurs et

se réduit à g−gE sur la frontière extérieure de Neumann.

Par conséquent :

‖r‖L2(K) 6 c2
I,1

{
cI,2h−1

K ‖∇(u−uτ)‖K +‖r− r‖L2(K)

}
(3.42)

et

‖R‖L2(E) 6C
{

h
− 1

2
E ‖∇(u−uτ)‖ω̃E)+h

1
2
E‖r− r‖L2(ω̃E)

+‖R−R‖L2(E)

}
. (3.43)
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3.6 Estimations d’erreur à posteriori

L’indicateur d’erreur local ηR,K associé à l’élément K peut alors être borné par :

η
2
R,K 6C∗

‖∇(u−uτ)‖2
ωK

+h2
K‖ f − f K‖2

L2(ωK)
+ ∑

E⊂EK,ΓN

hE‖g−gE‖2
L2

E

 (3.44)

Źou le constant C∗ ne dépend que de la régularité Cτ de l’élément. L’estimation montre que l’indicateur

d’erreur est local dans un certain sens, dans la mesure Źou les termes figurant à droite n’implique que

des contributions de l’élément réel et de ses voisins immédiats.

3.7 Estimations d’erreur à posteriori

Les résultats de ce chapitre peuvent être résumés comme suie :

Théorèm 3.7.1 Notons respectivement u et uτ les solutions uniques des problèmes (2.2) et (2.34).

Pour chaque élément K ∈ τ définir l’indicateur d’erreur résiduel à posteriori ηR,K par

ηR,K =

h2
K‖ f K +∆uτ‖2

K +
1
2 ∑

E∈EK,Ω

hE‖JE(nE ·∇uτ)‖2
E + ∑

E∈EK,ΓN

hE‖gE −nE ·∇uτ‖2
E


1
2

; (3.45)

Źou f K et gE sont les moyennes de f et g sur K et E, respectivement, définies dans l’équation (3.17).

Il existe deux constants C∗ et C∗, qui ne dépendent que du paramètre de forme de τ , de sorte que les

estimations

‖∇(u−uτ)‖ 6C∗

∑
K∈τ

η
2
R,K + ∑

K∈τ

h2
K‖ f − f K‖2

K + ∑
E∈EΓN

hE‖g−gE‖2
E


1
2

(3.46)

et

η
2
R,K 6C∗

‖∇(u−uτ)‖2
ωK

+ ∑
K′⊂ωK

h2
K′‖ f − f K′‖2

K′+ ∑
E⊂EK,ΓN

hE‖g−gE‖2
L2

E

 (3.47)

Tenir pour tous les éléments K ∈ τ .

Remarque 3.1

Le facteur
1
2

multipliant le deuxième terme dans ηR,K tient compte du fait que chaque bord intérieur

est compté deux fois lors de l’addition de tous η2
R,K . Notez que ∆uτ −αuτ = 0 sur tous les triangles.

Remarque 3.2

Le premier terme de ηR,K est lié au résidu de uτ par rapport à la forme forte de l’équation différen-

tielle. Les deuxièmes et troisième terme de ηR,K sont liés à l’opérateur de frontière qui est canonique-

ment associé à la forme forte et faible de l’équation différentielle. Ces termes limites sont cruciaux

lorsque l’on considère les discrétisations d’éléments finis d’ordre intérieur comme cela est fait ici.
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3.6 Estimations d’erreur à posteriori

Remarque 3.3

Les termes hK‖ f − f K‖K et h
1
2
E‖g−gE‖E dans les estimations du théorème 3.7.1 sont souvent appelés

oscillation des données. Lors de la définition de l’indicateur d’erreur avec les données d’origine f et

g, ils apparaissent uniquement dans la limite inférieure de l’erreur.

Nous avons choisi de baser l’indicateur d’erreur sur les données discrètes f K et gE , car cela facilite

son calcul pratique

Proposition 3.1 Les termes d’oscillation des données sont en général des perturbations d’ordre supé-

rieur des autres termes. Dans des situations particulières, cependant, ils peuvent être dominants. Pour

voir cela, supposons que τ contient au moins un triangle, choisissez un triangle K0 ∈ τ et une fonction

de C∞ non nul avec prise en charge dans K0 et considérons le problème (2.1) avec f =−∆ρ0 +αρ0

et ΓD = Γ . Depuis
∫

K0
f = −

∫
K0
(∆ρ0−αρ0) = 0 et f = 0 à l’extérieur K0, on a f K = 0 pour tous

K ∈ τ . Depuis
∫
Ω f vτ = −

∫
K0
(∆ρ0vτ −αρ0vτ) = −

∫
K0

ρ0(∆vτ −αvτ) = 0 pour tous vτ ∈ S1,0
D (τ),

la solution exacte du problème (2.34) est uτ . Par conséquent, nous avons ηR,K = 0 pour tous K ∈ τ ,

mais ‖∇(u−uτ)‖ , 0. Cet effet n’est pas borné à l’approximation particulière de f considéré ici.

Puisque ρ0 est complétement arbitraire, nous rencontrerons toujours des difficultés similaires tant

que nous n’évaluerons pas ‖ f‖K exactement, ce qui en général est impossible. De toute évidence, ce

problème est résolu lors de l’affinage ultérieur du maillage.

3.8 Conclusion

L’erreur résiduelle pour l’estimation d’erreur à posteriori est basée sur la ré-

solution de problèmes résiduels locaux pour l’erreur. L’estimateur est assez sensible

au choix du sous-espace utilisé pour approximer le problème. En particulier, l’uti-

lisation d’un espace complet de polynômes n’est pas appropriée, car l’estimateur

résultant peut donner des résultats totalement incompatibles avec l’erreur réelle.
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Conclusion générale

Dans cette mémoire nous avons fait une étude sur des techniques d’estimation d’erreur à pos-

teriori de type résiduel. Bien qu’il existe différentes approches de l’adaptabilité et de l’estimation

d’erreur à posteriori, elles sont toutes. Ils sont tous basés sur quelques principes communs. Notre

objectif principal est d’élaborer clairement ces principes de base et, ainsi, de donner des lignes direc-

trices pour le développement de schémas adaptatifs pour de nouveaux problèmes.

Dans le chapitre 3 , nous présentons l’estimation d’erreur à posteriori de type résiduel plu

fréquemment utilisé dans le cadre d’un problème de modèle simple, avec La discrétisation par l’élé-

ment finis conforme linéaire ou bilinéaire de problème linéaire non-homogène avec les conditions à

les bords mixtes de Dirichlet et Neumann L’intention est de présenter les principes de base de l’esti-

mation d’erreur à posteriori en utilisant un minimum de notation et de techniques.

Le rôle principale de l’estimation d’erreur à posteriori, qu’elle est donner des informations

globales et locales sur l’erreur de la solution numérique et qui peuvent être facilement calculées à

partir de la solution numérique donnée et les données de l’équation différentielle.
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Résumé

Dans ce mémoire nous avons présenté une analyse d’estimation erreur à posteriori de type résiduel pour
l’approximation linéaire par méthode des éléments finis du problème linéaire non homogène mixtes de
Dirichlet et Neumann dans l’espace bidimensionnelle.
Ils sons basés sur l’évaluation des résidus locaux par rapport à la forme forte de l’équation différentielle, sur
la solution des problèmes locaux avec les conditions aux bords de Neumann et sur la solution des problèmes
locaux avec les conditions aux bords de Dirichlet.
Et produisent des bornes supérieures globales et locales inférieures pour l’erreur vraie.

Mots clés : Estimateurs d’erreur résiduelle à posteriori - méthode de l’élément fini dans la deuxième
dimension - bords supérieures d’erreur - bords inférieures d’erreur.
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Abstract
In this thesis we have presented an analysis of a posteriori error estimation of residual type for the linear

approximation by finite element method of the mixed non homogeneous linear problem of Dirichlet
and Neumann in two-dimensional space.
They are based on the evaluation of local residuals with respect to the strong form of the differential equation,
on the solution of local problems with Neumann boundary conditions, and on the solution of local problems
with Dirichlet boundary conditions.
And produce lower global and local upper bounds for true error.

Key words : Residual a posteriori error estimators - method the finite element in the second
dimension - upper bounds of error - lower bounds of error .


