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І 

 الإه̒داء
إلى ف̀ض العطاء وبلسم الشفاء، إلى نبع تدفق طهر تناغم، إلى حˍیبة الفؤاد ومسك المداد، لا ˔كل ولا تمل في كل    

یوم ˡدید ̼شرق معه اҡٔمل ˔رسم طریق النˤاح ǫٔمامي وتفرشه Դ߱̊اء واҡٔماني، ̡خیوط الشمس ساطعة رغم ولوج 
..ǫٔمي الغالیةالظلام إلى   

 

ˡدان، إلى الحصن المنیع شامخ الب̱̀ان، ̼شقى ل̱سعد ویتعب لنرԵح، ࠐد طریقاً ̊لقماً إلى درع اҡٔمان ومسكن الو 
لنصعد ̥لنˤاح سلماً، وهانحن نحقق المرام و̮شارف ̊لى التخرج لنعلن حصاد س̑نين مضت، إلى من ǫٔحمل اسمه ˊكل 

..ǫٔبي الغالياف˗˯ار  إلى   

 

ة Թǫٔمي وبهˤة فؤادي، إلى عضدي وس̑ندي وذ̠ر ̊اط ر يهتف به لساني، ˔كاتف̲ا سوԹً وبن̲̿ا اҡٔ˨لام معاً إلى فر˨
..إخواني وǫٔخواتي̮س˖ˍق النˤاح ونمضي في ثبات إلى   

 

إلى الر̠ب في الطریق، ومن سرԷ معاً نحلق في رԹض العلم و̮سمو ̮ش˪ذ الهمم كلما فتر العزم، نصطبر ̊لى الصعاب 
روح في كفاح لنحفل یوماً Դلنˤاح وها قد اقترب  ..صدیقاتينا من خط ا̦نهایة إلى ونغدو و̯  

 

إلى م̲ارات ا߱روب، وق̲ادیل الظلام إلى من ǫٔصبح رمزاً ̼شار إلیه Դلبنان وǫٔمضى وق˗ه ̽كدح ویعمل كي يخرج ǫٔج̀ال 
.. معلم ومعلمة ومربي ومربیةفࠁ كل الشكر والتقد̽ر إلى  كل   

.نهدي لكل هـــؤلاء بحثنا هذا   

 



ІІ 
 

  وعرفان شكر
 ǫؤفى من الشكـر عند الله في ا̦ثمــن        لو كنت ǫٔعرف فوق الشكر منزߦ        

    ˨ذوا ̊لى م˞ل ما ǫٔولیتم من حسن                 ǫٔ˭لصته̔ا لك̔م من قلبي ࠐذب̕ة              

  

لتنا الجامعیة ǫٔن نبعث  رساߦ شكر وعرفان، وتقد̽ر وام˗نان فلابد لنا ونحن نخطو خطواتنا اҡٔ˭يرة في مر˨
لكل من ساهم في إنجاز مشروعنا هذا ا߳ي ǫٔمضینا ف̀ه ا̥لیالي الطوال، وǫرٔهق̲ا ببحث ǫٔش̑به ما ̽كون بحلم 

  .صعب المنال نطوي به تعب Թٔǫمٍ مضت

  

  .ˤاحفالشكر ߸ ǫٔولاً و ǫخٓراً  ǫٔن ̼سر لنا إتمام هذا البحث و̮سˆࠀٔ س̑ب˪انه في عملنا هذا التوف̀ق والن

  

Է ووݨنا، سˆلٔناه فˆرٔشدԷ، ̮سˆلٔ ا̊لى هذا البحث ǫٔعطتواتي محمد السعید المشرف : الفاضل ҡٔس̑تاذԷ ثم 
  .لقاه یوم المعادیالله ࠀ التوف̀ق والسداد وعمل صالح 

  

  .ˡدیدي موسى ا߳ي قدم لنا نقطة Գنطلاق:لҢٔس̑تاذ وشكرԷ موصول 

  

 عطا الله''''،اҡٔرقط عماد'' ''،بو̊اف̀ة عبد الرحمان''من كما لا ن̱سى ǫٔن نتقدم Դلشكر الجزیل لكل 
العون سواءً كان ذߵ ˊكلمة ǫٔو دعوة ǫؤ ا߳̽ن قدموا لنا  ولكل ''كنیوة سعاد''،''مروة ح̲كة ''،''عق̀ߧ

رمه ǫٔن لا يحرمكم من ˭ير ا߱نیا هتوج̀ه ǫٔو نصی˪ة فشكراً لكم، و̮سˆلٔ الله بمن .و̠  
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 ةــــقدممـ
 

i.  
 

  ةـــــــــقدممــ
   ل ـــــــــــكثیراً ما نستعمو " كانیة وقوع حدث معین ــــــمقیاس إم"لقد تم تعریف الاحتمال بطرق عدیدة، و أبسطها       

  كن  ـــــــــــــــداث فمثلاً من الممـــــــــــط بالأحـــــبـــــــالاحتمال مرتیجوز، أي أن نا الیومیة كلمات یحتمل ویمكن و في حیات
نفس ــــــــــــنعني بهذا أن الظواهر الطبیعیة المحیطة بنا الیوم مشابهة لالمحتمل أن تمطر السماء الیوم، و من أو 

  .الظواهر الطبیعیة في أوقات سابقة التي حدث فیها أن أمطرت السماء
  مةــــبارزاً بهذا النوع من الدراسات و البحوث حیث كانت الظروف ملائ اهتماماً  17و  16لقد شهد القرنین    

  رمي حجر النرد كانت منتشرة في أوروبا خاصةً في فرنساأن ألعاب المقامرة بورق اللعب و  ي تلك الفترة إذـف   
   س ـــــــــقامرون إلى أســـالمـ احتاجقد ت و یاــــجال الریاضـــخاصة في ملمیة و ـــفترة مع النهضة العــــــنت هذه الـتزامو    
  كال ــسایات أمثال بـــاء الریاضـــإلى علم جؤاــــفلارة، ــــــــالخسح و ــــهم في الربـــساب فرصـــاعدهم على حــــمیة تســعل   
   )PASCAL ( اــــــفرمو )FERMAT ( برنولي و)BERNOULLI ( ي ــــف طلاقــــالانغیرهم وهنا كانت نقطة و  
  .ریة في علم الاحتمالاالدراسات الج   

  شوائیةـــالععلى  نا الضوءسلط ت الأساسیة في نظریة الاحتمالات بحیثنهتم في بحثنا بدراسة الموضوعا   
  وتحــدید خصـــــائصها؟ ؟هاـــــوائیة، فكیف تتم دراستـــــــــــمتغیرات العشـكونة لدوال الــــــالماد ـــــعددة الأبعــمتو أحادیة 

 مجالات استخدامها؟و 
  :كالتالي هيتعرضنا للعدید من الصعوبات و خلال إنجازنا لهذا البحث    

   .ـــ ضیق الوقت   
  .صعوبة التعامل مع الرموز الریاضیة في برنامج الكتابةـــ    

  .ـــ ترجمة بعض البراهین   
  .معلومات البحثـــ كثافة    

     :ولقد جزأنا بحثنا هذا إلى ثلاثة فصول كالآتي   
  وحیدة البعد المتغیرات العشوائیةأساسیة للحساب الاحتمالي، وكیفیة دراسة نا لمفاهیم تعرض :الفصل الأول   
 .بعض التوزیعات الاحتمالیة ناناقشممیزاتها العددیة، و و    

  فیةـــوكی ینهاوقواننا توابعها جــعالشوائیة ثنائیة البعد وتحلیلها، و لمتغیرات العلدراسة انا تطرق :الفصل الثاني   
  .تعمیم النتائج المتحصل علیها على المتغیرات المتعددة الأبعاد   

  مكونة الدوال ستخدام واسع في الإحصاء الاستدلالي، بحیث تكون هذه انا دوال ذات درس :الفصل الثالث
  .ستیودنت، فیشر ،2ك: التي تمثل توزیعاتهامتغیرات عشوائیة و من 

  
  
  



عمومیات                                                                                                        الفصل الأول   
 

-1 - 
 

        زنا علىسنتطرق في هذا الفصل إلى مفاهیم أساسیة في الاحتمال و قوانینه، و بصفة خاصة ركّ : تمهید   
  .المتغیر العشوائي أحادي البعد و خصائصه   

      :الاحتمالـــ  1ـ1
  :القابل للاحتمال الفضاء القابل للقیاس أوــ 1ـ1ـ1
  .عشیرة Aووائیة عشمجموعة الإمكانات الكلیة لتجربة  Ωلتكن   
 تسمى الثنائیة ,A)Ω( للقیاس أو فضاء قابل للاحتمال ضاءًا قابلاً ف. 
  ًمن یسمى كل عنصراA  اً حدث. 
  لتكنr النتیجة التي حققتها التجربة نسمي r  ًاً أو أولی حدثا بسیطا. 
  :لالفضاء المزود بالاحتماـــ  2ـ1ـ1
  .فضاءًا قابلا للاحتمال )A)Ω, لیكن :1ـ2ـ1ـ1تعریف       
  :هو تعریفاً  احتمال       

يأ[0,1] في Aتطبیق من         0,1  :P  Aیحقق: 
   1P  . 
  i i

II

      
 

 حیثi Iحیثمثنى أجزاء غیر متقاطعة مثنى    .ةمجموعة عدودی  

  : 1ـ2ـ1ـ1نتیجة
 ( ) ( A ) ( )P A B P P B  إذا كان:. A B   

 :حیث )A,PΩ, (الثلاثیة  احتمالیاً  نسمي فضاءاً  :2ـ2ـ1ـ1تعریف
 : مجموعة.  
 A :عشیرة من اجل.  
  : قیاس موجب علىA بحیث  1  .  

    :الاحتمال الشرطيـــ  3ـ1ـ1    
حدث بحیث   فضاء احتمال (Ω ,A,P)لیكن          0  .  
  : بحیث (Ω,A,PA)قد وقع فیمكن عندئذ الحصول على فضاء احتمالي جدید نأإذا علمنا        

                                  
 ( A B ), ( ) , 1 , 1

( A )
P 


 


 A      

)                                                                     :وعموما         ) P ( ) ,     
 :أنونلاحظ         

 ( ) 0.     
 ( ) 1.             
 ( B )n   A .                                                                                                                          
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     ( )n nBمتنافیة مثنى مثنى.    

                       

 

   

P A

( ) ( )

( ) , 1, 2
( )

n n

A n

n
A n

n n

B P A B
P B

P A p A
P A B

P B
p A

 



                 
 


  

 
 

      A حتمال علىاهوA نأ طي علماً یسمى الاحتمال الشر  و قد وقع.   
           :الأحداث المستقلةـــ  4ـ1ـ1

و الحدثینن أنقول ل، باحتما فضاءًا مزوداً  )A,PΩ, (لیكن :1ـ4ـ1ـ1تعریف           مستقلان إذا  
 :العلاقة حققا       

 ( ) ( ) ( ) . 1, 3P A B P A P B                  
    :المتغیرات العشوائیةـــ  5ـ1ـ1

Xه تطبیق قابل للقیاسنّ أعلى  يحقیقال عشوائير المتغیالیعرف  :المتغیر العشوائيـــ  1ـ5ـ1ـ1 من فضاء   
في   (Ω,A,P)باحتمال مزوداً  , ن أي أ A  1X    ن نرفق بكل أوهكذا نستطیع  ،انمهما ك
وهو  Xبواسطة  احتمالاً   حدث 1 ( )P X B.  

  ):المتقطع(المتغیر العشوائي غیر المتصل ـــ    ) أ
 خذ قیمة في مجموعة جزئیة غیر أذا إ ه غیر متصلنّ أوائي حقیقي عش غیرنقول عن مت :1ـ5ـ1ـ1تعریف         

      ).و قابلة للعد منأمنتهیة  (Dمتصلة         
 ):المستمر(المتغیر العشوائي المتصل ـــ    ) ب

  ).مجموعة لها قوة المستمر(مدى معین ي قیمة داخل أهو المتغیر الذي یأخذ  :2ـ5ـ1ـ1تعریف         
 :متغیرین عشوائیین ستقلالاـــ  2ـ5ـ1ـ1

Xنقول عن متغیرین عشوائیین :3ـ5ـ1ـ1تعریف Yو      أنهما مستقلان إذا كانت العشیرتان المولدتان   
                   .ینتمستقل Y A و A X  عنهما      

    :عشیرتین ستقلالاـــ  6ـ1ـ1
1نقول عن عشیرتین جزئیتین  :1ـ6ـ1ـ1تعریف         ،  

2    :مستقلتان إذا تحققت المساواة أنّهما   Aمن 
            i   A i , 1, 2 i       

                            1 2 1 2( ) ( ) ( ) . 1 , 4P P P        
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 :دالة كثافة الاحتمالـــ  7ـ1ـ1
 :مال للمتغیر العشوائي غیر المتصلدالة كثافة الاحتـــ  1ـ7ـ1ـ1

Xردالة كثافة الاحتمال للمتغی :1ـ7ـ1ـ1تعریف         Xن یأخذأهي الاحتمال ب    ي قیمة من قیمه الممكنة أ 
  :يأ        

       ( )iP X x   ویرمز لها بالرمز( )f x   یلي ن یتحقق ماأعلى:  
 ( ) 0.f x    

 
1

( ) 1.
n

i
i
f x



    
 

Xلمتغیر غیر المتصل وتأخذ دالة كثافة الاحتمال ل           :الشكل التالي 
  

nx  ………… 2x  1x  X x  

( )nf x  ………… 2( )f x  1( )f x  ( ) (X x)f x P    

 
 :لاحتمال للمتغیر العشوائي المتصلدالة كثافة اـــ  2ـ7ـ1ـ1

  :والتي تعرف كما یلي Xدالة كثافة الاحتمال للمتغیر العشوائي المتصل   fنسمي  :2ـ7ـ1ـ1تعریف        
    ( ) 0.f x            
  ( ) 1.f x dx





    

                       (A) , ( )X
A

P fdx A    f :       قابلة للقیاس  بحیث          

 :دالة التوزیع الاحتماليـــ  8ـ1ـ1
 :لاحتمالي لمتغیر عشوائي غیر متصلدالة التوزیع اـــ  1ـ8ـ1ـ1
  xو تساويأاقل من Xن هي الاحتمال بأXدالة التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائي  :1ـ8ـ1ـ1تعریف        

): يأ         )P X x  ویرمز لها بالرمز( )F x ویكون:  

          
 ( ) ( ) ( ) , 1, 5

i

i
x x

F x P X x f x


     

Xذا كانتإ         )ن إمن القیم ف منتهیاً  عدداً  تأخذ   )F x  یمكن تعریفها كما یلي                                                 :
      

                     

1

1 1 2

1 2 2 3

1 2

0
( )

( ) 1,6
( ) ( )
( ) ( ) ... ( ) nn

x x
f x x x x

F x
f x f x x x x

x xf x f x f x

  
      
       
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 :یع الاحتمالي لمتغیر عشوائي متصلدالة التوز ـــ  2ـ8ـ1ـ1
  :تعرف دالة التوزیع كما یلي :2ـ8ـ1ـ1عریفت        
                                ( ) ( ) ( ) , 1, 7

X

i iF x P X x f x d x


     

a,بفرض         b نقطتان من مجال تعریفx  بحیثa b  لحساب احتمالXلى المجالإنتمي ت ,a b. 
                               (a ) ( ) ( ) ( ) ( ). 1,8P x b P X b P X a F b F b          

  ]8[ :2ــ8ـ1ـ1خواص       
  :Xتابع توزیع المتغیر العشوائي Fلیكن         

 . ( ) 1F    
 . ( ) 0F    
 F متزاید.  
 F  تطبیق من في . 0,1 
 . ( ) ( ) ( )P a b F b F a     
   یملكF  لنهایة من الیمین ونهایة على الیسار على التوالي عندما یؤوX  لیمین ا من 0Xلىإ 
 .)على التوالي الیسار (        
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  :الممیزات العددیة للمتغیر العشوائي ــ 2ـ1
  :التوقع الریاضيـــ  1ـ2ـ1
Y,لیكن        X  على ینحقیقی ینعشوائی ینمتغیر(Ω,A,P)   

    X :(Ω,A,P)  , ,  ,   X     
Xـالتوقع الریاضي ل        ) ـنرمز له ب تعریفا هو المقدار الذي   X )E  

  
  

      X متصل     
      X غیر متصل        

  ]5[ :1ـ1ـ2ـ1خواص       
       )C عدد ثابت(  

 ( c ) c .E               
 ( c X ) c E ( X ) .E   
 ( X c ) E ( X ) c .E     
 ( X ) E ( X ) ( Y ) .E Y E    
 ( X Y ) E ( X ) ( Y ) ,E E  

Y,إذا كانت        X  .مستقلتان  
  :التباینـــ  2ـ2ـ1
     X  :نعرف التباین بـ (Ω,A,P)متغیر عشوائي حقیقي على  

    2( X ) E ( x E ( X ) ) , 1, 1 0V                         
  

       Xمتصل  
       Xیر متصلغ 

   ]1[ :1ـ2ـ2ـ1خواص      
       )C   ) عدد ثابت 

                                                                         
2

2 2

( ) 0.
( ) ( ).
( ) ( ) V(X).
( ) ( ) (E(X)) ,

V c
V cX c V X
V X c V X c
V X E X

 

 
    

  

   

 :المتغیرین عن بعضهما ستقلالاالة في ح      

                                                                              
( ) ( ) V(Y).
( ) ( ) V(Y).

V X Y V X
V X Y V X
   
    

 ( X ) 1 , 9

( )

( )
x

E X d p

x f x d x

x f x








 










2

2

( x ( X ) ) ( x )
( X ) ( x ( X ) )

( x ( X ) ) f ( x )
x

E f d x
V E d p

E




 


   





 



عمومیات                                                                                                        الفصل الأول   
 

-6 - 
 

  :المعیاري نحرافالا ـــ  3ـ2ـ1
  : أي هو جذر التباین       

                                                                                ( ).X V X  
 :العزومـــ  4ـ2ـ1
   :نمیز بین نوعین من العزوم ،لتباین من تطبیقات توقع دالةیعتبر العزوم كما ا  
    .تبط بالأصلالمركزي والعزم المر العزم        

 :العزم المركزيـــ  1ـ4ـ2ـ1
rیعرف العزم المركزي من الدرجة           :كما یلي Xللمتغیر العشوائي   

                         (( )  0 ,1) . 1,1, , 2 1r
r rE X                    

 :لالعزم المرتبط بالأصـــ  2ـ4ـ2ـ1
  :یعرف العزم الأصلي كما یلي        

                   '  0( ), ,1, 2 . 1,12r
r rE X       

       :الدالة المولدة للعزومـــ  5ـ2ـ1
tهي دالة مرتبطة بمتغیر          :تعرف كما یلي و X ـب رتباطهاابالإضافة إلى  )وسیط(  

                      ( ) ( ) . 1 , 1 3t X
XM t E e  

   ]7[ :1ـ5ـ2ـ1خواص       
)دالته المولدة للعزوم  عشوائیاً  متغیراً  Xإذا كان        )XM t وكان Y aX b   فإن التابع المولد للعزوم  
Y وائيشللمتغیر الع         :یكتب كما یلي 

  
   
 

  :الدالة الممیزةـــ  6ـ2ـ1

Xالدالة الممیزة ذات المتغیر العشوائي         :معرفة كما یلي  
  

                     t : ( ) . 1,1 5iX t
X t E e    

         
  
  
  

 

( ) ( )

(a t ) X

( ) ( ) ( ) ( )

( ) (a t) . 1,1 4

tY t aX b b t at X
Y

b t b t
X

M t E e E e E e e

e E e e M

  

 
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  ]7[ :1ـ6ـ2ـ1خواص        
  ( 0 ) 1 .X                                                                                  
 ( ) 1 .X t   
 l i m ( ) 0 .X t


 

   
   ىمستمرة عل    ( ) .X t  

 إذا كانت كل X      :مستقلتان فإن Yو 

          ( ) ( t ) ( ) . 1,1 6X Y X Yt t      
 إذا كان( t ) ( )X Y t   فإنX وY   .یتبعان نفس القانون  

   ]2[ :1ـ6ـ2ـ1نظریة        

                                ( )( ) ( 0) . 1,17
r

r X
r

d tE X t
i dt


 
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 :قوانین الاحتمالـــ  3ـ1
 : التوزیعات الاحتمالیة المتصلةـــ  1ـ3ـ1

  : التوزیع الطبیعي المعیاريـــ  1ـ1ـ3ـ1

  دالة الكثافة:                                             
² /21(z)

2
zf e z


      

  اضيالتوقع الری:                                                                       ( Z ) 0E  
  التباین:                                                                               ( Z ) 1V                                
   :التوزیع الأسيـــ  2ـ1ـ3ـ1

  دالة الكثافة:                                                               
 

, 0
( )

0 , 0
ef

 




 
 

                                     
  التوقع الریاضي:                                                                       

 
1( )E 


                                 
  1                                                                             : التباینV ( )

²



                                

  دالة التوزیع:                                                                       ( ) 1 XF X e                              
: التوزیع بیتاـــ  3ـ1ـ3ـ1 ( , )X B    

  دالة الكثافة:
                      

1 1( ) (1 ) , 0 1
( ) ,( , 0)

0 ,
f x x x x

f x
ailleurs

 

 
     

 


       

  التباین :                                                             (X)
( )²( 1)

V 
   


  

 

       :)المتقطعة(لاحتمالیة غیر المتصلة التوزیعات اـــ  2ـ3ـ1
):الهندسي الزائدـــ  1ـ2ـ3ـ1   ( , , ))X H N b p 

  الاحتمال:                                                   
  

( )

0 , 1, 2 , . . . . ,

x n x
b r

n
N

C CP X x
C

X b b b r N


 

   

 

  توقع الریاضيال:                                                                   ( )E X n p                                  
 التباین:

                                                                 
( )

1
N nV X npq
N

                    
  :الهندسي الزائد المتعددـــ  2ـ2ـ3ـ1
  الاحتمال:                                  

 
1 2

1 2
1 1 2 2

....
( , , ..., X )

k

K

x x x
N N N

K k n
N

C C C
P X x X x x

C
    

              
  

 
 

 التوقع الریاضي:                                                     (X ) n( ) npii iE N N               

 0 , 1 , 2 , . . . , Ni i

i

i

X

x n

N N








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 :ليبرنو ـــ  3ـ2ـ3ـ1

  لالاحتما:                                                              
 

( 1)
( 0 ) 1

0 ,1

P X p
P X p q
X

 
   

                          
  التوقع الریاضي:                                                                       ( )E X p 
  التباین:                                                                             V ( )X p q                                   
:الثنائيـــ  4ـ2ـ3ـ1 ( , )X B n p 
  الاحتمال :                                                            ( ) x x n x

nP X x C p q   

      :    بحیث          
  

      
  التوقع الریاضي:                                               
  التباین:                                                                               V(X) npq                          
  :التوزیع المتعددـــ  5ـ2ـ3ـ1
  1                              :  الاحتمال

1 1 2 2 1
1

!( , , ..., ) ...
x !... x !

kx x
k k k

k

nP X x X x X x p p     

                                                                                    1

1

, 0 ,

,
i i

k
ii

k
ii

i x N

x n

N N




  








  

  التوقع الریاضي:                                                                    ( )k kE X np                                        
  التباین:                                                                            V( )k k kX np q 
 :بواسونـــ  6ـ2ـ3ـ1 ( )X P     
  تمالالاح:                                                                   ( )

x!

x eP X x
 

  

                                                                   ( 0)
0,1,...

( 1) 1
P X e

X
P X e









 
  

                         
  التوقع الریاضي:                                                                      ( )E X                                             
  التباین:                                                                                V( )X  

                                                                     
  
  
  
  

 
 

!
x! !

0,1, 2, ...,

x
n

nC
n x

X n






(X ) n pE 
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  :تقارب المتغیرات العشوائیةـــ  4ـ1
  ]4[:فبتشییمتباینة تشـــ  1ـ4ـ1
   التوقع ( سط كون لها متو یالتي  ،یر المتصلة على السواءالمتصلة وغهي قانون یخص المتغیرات العشوائیة        

  .دوتباین محدو ) الریاضي       
   ) التوقع الریاضي(قصى لاحتمال المفردات التي المسافة بینهما وبینستخدم هذا القانون لقیاس الحد الأی       
  :امقدار معن  تزید       

  
  

  ]2[:ة النهایة المركزیةنظریـــ  2ـ4ـ1
2لتكن المتغیرات         1..., X , X باین ومتوسط متغیرات عشوائیة مستقلة لها نفس التوزیع الاحتمالي بت          
  .محددین       

)2                                                           : أي        ) ,i iV X X        
  :ذا كانتإ       

                                                                 1 2 ...... , ( 1,..., i)n iS X X X n      
nتتبع التوزیع الطبیعي عندما  nSن إف         نأبما  و       ( )nE S n   و   

nS
n   

  :كتبننا نإف       
      

  :يأ       

                           
 ( ) ( 0 , 1 ) . 1 , 1 9

( )
n n

n

S E SZ
V a r S


  
                 

       
 

  
 
 
 

   

² / 21lim ( ) ,
2

b
zn

n
a

S nP a b e d z
n


 


 


   

 2

( )0 ( ) . 1,18V XP X  


    
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 جمیع النتائج  أنمع العلم ، ذات بعدین المتغیرات العشوائیةفي هذا الفصل العملیات على سندرس   :تمهید 
  .الأبعادیمكن تعمیمها على المتغیرات المتعددة  المتحصل علیها 

  : ذات بعدین العشوائیةالمتغیرات ـــ 1ـ2
   :ـــ تعاریف 1ـ1ـ2

 في ( Ω,A)  ه تطبیق قابل للقیاس مننّ أعلى  2نعرف متغیرا عشوائیا بعده  :1ـ1ـ1ـ2 تعریف     
  .   2 2B العشیرة البوریلیة لـ     حیث یمثل 2

2,B       
تزوید نستطیع  فإننابالعشیرة البوریلیة    ازودن إذا  ، 2 : 2ـ1ـ1ـ2تعریف العشیرة البوریلیة على          

       بالعشیرة المولدة عن جماعة البلاطات:                             21 2 , iA A A B     
                                                           :متغیر عشوائيإحداثیات  ـــ 2ـ1ـ2

                                                                                     ]1[:1ـ2ـ1ـ2یةنظر 
Z(X,Y)یكون التابع حتى       متغیرا عشوائیا على (Ω,A) ویكفي أن یكون  یلزم Y ,X   متغیرین  
)على  (Ω,A)من  عشوائیین      , )B .  

                                   :یرات العشوائیة المتعددة الأبعادتوقع وتباین المتغ ـــ 3ـ1ـ2
       رات العشوائیة المتغی ىعل، بتطبیق كل من تعریف التوقع الریاضي والتباین اللذان تناولناهما فیما سبق

                                                                                     .    دالمتعددة الأبعا
:    ( , )X Y احتمال الثنائیة  دالة  ( , )f x y ومتغیرین عشوائیین غیر متصلین   Y ,X        

                                                                             : التوقع الریاضيـــ   1ـ3ـ1ـ2   
ل         غیر متص  X  
                 2,1      

X             متصل                 

  :التباینـــ  2ـ3ـ1ـ2
X  غیر متصل   

    2, 2                             

X      متصل        

)توقع الثنائیة  :1ـ3ـ1ـ2ملاحظة        ),X Y هو ( ), E(Y)E X  في حالة وجودهما.    

               

( , )

(X)

( , )

x y

X

xf x y

E

x f x y dxdy


 

 



  




 

 

2

2

2

( ( )) ( , )

V(X)

( ( )) ( , )

x y

x

x E X f x y

x E X f x y dxdy



 
  
 

 


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 :ثنائیة المتغیرات العشوائیةـــ  2ـ2
   :قانون الثنائیةـــ  1ـ2ـ2

                                                                  ):المتقطعة(المتغیرات غیر المتصلة ـــ  1ـ1ـ2ـ2      
Y,لیكن         X قانون احتمالهما معرفان بـ ،متغیرین عشوائیین:  

( ) ,i iP X x P i I    Y)  و     ) ,j jP y P j J                                                 

   .      جموعتان منتهیتان أو قابلتان للعدم Jو  Iحیث        
)نعرف قانون الثنائیة  :1ـ1ـ2ـ2تعریف         ),X Y بالأعداد:       

 (X x Y ) , ( , ) , 2, 3i j ijP y P i j I J                      
                                                                      :بحیث

      0.ijP       

      1.ijP   
      :)المستمرة (المتغیرات المتصلة ـــ  2ـ1ـ2ـ2      

)2شعاعا عشوائیا من Vلیكن         , ) :V X Y    
في  2من  Fتابع ال Vتابع توزیع الشعاع العشوائي نعرف  :2ـ1ـ2ـ2تعریف          0,1  بحیث  
             ( , )F x y P X x Y y    إذا كانت المشتقات الجزئیة الثنائیة:  

                                            
 

2 2

( , y) ( , ) ( , ) , 2, 4F Ff x x y x y
x y y x
 

 
    

  

   له قانون  ن الشعاع العشوائي أنقول في هذه الحالة  ،Vیسمى كثافة احتمال الشعاع  f موجودة فان         

  .احتمال مستمر        
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      :القوانین الهامشیةـــ  2ـ2ـ2    
    :تركة المتقطعة و الدالة الهامشیةالتوزیعات المشـــ  1ـ2ـ2ـ2      

 :دالة الكثافة الاحتمالیةـــ  )أ         
Yلتكن :1ـ2ـ2ـ2تعریف            ,X  متغیرین عشوائیین غیر متصلین لنرمز للاحتمال( , )P X x Y y   

)بـ                , )f x y:                              
                                               ( , ) P(X x,Y y), 2,5f x y          

                                                                                :بحیث           

       ( , ) 0.f x y                                                                                                              
  

)تسمى الثنائیة             ),X Y  متغیرة ذات بعدین( , )f x y دالة  ثافة الاحتمالیة لها و نقول أیضادالة الك    
Xالكثافة المشتركة لمتغیرین       , Y ن طریق جدول الاحتمالات المشتركةو یمكن التعبیر عنها ع: 

 

1( )f x  

 

my  

 

..... 

 

2y  

 

1y  

             
X        Y  

1 1( )f x  1( , )mf x y  ..... 1 2( , )f x y  1 1( , )f x y  
1x  

1 2( )f x  2( , )mf x y  ..... 2 2( , )f x y  2 1( , )f x y  2x  

..... ..... ..... ..... ..... ..... 

1( )nf x  ( , )n mf x y  ..... 2( , )nf x y  1( , )nf x y  
nx  

1 2( )mf y  ..... 2 2( )f y  2 1( )f y  2( )f y  

 
Xاحتمال         x يیحسب ویكتب كما یل        :   

1
1

( ) ( ) ( , ) ,
m

k
k

P X x f x f x y


     

Yاحتمال         y 2               :یحسب ویكتب كما یلي
1

( ) ( ) ( , ) ,
n

i
i

P Y y f y f x y


   
   

  

1 ینالدالت  ( )f x2و (y)f  1        : تسمیان الدالتان الهامشیتان حیث 2( ) (y) 1.f x f             

        

( , ) 1,
x y

f x y  
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  :  الدالة التجمیعیةـــ  )ب         
 لة التجمیعیة للمتغیرة الثنائیةتكتب الدا          ,X Y     :كمایلي 

                ( , ) ( , Y y) ( , ) . 2, 6
u x v y

F x y P X x f u v
 

                    
                                                :التوزیعات المشتركة المتصلة والدالة الهامشیةـــ  2ـ2ـ2ـ2      

                           ( , ) ( , ), 2,7P X x Y y f x y               
                                                                                             :حیث

       

( , ) 0.

( , ) 1.

f x y

f x y dxdy
 

 

 

  

  

 

  ):التراكمیة(الدالة التجمیعیة ـــ  )أ        
                                                                             :التوزیع كما یليدالة نكتب 

                  
 ( , ) ( , ) ( , ) , 2 , 8

yx

u v

F x y P X x Y y f u v dudv
   

     
     

 

                                     :ة من الدالة التراكمیة بالاشتقاقویمكن استنتاج دالة الكثافة المشترك

       
2

( , ) ,Ff x y
x y



                                              

   2 2 , 0,1F C 
             

                                                                                      :أخرىمن جهة 

              

 

1

2

( ) ( ) ( , ) ,

2 , 9

( y ) ( Y ) ( , ) ,

x v

u v

yu

u v

F x P X x f u v d u d v

F P y f u v d u d v

  

     

  

     

  

  

 

       

                              

 
في  محصورتان   y و   x ولتحدید  ، الهامشیتان التجمیعیتانالدالتان   1( )F x و 2 ( )F y ونسمي الدالتان          

  :مجال ما تكتب        

              
 ( , ) ( , ) . 2 , 1 0

yb

x a y c

P a x b c y d f x y d x d y
 

      
        
  :الدوال الهامشیةـــ ) ب       

 :یعبر عنها كما یلي  ,X Y الدالتان الهامشیتان للكثافة الاحتمالیة للثنائیة          

              

 

1

2

( ) ( , ) .

2 , 1 1

( ) ( , y ) d u .

v

u

f x f x v d v

f y f u

 

  

 

  







      
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                                                           :      المشترك التغایرـــ  3ـ2ـ2
:        یعرف التغایر المشترك كما یلي: 1ـ3ـ2ـ2تعریف                                             

                ( , ) ( ( ))( ( )) , 2,12Cov X Y E x E X y E Y                              

  غیر متصل   

           متصل 

                        ]5[:1ـ3ـ2ـ2خواص    
       ( , ) ( ( ))( ( ))Cov X Y E X E X Y E Y                                           )أ              

                     ( ) ( ) ( ) ( )E XY XE Y E X Y E X E Y                                 
                    ( ) ( ) ( ).E XY E X E Y      

Y                                               :متغیرین  عشوائیین مستقلین فان Xو كان إذا)  ب  

     ( ) ( ) ( ),E XY E X E Y    

                                                                                 :ومنه

     ( , ) ( ) ( ) ( )Cov X Y E XY E X E Y     

                  ( ) ( ),E XY E XY    

     ( , ) 0.Cov X Y     
مستقلان                                                  :نغیر مستقلا أو Y X و )ج  

      ( ) ( ) ( ) 2 ( , ).Var X Y V X V Y Cov X Y      

         :ر من جداء الانحرافین المعیاریینالقیمة المطلقة للتغایر المشترك لا تكون اكب) د

     ( , ) ( ) ( ).Cov X Y Cov X Cov Y    
X                         :فان Y متغیرین مرتبطین تماما مثلا   Y X و في حالة    ه)

     ( , ) ( ) ( ).Cov X Y V X V Y  
 

 

 

(x E(X))(y (Y)) ( , )

Cov(X,Y)
(x E(X))(y (Y)) ( , )

x y
E f x y

E f x y dxdy




  


 
 



 

 
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                                                                   :معامل الارتباط ـــ 4ـ2ـ2
,X)ه بالرمزنرمز ل  Y و Xمعامل الارتباط بین  :1ـ4ـ2ـ2تعریف       Y) العلاقة التالیة: 

                                            
                  

                                                               :حیث      
 X  الانحراف المعیاري للمتغیرX.  
 Y  الانحراف المعیاري للمتغیرY .            

                                                                                 ]5[:1ـ4ـ2ـ2خواص
( , ) (X, Y).X Y     

( , X ) 1 .X  

( , X) 1.X    

, 0, (a , cY ) (X , ).a b X b d Y       

1 (X, ) 1.Y    

 
  
  

           
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

 ( , )(X,Y) , 2,13
X Y

Cov X Y
 


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 :المطلوب حساب لیكن لدینا التوزیع المشترك :1ـ4ـ2ـ2مثال     

             ² ,  , , E(XY), ,Cov(X, Y), (X, Y)²  X YE X E Y   : 

 

  
 

      
 

                
 حسب العلاقات السابقة       2,1و 2,   :نجد2

                             
          ,   1 1/ 8  1/ 4  1/ 8 – 5 1/ 4  1/ 8  1/ 8

                                                  1 / 2 – 5 / 2  4 / 2  2
x yXE x f x y       

    
  

                    
           ,    4 1/ 8  1/ 4  –  2 1/ 4  1/ 8   7 1/ 8  1/ 8

                                             1  / 2
x yE Y y f x y        

 
   

                                        
   

     
   

( ) ²   – ²     ² ,  

           = 1  2 ² 1/ 8  ¼  1/ 8   5  2 ² 1/ 4

[( )

  1/ 8  1/ 8

  9 1/

]

( )

        2   9  1/ 2   9

x x x y xV X E x µ x µ f x y     

       

  

                              

                                     
     

       
   

( ) ²   –  ²     ²  ,   

           = 4  1/ 2 ² 1/ 8  1/ 4   2  1/ 2 ² 1/ 4  1/ 8  

                                                            7  1/ 2 ² 1/ 8  1/ 8

y y x y yV X E y µ y µ f x y     

      



 





 

 

  

                                     49 / 4 3 / 8   9 / 2 3 / 8   15 / 2 ² 2 / 8   651 /  32  20,34     
                     ( ) ( , ) (1)( 1/ 2 1/ 2 7 / 8) ( 5)( 1 10 / 8 35 / 8) 1.75

x y
E XY xyf x y               

 كما یمكن حساب كل من القیم السابقة باستخدام الدوال الهامشیة         1 2 ,f x f y  

                       1    1 4 / 8 – 5 4 / 8   2xE x x f x       
                                                 ²  –  ²V x E x E x   

                               1² 4 / 8   – 5 ² 4 / 8 – –2 ²  9      
             ( , ) ( ) ( ) ( ) 1.75 1 0.75Cov X Y E XY E X E Y        

                                 
( , ) 0.75( , ) 0.05

13.52X Y

Cov X YX Y
 

  
  

 

  

 

7 -2 -4 
     y   

X      
1/8 ¼ 1/8 1 
1/8 1/8 ¼ -5 

f1(x) 7 -2 -4 
     Y   

X     
4/8 1/8 ¼ 1/8 1 
4/8 1/8 1/8 ¼ -5 
1 2/8 3/8 3/8 f2(y) 



 العملیات على المتغیرات العشوائیة                                                  الفصل الثاني                
  

                                                                   - 18  - 
     

  :  العشوائیةلعملیات على المتغیرات اـــ  3ـ2  
)الدوال من الشكل ـــ  1ـ3ـ2     )Y X:   

   Xالة في د هو Y یقال أن S.  متغیرین عشوائیین معرفین على نفس فضاء العینة Yو Xنفرض أن     
Yرإذا كان المتغی      ) یمكن كتابته على الصورة   )Y X لدالة حقیقیة  وهذا  ،الحقیقي المتغیر في   

   :على أن یدل     
                                                                                       ( ) ( ) ,Y s X s                                                                                     

sلكل       S .  
2: فمثلا       2( ) , , ,X k X k X kX   كلها دوال للمتغیر العشوائيX حیث:  
      

2 2(x ) , x , x , ( )k k kx x    ساسیة التالیةو تتحقق النظریة الأ،على التوالي.  
  ]2[:1ـ1ـ3ـ2نظریة       

Y(x)بحیث كان  Sمتغیرین عشوائیین معرفین على نفس فضاء العینة   Yو  Xإذا كان         نإف:  

               
 

1
( ) ( ) ( ), 2 ,1 4

n

i i
i

E Y x f x


 
 

  

  .Xهي توزیع   fحیث       

)الدوال من الشكل ـــ 2ـ3ـ2     , )Z X Y:    
)على الصورة  Zإذا أمكن تمثیلY وXيدالة ف Zیقال أن المتغیر العشوائي    , )Z X Y حیث   دالة  
    :   حقیقیة في متغیرین في أي أنّ      

                                     
sلكل        S.      
    ]1[:1ـ2ـ3ـ2نظریة      

,Xنفرض أن       , ZY  متغیرات عشوائیة معرفة على نفس فضاء العینةS كان بحیث إذا: ( , )Z X Y    

                  
 

,

( ) ( , ) ( , ), 2,16i j i j
i j

E Z x y f x y  

    .YوXهو التوزیع المشترك للمتغیرین  fحیث        

  

  

  

  

   ( ) ( ), ( ) , 2,15Z s X s Y s
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                                               :ئیةلیات على المتغیرات العشواالعم ـــ 3ـ3ـ2
                                                     :توزیع مجموع متغیرین عشوائیین ـــ 1ـ3ـ3ـ2

                                                                                 :الأولىالحالة 
(Ω, A,P)           توزیعهما وكثافة  متغیرین عشوائیین متصلین على الفضاء الاحتمالي   Y و  X نلیك   

:         نجد  1 2Y X X  ) التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائي إیجادویطلب    , y)f x   المشترك 

   1 2

1 2 1 2( ) ( , x )Y
X X y

F y f x dx dx
 

                            

            
1 1 1( , z x )
y

dx f x dz


 

       

            2 2 2( , ) ,
y

dx f z x x dz


 

       

2X                                                          :فان مستقلین و  1X وعندما یكون المتغیرین   

    
1 1 1 2 1( ) ( ) ( )

y

YF y f x dx f z x dz


 

     

            2 2 2 1 2( ) ( ) ,
y

f x dx f z x dz


 

    
                                                                                       :وبالتالي

             
 1 1 1 2 2( ) (x , ) ( , ) , 2,17Yf y f y x dx f y x x dz

 

 

    
               

 

2X  :مستقلین  و   1X كان    وإذا          

            
 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2( ) (x )f (y x ) ( ) ( ) . 2,18Yf y f dx f y x f x dx

 

 

    
                

 

     :1ـ3ـ3ـ2مثال       
لكل منهما توزیع منتظم في المجال  ،متغیرین عشوائیین مستقلین 1Xو 2Xلیكن         0,1   ب مطلو وال    
1                                  :تابع الكثافة للمتغیر العشوائي إیجاد        2 1 2( , )Y h X X X X                                   
     :هما2Xو 1Xتابعي الكثافة الهامشیین لـ  إن       

                                                                      

 
 

1 2

1 2

, x 0,1

, x 0,1

x

x




         1 1 2 2

1
( ) ( )

0
f x f x


  

   
)یعطى تابع الكثافة         )Yf y كالتالي:   

                                    

                                                       

1

1 1 2 1 1 2 1 1
0

( ) ( ) ( ) ( ) .Yf y f x f y x dx f y x dx




    
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10 :وعندما        1y x    2یكون تابع الكثافة ( ) 1f y x  أنجل بقیة القیم وبما أالصفر من  ویساوي    

     1x   فان  1 إلي 0یتحول منy  أنأي  2 إلي 0یتحول من:   

                                               
 1

1

0 1
0 2 ( ) 0; 0, 2

0 1 Y

x
y f y y

y x
 

        
  

0عندما  ،وبالتالي       1y  ن حدود التكامل تتعین من سطح المثلث  إفOAC )  أن أي) 1الشكل   

                                                                                             
1

0

( )
y

Yf y dx y   

)1الشكل(                            :    ABC ن حدود التكامل تتعین من سطح المثلث إف  1 2y  وعندما      
 

  
)1الشكل(  

         

1

1
1

(y) 2Y
y

f dx y


  

 
 

                                                                    :ونلخص النتائج السابقة بما یلي

        

0
( )

2
Yf y y

y


 
 

        
 
 
 

, 0,2

, 0,1

, 1,2

y

y

y







                                                                  

:)2الشكل (في  كمایبدو یدعى هذا التوزیع بالتوزیع المثلثي وتمثیله البیاني          

                   
  )2الشكل(
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                                                                                   :لحالة الثانیةا
                          1 2( , )P x x 1  غیر متصل وتابع احتماله  2( , )X X 2د العشوائي ذو البع المتغیر  

                                                                         Y   :لـ التوزیع الاحتمالي إیجادوالمطلوب  
        1 2 1 2( , ) ,Y h X X X X     

 
                                                                 :                         Y عیكون تابع توزی  

       1 2 1 2( ) ( ) ( , ),YF y X X P x x     
         إیجادمن  أسهل تابع الاحتمال إیجادن إمستقلین ف متصلین الغیركان المتغیرین العشوائیین  وإذا        
  :YPیعطى بالعلاقةللمتغیر العشوائي المستنتج   Yوتابع الاحتمال .توزیعه  تابع        

                  1 2 1 2( ) ( , ) ( ) ( ), 2,19P Y y P x x P x P x                                   

                 1 2 .x x y                                                         و
                                               :توزیع طرح متغیرین عشوائیین ـــ 2ـ3ـ3ـ2

                                                                                   :الأولى الحالة
(Ω, A,P)                   وكثافة  متغیران عشوائیان متصلان  على الفضاء الاحتمالي   Y X  و  لیكن 

      1 2Y X X  ) التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائي إیجادویطلب    , y)f x كتوزیعهما المشتر    

                                                                                             :نجد        

        1 2

1 2 1 2( ) (x , )Y
X X y

F y f x dx dx
 

 
                                                     

 

           
 1 1 1 2 2 2( , ) (z x , ) , 2, 20

y y

dx f x z x dz dx f x dz
 

   

                       
 

1                                                      :نإمستقلین ف 2,X X نیوعندما یكون المتغیر    

1 1 1 2 1 2 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
y y

YF y f x dx f z x dz f x dx f z x dz
 

   

                            
 

                                                                                        :اليوبالت

                
 1 1 1 2 2( ) ( , ) ( , ) , 2,21Yf y f x y x dx f y x x dz

 

 

    
                      

1  :مستقلین 2,X X كان وإذا          

                
 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2( ) ( )f ( ) ( ) ( ) . 2,22Yf y f x y x dx f y x f x dx

 

 

    
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                                                                                   :نیةالحالة الثا
21و البعد المتغیر العشوائي ذ         2( , )X X  1غیر متصل وتابع احتماله 2( , )P x x التوزیع والمطلوب إیجاد       

  : Y الاحتمالي لـ        

      1 2 1 2( , ) X ,Y h X X X     
:          Y ع یكون تابع توزی           

      1 2 1 2( ) ( ) ( , ),YF y X X P x x    
             تابع الاحتمال للمتغیر إیجادن إكان المتغیرین العشوائیین الغیر متصلین مستقلین ف وإذا

YP   : یعطى بالعلاقة تابع توزیعه وتابع الاحتمال  إیجادمن  أسهل   Y العشوائي المستنتج                       

                  1 2 1 2( ) (x , ) ( ) ( ), 2,23PY y P x P x P x                                    
                 1 2.y x x                             و                              

:احتمالي نفسهتوزیع  عشوائیین غیر متصلین ومستقلین لهمامتغیرین   2X و 1X نلیك :2ـ3ـ3ـ2مثال   

 1 2( ) ( ) 2 KP X K P X K        , 1...nK                                                         
         1 2 1 2( , )Y h X X X X   التوزیع  الاحتمالي لـ إیجاد:المطلوب           

         
1 2

1,2,..., n , 1, 2,..., ,X X n                                    :                  أنبما          
المستنتج                                            :یفترض مجموعة القیم  Y يفالمتحول العشوائ    

          2,3,... ,Y            
                                                                                  :بالاحتمالات

   
1

1 2 1 2
1

( ) ( ) ( , )
j

Y
i

P P Y j P X X j P X i X i j




                                              

  

1 1
(i j)

1 2
1 1

( ) ( ) 2 2
j j

i

i i
P X i P X i j

 
  

 

                                                        

              2

( 1) ,
2 i j

j



                        2,3,...........j   
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      : توزیع جداء متغیرین عشوائیینـــ  3ـ3ـ3ـ2      
)وكثافة توزیعهما المشترك ، غیرین عشوائیین مستمرین و موجبینمت YوXلیكن        , )f x y.    
Zإن تابع التوزیع الاحتمالي للمتغیر        XY ، یعطى بالعلاقةحسب التعریف العام:  

          ( ) (Z z ) (X Y ), 2 , 2 4zF z P P Z       
: حتمال وقوع الحادثو هو عبارة عن ا       (X , Y ) X Y Z ،  و یمثل هذا الحادث بیانیا  

  :لمنطقة المخططة على الشكل التاليبا      

  
  )3الشكل (

          
0 0 0 0

( ) ( , ) ( , ) ( , ) .....(*)
z z
y x

Z
x y z

F z f x y dxdy dy f x y dx dx f x y dy
 

 

      
   

  :Zنجد أن تابع الكثافة المتحول العشوائي المستنتج  zبالنسبة ل  (*)و باشتقاق طرفي     

                   
 

0 0

1 1( ) ( , ) ( , ) . 2, 2 5Z
z zf z f y dy f x dx

y y x x

 

  
                    

                                                                                        :3ـ3ـ3ـ2مثال
متغیر عشوائي كثافته احتماله  Xلیكن        0,1x   ،2( ) 3f x x     
    Y   متغیر عشوائي القانون المنتظم على المجال 0,1  ، نفترض أنX Y:  

Zحدد قانون        X Y.  

                                                   
2

, ( , ) ( ) ( ) 3 xX Y X Yf x y f x f y           

                                                                               

 1 : 0 ,1
( )

0 :Y

y
f y

ailler
  


  

    

2 2

, Y , Y 2 3

1 3 1 3( , ) ( , y) , 0 1Z Z
z z zf Z Y f z y
y y y y y

      
                 

 

          
 

11 2
2

3 2

2 2
2

3 1( z ) 3
2

1 1 33 (1 ) , z 0 ,1
2 2 2

Z
z z

zf d y z
y y

z z
z

 
   

 

       
 


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 :توزیع حاصل القسمة ـــ 4ـ3ـ3ـ2       
    وكثافة توزیعهما المشترك  (Ω,A,P)متغیرین عشوائیین معرفین على الفضاء الاحتمالي Yو Xلیكن         

       ( , y)f x ،  ویطلب إیجاد التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائيXZ
Y

.       

XZإن تابع توزیع المتغیر العشوائي المستنتج         
Y

 ،حسب التعریف العام یعطى بالعلاقة:      

              
 (z) P(Z z) P , 2, 26Z

XF z
Y

     
      

  

Zإذا اعتبرنا                                             :احداثیي نقطة في المستوي Yو  
یساوي احتمال وقوع النقطة  ZF(z)ن إف         ,X Y المتراجحة نطقة التي تحقق إحداثیات تقاطعهافي الم     

       X z
Y

 ، المساحة المخططة في الشكل التاليوتبدو هذه المنطقة ب:  

  
  )4الشكل(

         : وبالتالي       

         

0

0

(z) ( , ) ( , ) ( , ) ,
yz

Z
x yzz
y

F f x y dxdy dy f x y dx dy f x y dx


 

        

  : Zنجد أن تابع الكثافة المتحول العشوائي المستنتج  zبالنسبة ل  (*)و باشتقاق طرفي        

                
 

0 0

( ) (zy, ) ( , zx) . 2, 27Zf z y f y dy x f x dx
 

  
                        

   
                                                                               :4ـ3ـ3ـ2ثالم

متغیر عشوائي كثافته احتماله  Xلیكن            0,1x   ،2( ) 3f x x     
         Y    متغیر عشوائي القانون المنتظم على المجال 0,1  ، نفترض أنX Y :  

XZحدد قانون             
Y

.                                    
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2

, ( , ) ( ) ( ) 3 xX Y X Yf x y f x f y     

                                                                                              

 1 : 0 ,1
( )

0 :Y

y
f y

ailler
  


       

          
2 2 2 3

,Y ,Y
1( , ) (zy, y) 3 3 , 0 1Z Zf Z Y f z y y z y z y
y

      
                    

 

          
   

1
12 3 2 4

2 4 2 6

3(z ) 3
4

3 31 ( z z ) , z 0 ,1
4 4

Z z
z

f z y d y z y

z z

    

    



                                                  

 

 :رمتغیالتغییر ـــ  4ـ3ـ2
)نفرض أن  :1ـ4ـ3ـ2تعریف      , )X Y ثنائیة عشوائیة حقیقیة على)(Ω,A,P    ونفرض أن التابع      

     : للقیاسقابل      

                                2 2
( , ) 2 2

( , ) ( , )( , , ) ( , , ),X Y
X Y u v

        ),A,PΩ( 
1حیث       2( , ) ( ( , ), ( , )) (u, v)X Y X Y X Y     مع  متباین.  

)إذا علمنا قانون احتمال      , )X Y  فما هو قانون احتمال ,u v ؟   
)ـــ  1ـ4ـ3ـ2     , )X Y  شعاع عشوائي متصل:  

)كثافته هي       , )f x y  ، باعتبار أن:  
                                                               1 2( , ) ( , ) ( ( , ), (X, Y)),U V x y X Y       

1                                                :أي أن     2(u, v) ( , ) ( (x, y), (x, y)),x y     
    :متباین نجد وتكون     

                                                       1 2 1 2(u, v), ( , ), (x, y) ( , ),x y u v       
                                 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ),P u U u v V v P x X x y Y y          

هي كثافة  gو باعتبار     ,U Vوf هي كثافة( , )X Y،  ینتج:  

                                                                  

2 2 2 2

1 1 1 1

( , ) ( , ) ,
v u y x

v u y x

g u v dudv f x y dx dy     

  : بالتعویض    

                                               

2 2 2 2

1 1 1 1

1 2( , ) ( (u , v ) , (u , v )) ,
v u v u

v u v u

g u v dud v f J d ud v      

 :حیث     

                                                                            

( , ) ,
( , )

x x
x y u vJ

y d yu v
u v

 
   


 

  

                                                                          

  
        :    بالمقارنة نجد     ( , )

( , )
( u , v ) ( f ( x , y ) ) . 2 , 2 8x x u v

y y u v
g J 


 
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)ـــ 2ـ4ـ3ـ2   , )X Y شعاع عشوائي غیر متصل:      

)إذا كان     , ) ( , )X Y u v  نإمتباینا ف( , )u v تكون غیر متصلة.  
)إذا كان    , )f i j  وقانون ,X Y  وكانg(k, l) قانون ,u v نإف:  

         
 

1
2

1 2 ( , )
j ( , )

g(k, l) P(U , ) P(X ( , ), ( , )) f(i, j) . 2, 29i k l
k l

k V l k l Y k l 


  


        

    : 2ـ4ـ3ـ2مثال    
متغیر عشوائي كثافته احتماله  X لیكن     0,1x   ،2( ) 3f x x   
  Y   متغیر عشوائي القانون المنتظم على المجال 0,1  ،نفترض أنX Y:  

Zحدد قانون     X Y.  
)                                                                         :لدینا     , Y ) ( , )

( X , Y ) ( Z , Y )

QX u v 

      
  

                                                      
2

, ( , ) ( ) ( ) 3 xX Y X Yf x y f x f y   

                                                                                          
 1 : 0 , 1

( )
0 :Y

y
f y

a i l l e r
  


  
zxZ X Y z x y
y

Y Y y y
y y

                                                              

2                       :نقوم بحساب جاكوبي    

1
1 1

0 1

x x z
z z y yJ
y y y y
z z

  
    
 
 

                                         

2 2

, Y , Y 2 3

1 3 1 3( , ) ( , y) , 0 1Z Z
z z zf Z Y f z y
y y y y y

      
                      

 

                                                
 

11 2
2

3 2

2 2
2

3 1(z ) 3
2

1 1 33 (1 ) , z 0 ,1
2 2 2

Z
z z

zf d y z
y y

z z
z

 
   

 

       
 



     
    ]9[:نظریة فوبینيـــ   5ـ3ـ2

)            كثافة   , )f x y Y متغیرین عشوائیین معرفین على الفضاء الاحتمالي(Ω,A,P) و  و  X  لیكن
f                                                                  :تابعا موجبا  توزیعهما المشترك بحیث

     
( , ) ( , )f x y dxdy f x y dy dx



 
  

 
  

   
  

                        ( , ) .f x y d x d y
 

  
 
 
 
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     :نظریة التوقع الریاضيـــ  6ـ3ـ2   
:                                              ,  دالة بورال معرفة على   f متغیر عشوائي و   X نلیك  

      ( ( )) ( ) (x) *XE f X f x dP 


    

)  :فان      )g x XP احتمال له كثافة  كان إذا      

                   ( ( )) ( ) ( ) ( ). 2,30E f X f x g x d x                                       
0f لأجل      ،الدالة ( )f X  لـ نرمز (*) لإثباتقابلة للقیاس وهي كافیة :( )( ) 1A xf x    

  
(*) ( ) ( ),X X

A

dP A P A                                
:نإهذه الدوال ف A   نفرض مجموعات بورال      

                                                           :  أخرىمن ناحیة      (X) 1 ( ) 1 ,A X Af X                    
    

 ( (X )) 1 X AE f dP


             
      

 

               ( ) ( ) ( ).X A XP X A P A X P x    
                                                      

                                                                                           :1ـ6ـ3ـ2نتیجة

    2

( , ),

(g( )) ( ) ( , ) .

Z g X Y

E Z g z f x y dx dy



 


        
 

     :1ـ6ـ3ـ2مثال   
XZتعیین قانون     

Y
:     

                                                                                   (0,1), (0,1)Y N X N   

                                                
2 21 ( )

21( , ) ( ) ( ) , ,
2

x y

x yf x y f x f y e x y


 
      

:                                                                                    دالة قابلة للقیاس معطاة gلتكن     

           

2 21 ( )
21( ( )) ( , ) , 0

2
x yx xE g z g f x y dx dy g e dx dy y

y y

   
 

   

   
     

   
   

  xz x z y dx y d z
y

    
                                                                                         

 

2 2 21 ( z y )
21( ( ) ) ( )

2
y

E g z g z e y d z d y


   
 

   

 
  

 
                                                    

                      

2 2 2 21 1( 1) ( 1)
2 2

2
0

1 1 1( ) ( )
2 1

y z y z
fubini g z y e dy dz g z e dz

z 

  
   

  

   
      

  
  

                                                                2

1 1( )
1

g z d z
z

 

 


  

                                                   ).كوشي(          
2

1( ) ,
( 1)

(1)

f z z
z

z C


 





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 :القاعدة العامةـــ  4ـ2
1لتكن المتغیرات العشوائیة     2, , ....... nX X X   معرفة على الفراغ الاحتمالي)(Ω,A,P ولتكن:     

      1 2, , ......., : n
nh h h    

  : ض المتغیرات العشوائیة المستنتجةولنفتر  .وعة توابع حقیقیة قابلة للاشتقاقمجم   
                                                                           1 2( , , ......., ) : 1,i i nY h X X X i n   

1لتابعي التوزیع المشترك لكل من المتغیر   YF(y)و  XF(x) إذا رمزنا بـ    2( , , ......., )nX X X والمتحول  

  1 2(Y , Y , . . . . .. . , Y )n نفإ:    

                                                                                         1 2(Y ,Y ,.......,Y ) :n
n             

      1 2 1 1 2 2( , , ...., ) P (Y , , ...., )Y n n nF y y y y Y y Y y                                                  

          
 1 1 2 1 1 2

1
1 2 1 2

( , , . . . , X ) , . . . , h ( , , . . . , X )

( , , . . . , X ) ( , , . . . , y ) .
n n n n

n n

P h X X y X X y

P X X h y y

  

       
 

1: حیث أن      2( , , . . . . . .. . , h )nh h h  التطبیق :: n nh    

1hو       التطبیق العكسي:  
1                            :                  إذا رمزنا بـ     2( , , ......., ), 1,i i ny h x x x i n   

1hأي أن ،ن لجملة المعادلات هذه حلا وحیداافترضنا أو        یعطى بالشكل :  

                                                             
1 2

1
1 2

( y , y , . . . . . . . , y ) , j 1 ,

( , , . . . . . . . , )
j j n

n

x g n

h g g g

 


  

  :فنجد   
             1

1 2 1 1 2 2 1 2(y , y ,...., y ) P(X , ,...., ) (h (y , y ,...., y )), 2,31y n n n x nF x X x X x F         
   : الیعقوبي )المحدد (یكون المعین  و   

              
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

( , , ...., ) ( , , ...., )(y , y , ...., y ) , (y , y , ...., y )
(y , y , ...., y ) (y , y , ...., y )

n n
n n Y

n n

x x x g g gJ R 
   

 
     

1hهي منطقة التطبیق   YRحیث      ، وبالتالي مستقرة التطبیقh المتغیر العشوائي   إذا كان  

   1 2( , ,....... )nX X X  1مستمرا وكثافة توزیعه 2f( , , ....... )nX X X ن التوزیع المشترك لمنظومة المتغیراتإف   
  1 2(Y , Y , ......., Y )n وتابع كثافتهما المشترك  ،یكون مستمرا أیضا:   

        1 2 1 1 2 1 2f (y , y ,...., y ) ( , ,...., ),....,g (y , y ,...., y ) . 2,32Y n X n n nJ f g y y y
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 الاستدلالي الإحصاء الواسع فيلى عدد من التوزیعات ذات الاستخدام إسنتطرق في هذا الفصل : تمهید  
نتیجة بشأن  ىلإ الوصول جل م هذه التوزیعات من أختبار الفروض بحیث تستخدا خاصة في مجالي التقدیر و

  .من بیانات یتحصل علیها من عینة انطلاقاالمدروس، المجتمع 
     :التوزیع غاما ـــ 1ـ3

                           :التابع غاماـــ  1ـ1ـ3
  :نسمي التابع :1ـ1ـ1ـ3ریفتع  

      

  .الوسیطذو  بالتابع غاما      
   ]4[ :1ـ1ـ1ـ3نتائج    

( 1) ( ).
1 , (1) 1.
2

( 1) !, .

r r r

n n n



    

      
 

    

 

  :     قانون غاماـــ  2ـ1ـ3
Xلیكن :1ـ2ـ1ـ3تعریف Xنقول أن، متغیر عشوائي موجب   ذو الوسیطین  یتبع توزیع    ,  ذا إ

  : ـكانت كثافة احتماله تعطى ب

 
1 1(1 ) 0

( ) , ( , 0) 3, 2( , )
0

x x x
f x

ailleurs

 

   

  
   




     

)حیث       ) غاما هي التابع.  
 :1ـ2ـ1ـ3واصخ      

  التوقع:(X) r.E                                                                                  
   :البرهان

0

1 ( 1)(X ) .
( ) ( )

r x rE x e d x r
r r


  

  
      

  التباین:                    ( ) .V X r                                                             
    :البرهان  

 22 1 2

0

2 2

2 2 2

1( X ) E ( X ) ( )
( )

( 2 ) ( 1)( X ) ( r 1)
( ) ( )

( r 1) .

r xV E X x e d x r
r

r rV r r
r r

r r r r r r


    



   
    

 

      





      

 1

0

( ) , 3,1xx e dx


   
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  :2توزیعـــ  2ـ3
  :2ـــ دالة توزیع 1ـ2ـ3
  . مجال اختبار الفروض بأنواعها التوزیعات استخداما في أكثرهو من  2توزیع      
  :1ـ1ـ2ـ3تعریف     
1لتكن        2, ,...., vX X X  متغیرات عشوائیة مستقلة كل منها تتبع التوزیع الطبیعي المعیاري.( 0, 1)    

2المتغیرة        2 2
1 2 .... vX X X X    لها دالة الكثافة التالیة:  

                 
 

 
/ 2 1 / 2

/ 2 0
( x ) , 3 , 32 ( v / 2 )

0 0

v x

v

x e x
f

x

 
 

 

                         

)حیث       ) :هي الدالة غاما.  
Xونقول أن       2درجة حریة ونكتب  vبـ  2تتبع التوزیع   

vX . 
 ]5[:درجة الحریة حسب 2تدرج منحنى ـــ  2ـ2ـ3

 
 

 

 

  

  

  
   

    :1ـ2ـ2ـ3خواص      

   

 

 
/2 1 /2

2 /2
0

1
0

(X ) , 3,42 (v/ 2)
0

0

x
v u

v u e du x
P x

x

 
   



            

     

    

x 

ν = 15 

ν = 10 

ν = 6 

ν = 3 

ν = 1 

ν = 2 

0 6 12 18 24     

0.25 

f(x) 

( ـــــالش 1كلـــ ) 

/2

( ) v,
V(X) 2 v,
M(t) (1 2 t) .v

E X



 
 

  
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 : البرهان    
  لتكن        

  

  : لأن       
  :لدینا       
2لأن        

iX مستقلة إذن:  
   2 .vV ar Y v      

Xلتكن :1ـ2ـ2ـ3مثال       X(0,1)متغیر عشوائي حیث    N ، 2بین أن 2
1vX  .  

2Xلـ  نبحث عن دالة التوزیع       Y من دالة التوزیع لـ  انطلاقاX الطبیعي التي هي دالة التوزیع:  

                                                

    

2 2

2

/2 /2

0

( ) ( ) ( )

1 2 ,
2 2

y x
x x

xy

P X y P Y y P y x y

e dx e dx


 


 



      

  
     

    .رمتماثلة حول الصف fلأن      
                :                                                                      نضع   

                                                     و
 

2

1/2( ) 1 / 2 ,

t x

x y t y

dx d t t dt



  

  

           

     
2 /2 1/2 /2 1/2

0 0

2 1( ) (1/ 2) , (*)
2 2

y y
t tP X y e t dt e t dt

 
       

2                                                                                 :لأجل       ( ),Y v                        
2 /2 ( /2) 1

/2
0

1( ) ,
2 (v/ 2)

y
t v

vP X y e t dt  
      

2 /2 1/2

0

11 (X ) , (**)
2 ( / 2)

y
tv P y e t dt

v
    

    

        (1 / 2) (**) (*)     
  

  
  

     
   
   

2

2 2

2

2 2

,

,

1, 1, 2,...v ,

,

v i

v i i

i

v i i

Y X

E Y E X E X v

E X i

Var Y Var X VarX



  

  

 


 

 
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                                :التوزیع الطبیعي المعیاري نبین أنمتغیرتین عشوائیتین مستقلتین تتبع كل منهما  Yو Xلتكن      
     2 2 2

2vZ Y X      
2وZ نذن أن ثبت أإیكفي ، واحدن توزیعهما إتین نفس الدالة المولدة للعزوم فذا كانت لمتغیر إنعلم أنه      

2v    
  :نإمستقلتین ف Yو Xبما أن  ،لهما نفس دالة العزوم     

2 2( ) ( ). ( ),Z X Y
M t M t M t  

2                             : خرى نعلم من المثال السابق أنأة من جه      2
1vY        2و 2

1vX    
  :ولدة للعزوم لكل من المتغیرین هيذا الدالة المإ     

2
2

/2 1/2

1/2 1/2 1

2/2 1

( ) (1 2 ) (1 2 )

( ) (1 2 ) (1 2 ) (1 2 )

( ) (1 2 ) (1 2 ) ( )
v

v

Z

Z

M t t t

M t t t t

M t t t M z
 

 

  

 

   

          
    

  

 .وهو المطلوب     
  ]6[ :1ـ2ـ2ـ3ةنظری      
1 حیث nعشوائیة مستقلة عددها  متغیراتiXلتكن      1²  ,  . . .,   ²n nX X    مجموع هذه المتغیرات: 

                      2

1
, 3, 5

.

T

n

T i v
i

T i

X X

v v




 






                       

 : 2منحنى توزیعـــ  3ـ2ـ3
/بوضع ، خاصة من توزیع غاماهو حالة  2التوزیع :1ـ3ـ2ـ3ملاحظة      2, 2v  .   

   یأخذ منحى( )f x  شكله حسب قیمة الثابتv  ًعن  فشیئاً  و نلاحظ من الرسم أن المنحنى یبتعد شیئا
 .vكلما زادت قیمة  جرسیاً  المحور العمودي ویأخذ شكلاً 

لى التوزیع الطبیعي إ 2یؤول منحنى توزیع  :2ـ3ـ2ـ3ملاحظة      , 2v v  عندما یكونn  ًكبیرا.  
   30یعتبر التقریب جیدا عندما یكونv   ونبرهن أنه عندv  كبیر 30v  نإف   22 2 1 0,1x v         

  .التوزیع الطبیعي المعیاري تتبع
  . )الملحقالجدول موجود في ( vوpحسب قیم الإحصائیةمن الجداول  2تعیین قیمة :3ـ3ـ2ـ3ملاحظة      

        

 



 الفصل الثالث                                                                 دراسة بعض التوزیعات الاحتمالیة
 

- 33 - 
 

  )2كلــــالش(           

100لیكن مجتمع طبیعي حجمه   :1ـ3ـ2ـ3مثال  16nنسحب منه عینة حجمها      .  
2Sما هو احتمال أن یكون تباین العینة          80.علما أن تباین المجتمع 10أقل من أو یساوي   

  :الحل     
 

   

2 2
2 2

1 16 12

2
2 2

15

,
80

16 10(16)10 2
80 80

n
S n S nX

SP S P P

   




     

 
     

 

   

  : نجد الإحصائیةلجداول من ا     
 2

15   2   0.005P        
   
  
  
  

  

  

  

  

  

      

                                     

x 

0 

f(x) 

p=1- α 
α 

χ²p,ν 
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  :1تستیودنتوزیع ـــ  3ـ3
,لیكن المتغیرین العشوائیین المستقلین :1ـ3ـ3تعریف     ZY Y(0,1)حیث    N  2و

vZ  المتغیرة  

   
/

YT
Z v

  دالة الكثافة التالیة لها:  

                         
1

2 2
 

1
2( ) 1 . 3,6

2

      

vv
tf t t

v vv

  
 

               
 

       

                    1

0

( ) , 0tt e dt 


                                                                                    

vT: درجة حریة ونكتب vتتبع توزیع  ستیودنت بـ  Xن المتغیرأونقول      t  

  ]5 [ :تدرج منحنى ستیودنت حسب درجة الحریةـــ  1ـ3ـ3

  
( 3كلـــــالش ) 

  

  

  

  
 
 

 
 

.  من وجد ھذا القانون بطریقة تجریبیة أول، "غوسیت"الانجلیزي  الإحصائيستیودنت ھو الاسم المستعار للعالم 1  

 طبیعي

ν = 4 

ν = 1 

0.4 

f(t) 

-4     -3 -2      -1      0       1       2        3        4 
t 
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  ]4[:1ـ1ـ3ـ3واصخ  
                                                                                ( ) 0, ( ) ( 0).

( 2)
vE T V T si v

v
  


           

  نقطة مناظرة لها  tلكل نقطة موجبة  أنمما یعني  0متماثل حول المتوسط  tمنحنى  :1ـ1ـ3ـ3ملاحظة    
   :ونكتب tتساوي المساحة تحت المنحنى على یسار  tسالبة حیث المساحة تحت المنحنى على یمین      

1 p pt t    .  

)منحنى  :2ـ1ـ3ـ3ملاحظة     )f t  یقترب من المنحنى الطبیعي المعیاري كلما  زادت قیمةv  وعموما  یعتبر  
30vن المنحنیان یتطابقان تقریبا عند أ ن یحصائیالإ     .  

  .)الجدول موجود في الملحق( vوpحسب قیم  الإحصائیةمن الجداول  tتعین قیمة  :3ـ1ـ3ـ3ملاحظة    
  :ت توزیع ستیودنتهم استخداماأـــ  2ـ3ـ3
n)  صغیرة والعینة ذا كان المجتمع طبیعیاً إودنت لتحدید مجال الثقة للمتوسط یستخدم توزیع ستی      30)  

  .مجهول و      
                                    :ثبات ذلك كما یليإیمكن      

 
(0,1)

m

m N



    و 
2

2
( 1)2 n

nS


     

 نعوض في تعریف المتغیر     
/

YT
Z v

 نجد:  

           1 1 12

2

1 ( ) 1 ( )/ . 3,7
/ / / 1

/ ( 1)
n n n

m
m n n m n mn t t t

n nS nS S nnS n


   

 


  


    

       




  
  :مجال الثقة كما یليل فنكتب حدود بمجا توزیع ستیودنت لتقدیر ستخداماومنه یمكن      

              1 /2; 1 1 /2; 1; . 3,8
1 1n n

S Sm t m t
n n     

      
              

  متوسطها 10انطلاقا من عینة حجمها   0,95متوسط مجتمع طبیعي بمستوى ثقة  نرید تقدیر :1ـ2ـ3ـ3مثال    
,لدینا  .27المعیاري نحرافهاا و 15       10 30n   مجهولة.  
1                                                                :نستعمل     

( )
/ 1 n
m t

S n








  

                    :الإحصائيبقراءة الجدول 

   

1 /2; 1 1 /2; 1

0.975;10 1 0.975;10 1

;
1 1
27 2715 ;15

10 1 10 1
15 2.262(3);15 2.262(3) 8.214;21.687

n n
S Sm t m t
n n

t t

 



 

   

 

      
       

     
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  :رتوزیع فیشـــ  4ـ3
  :لیكن لدینا المتغیرین العشوائیین المستقلین  :1ـ4ـ3تعریف    

1

2
1 vX  و

2

2
2 vX  1  المتغیر 1

'
1 2

/
/

X vX
X v

  

  :لها دالة الكثافة    

   
11 2 1 2

1 2
1

22 2 2
1 2 2 1

1 2

2 0
( ) 3,9

2 2
0 0

vv v v v

v v

v v x v v x x
v vf x

x

    
 

       
            




  

: درجة حریة ونكتب 2vو 1vتبع توزیع فیشر بـ ی Xرن المتغیأونقول     
1 2,v vX F  

  ]5[ :تدرج منحنى فیشر حسب درجة الحریةـــ  1ـ4ـ3

 
  )4كلــــالش(

   ]7[ :1ـ1ـ4ـ3واصخ
 

 

2
2

2
2

2 2 1 2
22

1 2 2

, ( 0). 3,10
2

2 ( 2) , ( ) . 3,11
( 4)( 2)

v v
v

v v v v
v v v





 


 
  

      

)ویظهر من المعادلة تبعیة منحنى       )f x ضافة لـ بالإx 1كل من  ىلإv 2وv  أي نقطة  ولذلك تحددF   
1  :خلال ثلاثة معالممن       2, ,p v v) المساحة تحت المنحنى على یسار النقطةF (.  
: و نكتب     

1 2, ,p v vF ، قیم  الإحصائیةوفي الغالب تعطى الجداولF  0.95عندp و. 0.99p   
 

 

 

x 

(10, 50) 

(10, ? ) 

(10, 10) 
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(10, 4) 

f(x) 

0,5 

     0  1  2  3
  4 



 الفصل الثالث                                                                 دراسة بعض التوزیعات الاحتمالیة
 

- 37 - 
 

 

            
                                                ( 5الشـــكل )    

                                                            ]5[ :1ـ1ـ4ـ3نظریة
1 2 2 11 , , , ,1/ .p v v p v vF F   

  

                                                                 ]4[ :2ـ1ـ4ـ3نظریة
2

1 ,1,v 1 ( /2),v.p pF t   
  

                                                                   ]5[ :3ـ1ـ4ـ3نظریة
 

2
,

, , .p v
p vF

v


   

  :أهم استخدامات توزیع فیشرـــ  2ـ4ـ3
  نفس  توزیع المعاینة المشتق من نسبة تباینات لعینات مسحوبة من مجتمعین طبیعیین لهما Fیعتبر  
2 :في اختبار الفرضیات حول تساوي تباینین أي Fویستخدم توزیع، التباین   2

0 1 2:H    
  :كثر أي أنأحول تساوي متوسطین أو اختبار فرضیات ) عند تحلیل التباین (و أ     

                                                                                0 1 2 3..... : N ,KN H N N    

2  لتقدیر فترة الثقةو أ       2
1 2. /    

  ]10[ :1ـ2ـ4ـ3نظریة     
2لیكن لدینا مجتمعان طبیعیان تباینهما       

2،2
1  نسحب من المجتمعین عینتین عشوائیتین حجمهما  

1 يالتوالعلى        2,n n:   

    

    :حیث       
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   .36و   20مسحوبتین طبیعیین تباینهما على التوالي  10و 8عینتین حجمهما  :1ـ2ـ4ـ3مثال      
  :الأول أكبر من ضعف تباین الثانين یكون تباین أال مما احت      

                                                

2 1 1
1 2 22

2 2 1 1 1 11
1 2 2

22 2 2
2 2 2

2 2 2 2

2 1
1 2

1 1

2 2
2 2

2 2

7.9

1 1
1 1

( 2 ) ( 2) 2
1 1

1 1

1 8 1
1 7 102

10 11
9 361

( 3.7)

n nS
n nSP S S P P
n nS
n n

nS
n

P
nS
n

P F

 


 





    
             
    
         
             
    

       
 

                                                                                                  

  :نجد الإحصائيمن الجدول      
                                           7.9( 3.7) 0.01P F      7.9   وفي الحقیقة( 3.7) 0.036P F   

 

 



ii 

  اتمةخ

من خلال تطرقنا لدراسة المتغیرات العشوائیة والتي خصصنا لها ثلاثة فصول في هذه   
موضوع، كما تطرقنا الى الالمذكرة ، قمنا بتقدیم العدید من التعاریف والتي تصب في صلب 

وعلى ضوء النتائج التي توصلنا إلیها  ،البعد وخصائصه وابرز ممیزاته أحاديالمتغیر العشوائي 
ذو بعدین وقمنا بمحاولة  العشوائيالمتغیر  إلىالبعد انتقلنا  أحاديمن خلال دراسة المتغیر 

استنتاج خصائصه وممیزاته، ثم تعمیم هذه الخصائص والعملیات على المتغیر العشوائي متعدد 
  .الأبعاد

افة للمتغیر لك دالة الكثدالة التوزیع وكذ دإیجاهي كیفیة  إلیهاالنتائج التي توصلنا  أهمومن 
  .ثنائي البعد أوالبعد  أحاديكان المتغیر  إذاالعشوائي في حالة ما 

توزیع ستیودنت و  2كوقد تمكنا من دراسة بعض التوزیعات الاحتمالیة الشهیرة مثل توزیع غاما و 
 أنلاختبار الفروض، حیث  أساساهذه التوزیعات تستخدم  أن الأخیروتوزیع فیشر واستنتجنا في 

أما اختبار ستیودنت فیستعمل لاختبار معالم  یشر یستعمل لاختبار النموذج ككل،توزیع ف
  .النموذج

  :ومن خلال هذه المذكرة تبینت العدید من المواضیع الجدیرة بالبحث والدراسة والتي نذكر منها

  ستیودنتاختبار النماذج باستعمال توزیع فیشر  إجراءتقنیات. 
  الخطي البسیطالانحدار. 
 لانحدار الخطي المتعددا. 
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        ملخص
زنـا علـى المتغیـر العشـوائي ثنـائي حیـث ركّ تناولنا في هذه المذكرة موضوع مهـم  وهـو دوال المتغیـرات العشـوائیة   

التطــرق إلــى بعــض  وارتأینــا فــي الأخیــرشــعاع متغیــرات عشــوائیة،  إلــى إلیهــاثــم عممنــا النتــائج المتوصــل  البعــد،
لهــا مــن أهمیــة فــي  لمــاوالمعرفــة كــدوال لمتغیــرات عشــوائیة، التوزیعــات الاحتمالیــة الشــهیرة للمتغیــرات العشــوائیة 

                                                      .  ودراسة النماذج وكذلك في طرق التنبؤ اختبار الفروض
  .فیشر ن، قانون ستیودنت، قانو2المتغیر العشوائي، دوال المتغیرات العشوائیة، قانون ك :الكلمات المفتاحیة

                                  Résumé                                                                                       
    Nous avons abordé dans ce mémoire un sujet important, qui les fonctions de  
variables aléatoires, nous avons augmenté la recherche l’extenstion de ces 
variables et porté en particulier sur la variable aléatoire à deux dimensions et 
nous avons décidé à la fin, il est très important de répondre aux quelques 
distributions de probabilité célèbre de variables aléatoires définie comme des 
fonctions des variables aléatoires en raison de leur importance dans la test des 
hypothèses et des modèles d'étude ainsi que dans les méthodes de prévision. 
Mots_clés: variable aléatoire, fonctions de variables aléatoires, loi Khi_2, loi 
de Student, loi de Fisher. 

   Abstract  
  We discussed in this mémoiry an important topic, which functions of random  
variables, we have expanded the search to the multiplicity of these variables and 
focused in particular on the two-dimensional random variable, and we decided 
in the end it is very important to respond to some probability distributions of 
random variables famous because of their importance in the testing of 
hypotheses and models study as well as in forecasting methods. 
Keywords: random variable, functions of random variables, Distributions of 
Khi_2, Student Distributions, Fisher Distributions.   
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