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Introduction générale

Depuis I'époque de Newton, les équations différentielles sont utilisés pour comprendre les
phoenoménes physiques, biologiques et architecturales, est plus de ce elles contribuent &
I’étude de ’analyse mathématique, ’économie et la socioloogie.

On dit équation différentielle tou équation qui contient des dérivées et ces derniers sont
les inconnues de ces équations, le but de la résolution de ces équations est de trouver des
primitives de ces fonctions telles que leurs dérivées verifient ces équations.

Notre mémoire comporte 3 chapitre principales .

Dans le premier chapitre, on a vire 1étude des équations différentielles de premiere degré
et premier ordre et pour la résolution on utilise les méthodes suivantes :

- La méthode de séparation de variables.

- équations différentielles homogéne .

Equations différentielles de degré supérieur et d’ordre 1 .

Equations différentielles de deuxiéme ordre.

Dans le deuxiéme chapitre, on va traiter les systémes différentielles homogéne d’ordre p,
avec des coefficients de matrice constant en utilisation les valeurs propres réel ou complexe.

On résoudre aussi des systémes différentielles & coefficients variables.

Dans le dernier chapitre, on va tester la stabilité des systémes différentielles a coefficient

constant et on va voir un exemple qui va bien détaillé les cas .



Chapitre 1
Equations différentielles ordinaires

d’ordre 1 et 2

On rencontre fréquemment des problémes consistant la recherche d’une fonction inconnu
y(x) d’une variable z . Beaucoup de ces problémes conduisent, a une équation différentielle

c’est-a-dire a une équation de la forme:

flz,y,49,¥%) = 0......... (1.1).

On distingue trois classes principales d’équations différentielles du premier ordre :
1. Equations dont on peut séparer les variables.
2. Equations homogénes (ot ¥ ne dépend que du rapport y/x).

3. Equations linéaires.

1.1 Meéthode de résolution de certaines équations dif-
férentielles linéaires d’ordre 1

1.1.1 Equations aux variables séparée

On appelle équations a variables séparées les équations différentielles du prémiére ordre qui

peuvent s’écrire sous la forme:



1.1. Méthode de résolution de certaines équations différentielles linéaires d’ordre 1

f(y) étant une fonction de y et g(x) une fonction de x.

En utilisant la notation diférentielle une telle équation peut s’écrire encore:

fy)dy = g(x)dz (2),

en désignant par F(y) une primitive prise par rapport a la variable y de la fonction f(y)
et par G(x) une primitive prise par rapport a la variable x de la fonction g(x).

L’égalitée (2) exprime que la différentielle de F(y) est égale a la différentielle de G(x),
c’est- a- dire que les fonctions F(y) et G(x) différent d’une constante ’égalité (2) est donc

équivalente a :

1.1.2 Equation homogéne

f(z,y) est une fonction homogene de degré n, c’est -a-dire vérifiant:

F(tx,ty) =t"F(x,y), Vt € R*,neN

une équation différentielle % = f(z,y) = f(tz, ty) est dite homogene si f(x,y) homogéne
dx
de degré 0.

L’équation homogeéne elle est de la forme :

dy _ (%)
dx x’

U — f(z,y) = f(tz,ty) on pose ¢ = L alors % = f(1,2) = g(L).

L’équation homogeéne se transforme en équation a variables separes, on pose le change-

ment de variable suivant: v = %
Exemple 1.1.1 y'(z) = £ — 1 = g(¥)

on pose v = ¥, alors : y(r) = 2v(7)

=y =v(z) + av'(x)



1.1. Méthode de résolution de certaines équations différentielles linéaires d’ordre 1

=y (z) —v(z) = -1 = zv'(x)

v'(z) = —1 Alors:

v=—In|z|+c = y(r) =z(—Inl|z| +c).

1.1.3 Equation homogéne de la forme ¢ = f (Z;‘;iz—;zig)
De la forme :

@ L, gart+bhyto

dz 77 o + boy + ¢

Si on pose : a1z + by + ¢; est 'équation de la droite Aq et asx + boy + ¢ est 'équation
de la droite A,.

Alors I’équation homogene:

a1x 4+ by + ¢

g =1 asx + boy + ¢y’

se transforme en une équation a variable séparée :

Si: a) : (A1)|[(As) alors :

b
“ M= 0 <= ai1by = ash;
(05} bQ
Q9 b2
===k < agzkal,bgzk’bl
aq bl
dy . ar+by+a a1 + b1y + ¢
dx kaix + kbiy + co k(aix + bry) + ¢
on pose :
z=a1x + by
dz dy
= % =a; + b1%
dz z+c
. b
= dz " + 1f<k:z—i—c2)’
dz
= =dxz,
ai + blf(kz;_rcé)



1.1. Méthode de résolution de certaines équations différentielles linéaires d’ordre 1

on trouve : z = Q(x), pour revenir aux variables d’origine y = ¢(x), elle est la solution
générale de ’équation donnée.

b) : Equation différentielle homogene puis équation & variables séparées si:
(A1) N (D) # ¢,

c’est-a- dire /\; coupe A telle que:

Al . a1x+b1y—|—01:0

No asx + boy + co =0,

Soient :
(81) N (L) = {A(zo,90)} = Z—j# b—

on utilise la transformation suivante:

{x:X—l—xo
y=Y +o
dy dY
Ay = d¥ode = 4%, 5 =%
d_Y_f(al(X"i_xO)"’bl(Y"‘yo)‘i‘ﬁ _ CL1X+b1Y)
dX a2(X+(E0)+b2<Y—|—yO)—|—CZ (I2X—|—1)2Y ’

elle est une équation différentielle homogéne et peut étre transformé en équation & vari-

able séparer si on pose:Y = vX .

Exemple 1.1.2 (z —y+5)dy — (z+y—1)dz =0 « % :it—z;é

1

=—-2#0.
1 7
(Ag)x—y+5:()’
pour trouver le point d’intersection, on résolut la systéme suivante :

{tr i = {3

1
cette équation unhomogene, 1

Donc la droite (A1) intersect a (As) telle que :{



1.1. Méthode de résolution de certaines équations différentielles linéaires d’ordre 1

onpose: r=X—2; y=Y +3,

dy _ dy _ (X=9+V+3)-1 4y _ X+V
dr — dX — (X—2)—(Y+3)45 dX — X-Y °

c’est une équation différentielle homogene pour la résoudre on utilise la transformation

suivante Y = v.X,

dY _ y.dv _ X+4uX 14w dv 14w

X=Xk tv=3x =1, — Xix TV =15,
dv _ 14w dv _ 1402

(:)XdX— v:>XdI_

1—v 1—v?

. 1-v _ dX 4 . N . ,
alors: 7 5dv = 5 cette équation est a variables séparers.

dv v __ ax : ’ .
THe? — 1oz dv = %=, on intégre les deux membres on a :

arctg(v) — 3log(1 +v?) = log |z| + &1

2arctg(v) — log(1 + v?) = 2log |x| + 2¢4
2arctg(v) = log(X?)(1 + v?) + 2¢1,
ona: Y =0vX

2arctgy = log(X?)(1 4+ X5) + 2¢
2arctgx = log(X* +Y?) + 20,

on retoure aux les variables d’origine:

2@7“0759(%) = log(y* + 2% — 6y + 4x + 13) + co.

1.1.4 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Ce sont les équations de la forme:

ou P(z) et Q(z) sont des fonctions données de la variable x.sur le méme intevalle.

Dans la cas ou la fonction Q(x) est nulle, I’équation (1) est dite sans second membre.on

homogéne De toute fagon 1’équation :

est dite ’équation sans second membre associeé a ’équation (1).

pour intégrer I’équation (1) on commance par intégrer 1’équation sans deuxiéme membre

associée.



1.1. Méthode de résolution de certaines équations différentielles linéaires d’ordre 1

En laissant de coté l'intégrale particuliére y = 0, on voit que I’équation (2) s’écrit:

&y _

P(x)dzx,
” (x)

cette derniére équation est & variables séparées .

Désignons par A(x) une primitive de la fonction P(z) et intégrons membre & membre

on obtient:
logly| = A(x) + ¢
on encore :
| = e
c’est -a-dire:
y = +eet®

on pose k = +e¢ donc:

y=ke'@ L eR

Définition 1.1.1 Soient (1) une équation différentielle du premier ordre et (2) l’équation

différentielle homogéne associée on note(s) l'ensemble des solutions de (1) et (sp,) l'ensemble

des solution de (2).

Soit y, une solution particuliere de (1), alors:

S:{yp+3/h Y € Sp}-

Résolution de y, par la méthode de la variation de la constante

On peut procéder de la fagon suivante pour la recherche de la solution générale de I’équation

Yp -

on cherche la solution sous la forme:

y = k(z)e ")



1.1. Méthode de résolution de certaines équations différentielles linéaires d’ordre 1

ou A est primitive de p.

k) = [ Qe

par conséquent la solution générale de y, est :

Y= eA(x)/eA(t)Q(t)dt :

1.1.5 Equation de lagrange

Ceci s’applique en particulier aux équations de lagrange, c’est - & - dire aux équations de la

forme :

y=zf(¥) +9(),

telle que : f(¢§) # 9,9 = %7

on pose y = p, alors équation de la forme y = zf(p) + g(p), et on est donc ramené a

intégrer 1’équation :

p= 1)+ [l + )] L.

en exceptant certaines solutions possibles correspondant aux cas ou p serait constant,

on est ramené a intégrer I’équation linéaire :

[p— f(p)]j—i = 2f(p) + 4(p).

on remarquera que si A est une racine de 1’équation:



1.1. Méthode de résolution de certaines équations différentielles linéaires d’ordre 1

p— f(p) =0, c’est-a- dire on a A = f(\), on peut prendre p constant égale & A, cequi

condui & l'intégrale singuliére:

y=zf(A)+9(N),

de I’équation de lagrange .
Exemple 1.1.3 soit a intégrer I’équation de lagrange:

y =2y +y°
@) =24, 9(y) =9>
on pose : p =19
alors : y = 2zp + p?,
p=2p+22%L 4 3p>%
= —p=(20+3p*) L = —p — 2z = 3p7,
on est donc raméne a intégrer I’équation différentielle linéaire :Z—i + ]%x = —3p, on utilisé
la méthode de facteur d’intégration pour résolut 1a :
p = ol 3dp _ Jlogp? _ P
p(P*r) = =3p® = d(p°r) = —3p*dp.
L’équation différentielle linéaire admet donc pour intégrale générale:
v=30 + 3
et 'intégrale générale de I’équation de lagrange est définie sous forme paramétrique par

les équations :
y=2xp+p3
I'équaion f(p) = p admet ici pour une seule solution p = 0 qui conduit & la seule intégrale

singuliére y = 0.

1.1.6 Equations de Clairaut

Si dans I’application précédente la fonction f(p) est égale a p, le raisonnement précédent ne
s’applique pas .

L’équation de lagrange prend alors la forme particuliére :



1.1. Méthode de résolution de certaines équations différentielles linéaires d’ordre 1

y =2y +g(y)
et elle est dite dans ce cas équation de Clairaut.
Cette fois on a pour toute valeur A la relation f(A) = A et par suite on a la famille de

solutions :

pour toute valeur A telle que g(\) soit défini .

@+ g ()L =0,

qui conduit aux solutions p = constante que nous venons d’envisager et a la solution

x + ¢'(p) = 0 qui permet de définir I'intégrale particuliére :

z=—g'(p)
{y=px+9@) @

on voit donc qu'ici c’est la fonction linéaire y = ap + g(p) ( p étant une constante
quelconque ) qui est l'intégrale générale de I’équation de Clairaut et c’est la courbe C,
représentée paramétriquement par les équation (1) qui sont représanté par des courbes

intégrales singuliéres.

Exemple 1.1.4 Y= xy’ +./1+ y/2

on pose: Yy = % =p.

pour dériver deuxiéme membre 1’équation, on trouve :
_p dp
1+p2 dzx
d
= (z+ —2=)2=0

Vi

alors: g—i =0, donc p = A, telle que ( A étant une constante quelconque ) la solution

générale de Iéquation de Clairaut donnée: y = Az + /1 + \?

p — — p
T+ =0, donc x = —
/1+p2 ’ /1+p2 )
est pour courbe intégrale singuliére la courbe définie paramétriquement par les égalités :
r=—

j—g:pszer—iJr

P
14+p2
y=zp+y/1+p?

10



1.2. Méthodes de résolution des équations diftérentielles du second ordre

1.2 Meéthodes de résolution des équations différentielles

du second ordre

Définition 1.2.1 :On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients

constants une équation de la forme :

ay(x) +by(x) + cy(x) = f(z) .. (E)

ol a,b et ¢ sont des une fonction continue sur 'intervalle I de R.
On dit qu’une équation différentielle est homogeéne au sans second membre si f est fonc-

tion nulle sur I:
ay(z) +by(x) + cy(z) =0 ... (Ep).

1.2.1 Meéthode de résolution I’équation sous la forme ay(x)+by(x)+
cy(z) =0
On appelle équation caractéristique de I’équation (E) I'équation du second dégré :ar? + br+
c=10
on se place sous les hypothéses de cétte section, et on pose A = b — 4ac.

Si: 1) A > 0: L’équation caractéristique admet deux racines réelles r; et ra, telle que:

—b— /A bt VA
=, Ta =,
2a 2a

et les solutions de (FE}) sont les fonctions définies par :

y(x) = 1™ + 0™, ¢ ,co €R.

2) A = 0 : L’équation caractéristique admet une racine réelle double ry telle que :
ro = 52 et les solutions de (E},) sont les fonctions définies par y(z) = (c1 + c3)e™”, ¢,

cy € R

11



1.2. Méthodes de résolution des équations diftérentielles du second ordre

3) A < 0: L’équation caractéristique admet deux racine complexes conjuguées:

ri=a+ifetrs=a—1ip3, a,pfeR.

Les solutions de (Ej;) sont les fonctions par :
y(x) = e*(cy cos fx + cysin fx), c1,c2 € R.

1.2.2 Equation sous la forme

Soit:
¥(z) + ay(z) + by(z) = f(x).....(1),

f:I — R continue, a,b € R.

Résoudre sans second membre:
¥(x) + ay(z) + by(z) = 0...... (2),
qui devient : 72 + ar +b = 0....(2) admet comme solution générale:

y(r) = cryi(z) + caya (),

aprés : on concideére
La solution depend de A : ¢; — c1(z) et ca — cao(x).

Trouvons (2) fonctions ¢, ¢y telle que :

y(r) = cr(z)yr () + calz)ya(w).

Soit la solution générale de I’équation (1)

y(w) = é(x)yr(z) + cr(z)g1(z) + Ea(2)ya(z) + c2(7)Y2(2),

cherchons ¢ et ¢ telle que :

G(@)y(2) + &(2)ya(r) =

12



1.2. Méthodes de résolution des équations diftérentielles du second ordre

Y(7) = c1(x)h1(7) + ca(w)ga(z)

¥(@) = é(x)i(x) + Ea(2)ga() + cr(2)§1(2) + c2(2)F,(2),
on injecte ¢(x) et §(x) dans (1)
(G + G + arfy + eoFfs) + alayy + cys) + blawys + coy2) = f(2),
a (1 + agn + byr) + (¥ + age + bye) + G191 + G2t = f(2),
ona: ¥ +ays +by; =0 et Fo+ ays + by, = 0 car y; et yy solution.

Gith + Gt = f(x),

¢1et é9 sont solution du systéme :

Ciyr + Gy = 0,

Gyy + éatp = f(x),

‘ 0 Yo () y1(z) 0

é(z) = f(x) Y2 () bo(z) = Y1 () f(x
Y1 () ya()| 'yl(x) Yya(x)|
1 (z) Ya(z) gi(z)  da(x)

Aprés on intégré ¢ (z) et éo(x) pour trouver cq(x) et co(x).
La solution de (1) est donnée par :
y(x) = cr(x)y(z) + ca()yz(x).
Remarque 1.2.1 La solution générale de l’équation :
+ay + by = f(x),(a,b € R) est donnée par:
y() = k11 () + kays(x) + y7(2),
telle que : kyy1(x) + kayo(z) c’est un solution générale, y*(x) solution particuliere de (1).

Exemple 1.2.1 §(z) — 3y(z) + 2y(z) = > (1)

13



1.2. Méthodes de résolution des équations diftérentielles du second ordre

La solution I’équation homogéne :
¥—3y+2y=0 (2).
La solution équation caracteristique:
r2—3r+2=0 (3),
(B) <= (r—2)(r—1)=0
< r;=1etry=2.
Alors les solution I’équation (2):
y(z) = c1e® + cpe**
on pose: ¢; = ¢1(x) et ca = ca(x) la solution le systéme.
é1(z)e” + éo(x)e®® =0
é1(z)e” + 265(x)e?™ = e
= (o(x)e? = e
= éx) =1

e CQ(SC) :33—|—]€2

T e2x

é(x)e” = —éy(x)

= ¢éi(v)e” = —e**
> é(x) = —€”
< c1(z) = —€" + k.
Alors la solution I’équation (1) de la forme:
y(z) = (—€* + k1)e* + (z + ky)e*
= —e% 4 k1e® + xe®® + kye?®

y(x) = (x — 1+ k2)e* + kie®.

14



Chapitre 2

Les systémes différentieles linéairs

Les systémes différentieles linéairs ont une grande importance pratique, carde nombreux
phénoménes naturels peuvent se modéliser par de tels systémes .

On sait d’autre part résoudre complétement Irs systémes a coefficients constants, le calcul
des solution se ramenant & des calculs d’algébre linéaire (diagonalisation on triangularisation

de matrices). Dans toute la suite, k désigne I'un des corps R ou C.

Définition 2.0.2 Un systéme différentielle linéaire du premier ordre dans k™est une équa-

tion :
dy
= = At)y+ B(t).ecoue.... (E)
Y1 (t)
ou y(t) = : € k™, est la fonction inconnue et
Yo (1)
by (t)
At) = (aij(O)<ij<m € Mu(k), B(t) = : e k™,
by (t)

sont des fonctions continues données :

A: I — M, (k) ={matrices carrées m x m sur k}, B: 1 — k™,

définies sur un intervalle I C R.

15



2.1. Systémes diftérentiels a coefficients constants

2.1 Systémes différentiels a coefficients constants

Ce sont les systémes de la forme:

dy
dt

ou la matrice A = (a;;) € M, (k) est indépendante de t.
2.1.1 Solutions exponentielles élémentaires % = Ay

A

On cherche une solution de la forme y(t) = eMv ou I € k, v € k™ sont des constantes .

Cette fonction est solution si et seulement si AeMv = e Av, soit:

Av = .

On est donc amené & chercher les valeurs propres et vecteurs propres de A.

Cas simple : A est diagonalisable

Il existe alors une base (vy, ....., v, )de K™ constituée de vecteurs propres de A, de valeurs
propres respectives Aq, ..., Ap,.

On obtient donc m solutions linéairement indépendantes

t — e)‘jtvj,lg 7< m.

La solution générale est donnée par

A

y(t) = are™oy + o+ ameiu, . a; € k.

Lorsque A est n’est pas diagonalisable, on a besoin en général de la notion d’exponentielle
d’une matrice. Toutefois le cas des systémes 2 x 2 & coefficients constants est suffisamment

simple pour qu’on puisse faire les calculs "a la main".

16



2.1. Systémes diftérentiels a coefficients constants

2.1.2 Solution générale du systéme sans second membre% = Ay

Théoréme 2.1.1 La solution y telle que y(to) = vy est donné par:

y(t) = elt=t04 g

Démonstration. On a y(tg) = ®vg = T.vy =vy . =

D’autre part, la série entiére :

+oo 1

tA T ynAn
e —Zn!tA,

n=0

est de rayon de convergence +oo . On peut donc dériver terme & terme pour tout te R :

i(etA> — i LtnflAn — f ltpAerl
—1)! | !
dt “—~ (n—1)! !
d 44 tA _ tA
E(e )=Ae" =€ A
Par conséquent, on a bien :
d d
d_i = E(e(t_tO)A.vg) = Aelt=t0)A 4y = Ay(t).
En prenant t, = 0, on voit que la solution générale est donnée par y(t) = €.y avec

ve k™.

Le calcul de €' se raméne au cas d’un bloc triangulaire B = Al + N & M,(C).

Dans ce cas on a et = M TN = AN ayvec
1 Qra(t) . Qip(t)
L Qa3(1)..Qap(t)
p—1 . .
tn . .
6t]\/’ — _'NTL — 7
n—0 " 0 1 prl,p@)
0 1

ou Q;;(t) est un polynome de degré< j-i, avec @); ;(0) = 0. Les composantes de y(t)

sont donc toujours des fonctions exponentielles-polynomes Z Dj (t)edit ot Ay, ..., \s sont
1<j<s

les valeurs propres complexes de A(méme si K = R).
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2.1. Systémes diftérentiels a coefficients constants

Théoréme 2.1.2 Soit A une matrice diagonalisable A = PQP~!, Q une matrice diagonale,

alors la solution du systéme

y(0) = v
et 0 A\ 0
ot Ay
y(t)="P P luyou Q=
0 ermt 0 Am

Démonstration. on trouve : y(t) = ety = etPQP ™y, = PP 4 m

= Pel*P~ 1y,
eMt 0
6/\2t
= P P_l UO
0 €>\mt
Exemple 2.1.1 {ziiﬁ;z
2 1
avec £(0) = a,y(0) =b, A= ;
1 2
PA) =X —4X+3=(A—1)(A—23).
Q@
si: A =1 alors Av; = lv,v; = ;
p
Zoggzg = = —aonprend 3 =1,
-1
=V =
1
«
si: A = 3 alors Avy = 3vg, 15 =
B

2a+8=3
aﬂg:gg = a = onprend § =1
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2.2. Equations différentielles linéaires d’ordre p aux coefficients constants

1 1
= vy = ! P = o -
1 1 1 : 1

2.1.3 Solution générale de % = Ay + B(t)

Si aucune solution évidente n’apparrait, on peut utiliser la méthode de variation des con-

stantes, cest-a-dire qu’on cherche une solution particuliére sous la forme :

y(t) = et

ou v est supposée différentiable . Il vient :

g(t) = Ae"(t) + e.0(t)

= Ay(t) + 06 (1) .

1l suffit donc de choisir v telle que et4.0 (t) = B(t), soit par exemple

¢
v(t) = / e "AB(u)du , ty € 1.

to

On obtient ainsi la solution particuliére

t t
y(t) :etA/ e“AB(u)du:/ e(t’“)AB(u)du

to to
qui est la solution telle que y(to) = 0. La solution générale telle que y(ty) = vy est donc:

t
y(t) = elt=t) g +/ e " WAB(u)du.

to

2.2 Equations différentielles linéaires d’ordre p aux co-

efficients constants

On considére ici une équation différentielle sans second membre
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2.2. Equations différentielles linéaires d’ordre p aux coefficients constants

apy(P) +.o.tayt+ay=0..... (E),

ouy:R —k,t— y(t) est la fonction inconnue, et ot les a; € k sont des constantes,
a, # 0.
L’équation (E) est équivalente a un systéme différentiel (S) d’ordre 1 dans k?, qui est le

systéme linéaire sans second membre §(t) = Ay avec

0 1 0 0
0 0 1 0
A= : . Cj :—%, avec A = PQP™!.
ap
O 0 0 --- 1
Ch €1 Co -+ Cp

2.2.1 Cas ou P a toutes ses racines simples

Théoréme 2.2.1 Si P posséde p racines distintes Ay ,.....,\, on obtient p solutions dis-
tinctes

t— eM 1< <p.

On verra plus loin que ces solutions sont linéairement indépendantes sur C .

L’ensemble des solution est donc I’éspace vectoriel de dimension p des fonctions

y(t) = are™ + ... + e, a; € C.

Démonstration. D’aprés le théoréme (2) on a :
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2.2. Equations différentielles linéaires d’ordre p aux coefficients constants

on pose :
C1
P lyy = ( 5 ) , P =(Pyj<ij<m
Cm
Cle)\lt
wo=r( )
cpetmt
yi(t) = Z Pi,jcje)‘ft, posons : P jc; = a;; , alors :
j=1
yi(t) = Z aiﬁje)‘ft =a; 1M+ .+ ai,me’\”"t.
j=1
1 1 1
T=Ax _
Exemple 2.2.1 {x(o):xo’ A= 2 1 -1,
-8 -5 -3
on a trois valeurs propres distincts réels : Ay = —1, Ay = 2, A3 = —2.
Si: Ay = —1 alors
2 1 1 T 0 2{L‘1—|—l’2+1‘3 =0 (1)
2 2 -1 , | =10 < 201 + 229 —23=0 ....(2)
-8 —5 -2 T3 0 —8331 — 5.732 — 2I3 =0 ... (3)

(1) — (2) + (3) = —833’1 — 633'2 =0= T = %3.%'2, T3 — 2(1’1 + 5132), 256'3 = X2.

3

2

on pose r3 =1 = v, = 2
1
Si: Ay = 2, alors
-1 1 1 1 0 —r1+xa+x3=0 ...(1)
2 -1 -1 z, | =10 & 20y —x9 — 23 =0 ....(2)
-8 -5 -5 T3 0 —8x1 — Hxy —Hax3 =0 ..... (3)
0
(1) +(2): © 21 =0= 29 = —x3, 0n pose x3 = 1, alors : vy = | —1
1
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2.2. Equations différentielles linéaires d’ordre p aux coefficients constants

Si: )\3 = -2
3 1 1 I 0 31’1 + X9 + 23 = 0 (1)
2 3 —1 ) = 0 = 2!1,’1 + 33}2 — T3 = 0 (2)
-8 =5 -1 T3 0 —85(]1 — 5[)’]2 — T3 = 0 ... (3)
Alors:xlz—‘—; ,l’g—%,l’gzl
_4
7
V3 = g
1
3 4 2 2
-3 —7 0 —2 -3 —3
o R A
3 13 1
1 1 1 T2 12 12
-1 0 0 A 00
A=p 0o -20 |p*' ., S= 0 X O
0 0 2 0 0 Xs
et 0 0

2.2.2 Cas ou P a des racines multiples

On peut alors écrire:

S

P(A) =ay, H(/\ =A™,

j=1

ou m; est la multiplicité de la racine \;, avec

Considérons 'opérateur différentiel

d P
() ;a i

On voit que ’équation différentielle étudiée peut se récrire :

P(%)y = 0...(E),
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2.2. Equations différentielles linéaires d’ordre p aux coefficients constants

et on a d’autre part la formule :

P(=)eM = P(\)eM, vA € C.

dt

Comme les dérivées partielles %et%commutent, on obtient

q q
d., d de

PUDE) = PUL () = S0 (P()e) = (PO,

dt

d’ou, grace a la formule de Leibnitz :

d ‘.
P(E)(tqe’\t) = Z C';p(z)()\)e’\t.
=0

Comme ); est racine de multiplicité m;, on a P(i)()\j) =0pour 0 << m;—1,et

P (); ) # 0. On en déduit:

d
P(%)(tqe’\jt) =0, 0<¢g<m;—1
L’équation (E) admet donc les solution :
y(t) =tV 0<qg<m;—1, 1<j<s,

soit au total my + .... + ms = p solutions.

Lemme 2.2.1 Si A\, ..., \s € C sont des nombres complexes deux o deux distincts, alors les

fonctions :

Yia(t) =%, 1<j<s, qeN,

sont linéairement indépendantes.

Démonstration. Considérons une combinaison linéaire finie :

Z ajq¥iq =0,  a;q €C.

Si les coefficients sont non tous nuls, soit /V le maximum des entiers q tels qu’il existe j

avec a;, 7 0 .Supposons par exemple o, y 7# 0.0On pose alors:

Q) = (A =AY = )V (A= A )N
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2.2. Equations différentielles linéaires d’ordre p aux coefficients constants

1 vient Q®¥(\;) = 0 pour j > 2 et 0 <i < N, tandis que Q¥ ()\;) = 0 pour 0< i < N
et QM) (A1) # 0. On en déduit

Q tht ZC’ QUMANtT M =0, pour 0<g< N, 1<j<s,

sauf si ¢ = N , j = 1, auquel cas

d

Q(~

SN = QU (x e,

En appliquant 'opérateur Q(%) ala rela,tionz a; t%*' = 0 on obtient alors

CL1,NQ(N)()\1)€/\1t =0,

ce qui est absurde puisque a; y # 0 et Q™) (\) #0 .

2.2.3 Ou la matrice a des valeurs propres (complexes)
A=c a,beR, b#0.

Py(\) = A = 2a) + (a® + 7).

A= <0, Q=+a2+1?

a+)\1:ib:5\2 _ a
Naea—tb . 0 = arccos S
Qcosf® —sind cosf) —sinf
A= =0
Qsinf Qcosb sinf cos®

Interprétation Géomeétrique

reR? - Av =2a*|z|| =1

cos (Q
xr = ;
sin ()
. cos) —sin@Q cos ) cos(0 + Q)
= =
sin@Q cosQ sin @ sin(f + Q)

A est une composée d’une rotation d’angle 6 et d’une homothétief).
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2.2. Equations différentielles linéaires d’ordre p aux coefficients constants

Interprétation Algébrique R? — C | (z,y) — x+iy =2
Al | 2= (a+1ib)
(ax — by, bx + ay) (ax — by)i(bx + ay).

coskf —sin k6
sinkf cosk6

Exemple 2.2.2 AF = QF

Résolution du systéme
‘;—f =azx—by
% =br+ay

b — do 4 W — (qg — by) +i(bx + ay)
= (a+ib)(x +iy) = Az
L —\r=z2(t)=keM, keC

Notons z = = + 1y,

on prend k =u+1w , u,v € R,
eM = elatib)t — eat et — cat(cos bt 4 i sin bt),
x(t) +iy(t) = 2(t) = (u+iv)eM

= (u+ w)e(cos bt + isinbt) = (ue™ cos bt — ve® sin bt) + i(ue™ sin bt + ve™ cos bt),

z(0)=u

d’otl la solution {x(t)):e”'t(ucos at—vsin at) Oy

y(t)=e%t (u sin bt+v cos bt) avec {

Exemple 2.2.3 Résoudre {y/w;_f;’y

0 -2
A= , les valeurs propres \y =141, Ay =1—1,
1 2

les valeurs propres associé a A :
. . 1
Qr=14+1=u+1w ,
1

les vecteurs propres associé a A :

0

-1
Soit u = (1,0) ,v = (1,-1),
r = (21 ,29), v =m1(1,0) + 22(0,1) = yyu + yov
1 1
-1 0

Q2 = —i

r1=Y1+Yy2 : . _ _
= { gy OI bien : x = py avec p =
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2.3. Systémes diftérentieles linéaires a coefficients variables

0 —1
Yyi=—x _ 1 -1 _
y21:w1+9262 —Yy=p r=p = ’
1 1
1 -1
ptAp = = B,
1 1

r=Are y=By ,y=pla

T = (l‘7y)a Yy = (z,w),
y(t) = ke = Ke't = Ke'(cost + isint),

1 1 ket cost
z(t) = py = , :
-1 0 ket sint

z(t)=ke'(cost+sint)
:>{ y(t)=—ket cost

2.3 Systémes différentieles linéaires a coefficients vari-

ables

2.3.1 Systémes lineaires (cas général)

On veut résoudre :

¥ = A()x(t) + b(t)....(E).

A(t) € My (R) , A(t) = (aij(t))1<ij<n , aij € C°(I), I intervalle réelle.

b(t) = (bi(t)), bi € C°(1),

on lui associe:

Théoréme 2.3.1 Soit le systéme & = Ax....(E), Alors U'ensemble de toutes les solutions

forme un sous-espace vectoriel de C*(I) de dim n.
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2.3. Systémes diftérentieles linéaires a coefficients variables

Soit z,y 2 solution € C'(I) du systéme (E) et a , 5 € R.

(ax + By) = ax + By
— aAz + BAy = A(ax + By) = ax + By est une solution de (E).

Théoréme 2.3.2 (Liouville)

Vie I, w(t)=wt) ea:p(/ tr(A)(s)ds).

to

Démonstration. Soit {z',....,2" }un systéme fondamental de A(t) = (a;;(t)) =
ri 22 . af

w(t) =det| 1 22 .. an | (@)(t) = AT (t) , (@)(t) =D au(t).a](t),

1 2 n
Ty XL . Tp
1
w € p'(I)
1 2 n 1 2 n
Ty X Ty Ty Ty Ty
1 2 n 1 2 n

3
3

g
=
I
0
TS
~
&
N0
—~
8
>3
I
S
=
8
B
S
=
8
a
S
ko
8
B
I

k=1 k=1
() ap ... @) T, T Ty
tr(A)w(t
w t (s t w t
= ng =tr(A), o wEs;ds = fto trA(s)ds = log % = fto trA(s)ds

= w(t) = w(ty) exp( [, tr(A)(s)ds).

2.3.2 Systéme non homogénes b(t) # 0 :

Considerons le systéme :

¥ = A()x(t) + b(t)...(E),
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2.3. Systémes diftérentieles linéaires a coefficients variables

on A: 1 — M,(R)

b:I — R"™ continues, on lui associe le systéme homogéne

Théoréme 2.3.3 Soit y : I — R € p*(I) solution de (E) alors : x : I — R € (i) est

une solution de (E), si et seulement si 3lc € R”

z(t) = N(t).c + y(t), o N matrice fondamentale.
Démonstration. Supposons que x : I — R € '(I) est solution de (E). m
Consideronsz(t) = x(t) — y(t), z € p'(I)
() = x(t) — 9(t)
— (A(t)(t) + b(t)) — (A()y(t) + b(t))
= A(t)(xz(t) — y(t)) = A(t)z(t) = =z solution
= Jlce e R" , 2(t) = X(t).c
= z(t) —y(t) = N(t).c
& ona € pl(I)
= z e ()
2(t) = N(t).c+ 9(t)
= AR(t).c + Ay(t) + b(t)
= AR(t).c+y(t)] +b(t)
— Az(t) + b(t) = x solutionde (E).
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Chapitre 3

Stabilité des systémes linéaires a

coeflicients constants

On se propose ici d’étudier le comportement des solutions d’une équation différentielle et
des ligne intégrales d’un champ de vecteurs lorsque le tempst tend vers 'infini.On s’intéresse
essentiellement au cas des équations linéaires ou <<voisines>> a de telles équations.Dans ce
cas, le comportement des solutions est gouverné par le signe de la partie réelle des valeurs
propres de la matrice associée a la partie linéaire de I’équation : une solution est dite stable
si les solutions associées a des valeurs voisines de la donnée initiale restent proches de la
solution considérée jusqu’a l'infini. Cette notion de stabilité ne devra pas étre confondue
avec la notion de stabilité d’une méthode numérique,qui concerne la stabilité de ’algorithme

sur un intervalle de temps fixé.

3.1 Stabilité des solutions

Définition 3.1.1 on considére le probléme de Cauchy associé & une équation différentielle:

avec condition initiale y () = zp,0n suppose que la solution de ce probléme existe sur
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3.1. Stabilité des solutions

3.1.1 Cas d’un systéme linéaire a coefficients constants

Nous étudierons d’abord le cas le plus simple, & savoir le cas d'un systéme linéaire sans

second membre:

Am1 - - Qmm

avec y;,a;; € C, le cas réel peul bien entendu étre vu comme un cas particulier du cas
complexe. La solution du probléme de Cauchy de condition initiale y (¢5) = z est donnée

par y (t,2) = e*%)4 7 on a donc:

Y (t,2) =Y (t, %) = 704 (2 — ),

et la stabilité est lice au comportement de e*~%)4 quand ¢ tend vers +oo, dont la norme
H|e(t*t0)‘4‘ H doit rester bornée. Distinguons quelques cas.

‘m=1,A = (a). on a alors:

/e(tfto)a/ — e(t*to) Re(a).

les solution sont stables si et seulement si cette quantité reste bornée quand t tend vers
+00, c’est-a-dire si Re (a) < 0.

De méme, les solutions sont asymptotiquement stables si et seulement si Re (a) < 0, et
on peut alors prendre:

Y (t) = R TS T8 o,

-m quelconque. Si A est diagonalisable, on se raméne aprés un changement linéaire de

coordonnées a

o
|
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3.1. Stabilité des solutions

ol Ay, ..., \,, désignent les valeurs propres de A. Le systéme se raméne aux équations
indépendantes,

Ui = \;y; et admet pour solution y; (t,2) = z;edt0) 1 < j <m.

Les solutions sont donc stables si et seulement si Re (A\;) < 0 pour tout j et asympto-
tiquement stables si et seulement si Re (A;) < 0 pour tout j

Si A n’est pas diagonalisable, il suffit de regarder ce qui se passe pour chaque bloc d’une

triangulation de A . Supposons donc

A= . =AM + N.

0 A

Ou N est une matrice nilpotente ( triangulaire supérieure) non nulle . Il vient alors :

e(t—to)A — e(t—to) )\I'e(t—to)N

At—to) Z (t—to)

k=0

(t—to)A A(t—to)

donc les coefficients de e sont des produits de e par des polynémes de degré <
m — 1 non tous constants (car N # 0, donc le degré est au moins 1).

Si Re(A) < 0, les coesfficients tendent vers 0, et si Re(A) > 0 leur module tend vers +o0
car la croissance de I’exponentielle ’emporte sur celle des polynomes .Si Re(\)=0,

on a |e’\(t*t0) | = 1 et par suite e*~%)4 est non bornée. On voit donc que les solutions
sont asympotiquement stables si et seulement si Re(A) < 0 et sinon elle sont instables .En

résumé, on peut énoncer :

Théoréme 3.1.1 Soient \q, ..., \,, les valeurs propres complexes de la matrice A Alors

les solutions du systéme linéaire

Y’ = AY sont.

-Asymptotiqueement stables si et seulement si Re(\;) < 0 pour tout j =1,....m
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3.1. Stabilité des solutions

-Stables si et seulement si pour tout j ,ou bien Re(\;) < 0, ou bien Re();) = 0 et le

bloc correspondant est diagonalisable .

3.1.2 Cas d’un champ linéaire de vecteurs

Considérons le systéme

dM ‘i—fzax#—by . a b
E:AM, {d_y_ b ou A=
dt—Cl’+y c d

on supposera det A#£0, de sorte que le champ de vecteurs v (M) = AM admet 'origine
pour seul point critique.

Comme le champ des tangentes est invariant par les homothéties de centre O, les
courbes intégrales se déduisent les unes des autres par homothéties. Distinguons main-

tenant plusieurs cas en fonction des valeurs propres de A.

a) les valeurs propres \j, \; de A sont réelles:

Supposons de plus \; # Ay. Dans ce cas la matrice A est diagonalisable. Aprés changemant

de base on peut supposer
A0
0 X

A:

et le systéme se réduit a:

da
dt

dy
dt

= )\1$
= Aoy

la solution du probléme de Cauchy avec M (0) = (zo, yo) est donc

x (t) = zoe?

y (t) = yoe!

Y

de sorte que les courbes intégrales sont les courbes
Yy = C |l‘|)\2//\1 , C e R,

et la droite d’équation x = 0.Distinguons deux sous-cas :
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3.1. Stabilité des solutions

* A1 A2 de méme signe et, disons, |[\;| < |Az] .On a alors A2/ A; > 1.0n dit qu’on a

affaire & un noeud impropre:

i/
N

0< A < Ao A< A <0

noeud impropre instable noeud impropre instable

* A1 \g de signes opposés, par exemple \; < 0 < \y. Il s’agit d’un col (toujours instable):
; g PP Y p g ]

-Les valeurs propres sont confondues: \; = Ay = A. deux cas sont possibles:
xA est diagonalisable. Alors A est en fait diagonale et les courbes intégrales sont données

par:

{x (t) = zoet !
y(t) =yoer
ce sont les droites y = ax et x = 0. On dit qu'on a affaire 4 un noeud propre:

A
11\ \
/

A >0 A<O0

noeud propre instable noeud propre stable
A est non diagonalisable. Alors il existe une base dans laquelle la matrice A et le

systéme s’écrivent

33



3.1. Stabilité des solutions

A0 { dz — Ny
A= ,

1 A

Le courbes intégrales sont données par:

{ x (t) = xoe
y (t) = (yo + zot) M’
comme toute courbe intégrale avec xy # 0 passe par un point tel que |z (t)| = 1, on

obtient toutes les courbes intégrales autres que x=0 en prenant xy = £1, d’ow:

{ t = 1In|z| .
y = yol|r| + §In|z|

On dit qu’il s’agit d’un noeud exceptionnel. Pour construire les courbes, on tracera par
exemple d’abord la courbe y = 7 In|x| passant par (7o, yo) = (£1,0) . Toutes les autres

s’en déduisent homothéties.

A>0 A <0
Noeud exceptionnel instable Noeud exceptionnel stable
b) Les valeurs propres de A sont non réelles

On a des valeurs propres complexes conjuguées o + i3, a — i3 avec disons 3 > 0, il existe

une base dans laquelle la matrice A et le systéme s’écrivent:

R % — ax — By
b5« %zﬁx—i—ay

La maniére la plus rapide de résoudre un tel systéme est de poser z = x+iy. On trouve

alors:

© — @it (roy= (a+if)(@tiy) = (a+id)z
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3.1. Stabilité des solutions

de sorte que la solution générale est

Z(t) _ zoe(oﬁ-iﬁ)t _ Zoeoct eiﬁt )

En coordonnées polaires z = re', 'équation devient:

at
T =Tp€ . 2 (6—0p)
,801t T =Tr9€ B .
{9 =0y + St 0

Il s’agit d’une spirale logarithmique si o # 0 et d'un cercle si @« = 0 (noter que ce
cercle donne en général graphiquement une ellipse car la base utilisée ci-dessus n’est pas

nécessairement orthonormée). On dit alors que le point singulier est un foyer, respectivement

un centre:
a>0 a<0 a=0
Foyer instable Foyer stable Centre

Si a # 0, le rapport d’homothétie entre deux spires consécutives de la spirale est

exp (2ma/3) .
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3.1. Stabilité des solutions
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