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Abstract

In this work, we introduce the notion of retrograde stochastic differential equations

which we will note EDSR. We recall properties of probabilities, stochastic calculus and

Itó’s formula and then we study existence and uniqueness results of the solution in the

Lipschitzian case and that of monotony, we then give some a priori estimates for the solu-

tions of EDSR and then we recall a result of comparison, Peng’s theorem. Also an explicit

formula of the solution of linear EDSR is given. At the end we gave a representation of

the EDSR in the Markovian framework.

In the first chapter, is a troductive one gave the main notions of stochastic caleul.

In the second chapter, we are interested in the study of EDSR, such as existence and

uniqueness, a priori estimates and the comparison theorem which calls upon the notion

of linear EDSR.

In the third chapter, we study the EDSR from a Markovian point of view. We do a

reminder on EDS and then we give the Markov property for this type of equation. In

the last chapter, we study the application of these equations and their roles in finance by

giving a financial example.
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Résumé

Dans ce travail, nous introduisons la notion des équations différentielles stochas-

tique rétrogrades que l’on notera EDSR. Nous rapplons des proprietés de probabilités,

de calcul stochastique et la formule d’Itó et puis nous étudions des résultats d’existence

et d’unicité de la solution dans le cas lipschitzien et celui de monotonie, nous donnons

ensuite quelques estimations a priori pour les solutions des EDSR et puis nous rappelons

un résultat de comparaison, théorème de Peng. Aussi une formule explicite de la solution

des EDSR linéaires est donnée. En fin on a donnée une représentation des EDSR dans le

cadre markovien

Au premier chapitre,est un troductif on a donné des notions principales de calcul sto-

chastique

Au second chapitre, nous nous sommes intéressés à l’étude des EDSR, telle que l’exis-

tence et l’unicité, les estimations a priori et le théorème de comparaison qui fait appel à

la notion des EDSR linéaires.

Au troisiéme chapitre, on étudie les EDSR d’un point de vue markovien. On fait un

rappel sur les EDS et ensuite on donne la propriété de Markov pour ce type d’équations

Dans le dernier chapitre, on étudie l’application de ces équations et leurs rôles dans la

finance en donnant un exemple financier.
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Introduction

L’objectif de cette mémoire est de présenter la théorie des équations différentielles

stochastiques rétrogrades EDSR dans toute la suite du mémoire et d’en donner une ap-

plication dans le domaine des mathématiques financières

De nombreux mathématiciens ont contribué et contribuent toujours à la théorie des

EDSR ; il n’est pas possible de tous les citer. Néanmoins, signalons les travaux de E. Par-

doux et S. Peng [PP90, PP92, PP94] et l’article de N. El Karoui, S. Peng et M.-C. Quenez

[EKPQ97]. Résoudre une EDSR, c’est trouver un couple de processus adaptés par rap-

port à la filtration du mouvement brownien (Wt)0≤t≤T , (Yt, Zt)t∈[0,T ] vérifiant l’équation

différentielle stochastique

−dYt = f(t, Yt, Zt)dt− ZtdWt, 0 ≤ t ≤ T,

avec la condition finale (c’est pour cela que l’on dit rétrograde) z est une variable

aléatoire de carré intégrable. Comme les EDS, ces équations doivent être comprise au

sens intégral i.e.

Yt = ξ +

∫ T

t

f(r, Yr, Zr)dr −
∫ T

t

ZrdBr, 0 ≤ t ≤ T.

Les EDSR ont été introduites en 1973 par J.-M. BISMUT [Bis73] dans le cas où f est

linéaire par rapport aux variables Y et Z. Il a fallu attendre le début des années 90 et le

travail de E. PARDOUX et S. PENG [PP90] pour avoir le premier résultat d’existence et

d’unicité dans le cas où f n’est pas linéaire.

Depuis de nombreux travaux ont été effectués : la théorie n’a cessé de se développer en

raison de ses relations étroites avec les mathématiques financières et les EDP.
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En finance, une question importante est de déterminer le prix d’une option- un

produit financier. Prenons le cas le plus simple, celui du modèle de Black Scholes et d’un

« call européen » Le prix de ce produit financier, (Vt)0≤t≤T Satisfait l’équation :

dVt = (rVt + θZt)dt+ ZtdWt,

où r est le taux d’intéret à court terme et est le « risk premium », avec une condition

finale VT = (ST −K)+ où St est le prix de l’action sous-jacente et K une constante, un

prix fixé à l’avance. Nous voyons que c’est une EDSR linéaire dans ce modèle simple mais

qui peut étre non-linéaire dans des modèles financiers plus compliqués.
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Chapitre 1

Notions générales

1.1 Rapels sur les probabilités

Dèfinition 1.1.1. Soit Ω un ensemble non vide et F une classe de parties de Ω.

On dit que F est une tribu sur Ω si :

(i) Ω ∈ F ;

(ii) F est stable par passage au complémentaire : si A appartient à F alors Ac appar-

tient à F ;

(iii) F est stable par union dénombrable : si (An)N ⊂ F alors
⋃
n∈N

An appartient à F .

Si F est une tribu sur Ω, (Ω, F ) est appelé espace mesurable et les éléments de F des

événements.

Dèfinition 1.1.2. Soit A une partie quelconque de P(Ω).

On appelle tribu engendrée par A l’intersection de toutes les tribus contenant A, notée

σ(A).

Dèfinition 1.1.3. On appelle tribu borélienne sur R, notée B(R), la plus petite tribu, au

sens de l’inclusion, contenant tous les intervalles de R.

Dèfinition 1.1.4. Soient (Ω,F) un espace mesurable.

On appelle mesure sur F toute fonction d’ensemble P définie sur F positive telle que :

(i) ∃A ∈ F , P(A) <∞

2



(ii) Si (An)N sont deux à deux disjoints An
⋂
Am = φ si n 6= m, alors

P(∪nAn) =
∑
n

P(An).

Le triplet (Ω,F , P) est alors appelé espace mesuré.

Notons que si P(Ω) = 1, alors P est dite mesure de probabilité et (Ω,F ,P) est dit espace

probabilisé.

Dèfinition 1.1.5. Soient (Ω,F), (E,Σ) deux espace mesurable. Une application

f : Ω −→ E est dite (F , Σ) mesurable si ;

f−1(A) ∈ F , ∀A ∈ Σ.

Dans le cas ou Σ est une tribu borélienne, on écrira simplement F−mesurable.

Dèfinition 1.1.6. On appelle variable aléatoire (v.a. en abrégé) discrète définie sur Ω

toute application X : Ω −→ R telle que

a) L’ensemble X(Ω) = {xi; i ∈ D} des valeurs prises par X est fini ou dénombrable.

b) (condition de mesurabilité) Pour tout xi ∈ X(Ω), on a

[X = xi] = {ω ∈ Ω;X(ω) = xi} ∈ F

(i.e. l’ensemble [X = xi] est un événement). On dit que c’est l’événement « X prend la

valeur xi ».

Lemme 1.1.1. Soient Y ∈ S2(Rk) et Z ∈ M2(Rk×d). Alors
{∫ t

0
YsZsdWs, t ∈ [0, T ]

}
est

une martingale uniformément intégrable.

Preuve. Les inégalités BDG donnent

E
[

sup
0≤t≤T

|
∫ t

0

Yr.Zr|dWr

]
≤ CE

[(∫ T

0

|Yr|2
∥∥∥Zr∥∥∥2 dr) 1

2

]

≤ CE
[

sup
0≤t≤T

|Yt|
(∫ T

0

∥∥∥Zr∥∥∥2 dr)] ,
et par suite, comme ab ≤ a2/2 + b2/2,

E
[

sup
0≤t≤T

|
∫ t

0

Yr.Zr|dWr

]
≤ C ′

(
E
[

sup
0≤t≤T

|Yt|2
]

+ E
[

sup
0≤t≤T

∫ T

0

∥∥∥Zr∥∥∥2]) .
Or cette dernière quantité est finie par hypothèse ; d’où le résultat.
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1.2 Rappels de calcul stochastique

Dèfinition 1.2.1. Ici (Ω,F ,P) est un espace de probabilité complet

Généralités

Dèfinition 1.2.2. Soit T un ensemble. On appelle processus stochastique indexé par T et à

valeurs dans Rd une famille (Xt)t∈R d’applications mesurables de (Ω,F) dans (Rd,B(Rd))

pour tout t ∈ T, Xt est une variable aléatoire

Remarque 1.2.1. Dans cette mémoire nous aurons T = N ce qui correspond aux proces-

sus à temps discret T = R+ ou T = [0, a] pour les processus à temps continu.

Pour simplifier les énoncés qui suivent sont donnés avec T = R+ pour alléger l’écriture,

nous noterons un processus X plutôt que (Xt)t≥0.

Dèfinition 1.2.3. Un processus X est mesurable si l’application (t, ω) 7−→ Xt(ω) de

R+ ×Ω dans Rd est mesurable par rapport aux tribus B(R+)⊗F et B(Rd)

On peut noter qu’un processus stochastique peut être vu comme une fonction aléatoire : à

chaque ω, on associe la fonction t 7−→ Xt(ω) qui est appelée trajectoire (sample path en

anglais).

Dèfinition 1.2.4. Soient X et Y deux processus. X est une modification de Y si, pour

tout t ≥ 0 les v.a. Xt et Yt sont égales P–p.s. : ∀t ≥ 0 P (Xt = Yt) = 1. X et Y

sont indistinguables si, P–p.s., les trajectoires de X et de Y sont les mêmes c’est à dire

P (Xt = Yt,∀t ≥ 0) = 1 La notion d’indistinguabilité est plus forte que la notion de

modification. Notons que si X est une modification de Y et si X et Y sont à trajectoires

continues à droite (ou à gauche) alors X et Y sont indistinguables

Comme dans le cas discret, les tribus jouent un rôle très important dans l’étude des

processus stochastiques car elles représentent l’information disponible et permettent de

traduire les notions de passé, présent et futur.

Dèfinition 1.2.5. Nous travaillerons avec une filtration {Ft}t≥0 de (Ω,Ft) c’est à dire

une famille croissante de sous-tribus de Ft i.e. pour s ≤ t, Fs ⊂ Ft ⊂ F . On définit alors

F∞ = σ{∪tFt} ainsi que, pour tout t, Ft+ = ∩ε>0Ft+ε.

4



Dèfinition 1.2.6. soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité.

- une filtration une famille (F , n ∈ N) de sous-tribus de F tq

Fn ⊂ Fn+1,∀n ∈ N.

- un processus alétoire à temps discret (Xn, n ∈ N) est adapté à la filtration

(F , n ∈ N) si Xn et Fn-mesurable ∀n ∈ N

- la filtration naturelle d’un processus (Xn, n ∈ N) est donnée par (FXn ,∈ N), où

FXn = σ(Xi, 0 ≤ i ≤ n).

Dèfinition 1.2.7. On dit qu’une filtration {Ft}t≥0 est continue à droite si Ft = Ft+ pour

tout t. On dit qu’elle vérifie les conditions habituelles si elle est continue à droite et si F0

contient tous les ensembles P–négligeables de F , noté N dans la suite. Si l’on se donne

un processus X, on introduit la filtration G= σ{Xs, s ≤ t} Cette filtration s’appelle la

filtration naturelle de X. Mais G0 ne contient pas nécessairement N . C’est pour cela que

l’on introduit souvent la filtration naturelle augmentée de X définie par FXt = σ{N ∪Gt}.

Lorsque nous parlerons de filtration naturelle il s’agira toujours de filtration naturelle

augmentée.

Dèfinition 1.2.8. Un processus X est adapté par rapport à la filtration {Ft} si pour tout

t, Xt est Ft–mesurable.

Il est inutile de dire qu’un processus est toujours adapté par rapport à sa filtration natu-

relle.

Remarque 1.2.2. Si N ⊂ F0, et si X est adapté par rapport à {Ft} alors toute modifi-

cation de X est encore adaptée

Dèfinition 1.2.9. Un processus X est progressivement mesurable par rapport à {Ft} si

pour tout t ≥ 0, l’application (s, ω) 7−→ Xs(ω) de [0, t[×Ω dans Rd est mesurable par

rapport à B([0, t[) ⊗ Ft et B(Rd). Un processus progressivement mesurable est mesurable

et adapté. On peut également noter que si X est un processus mesurable et adapté alors

il possède une modification progressivement mesurable. Rappelons également le résultat

suivant :

5



Proposition 1.2.1. Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continues

à droite (ou continues à gauche) alors X est mesurable et X est progressivement mesurable

s’il est de plus adapté. Finissons ces généralités par la notion de temps d’arrêt.

Dèfinition 1.2.10. Soit τ une variable aléatoire à valeurs dans R+ τ est un {Ft}–temps

d’arrêt si, pour tout t, {τ ≤ t} ∈ Ft Si τ est un temps d’arrêt, on appelle tribu des

évènements antérieurs à τ la tribu définie par

Fτ = {A ∈ F∞, A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft,∀t}.

1.3 Espérance conditionnelle

Nous donnons dans cette section quelques définitions et propriétés qui nous seront

utiles dans la suite. Notons L1
F(Ω,P) l’ensembles des fonctions réelles F−mesurables

et intégrables par rapport à la mesure de probabilité P.

Dèfinition 1.3.1. Soit X ∈ L1(Ω,P) et G une sous tribu de F . On définit l’espérance

conditionnelle de X sachant G, l’unique variable aléatoire

G−mesurable sur Ω telle que :∫
B

XdP =

∫
B

E(X|G)dP,∀B ∈ G.

Propriétés de l’espérance conditionnelle Soient X, Y ∈ L1
F(Ω,P) et G une sous

tribu de F , presque súrement on a

1. Linéarité : Si X, Y ∈ L1
F(Ω,P), ∀µ, λ ∈ R alors :

E(λX + µY |G) = λE(X|G) + µE(Y |G).

2. Monotonie : Si X, Y ∈ L1
F(Ω,P) alors :

X ≥ Y ⇒ E(X|G) ≥ E(Y |G),

en particulier

X ≥ 0⇒ E(X|G) ≥ 0.

3. Si X est G−mesurable alors :

E(X|G) = X.

6



4. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires, Si Y est G−mesurable alors :

E(XY |G) = Y E(X|G),

en particulier

E(E(X|G)Y |G) = E(X|G)E(Y |G).

5. Si X est indépendante de G alors :

E(X|G) = E(X).

6. Si G1 ⊂ G2 ⊂ F alors :

E(E(X|G2)|G1) = E(X|G1).

1.4 Martingales

soit (ω,F ,P) un espace de probabilité.

Dèfinition 1.4.1. Un processus X à valeurs réelles est une surmartingale par rapport à

la filtration {Ft} si :

1. pour tout t ≤ 0, Xt est Ft –mesurable

2. pour tout t ≤ 0, X−t est intégrable –adapté, à trajectoires continues à droite.

3. pour 0 ≤ s ≤ t, E (Xt | Fs) ≤ Xs X est une sous-martingale lorsque X est une

surmartingale, X est une martingale si X est la fois une surmartingale et une

sous-martingale

Remarque 1.4.1. Si W est un MB, alors {W 2
t − t}t≥0 et {exp (σWt − σ2t/2)}t≥0

Remarque 1.4.2. On dit que X est une martingale locale s’il existe une suite croissante

de temps d’arrêt τn

Dèfinition 1.4.2. Une martingale locale est un processus stochastique qui est localement

une martingale

Dèfinition 1.4.3. Un processus X est une martingale locale s’il existe une séquence de

temps d’arrêt T , avec Tn −→ ∞ p.s., Tn < T p.s. sur T > 0, et lim
n−→∞

Tn = T p.s. et en

plus Xt∧Tn est une martingale pour chaque n.

7



Dèfinition 1.4.4. une sous-martingale (resp. surmartignale ;sousmartingale) á la temps

discret par rapport á la filtration (Fn) si

i) (Mn) est adapté,

ii) ∀n,E(|Mn|) <∞,

iii) ∀n,E(Mn+1/Fn) = Mn, p.s.(resp, E(Mn+1,Fn ≤Mn;E(Mn+1,Fn ≥Mn))

une martignale une processus qui á la fois une sous-martingale et une sur-martingale

(i.e un processus qui vérifie (i) et l’égalité au point (ii)).

Dèfinition 1.4.5. un temps d’arrêt par rapport á (Fn) est une v.a. T á valeurs dans

N ∪ {+∞} telle que {T ≤ n} ∈ Fn,∀n ∈ N.

Dèfinition 1.4.6. soit (Xn)un processus adapté áune filtration (FN) et T un temps d’arrêt

(p.r.á (Fn)). on pose

XT (ω) = XT (ω)(ω) =
∑
n∈N

Xn(ω)1(T=n)(ω),

FT = {A ∈ F : A ∩ {T ≤ n} ∈ FT ,∀n ∈ N}

1.5 Mouvement browien

Mouvememt Brownier standard

Dèfinition 1.5.1. On appelle mouvement brownien standard un processus stochastique

W à valeurs réelles tel que :

1. Les trejictoires t 7−→ Wt p.s est continues sur R+,

2. pour 0 ≤ s ≤ t,Wt-Ws est indépendant de la tribu σ{Wu, u ≤ s} et suit la loi

gaussienne W (0, t− s),

3. W0 = 0 P,p.s Pour tout t > 0, la variable aléatoire Wt suit la loi gaussienne

centrée de variance t donc a une densité. On dit qu’un mouvement brownien (MB

dans la suite) part d’un point x si W0 = x.

8



Remarque 1.5.1. On dit que W est un {Ft}–MB si W est un processus continu, adapté

à la filtration {Ft}, vérifiant :

∀u ∈ R, 0 ≤ s ≤ t, E
(
eiu(Wt-Ws)|Fs

)
= exp{−u2(t− s)/2}.

Dèfinition 1.5.2. On appelleMB standard à valeurs dans Rd, un vecteurW = (W 1, . . . ,W d)

où les W i sont des MB réels indépendants.

Dèfinition 1.5.3. un mouvement browien standard (abrégé m.b.s)est un processus aléa-

toire á temps continu (Bt, t ∈ R+)telle que



B0 = 0 p.s .;

(Bt) est accroissements indpendants et stationnaires,

Bt ∼ N (0, t),∀t > 0,

(Bt) est trajectoires continues.

1.6 Calcul d’Itô

intégrale stochastique : L’objectif de ce paragraphe est de définir
∫ t
0
HsdWs. ×

Ceci n’est pas évident car comme nous l’avons rappelé précédemment les trajectoires du

MB ne sont pas à variation finie et donc l’intégrale précédente n’est en aucun cas une

intégrale de Lebesgue-Stieljes. Dans toute la suite, on fixe un réel T strictement positif.

Les processus sont définis pour t ∈ [0, T ] ; on notra X pour (Xt)t∈[0,T ].

Dèfinition 1.6.1. On appelle processus élémentaire H = (Ht)0≤t≤T un processus de la

forme :

Ht = φ010(t) +

p∑
i=1

φ01]i−1,i](t)

où 0 = t0 < t1 < . . . < tp = T, φ0 est une variable aléatoire F0-mesurable bornée et, pour

i = 1, . . . , p, φ est une variable aléatoire Fi−1-mesurable et bornée pour un tel processus,

on peut définir l’intégrale stochastique par rapport à W comme étant le processus continu

{I(H)t}0≤t≤T défini par :

I(H)t =

p∑
i=1

φi(Wti)−Wti−1
),
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soit encore, si t ∈]tk, tk+1],

I(H)t =

p∑
i=1

φi(Wti −Wti−1
) + φk+1(Wt −Wtk)

On note
∫ t
0
HsdWs pour I(H)t On obtient alors directement à l’aide de cette définition le

résultat suivant :

Proposition 1.6.1. Si H est un processus élémentaire, alors
(∫ t

0
HsdWs

)
0≤t≤T

est une

Ft≥0 martingale continue telle que

∀t ∈ [0, T ], E
[
|
∫ t

0

HsdWs|2
]

= E
[
|
∫ t

0

H2
sds|

]
.

On veut à présent définir l’intégrale stochastique pour une classe plus vaste de processus H.

Pour la première extension, on utilise la densité des processus élémentaires dans l’espace

vectorielM2 suivant :

M2 =

 (Ht)≤t≤T , progressivement mesurable,E
[
|
∫ t
0
H2
sds|

]
<∞


On désigne par H2 l’espace vectoriel des martingales bornées dans L2 le sous-espace de

H2 formé par les martingales qui sont continues est noté H2
c On munit H2 de la norme

définie par
∥∥∥M∥∥∥

H2
= E[|Mt|2]1/2 qui en fait un espace de Hilbert. L’inégalité de Doob

montre que cette norme est équivalente à la norme
∥∥∥M∥∥∥

H2
= E[supt |Mt|2]1/2, par suite,

H2
c est un sous-espace fermé. Hc et H2

c désignent les sous-espaces de Hc et H2
c constitués

des martingales nulles en 0, ces deux sous-espaces sont fermés. On obtient alors le

résultat suivant :

Théorèm 1.6.1. Il existe une unique application linéaire J ′ deM2
loc dans l’ensemble des

martingales locales continues telle que :

1. si H est un processus élémentaire alors J ′(H) et I(H) sont indistinguables

2. si (Hn)n est une suite de processus deM2
loc telle que

∫ T
0
Hn
s dWs tend vers 0 en pro-

babilité alors sup
0≤t≤T

|J ′(Hn)t| tend vers 0 en probabilité. On note encore
∫ t
0
HsdWs

pour J ′(H)t.

Remarque 1.6.1. Atention, lorsque H ∈ M2
loc,

(∫ t
0
HsdWs

)
0≤t≤T

est seulement une

martingale locale et pas nécessairement une martingale.
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Défnition de l’intégrale d’Itô

Notre but est de définir l’intégrale stochastique∫ t

0

XsdBs (1.1)

simultanément pour tous les t ∈ [0, T ], où Xt est lui-même un processus stochastique. Plus

précisément, nous supposerons que Xt est une fonctionnelle Brownienne non-anticipative,

c’est-á-dire ({Ft}t≤0 désignant la filtration canonique engendrée par {Bt}t≤0)

1. X est mesurable par rapport á F ;

2. Xt est mesurable par rapport á Ft pour tout t ∈ [0, T ].

Ceci revient á exiger que Xt ne dépende que de l’histoire du processus de Wiener jusqu’au

temps t, ce qui est raisonnable au vu de (2.2). En outre, nous allons supposer que

E{
∫ T

0

X2
t dt <∞} = 1 (1.2)

Une fonctionnelle Brownienne non-anticipative et∈[0,T ] est dite simple ou élémentaire s’il

existe une partition 0 = t0 < t1 < . . . < tN = T de [0, T ] telle que

et =
N∑
1

etk1[tk−1, tk)(t) (1.3)

Pour une telle fonctionnelle, nous définissons l’intégrale stochastique par∫ t

0

esdBs =
m∑
k=1

etk−1
[Btk−Btk−1

]

Processus d’Itô : Nous introduisons à présent une classe de processus qui sera très utile

dans la suite.

Dèfinition 1.6.2. On appelle processus d’Itô un processus X à valeurs réelles tel que

P− p.s. ∀0 ≤ t ≤ T, Xt = X0 +

∫ t

0

ksds+

∫ t

0

HsdWs,

où est F0- mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurables vérifiant

les conditions, P-p.s. : ∫ T

0

|Ks|ds <∞ et

∫ T

0

|Hs|2ds <∞.
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On peut montrer que si un processus d’Itô est une martingale locale continue alors Kt = 0

m ⊗ P–p.p. On en déduit alors que la décomposition d’un processus d’Itô est unique au

sens où si

Xt = X0 +

∫ t

0

Ksds+

∫ t

0

HsdWs = X
′

0 +

∫ t

0

K
′

sds+

∫ t

0

H
′

sdWs

alors X0 = X ′0 P–p.s. et H ′t = Ht, Kt = K
′
t m ⊗ P–p.p. Si X et Y sont deux processus

d’Itô

Xt = X0 +

∫ t

0

Ksds+

∫ t

0

HsdWsetyt = X0 +

∫ t

0

K
′

sds+

∫ t

0

H
′

sdWs

< X, Y >t=
∫ t
0
HsH

′
sds et dXt = Ktdt+HtdWt.

Formule d’Itô : Considérons une intégrale stochastique de la forme

Xt = X0 +

∫ t

0

fsds+

∫ t

0

gsdBs, t ∈ [0, T ] (1.4)

oú X0 est indépendante du mouvement Brownien, et fs et gs sont des fonctionnelles

nonanticipatives satisfaisant

P{
∫ t

0

|fs|ds <∞} = 1 (1.5)

P{
∫ t

0

g2sds <∞} = 1. (1.6)

Le processus (1.1) s’écrit également sous forme différentielle

dXt = ftdt+ gtdBt

La formule d’Itô permet de déterminer de manière générale l’effet d’un changement de

variables sur une différentielle stochastique.

Lemme 1.6.1. Soit u : [0,∞) × R 7−→ R, (t, x) 7−→ u(t, x) une fonction continument

différentiable par rapport á t et deux fois continument différentiable par rapport á x. Alors

le processus stochastique Yt = u(t,Xt) satisfait l’équation

dYt =
∂u

∂t
(t,Xt)dt+

∂u

∂x
(t,Xt)[ftdt+ gtdBt] +

∂2u

∂x2
(t,Xt)g2dt
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Chapitre 2

Èquations Différentielles Stochastiques

2.1 Introduction

Soient (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espace de probabilité filtré et ξ une variable aléatoire me-

surable par rapport à FT . On voudrait résoudre l’équation différentielle stochastique sui-

vante :

−dYt
dt

= f(Yt), t ∈ [0, T ] avec,

YT = ξ.

en imposant que la solution au moment t ne dépende que du passé, c’est à dire que le

processus Y soit adapté à la filtration (Ft)t≥0. Prenons pour commencer le cas où f ≡ 0.

On est tenté de donner comme solution Yt = ξ qui n’est adaptée que si ξ est déterministe.

Nous n’avons qu’une approximation (dans L2) qui soit adaptée et qui est la martingale

Yt = E(ξ/Ft). Si (Ft)t≥0 est la filtration du mouvement brownien, on peut construire par

le théoréme de représentation des martingales un processus Z adapté de carré intégrable

tel que :

Yt = E(ξ/Ft) = E(ξ) +

∫ t

0

ZsdWs.

On peut écrire ceci autrement, en effet :

Yt = E(ξ) +

∫ t

0

ZsdWs,∀t ∈ [0;T ],
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d’où

YT = E(ξ) +

∫ T

0

ZsdWs,

ξ = E(ξ) +

∫ t

0

ZsdWs +

∫ T

t

ZsdWs,

ξ = Yt +

∫ T

t

ZsdWs.

On a alors

Yt = ξ −
∫ T

t

ZsdWs, ie. dYt = −ZtdWt avec, YT = ξ.

On voit donc apparaître le processus Z qui a pour rôle de rendre le processus Y adapté. Par

conséquent, comme une seconde variable apparaît, pour obtenir la plus grande généralité,

on permet à f de dépendre du processus Z. L’équation devient donc :

−dYt = f(t, Yt, Zt)dt− ZtdWt avec, YT = ξ.

Notations

• prog.mes :

• P-p.s : P(X) = 1 alors X est presques sûr

• Soient (Ω, F, (Ft)t≥0,P) un espace de probabilité complet et un W mouvement

brownien- d dimensionnel sur cet espace.

• {Ft}t≥0 la filtration naturelle du MB.

• S2(Rk) désigne l’espace vectoriel formé par des processus Y , progressivement me-

surables, à valeurs dans Rk, tels que :

‖Y ‖2S2 = E
[
sup |Yt|2

]
<∞,

et S2
c (Rk) le sous espace formé par les processus continus.

• M2(Rk×d) désigne l’espace vectoriel formé par des processus Z progressivement

mesurables, à valeurs dans Rk×d, tels que :

‖Z‖2M2 = E
[∫ T

0

‖Zt‖2dt
]
<∞,

où si z ∈ Rk×d, ‖z‖2 = trace(zz∗).
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• f : Ω × [0, T ] × Rk × Rk×d −→ Rk tq, ∀(y, z) ∈ Rk × Rk×d, (f(., t, y, z))0≤t≤T est

progressivement mesurable.

• ξ un vecteur aléatoire de Rk FT -mesurable.

Soit l’EDSR

−dYt = f(t, Yt, Zt)dt− ZtdBt 0 ≤ t ≤ T ,

YT = ξ,

ou sous la forme intégrale :

Yt = ξ +

∫ T

t

f(r, Yr, Zr)dr −
∫ T

t

ZrdBr, 0 ≤ t ≤ T. (2.1)

La fonction f s’appelle le générateur et ξ la condition terminale de l’EDSR (1.2). Suppo-

sons qu’il existe un processus prog. mes. (f̄ ; 0 ≤ t ≤ T ) ∈ M2 à valeurs dans R+ et des

constantes µ et λ > 0 tels que

H1. ∀(y, z) ∈ Rk × Rkxdf(., y, z) est prog. mes

H2. On a

∀t, y, z|f(t, y, z)| ≤ f̄t + λ(|y|+ ‖z‖),P− p.s,

H3. f(t, y, .) est lipschitzienne, i.e.,

∀t, y, z, z′|f(t, y, z)− f(t, y, z′)| ≤ λ‖z − z′‖,P− p.s,

H4. f(t, ., z) est monotone, i.e.,

∀t, y, y′, z, (y − y′, f(t, y, z)− f(t, y′, z)) ≤ µ|y − y′|2,P− p.s,

H5. ∀t, y, zf(t, y, z) est continue, P− p.s.

Dèfinition 2.1.1. Une solution de l’EDSR (2.1) est un couple de processus

{(Yt, Zt)}0≤t≤T vérifiant

1- Y et Z sont progressivement mesurables, à valeurs dans Rk et Rk×d respectivement.

2- P-p s
∫ T
t

(|f(r, Yr, Zr)|+ ‖Zr‖2)dr <∞.

3- P-p s, on a Yt = ξ +
∫ T
t
f(r, Yr, Zr)dr −

∫ T
t
ZrdWr, 0 ≤ t ≤ T.
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La proposition suivante montre, que sous une hypothése relativement faible sur f, le pro-

cessus Y appartient à S2.

Proposition 2.1.1. Supposons qu’il existe un processus (ft)0≤t≤T positif, appartenant à

M2(Rk) et une constante positive λ tels que :

∀(t, y, z) ∈ [0, T ]× Rk × Rk×d, |f(t, y, z)| ≤ ft + λ(|y|+ ‖z‖).

Si {(Yt, Zt)}0≤t≤T est une solution de l’EDSR (2,1) telle que Z ∈ M2(Rk×d) alors Y

appartient à S2

Preuve. On a pour tout t ∈ [0;T ],

Yt = Y0 +

∫ t

0

f(r, Yr, Zr)dr −
∫ t

0

ZrdWr

En utilisant l’hypothése sur f,

|Yt| ≤ |Y0|+
∫ t

0

|f(r, Yr, Zr)|dr + |
∫ t

0

ZrdWr|,

≤ |Y0|+
∫ T

0

(fr + λ‖Zr‖)dr + sup
0≤t≤T

|
∫ t

0

ZrdWr|+ λ

∫ t

0

|Yr|dr,

posons

ζ = |Y0|+
∫ T

0

(fr + λ‖Zr‖)dr + sup
0≤t≤T

|
∫ t

0

ZrdWr|.

Par hypothése, Z appartient M2 et donc via l’inégalité de Doob, le troisiéme terme est de

carré intégrable, il en est de méme pour (ft)0≤t≤T et Y0 est une constante, donc de carré

intégrable, il s’en suit que ζ est une variable aléatoire de carré intégrable. Comme Y est

un processus continu qui vérifie,

|Yt| ≤ ζ + λ

∫ t

0

|Yr|dr,

Par le lemme de Gronwall, on aura

|Yt| ≤ ζeλT ,

et donc

sup
0≤t≤T

|Yt| ≤ ζeλT ,

comme ζ est de carré intégrable, alors Y appartient à S2.
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2.2 cas lipschitzien

2.2.1 Le résultat de Pardoux-Peng

Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité.

Ce résultat est dû à E. Pardoux et S. Peng c’est le premier résultat d’existence et d’unicité

pour les EDSR dans le cas où le générateur est non-linéaire. Voici les hypothéses sous

lesquelles nous allons travailler :

L1. Il existe une constante λ > 0, telle que P− p.s

Condition de Lipschitz en (y, z) pour tous t, y, y′, z, z′

|f(t, y, z)− f(t, y′, z′)| ≤ λ(|y − y′|+ ‖z − z′‖),

L2. Condition d’intégrabilité :

E
[
|ξ|2 +

∫ T

0

|f(r, 0, 0)|2dr
]
<∞.

Nous commençons par un cas trés simple où f ne dépend ni de y ni de z, i.e. on se donne ξ

de carré intégrable et un processus {Ft}0≤t≤T dans M2Rk et on veut trouver une solution

de l’EDSR

Yt = ξ +

∫ T

t

Frdr −
∫ T

t

ZrdBr, 0 ≤ t ≤ T (2.2)

Lemme 2.2.1. Soient ξ ∈ L2,FT−mesurable et (Ft)0≤t≤T dans M2(Rk). L’EDSR (2.2)

posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z ∈M2(Rk×d).

Preuve. soit (Y, Z) une solution de (2.2) telle que Z ∈M2 En prenant l’espérance condi-

tionnelle par rapport à Ft, on a,

Yt = E(ξ +

∫ T

t

Frdr|Ft).

Y est donc défini à l’aide de cette formule et il reste à trouver Z.F = (Ft)0≤t≤T est de

carré intégrable et

(

∫ T

t

Frdr)t∈[0;T ]

est un processus adapté à la filtration (Ft)0≤t≤T , car il est progressivement mesurable

Yt = E
(
ξ +

∫ T

0

Frdr|Ft
)
−
∫ t

0

Frdr = Mt −
∫ t

0

Frdr.
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(Mt)t≥0 est une martingale brownienne. On construit, à l’aide du théoréme de représen-

tation des martingales, un processus Z de M2 tel que

Mt = M0 +

∫ t

0

ZrdBr.

et donc

Yt = Mt −
∫ t

0

Frdr = M0 +

∫ t

0

ZrdBr −
∫ t

0

Frdr.

(Y, Z) ainsi construit est une solution de l’EDSR (2.2) puisque comme YT = ξ

Yt − ξ = M0 +

∫ t

0

ZrdBr −
∫ t

0

Frdr − (M0 +

∫ T

0

ZrdBr −
∫ T

0

Frdr)

=

∫ T

t

Frdr −
∫ T

t

ZrdBr.

L’unicite est évidente pour les solutions vérifiant Z ∈M2.

Théorèm 2.2.1. Sous les hypothées L1,L2 l’EDSR (1.1) possede une unique solution

(Y, Z) telle que Z ∈M2.

Preuve. Nous utilisons un argument de point fixe dans l’espace de Banach B2 en construi-

sant une application Ψ de β2 dans lui-même de sorte que (Y, Z) ∈ β2 est solution de

l’EDSR (1, 1) si et seulement si c’est un point fixe de Ψ. Pour (U, V ) élément de β2, on

définit (Y, Z) = Ψ(U, V ) comme étant la solution de l’EDSR :

Yt = ξ +

∫ T

t

f(r, Ur, Vr)dr −
∫ T

t

ZrdBr, 0 ≤ t ≤ T.

Remarque 2.2.1. que cette derniére EDSR posséde une unique solution qui est dans β2

En effet, posons Fr = f(r, Ur, Vr). Ce processus appartient à M2 puisque f étant Lipschitz,

|Fr| ≤ |f(r, 0, 0)|+ λ|Ur|+ λ‖Vr‖,

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer

le Lemme (2.2.1) pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z ∈M2, de plus (Y, Z)

appartient à β2. L’intégralité de Z est obtenue par construction et d’aprés la Proposition

(2.1.1) Y appartient à S2 L’application Ψ de β2 dans lui-même est donc bien définie.
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Soient (U, V ) et (U ′, V ′) deux éléments de β2 et (Y, Z) = Ψ(U, V ), (Y ′, Z ′) = Ψ(U ′, V ′).

Notons y = Y − Y et z = Z − Z ′. On a yT = 0, et

dyt = −{f(t, Ut, Vt)− f(t, U ′t , V
′
t )}dt+ ztdBt.

On applique la formule d’Itô à eαt|yt|2 pour obtenir :

d(eαt|yt|2) = αeαt|yt|2dt− 2eαtyt.{f(t, Ut, Vt)− f(t, U ′t , V
′
t )}dt

+ 2eαtyt.ztdBt + eαt‖zt‖2dt.

Par conséquent, intégrant entre t et T, on obtient,

eαt|yt|2 +

∫ T

t

eαt‖zr‖2dr =

∫ T

t

eαr(−α|yr|2 + 2yr.{f(r, Ur, Vr)− f(r, U ′r, V
′
r )}dr)

−
∫ T

t

2eαryr.zrdBr

et, comme f est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U − U ′ etV − V ′ respectivement,

eαt|yt|2 +

∫ T

t

eαt‖zr‖2dr ≤
∫ T

t

eαr(−α|yr|2 + 2λ|yr||ur|+ 2λ|yr|‖vr‖)dr

−
∫ T

t

2eαryt.zrdBr

Pour tout ε > 0, on a

2ab ≤ a2

ε
+ εb2,

et donc, l’inégalité précédente donne,

eαt|yt|2 +

∫ T

t

eαt‖zr‖2dr ≤
∫ T

t

eαr(−α +
2λ2

ε
|yr|2dr −

∫ T

t

2eαryt.zrdBr

+ε

∫ T

t

eαr(|ur|2 + ‖vr‖2)dr

et prenant α =
2λ2

ε
on a, notant

Rε = ε

∫ T

t

eαr(|ur|2 + ‖vr‖2)dr, (2.3)

eαt|yt|2 +

∫ T

t

eαt‖zr‖2dr ≤ Rε −
∫ T

t

2eαryt.zrdBr ∀t ∈ [0, T ]
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D’aprés le lemme (2,2,1), la martingale locale {
∫ t
0
yr.zrdBr}t∈[0,T ] est en réalité une mar-

tingale nulle en 0, puisque Y, Y ′ appartiennent à S2et Z,Z ′ appartiennent à M2 En

particulier, prenant l’esprance ce qui fait partir l’intégrale stochastique via on obtient fa-

cilement, pour t = 0,

E
[∫ T

0

eαr‖zr‖2dr
]
≤ E[Rε]. (2.4)

Revenant à l’inégalité, les inégalités BDG fournissent

E
[

sup
0≤t≤T

eαt|yt|2
]
≤ E[Rε] + CE

[(∫ T

0

e2αr|yr|2‖zr‖2)dr
) 1

2

]

≤ E[Rε] + CE

 sup
0≤t≤T

e

αt

2 |yt|
(∫ T

0

eαr‖zr‖2)dr
) 1

2

 ,
puis, comme

ab ≤ a2

2
+
b2

2
,

E
[

sup
0≤t≤T

eαt|yt|2
]
≤ E[Rε] +

1

2
E

 sup
0≤t≤T

e

αt

2 |yt|2


+
C2

2
E
[∫ T

0

eαr‖zr‖2)dr
]
.

Prenant en considération l’inégalité (2.4), on obtient finalement

E
[

sup
0≤t≤T

eαt|yt|2 +

∫ T

0

eαr‖zr‖2)dr
]
≤ (3 + C2)E[Rε].

et par suite, revenant à la définition de Rε,

E
[

sup
0≤t≤T

eαt|yt|2 +

∫ T

0

eαr‖zr‖2)dr
]
≤ ε(3 + C2)(1 ∨ T )E

[
sup

0≤t≤T
eαt|ut|2

∫ T

0

eαr‖vr‖2)dr
]
.

Prenons ε tel que ε(3+C2)(1∨T ) = 1
2
, de sorte que l’application Ψ est alors une contraction

stricte de B2 dans lui-méme si on le munit de la norme,

‖(U, V )‖ = E
[

sup
0≤t≤T

eαt|Ut|2
∫ T

0

eαr‖Vr‖2)dr
]

1
2

qui en fait un espace de Banach-cette derniére norme étant équivalente à la norme usuelle

correspondant au cas α = 0, Ψ posséde donc un unique point fixe, ce qui assure l’existence

et l’unicité díune solution de l’EDSR (2.1) dans β2

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z ∈ M2 puisque la Proposition (2.1.1)

implique qu’un telle solution appartient à β2
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Remarque 2.2.2. À partir de maintenant et sans plus insister, l’expression la solution

de l’EDSR signifiera la solution de l’EDSR vérifiant Z ∈M2

2.3 cas monotone

comme dans cas lipschizien, nous allons donner un résultat dû a peng d’existence

et d’unicité de la solution de l’EDSR s’affiranchssant de la condition de lipshitz en y. Ce

résultat repose sur la proposition suivante :

Proposition 2.3.1. soit V ∈ M2[0, T ]. Il existe un seul couple de processus (Y, Z)

progressivement mesurables á valeur dans Rk × Rk×d, tel que

Yt = ξ+

∫ T

t

f(s, Ys)ds−
∫ T

t

ZsdWs, avec

E
[∫ T

0

∥∥∥Zs∥∥∥2 ds] <∞.
En utilisant cette proposition on peut donner le résultat suivant :

Théorèm 2.3.1. sous les hypothéses H1, H5 et H4. l’EDSR

Yt = ξ +

∫ T

t

f(s, Ys, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdWs 0 ≤ t ≤ T (2.5)

admet une unique solution

Preuve. 1-Unicité

soit (Y, Z) et (Y ′, Z ′) deux solutions de l’EDSR (2.1). On applique la formule d’Itô á

appliquation x −→ |x|2 oú x(t) , Y ′t − Yt. Ceci nous donne

|YT − Y ′T |2 = |Yt − Y ′t |2 +

∫ T

t

2(Y ′s − Ys.d(Ys − Y ′s )) +

∫ T

t

d < Y − Y ′ >s (2.6)

or

Y ′t − Yt =

∫ T

t

(f(s, Y ′s , Z
′
s)− f(s, Ys, Zs))ds−

∫ T

t

(Zs − Z ′s)dWs,

et donc

d(Y ′s − Ys) = (f(s, Y ′s , Z
′
s)− f(s, Ys, Zs))ds+ (Zs − Z ′s)dWs,

d < Y ′ − Y >s=
∥∥∥Zs − Z ′s∥∥∥2 ds
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Il vient

|Y ′t − Yt|2 = 2

∫ T

t

(Y ′s − Ys.f(s, Y ′s , Z
′
s)− f(s, Ys, Zs))ds

− 2

∫ T

t

(Y ′s − Ys, (Z ′s − Zs)dWs)−
∫ T

t

∥∥∥Z ′s − Zs∥∥∥2 ds (2.7)

Prenons l’espérance dans l’expression (2.7), on obteint

E
[
|Yt − Y ′t |2

]
+ E

[∫ T

t

∥∥∥Z ′s − Zs∥∥∥2 ds] = 2E
[∫ T

t

(Y ′s − Ys, f(s, Y ′s , Z
′
s)− f(s, Y ′s , Z

′
s))ds

]
.

comme

|f(s, U ′s, V
′
s )− f(s, Us, Vs)|

= |f(s, U ′s, V
′
s )− f(s, Us, Vs)− f(s, U ′s, Vs) + f(s, U ′s, Vs)|

≤ |f(s, U ′s, V
′
s )− f(s, U ′s, Vs)|+ |f(s, U ′s, Vs)− f(s, Us, Vs)|,

Et par l’hypothèse H4, on a

(Y ′s − Ys, f(s, Y ′s , Z
′
s)− f(s, Ys, Zs)) ≤ µ|Ys − Y ′s |2 + λ|Ys − Y ′s |.

∥∥∥Zs − Z ′s∥∥∥ ds.
Donc

E
[
|Yt − Y ′t |2 +

∫ T

t

∥∥∥Zs − Z ′s∥∥∥2 ds.]
≤ 2E

[
µ

∫ T

t

|Ys − Y ′s |2ds+ λ

∫ T

t

|Ys − Y ′s |.
∥∥∥Zs − Z ′s∥∥∥ ds.]

≤ 2µE
[∫ T

t

|Ys − Y ′s |2ds
]

+ λ2E
[∫ T

t

|Y − Y ′|2ds
]

+ E
[∫ T

t

∥∥∥Zs − Z ′s∥∥∥2 ds] .
Il veint

E
[
|Yt − Y ′t |2

]
≤ (2µ+ λ2)E

[∫ T

t

|Ys − Y ′s |2ds
]
,
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et d’après le lemme de Gronwall, on obtient

E
[
Ys − Y ′s |2

]
≤ 0.

Ainsi, on a

Yt = Y ′t P− p.s.

En reportant ceci dans l’inégalité précédente, on obteint

Zt = Z ′t P− p.s.

D’oú l’unicité de la solution. 2-Existence.

Considérons les processus

Y t = eλtYt, Zt = eλtZt, et f
′
t = eµtf t, (2.8)

et l’application

f ′ : (t, y, z) 7−→ eλtf(t, e−λty, e−λtz)− λy. (2.9)

Il est clair, que le couple (Y , Z) et prograssivement mesurable puisque (Y, Z) l’est et

en outre Z ∈ M2Rk×d. Nous allons montrer que (Y , Z) est solution de L’EDSR de

générateur f ′ et de condition finale eλTξ si et seulement si (Y, Z) et solution de L’EDSR

(2.1) soit (Y , Z) solution de L’EDSR (eλTξ, f ′) En utilisant la formule d’Itô, on obtient

Yt = e−λtYt (2.10)

= e−λtYt +

∫ T

t

λe−λsYsds−
∫ T

t

e−λsdYs (2.11)

= ξ +

∫ T

t

λe−λsYsds+

∫ T

t

e−λsf ′(s, Ys, Zs)ds−
∫ T

t

e−λsZsdWs (2.12)

= ξ +

∫ T

t

λYsds+

∫ T

t

f(s, Ys, Zs)− λYs)ds−
∫ T

t

ZsdWs. (2.13)

= ξ +

∫ T

t

f(s, Ys, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdWs. (2.14)

Donc (Y, Z) est solution de L’EDSR (2.1). La réciproque s’obtient exactement de la

même façons. Posons λ = µ on vérifie alors que si f satisfait les hypothèses H1 − H5,

alors f ′ satisfait H1, H2, H3, H4 et H5. En effet, il est clair que f ′t est un processus
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prog. mes. appartient á M2(R+), de plus on a ∀(y, z) ∈ Rk × Rk×df ′(.y, z) st prog. mes.

d’oú (H1).

|f ′(t, y, z)| ≤ eµt(ft + λ(|e−µty|+
∥∥∥e−µtz∥∥∥)) + µ|y|

≤ f ′t + λ′|y|+
∥∥∥z∥∥∥ , avec

λ′ = λ+ µ, d′oú (H2).

Aussi

|f ′(t, y, z)− f ′(t, y, z′)| = |eµt|.|f(t, e−µty, e−µtz)− f(t, e−µty, e−µtz′)|

≤ λ|eµt|.
∥∥∥e−µtz − e−µtz′∥∥∥

≤ λ
∥∥∥z − z′∥∥∥

≤
∥∥∥z − z′∥∥∥ , d′oú (H3).

on a

(y − y′, f ′(t, y, z)− f ′(t, y′, z)) = eµt(y − y′, f(t, e−µty, eµtz)− f(t, eµty, e−µtz))

− µ|y − y′|2

≤ e2µtµ|e−µty − e−µy′|2 − µ|y − y′|2

≤ µ|y − y′|2 − µ|y − y′|2

≤ 0, d′oú (H4).

f ′(t, y, z) est continue. P − p.s. d’oú(H5). on se ramène donc on cas oú la fonction f

satisfait ces 5 dernières hypothèses.

Introduisons la même aplication ψ définie dans le cas lipschitzien, on montre de manière

similaire que ψ admet un poit fixe et celui-ci est un unique et il est notre solution.

2.4 Estimation á priori

Dans ce pragraphe en mémoire une première estimation sur les EDSR :

il s’agit en fait d’étudier la dépendance de la solution de L’EDSR par rapport aux données

qui sont ξ, f(s, 0, 0)}0≤t≤T et Fwt = σ(w(s), 0 ≤ s < t).
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Proposition 2.4.1. supposons que (ξ, f) vérifie les hypothése L1 et L2. soit (Y, Z) la

solution de L’EDSR(2.1) telle que Z ∈ M2. Alors, ils existe une constante C telle que,

pour tout β ≥ 1 + 2λ+ 2λ2

E

[
sup
t∈[0,T ]

eβt|Yt|2 +

∫ T

0

eβt
∥∥∥Zt∥∥∥2 dt

]
≤ CE

[
eβT |ξ|2 +

∫ T

0

eβt|f(t, 0, 0)|2dt
]
.

Preuve. on applique la formule d’Iltô á eβ|Yt|2 pour obtenir

eβt|Yt|2 +

∫ T

t

eβs
∥∥∥Zs∥∥∥2 ds = eβt|ξ|2 +

∫ T

t

eβs(−β|Ys|2 + 2Ys.f(s, Ys, Zs))ds−
∫ T

t

2eβsYs.ZsdWs,

comme f est λ-lipschitz, on a, pour tout (t, y, z)

2y.f(t, y, z) ≤ (2 + 2λ+ 2λ2)|y|2 + |f(t, 0, 0)|2 + |y|
∥∥∥z∥∥∥ .

et donc utilisant le fait que 2ab ≤ εa2 + b2

ε
pour ε = 1 puis 2,

2y.f(t, y, z) ≤ (2 + 2λ+ 2λ2)|y|2 + |f(t, 0, 0)|2 +

∥∥∥z∥∥∥2
2

.

pour β ≤ (1 + 2λ+ 2λ2) on obteint, pour tout t ∈ [0, T ]

eβt|Yt|2 +
1

2

∫ T

t

eβs
∥∥∥Zs∥∥∥2 ds ≤ eβT |ξ|2 +

∫ T

s

eβs|f(s, 0, 0)|2ds (*.*)

− 2

∫ T

t

eβsYs.ZsdWs.

la martingale locale { ∫ T

0

eβsYs.ZsdWs, t ∈ [0, T ],

}
,

est une martingale d’aprés le lemme 1.1.1. En particulier, prenant l’espérance, on obtient

facilement, pour t = 0,

E
[∫ T

0

eβs
∥∥∥Zs∥∥∥2 ds] ≤ 2E

[
eβT |ξ|2 +

∫ T

0

eβs|f(t, 0, 0)|2ds
]
.

Revenant á l’inégalité (**), les l’inégalité Brukholder-Davis-Gundy donnent

E

[
sup
t∈[0,T ]

eβt|Yt|2
]
≤E

[
eβT |ξ|2 +

∫
eβs|f(t, 0, 0)|2ds

]
+ CE

[(∫ T

0

e2βs|Ys|2
∥∥∥Zs∥∥∥2 ds)] .
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D’autre part, on a

CE
[
(

∫ T

0

e2βs|Ys|2
∥∥∥Zs∥∥∥2) 1

2

]
≤ CE

[
sup
t∈[0,T ]

eβt/2|Yt|
(∫ T

0

eβs
∥∥∥Zs∥∥∥2 ds) 1

2

]
.

≤ 1

2
E

[
sup
t∈[0,T ]

eβt|Yt|2
]

+
C2

2
E
[∫ T

0

eβs
∥∥∥Zs∥∥∥2 ds] .

Il vient alors,

E

[
sup
t∈[0,T ]

eβt|Yt|2
]

≤2E
[
eβT |ξ|2 + 2

∫ T

0

eβs|f(t, 0, 0)|2ds
]

+ C2E
[(∫ T

0

eβs
∥∥∥Zs∥∥∥2 ds)] ,

et facilement on obtient

E

[
sup
t∈[0,T ]

eβt|Yt|2 +

∫ T

0

eβs
∥∥∥Zs∥∥∥2 ds

]

≤ 2(2 + C2)E
[
eβT |ξ|2 +

∫ T

0

eβs|f(t, 0, 0)|2ds
]
.

Ce que tremine la preuve de la proposition prenant C ′ = 2(2 + C2)�

2.5 Estimation de la différence des solutions

Théorèm 2.5.1. Etant donner deux conditions finales ξ et ξ′ et deux générateurs f et

f ′ satisfaisant les condition H1−H5. Supposons que (Y, Z) et (Y ′, Z ′) soient les solution

des EDSR asociées. Alors il existe une constante C qui dépend seulement des constantes

de lipschitz et de monotonie de f ′ telle que

E

[
sup
t∈[0,T ]

|Yt − Y ′t |2 +

∫ T

0

∥∥∥Zt − Z ′t∥∥∥2 dt
]

≤C.E
[
|ξ − ξ′|2 +

∫ T

0

|f(s, Ys, Zs)− f ′(s, Ys, Zs)|2ds
]
.

2.6 Rôle de Z

Nous allons voir que le rôle, plus précisément celui du terme
∫ T
t
ZsdWs est de rendre

le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.
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Proposition 2.6.1. soit {(Yt, Zt)}t∈[0,T ] la solution de L’EDSR (2.1) et soit τ un temps

d’arrêt majoré par T . On suppose, autre l’hypothèse L1, et L2, que

i ξ est Fτ -mesurable.

ii f(t, y, z) = 0 dés que t ≥ τ .

Alors Yt = Yt∧τ et Zt = 0 si t ≥ τ

Preuve. On a

Yt = ξ +

∫ T

τ

f(s, Ys, Zs)ds−
∫ T

τ

ZsdWs

et donc, pour t = τ comme, f(t, y, s) = 0 dés que t ≥ τ ,

Yt = ξ +

∫ T

τ

f(s, Ys, Zs)ds−
∫ T

τ

ZsdWs

= ξ −
∫ T

τ

ZsdWs.

il veint alors

Yt = E(ξ | Fr) = ξ,

et par suite ∫ T

τ

ZsdWs = 0

d’oú l’on tire que

E
(∫ T

τ

ZsdWs

)2

= E
[∥∥∥Zs∥∥∥2 ds] = 0,

et finalement que

Zsχs≥τ = 0.

Il s’ensuit immédiatement que si t ≥ τ Yt = Yτ puisque par hpothése,

Yt = ξ +

∫ T

τ

f(s, Ys, Zs)ds−
∫ T

τ

ZsdWs = Yt + 0 + 0.
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ce qui termine la preuve.

Notons que dans le cas oú ξ et f sont déterministes alors Z est nul et Y

est la solution de l’équation différentielle

−dYt
dt

= f(t, Yt, 0)

YT = ξ = 0.

2.7 EDSR linéaires

les EDSR linéaires sont apparues en 1973 en théorie de contrôle stochastique. Comme

pour les equations différentielle ordinaires, si f est linéaire, on peut donner une formule

explicite de la solution de l’EDSR linéaire. mémoire simplifier prenons K = 1, ainsi Y

est á valeur dans R et Z est une martrice de taille 1× d

Proposition 2.7.1. Soit {(at, bt)}t∈[0,T ] un processus á valeur dans R×Rd progrissivement

mesurable et borné. Soient {(ct)}t∈[0,T ] un élément de M2(R) et ξ une variable aléatoire

FT -mesurable, de carré intégrable et á valeurs réelles. L’EDSR linéaire

Yt = ξ +

∫ T

t

(asYs + bsZs + cs)ds−
∫ T

t

ZsdWs, 0 ≤ t ≤ T (2.15)

admet une unique solution (Y, Z) telle que Z ∈ M2(Rd) et Y et donné explicitement par

la formule suivante

Yt = Γ−1t E(ξΓT +

∫ T

t

csΓsds | Ft), t ∈ [0, T ], (2.16)

oú pour tout t ∈ [0, T ], on a

Γt = exp(

∫ t

0

bsdWs +

∫ t

0

(as −
1

2
|bs|2)ds).

Preuve. commençons par remarque que Γ appartient á S2 car b est borné et vérifie

dΓt = Γt(atdt+ btdWt),Γ0 = 1 (2.17)
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De plus les hypothèses de la proposition assurent l’existence d’une unique solution {(Yt, Zt)}t∈[0,T ]
de L’EDSR linéaire. En effet, comme le générateure f et donné par

f(t, y, z) = aty + btz + ct,

alors il est facile de vérifier les hypothèses H1−H5 et donc Y appartient á S2
c d’après

la proposition (2.1.1) d’autre part, la formule d’intégration par partie donne

dΓtYt = ΓtdYt + YtdΓt + d < Y,Γ >t

= −Γtctdt+ ΓtZtdWt + ΓtYtbtdWt.

ce qui montre que le processus

ΓtYt +

∫ t

0

csΓsds,

est une martingale locale qui est en fait une martingale. Par suite, on a

ΓtYt +

∫ t

0

csΓsds = E(ΓTYT +

∫ T

0

csΓsds | Ft).

ce qui achève la démonstration. ’ Notons que si ξ ≥ 0 et ct ≥ 0 alors la solution de

L’EDSR linéaire vérifie Yt ≥ 0. Cette remarque va nous permettre d’obtenir le théorème

de comparaison suivant.

2.8 Théoréme de comparaison

Le résultat nous permet de comparer les solutions de deux EDSR. Soient (ξ, f), (ξ′, f ′)

des paramètres vérifiant les hypothèses H1-H5 et (Y, Z), (Y ′, Z ′) les solutions des EDSR

associées.

Théorèm 2.8.1. Si ξ ≤ ξ′ P- p.s et f(t, y, z) ≤ f ′(t, y, z)dt⊗dP- ps, alors Y ≤ Y ′ P- ps.

Si de plus Y0 = Y ′0 alors Yt = Y ′t P-ps. En particulier quand on a en outre ξ < ξ′ P- ps

ou f(t, y, z) < f ′(t, y, z)dt⊗ dP- ps, alors Y0 < Y ′0 .

Preuve. La preuve s’effectue par linéarisation ce qui permet de se ramener aux EDSR

linéaires. En effet, pour la première étape on va construire (α, β) comme suit. On pose

αt =

 (Y ′t − Yt)−1(f(t, Yt, Zt)− f(t, Y ′t , Zt)) si Yt 6= Y ′t

0 sinon,
(2.18)
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et

βit =

 (Z ′it − Zi
t)
−1(f(t, Yt, Z

i
t)− f(t, Y ′t , Z

(i−1)
t )) si Zi

t 6= Z ′it

0 sinon,
(2.19)

où le vecteur Z(i)
t , i ∈ Nd, dont les i premières composantes sont celles de Z ′t, et des d− i

autre celles de Zt, ie,

Z
(i)
t = (Z ′1t , Z

′2
t , ..., Z

′i
t , Z

(i+1)
t , ..., Zd

t ).

On montre que

1. αt et βt sont progressivements mesurables (d’après les propriétés de Yt et Zt).

2. αt et βt sont bornés.

En effet, par l’hypothèse H4, on a

(Y ′t − Yt)(f(t, Yt, Zt)− f(t, Y ′t , Zt)) ≤ µ|Y ′t − Yt|2

Donc

αt = (Y ′t − Yt)−1(f(t, Yt, Zt)− f(t, Y ′t , Zt)) ≤ µ si Yt 6= Y ′t

et αt = 0 ≤ µ sinon.

D’où αt ≤ µ.

D’après l’hypothèse H3, on a

|f(t, Yt, Z
i
t)− f(t, Y ′t , Z

(i−1)
t )| ≤ λ‖Z(i)

t − Z
(i−1)
t ‖ = λ|Z ′it − Zi

t |,

|βit| ≤ |(Z ′it − Zi
t)
−1(f(t, Yt, Z

(i)
t )− f(t, Y ′t , Z

(i−1))| ≤ λ si Z ′it 6= Zi
t ;

|βit| = 0 ≤ λ sinon.

Ainsi on a |βit| ≤ λ.

Maintenant posons

(Ȳ t, Z̄t) , (Y ′t − Yt, Z ′t − Zt)

ξ̄ , ξ′ − ξ

Ut , f ′(t, Y ′t , Z
′
t)− f(t, Y ′t , Z

′
t).
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Ainsi Ȳt s’écrit

Ȳt = ξ̄ +

∫ T

t

(f ′(s, Y ′s , Z
′
s)− f(s, Ys, Zs))ds)−

∫ T

t

Z̄sdWs,

= ξ̄ +

∫ T

t

Usds+

∫ T

t

(f(s, Y ′s , Z
′
s)− f(s, Ys, Zs))ds)−

∫ T

t

Z̄sdWs.

Comme

f(s, Y ′s , Z
′
s)− f(s, Ys, Zs) = f(s, Y ′s , Z

′
s)− f(s, Y ′s , Zs) + f(s, Y ′s , Zs)− f(s, Ys, Zs),

où

f(s, Y ′s , Zs)− f(s, Ys, Zs) = αsȲs,

ainsi, on a

f(s, Y ′s , Z
′
s)− f(s, Y ′s , Zs) = f(s, Y ′s , Z

(d)
s )− f(s, Y ′s , Z

(0)
s )

=
d∑
i=1

(f(s, Y ′s , Z
(i)
s )− f(s, Y ′s , Z

(i−1)
s ))

=
d∑
i=1

Z̄i
sβ

i
s

= βs.Z̄s.

On obtient ainsi

Ȳ ≡ ξ̄ +

∫ T

t

(Us + αsȲs + βsZ̄s)ds−
∫ T

t

Z̄sdWs. (2.20)

Et donc (Ȳt, Z̄t) est solution de l’EDSR linéaire. En outre, puisque les processus ε et β

sont progressivement mesurables et bornés et comme le U est progressivement mesurable

d’après la proposition 2.7.1, l’EDSR linéaire (2.7) admet une unique solution Ȳt, telle que

Ȳt = Γ−1t E(ξ̄ΓT +

∫ T

t

UsΓsds|Ft), (2.21)

Où pour tout s ∈ [0, T ]

Γs = exp{
∫ s

0

(αu −
1

2
|βu|2)du+

∫ s

0

βudWu}. (2.22)

D ’après la remarque 1.2.1 on montre que Ȳt, donné par (2.8) vérifie

Ȳt ≥ 0, i.e, Y ′t ≥ Yt, (2.23)
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Dés que

ξ̄ = ξ′ − ξ ≥ 0 et Us = f ′(s, Y ′s , Z
′
s)− f(s, Ys, Zs) ≥ 0.

Pour la seconde assertion du théorème, nous allons raisonner par l’absurde, Supposons

qu’il existe t > 0 tel que Y ′t > Yt soit Ȳt > 0. Alors

E(ξ̄Γ0
T +

∫ T

0

UsΓsds) = 0.

D’où l’on obtient

ξ̄ = 0 et Us = 0 ∀s,

ainsi, on a

Ȳt = E(0) = 0 ∀t.

En fin, si ξ < ξ′ P- ps ou f(t, y, z) < f(t, y, z)dt ⊗ dP - ps sur un ensemble de mesure

strictement positive, alors par contraposée Y0 < Y ′0 . Car on a Y ′0 = Y0.
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Chapitre 3

Cadre Markovien Des EDSR

Dans ce chapitre nous verrons que la propriété de Markov pour les EDS se transfère

aux EDSR.

3.1 Modèle et propriétés

Hypothèses et Notations

Soit (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espace probabilisé sur lequel est défini un mouvement brownien

W d-dimensionnel. On note par {Fwt }t≥0 la filtration naturelle de W . Soient deux

fonctions

b : [0, T ] × Rn −→ Rn et σ : [0, T ] × Rn −→ Rn×d continues. On suppose qu’il existe

une constante k ≥ 0 telle que, pour tout t ≥ 0, pour tout x, x′ ∈ Rn, on a

(i) |b(t, x)− b(t, x′)|+ ‖σ(t, x)− σ(t, x′)‖ ≤ k|x− x′|,

(ii) |b(t, x)|+ ‖σ(t, x)‖ ≤ k(1 + |x|).

Sous ces hypothèses, on peut construire, étant donnés un réel t ∈ [0, T ] et une variable

aléatoire θ ∈ L2(Ft), {X t,θ
u }t≤u≤T la solution de l’EDS

X t,θ
u = θ +

∫ u

t

b(s,X t,θ
s )ds+

∫ u

t

σ(s,X t,θ
s )dWs, t ≤ u ≤ T. (3.1)

On convient, que si 0 ≤ u ≤ t

X t,θ
u = E(θ|Fu).
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Considérons deux fonctions

g : Rn −→ Rn et f : [0, T ]× Rn × Rk × Rn×d −→ Rk.

Soient les hypothèses suivantes ; il existe des réels k, µ et p ≥ 1 tels que, on a

(h1) La fonction f(t, x, y, .) est lipschitzienne, i.e.,

∀t, x, y, z, z′ |f(t, x, y, z)− f(t, x, y, z′)| ≤ k‖z − z′‖,

(h2) La fonction f(t, x, ., z) est monotone, i.e.,

∀t, z, y, y′, z (y − y′, f(t, y, z)− f(t, y′, z)) ≤ u|y − y′|2,

(h3) Les fonctions f et g vérifient

|g(x)|+ |f(t, x, y, z)| ≤ k(1 + |x|P + |y|+ ‖z‖),

Sous ces hypothèses, si θ ∈ L2(Ft), on sait d’après le théorème 2.3.1 du chapitre 1

l’EDSR suivante

Y t,θ
u = g(X t,θ

T ) +

∫ T

u

f(s,X t,θ
s , Y t,θ

s , Zt,θ
s )ds−

∫ T

u

zt,θs dWs, 0 ≤ u ≤ T. (3.2)

Admet une unique solution. Dans toute la suite, nous supposerons que les hypothèses

sur les coefficients b, σ, f et g sont satisfaites. Parfois, nous supposerons de plus que g et

f sont k-lipschitziennes en x uniformément en (t, y, z). Nous désignerons cette hypothèse

par (lip).

3.2 La propriété de Markov pour les EDS

Nous allons établir la propriété de markov pour les solutions d’EDS (3.1) comme

conséquence de la propriété de flot

3.2.1 Rappels sur les EDS

Proprietés du flot des EDS On va travailler ici avec conditions initiales dé-

terministes, ce qui permet de prendre comme filtration la filtration naturelle du mou-

vement browien {Fwt }t≥0. On suppose que les fonctions b et σ vérifient les hypothéses
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classique du théoréme d’existence et d’unicité pour les EDS, on peut alors construire

pour (t, θ) ∈ [0, T ]× Rn la solution de l’EDS suivante

X t,θ
u = θ +

∫ u

t

b(s,X t,θ
s )ds+

∫ u

t

σ(s,X t,θ
s )dWs, t ≤ u ≤ T.

et on pose

X t,θ
u = E(θ|Fu). si 0 ≤ u ≤ T

Dans le cas déterministe, si σ = 0, le flot de l’équation diffèrentielle, noté ϕt,θu dans ce

cas, possède les propriétés, en particulier

- ϕt,θu est lipschtzienne en (t, u, θ)

- pour s ≤ t ≤ u ϕt,θu = ϕ
t,ϕt,θt
u

Dans le cas stochastique X t,θ
u , posséde aussi des propriétés du méme type.

E
[

sup
0≤u≤T

|X t,θ
u |q
]
≤ C(1 + E[|θ|q]), (3.3)

E
[

sup
0≤u≤T

|X t,θ
u −X t,θ′

u |q
]
≤ C(1 + E[|θ − θ′|q]).

Dans le même esprit, on a

E
[

sup
0≤u≤T

|X t,x
u −X t,x′

u |q
]
≤ C

{
|x− x′|q + |t− t′|q/2(1 + |x|q)

}
. (3.4)

3.3 Propriété de Markov pour les EDS

Proposition 3.3.1. Soit x ∈ Rn; 0 ≤ r ≤ s ≤ t,on a :Xr,x
t = Xs,Xr,x

s
t ,P-p.s.

Preuve. En effet, on a ∀s, y, t

Xs,y
t = y +

∫ t

s

b(u,Xs,y
u )du+

∫ t

s

σ(u,Xs,y
u )dWu,P− p.s,

il vient alors ∀t,

Xs,Xr,x
s

t = Xr,x
s +

∫ t

s

b(u,Xs,x
u )du+

∫ t

s

σ(u,Xs,x
u )dWu,P− p.s,

On remarque Xr,x
s , est un aussi solution de cette derniére EDS sur [0, T ] puisque

Xr,x
s = x+

∫ t

r

b(u,Xr,x
u )du+

∫ t

s

σ(u,Xr,x
u )dWu,P− p.s,
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L’uncité des solutiond’une EDS á coafficients lipshitziennes donne alors en fait á l’indis-

tinguabilité près sur [s, T ]-

Xr,x
t = Xs,Xr,x

s
t

En fait, par continuité, l’égalité

Xr,x
t = XXr,x

s
s ,

a lieu pour tout x et pour tout 0 ≤ r ≤ s ≤ t ≤ T en dehors d’un ensemble P-négligeable.

3.4 Propriété de Markov pour les EDSR

Nous verrons que la Propriété de Markov pour les EDS se transfère aux EDSR.

considérons deux fonctions

g : Rn −→ Rn et f : [0, T ]× Rn × Rk × Rn×d −→ Rk.

Proposition 3.4.1. Soient les hypothèses suivantes ; il existe des réels k, µ et p ≥ 1 tels

que, on a

1. La fonction f(t, x, y, .) est lipshitzienne, i.e.,

∀t, x, y, z, z′|f(t, x, y, z)− f(t, x, y, z′)| ≤ k
∥∥∥z − z′∥∥∥ ,

2. La fonction f(t, x, ., z) est monotone,i.e.

∀t, x, y, y′, z(y − y′, f(t, y, z)− f(t, x, y′, z)) ≤ µ|y − y′|2,

3. les fonction f et g vérifient

|g(x)|+ |f(t, x, y, z)| ≤ k(1 + |x|p + |y|+
∥∥∥z∥∥∥),

Alors on a

Y t,x
t+h = Y

t+h.Xt,x
t+h

t+h
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Preuve. On considére L’EDSR suivante

Y t,x
t+h = g(X t,x

T ) +

∫ T

t+h

f(s,X t,x
s , Y t,x

s , Zt,x
s )ds−

∫ T

t+h

Zt,x
s dWs. Donc

Y
t+h.Xt,x

t+h

t+h = g

(
X
t+h.Xt,x

t+h

t+h

)
+

∫ T

t+h

f

(
s,X

t+h,Xt,x
t+h

s , Y
t+h,Xt,x

t+h
s , Z

t+h,Xt,x
t+h

s

)
ds−

∫ T

t+h

Z
t+h,Xt,x

t+h
s dW

X t,x
s = X

t+h,Xt,x
t+h

s

La propriété de Markov pour l’equation directe s’ecrit donc

Y
t+h.Xt,x

t+h

t+h = g
(
X t,x
T

)
+

∫ T

t+h

f

(
s,X t+h,x

s , Y
t+h,Xt,x

t+h
s , Z

t+h,Xt,x
t+h

s

)
ds−

∫ T

t+h

Z
t+h,Xt,x

t+h
s dWs

(Y t,x
t+h, Z

t,x
t+h) et

(
Y
t+h.Xt,x

t+h

t+h , Z
t+h,Xt,x

t+h
s

)
Par unicité des solutions des EDSR ces deux couples sont solution de la même EDSR

donc ils sont égaux.
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Chapitre 4

Application Des EDSR

4.1 Introduction

Les mathématiciens ont depuis longtemps essayé de résoudre les questions soulevées

par le monde de finance. Une des caractéristiques de ces question il suffit de penser á

la bourse pour s’en convaincre -est qu’elles font apparaître des dynamiques d’apparence

désordonnées et c’est porquoi les modéles probabilistes semblent relativement bien adaptés

á cette situation. De nombreux probabilistes se sont penchés sur ces question raffinant

sans cesse les modèles utilisés. Le modèle de Black-Scholes est, á l’origine, un modèle á

deux actifs ; l’un risqué, l’autre pas. Typiquement, l’actif risqué est action (l’action sous-

jacente á l’option) tandis que l’actif non risqué s’apprente á une obligation. On note Rt

le prix de l’obligation, et St le prix de l’action. l’évolution de l’obligation est relativement

simple puisque l’on suppose que

dRt = rtRtdt, (4.1)

et la solution s’écrit

Rt = Rte
∫ 1
0 rsds avec R0 = 1. (4.2)

Oú rt ≥ 0 représente le taux d’Itérêt instantané. le prix de l’action {S}t≥0 est régi par

l’équation différentielle stochastique

dSt = St(µdt+ σtdWt) avec S0 > 0, (4.3)
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oú µ est un paramètre rèel, et σ ≥ 0 est appelée la volatilité. Bien evidemment {Wt}t
est un mouvement de brownien standard et {FWt }t≥0 sa filtration naturelle. En ce qui

concerne les hypothèses, nous supposerons que les processus r, µ et σ sont progressivement

musurables, et que pour tout T > 0, on a∫ T

0

{rt + |µ|+ σ2
t }dt <∞.P− p.s.

En outre, nous supposons également le processus σ borné. la formule d’Itô nous donne le

prix de l’action

St = S0 exp

{∫ t

0

(µs −
1

2
σ2
s)ds+

∫ t

0

σsdWs

}
. (4.4)

Dans le modéle de Black-Scholes original, les paramètres r, µ et σ sont des constantes, et

on a dans ce cas :

Rt = ert,

St = S0 exp

{
σWt + (µ− 1

2
σ2)dt

}
.

Rappelons tout d’apord quelques définitions.

1. une option est un titre qui donne le droit et non l’obligation d’acheter ou de vendre

suivant qu’il s’agit d’une option d’achat ou de vente-une certaine quantité d’actif

financier á un prix fixe á l’avance, la durée de la vie du contrat est elle aussi fixée

lors de la signature du contrat. On décrit une option á l’aide des èlément suivants :

2. la nature de l’option : on parle de call dans le cas d’une option d’achat et de put

dans le cas d’option de vente.

3. l’actif sous-jacent sur lequel porte l’option : en pratique le sous-jacent peut être

une action, une devise voire même une autre option.

4. Le nombre de parts d’actif áacheter ou á vendre : nous supposerons toujours ce

nombre égal á un.

5. le prix d’exercice qui est le prix auquele se fera la transaction en cas d’exercice de

l’option.

6. la maturité ou l’échéance qui est la durée de vie de l’option : on distingue deux

types d’options :
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7. les option europennes (O.E) qui ne peuvent exercées seulement á nimporte quel

instant t entre la signateur du contrat et la naturité.

4.2 Modéle de marché financier

Considérons un agent qui investit dans ce marché. Designons par φt et ψt les nombres

respectifs d’obligtions et d’action détenues par l’agent á l’instant t. La valeur du por-

tefeuille de cet investisseure est

Vt = φtRt + ψtSt.

On suppose que le processus (φ, ψ) est prograssivement mesurable. Le fait que (φt, ψt) soit

adapté signifie que l’agent, pour déterminer la stratégie qu’il va adopter, n’anticipe pas sur

le futur : Il ne dispose que de l’information jusqu’á l’instant t qui est véhiculée par Ft ;

cela proscrit en particulier les délits d’initiés. signalons d’autre part que dans le modèle

φt et ψt sont des réels ; lorsqu’ils sont négatifs, l’agent contracte une dette libellée dans

l’actif correspondant. Un tel couple de processus s’appelle une stratégie de financement.

En fait, nous ne considérons que des stratégies autofinancées c’est-á-dire pour les quelles

nous avons :

dVt = φtdRt + ψtdSt.

La signification de l’autofinancement est la suivante : á l’instant t = 0, l’agent investit la

somme V0 dans le marché puis au cours du temps, il fait évoluer la répartition des titres

dans son portefuille. Il n’y a ni apport de fonds ni retrait d’argent pour consommation.

L’équation d’autofinancement nécessite une petite hypothèse techique. En résumé pour

notre modèle

Dèfinition 4.2.1. Une stratégie autofinancée est un couple de processus (φ, ψ) progressi-

vement mesurables vérifiant∫ T

0

{rt|φt|+ σ2
tψ

2
t }dt <∞.P− p.s.

et tel que le processus Vt = φtRt + ψtSt satisfait

dVt = φtdRt + ψtdSt, t ≥ 0.
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On utilise la notion suivante : si {Xt}t≥0 est un processus adapté, on note Xa(t) la valeur

de Xt actualisée soit

Xa(t) = Xt/Rt.

on note at le coefficient d’actualisation á l’instant t soit at = 1/Rt. La formule d’intégra-

tion par parties donne

dV a(t) = −rtV a(t)dt+ atdVt,

dSa(t) = −rtSa(t)dt+ atdSt

−rtatStdt+ atdSt.

Comme

Vt = ψtSt + φtRt,

ψtdS
a(t) = −rtat(Vt − φtRt)dt+ atψtdSt.

= −rtV a(t)dt+ at(φtdRt + ψtdSt).

On déduit immédiatement le lemme suivant :

Lemme 4.2.1. Soit (φ, ψ) une stratégie. (φ, ψ) est autofinance si et seulement si

dV a(t) = ψtdS
a(t).

Ce résultat possède une coséquence importante : une stratégie autofinancée est entièrement

caractérisée par la valeur initiale du portefeuille V0 et le processus ψt

Preuve. En effet, une stratégie est une autofinancée si et seulement si

V a(t) = V a(0) +

∫ t

0

ψudS
a(u) = V0 +

∫ t

0

ψudS
a(u) (*.*)

On obtient alors φt via la relation

φt = V a(t)− ψtSa(t)

= V0 +

∫ t

0

ψudS
a(u)− ψtSa(t).
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En vertu de ce lemme, une stratégie autofinancée sera désignée par le couple (x, ψ), x

représentant la valeur initaile du portefeuille associée via la relation (*.*). Si besoin, nous

noterons V x,ψ
t la valeure du portefeuille correspondant á la stratégie autofinancée (x, ψ)

mais la plupart du temps la référence á (x, ψ), sera omise.

Dèfinition 4.2.2. une stratégie autofinancée, (x, ψ), est dite admissible si pour tout

t ≥ 0, V x,ψ
t ≥ 0.

et elle est dite minorée, s’il existe une constante c ≥ 0 telle que

∀t ≥ 0, V a(t) ≥ −c.

Pour une stratégie admissible la valeur du portefeuille doit toujours être positive : aucune

dette, même temporaire, n’est tolérée. Dans le second, les dette, même temporaire, n’est

tolérée. Dans le second, les dettes sont tolérées dans une certaine mesure mais ne doivent

pas dépasser un certain seuil.

4.3 Opportunité D’arbitrage

Une Opportunité d’arbitrage ou plus simplement un arbitrage est un moyen de

gagner de l’argent sans prendre aucun risque en particulier sans mise initiale, Cela se

traduit par la définition suivante lorsqu’on suppose que l’investisseur intervient durant la

période [0, T ].

V0 = 0, P(VT ≥ 0) = 1, P(VT > 0) > 0.

La première condition signifie que l’on part de rien, la seconde que l’on est sûr de ne

pas perdre d’argent et la troisième qu’avec une probabilité strictement positive on fait un

réel profit. On imagine sans peine que les gens qui tentent de régler le marché cherchent

à tout prix à proscrire les opportunités d’arbitrage. En effet, si de telles opportunités

sont admises le marché ne tarde pas à «exploser». Une hypothèse communément faite est

donc celle d’absence d’opportunité d’arbitrage désigné par (AOA) dans la suite. Dans

le modèle de Black-Scholes, nous avons

dSa(t) = Sa(t){(µt − rt)dt+ σtdWt}.

42



Introduisons le processus

ψt = sgn(µt − rt)χσt = 0.

La stratégie autofinancée associée à (0, ψ) vérifie

V a(t) =

∫ t

0

ψudS
a(u) =

∫ t

0

|µt − rt|χσt=0du.

Sous (AOA), c’est-à-dire en l’absence d’opportunité d’arbitrage, on doit avoir

|µt − rt|χσt=0 = 0 m⊗ P− p.p.

Car sinon la stratégie précédente est clairement un arbitrage et donc il existe un processus

θ progressivement mesurable tel que

σtθt = µt − rt.

On peut prendre par exemple

θt =
µt − rt
σt

χσt 6=0.

Puisque si σt = 0 alors µt − rt = 0.

4.4 Complétude du marché

Commençons par l’exemple le plus connu d’option européenne, celui d’une option

européenne d’achat ou «call européen». Il s’agit d’un titre qui donne le droit mais non

l’obligation à son détenteur d’acheter à une date T fixée par avance une action S à un

prix K fixé par avance. T s’appelle la maturite et K le prix d’exercice. A’ la date T, ou

bien ST ≥ K ou bien ST < K. Dans le premier cas, le détenteur de l’option exerce

son droit : il achete une action au prix K; il peut revendre instantanément cette action

au prix ST réalisant ainsi un bénéfice de ST − K à la date T . Dans le second cas, le

détenteur de l’option n’exercera pas son droit : il ne va pas acheter au prix K une action

qu ’il peut acheter moins cher sur le marché. Il ne fait aucun bénéfice. Finalement, le

gain que procure la détention d’un call européen est

ξ = (ST −K)+.

On parle souvent de « payoff ». Toute option européenne sera représentée par le gain

que procure à maturité sa détention.
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Dèfinition 4.4.1. On appelle option européenne de maturité T toute variable aléatoire

positive et FT−mesurable.

Nous supposons à présent qu’il existe une probabilité risque neutre, P∗ et nous tra-

vaillons à maturité fixée T > 0, nous introduisons deux notions importantes.

Dèfinition 4.4.2. Une option européenne est P∗ régulière si la variable aléatoire ξa = aT ξ

est P∗ intégrable i.e E∗[ξa] <∞.

Dèfinition 4.4.3. Une option régulière est simulable ou duplicable s’il existe une stratégie

autofinancée (x, ψ) telle que

VT = ξ, V a est une P∗-martingale.

Dèfinition 4.4.4. Le marché est P∗− complet si toute option régulière est simulable

Proposition 4.4.1. Notons tout d’abord qu’une option régilière est simulable si et seule-

ment s’il existe une stratégie minorée telle que

V0 = E∗[ξa], VT = ξ.

Preuve. En effet, si ξ est simulable alors il existe une stratégie autofinancée telle que

V a est une P∗-martingale et V a(T ) = ξa, donc

V a(t) = E∗(V a(T )|Ft) = E∗(ξa|Ft).

En particulier, puisque ξ ≥ 0, il en est de même de

V a(T ) et V a(0) = E∗[ξa].

Réciproquement, si (x, ψ) est une stratégie minorée, V a est sous P∗ une martingale

locale minorée donc une surmartingale. On a donc pour tout t ∈ [0, T ],

E∗[V a(T )] ≤ E∗[V a(t)] ≤ E∗[V a(0)].

Si V a(0) = V0 = E∗[ξa] et V a(T ) = ξa alors pour tout t ∈ [0, T ],

E∗[V a(t)] = E∗[ξa].

Et V a est alors une P∗ -martingale, une surmartingale d’espérance constante étant une

martingale.
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Comme dans les modeles discrets, nous avons le résultat général suivant : s’il existe

une probabilité risque neutre P∗, le marché est P∗-complet si et seulement si P∗ est l’unique

probabilité risque neutre.

Théorèm 4.4.1. Dans le modéle de Black-Scholes, nous obtenons le résultat suivant : on

se place dans le modele de Black-Scholes et on suppose l’existence d’une probabilité risque

neutre. Le marché est complet si et seulement si σt > 0 m⊗ P− p.p.

4.5 La problématique des options

Venons à présent aux questions que soulévent les options. Prenons le point de vue du

vendeur de l’option, à l’instant t = 0, il vend le contrat -dont le gain pour l’acheteur est

la variable aléatoire ξ− et reçoit en échange une certaine somme d’argent que l’on appelle

la prime disons x euros. Le premier problème du vendeur est de ne pas perdre d’argent :

en effet, à l’instant T, la maturité, il sait qu’il devra verser au détenteur de l’option la

somme (aléatoire) ξ(ω). Pour se couvrir contre ce risque le vendeur va investir la prime

x dans le marché et suivre (ou essayer de trouver) une stratégie autofinancée et minorée

ψ de sorte que

V x,ψ
t ≥ ξ P− p.s.

C’est le premier aspect du problème. D’autre part, on imagine sans peine que notre agent

n’est pas le seul à proposer ce produit et donc il souhaite être le plus compétitif possible

c’est-à-dire vendre l’option le moins cher possible. Finalement, le prix de l’option ξ

apparait comme

P (ξ) = inf{x ≥ 0,∃(x, ψ) stratégie minorée t.q. V x,ψ
t ≥ ξ P− p.s.}

Il est très facile de montrer que P(ξ) ≥ E∗[ξa]. En effet, si (x, ψ) est une stratégie

minorée telle que VT ≥ ξ, V a est une surmartingale et

x = E∗[V a(0)] ≥ E∗[V a(T )] ≥ E∗[ξa].
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4.6 Exemples

1- Nous venons de voir que le prix d’une option européenne, ξ, est donné par «simu-

lation» : plus précisément, on cherche une stratégie autofinancée de valeur finale

VT = ξ et on a P(ξ) = V0

Or pour une stratégie autofinancée, nous avons.

dVt = φtdRt + ψtdSt

Qui devient dans le modèle Black-Scholes à coefficients constants

dVt = rφtRtdt+ ψtSt(µdt+ σdWt).

Ce qui donne, puisque

φtRt = Vt − ψtSt,

dVt = rVtdt+ (µ− r)ψtStdt+ σψtStdWt.

Déterminer le prix d’une option européenne revient donc naturellement à résoudre

une EDSR :

En effet, pour simuler l’option ξ, on cherche un couple de processus (V, ψ) tel que

l’évolution de V est régit par l’EDS précédente et VT = ξ ; on souhaite donc que

(V, ψ) soit solution de

Vt = ξ +

∫ T

t

(−rVu − (µ− r)ψuSu)du−
∫ T

t

σψuSudWu.

Pour « coller » au formalisme EDSR, il suffit de changer d’inconnue en posant

Zt = σψtSt, (S est connu) l’équation précédente se réécrit, si l’on note

θ = (µ− r)/σ,

Vt = ξ +

∫ T

t

(−rVu − θZu)du−
∫ T

t

ZudWu.

On obtient ici une EDSR linéaire que l’on peut résoudre «explicitement»

Vt = EFT
[
ξ exp

(
−θ(WT −Wt) +

θ2

2
(T − t)− r(T − t)

)]
V0 = E

[
e−rT ξ exp

(
−θWT +

θ2

2
T

)]
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2- Supposons maintenant que «le régulateur du marchés» veuille éviter trop de spécu-

lation sur l’action sous-jacente. Il peut soit interdire formellement cette transaction

soit, de façon plus subtile, pénaliser les investisseurs qui se livrent à cette pratique.

Dans le second cas, lorsqu’un investisseur fait des dettes libellées dans le sous-

jacente, il doit payer une pénalité (instantanée) proportionnelle au montant de

cette dette soit ψtSt.

Dans ce dernier cas, dupliquer une option européenne revient à résoudre l’EDSR,

dVt = (rVt + θZt − γZ−t )dt− ZtdWt, VT = ξ.

Où γ est une constante positive. Cette EDSR n’est plus linéaire mais les hypothèses

du théorème de Pardoux-Peng sont satisfaites dès que ξ est de carré intégrable.

3- Un autre exemple d’EDSR non-linéaire intervenant en finance est le suivant :

dVt = (rVt + θZt)dt+ ZtdWt − (R− r)(Vt − Zt/σ)−dt, VT = ξ.

On est amené à résoudre cette dernière équation pour dupliquer une option euro-

péenne lorsque le taux d’emprunt R est supérieur au taux r auquel est rémunéré

l’argent. Il n’est dans ce cas pas raisonnable d’emprunter de l’argent à un taux R

et d’investir au même moment sur le placement sûr dont le taux est r.

Signalons que dans tous les exemples précédents, les stratégies sont admissibles i.e.

Vt ≥ 0.

Cela résulte très facilement du théorème de comparaison pour les EDSR.
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