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Résumé

Ce travail est dédié¢ a I’étude et a la simulation des codes de Reed Solomon. Les codes de Reed
Solomon notés RS(n, k)sont des codes de détection et de correction des erreurs. Se sont des codes
particuliers des codes BCH.Les messages sont divisés en blocs de k symboles chacun dont on a ajouté
n — k symboles de redondance ou de controle a chaque bloc permettant ainsi de diminuer la possibilité de
retransmission. La longueur des blocs dépend de la capacité du codeur.l.e décodeur traite chaque bloc de n
symboles et corrige les éventuelles erreurs. A la fin de ce traitement, les données originelles seront

restaurées.

Mots clefs : Code Correcteur, Code de Reed Solomon, Corps de Galois, AWGN, BER, BPSK, SNR.

Abstract

This work is dedicated to the study and simulation of the Reed Solomon codes. The Reed
Solomon codes as noted RS(n, k) are detection codes and error correction. They are a particular codes of
the BCH codes. The message to be transmitted are divided into blocks of k symbols each of which was
added n — k redundancy symbols or control each block, which allows reduce the possibility of the
transmission again. The length of the blocks depends on the encoder's capacity. The decoder processes each

block of n symbols and corrects any errors. At the end of this treatment, the original data will be restored.

Key words :Correction Code, Reed Solomon code, Galois Ficld, AWGN, BER, BPSK, SNR.
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Glossaire

BCH Bose, Ray-Chaudhuri et Hocquenghem
RS Reed-Solomon

MDS Maximum Distance Separable

LFSR Linear Feedback Shif Register

BPSK Binary Phase Shift Keying

AWGN Additive White Gaussian Noise

BER Binary Error Rate
MAP Maximum A Posteriori
SNR Signal-to-Noise Ratio
PSK Phase Shift Keying

M-PSK Modulator -Phase Shift Keying
M-QAM M-ary Quadrature Amplitude Modulation
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Introduction générale

De nos jours, on vive dans un monde ou les communications jouent un role
primordial tant par la place qu’elles occupent dans le quotidien de chacun, que par les
enjeux économiques et technologiques dont elles font I'objet. On a sans cesse besoin
d’augmenter les débits de transmission tout en gardant ou en améliorant la qualité de
ceux-ci. Mais sans un souci de fiabilité, tous les efforts d’amélioration seraient vains car
cela impliquerait forcément a ce que certaines données soient retransmises. C’est dans la

course au débit et a la fiabilité que les codes correcteurs entrent en jeu...[1].

Un code correcteur d’erreur permet de corriger une ou plusieurs erreurs dans un
mot-code en ajoutant aux informations des symboles redondants, autrement dit, des
symboles de controle. Différents codes possibles existent mais dans ce travail on traitera
seulement les codes de Reed Solomon car pour le moment, ils représentent le meilleur
compromis entre efficacité (symboles de parité ajoutés aux informations) et complexité
(difficulté de codage)[2].

Les codes de Reed Solomon sont de codes correcteurs basés sur les corps ou les
champs de Galois GFdont le principe est de construire un polynoéme formel a partir des
symboles a transmettre et de le sur échantillonner. Le résultat est alors envoyé, au lieu
des symboles originaux. La redondance de ce sur échantillonnage permet au récepteur du
message encodé de reconstruire le polynome méme s’il y a eu des erreurs pendant la

transmission [3].

Les codes Reed Solomon sont des codes par bloc. En effet ils prennent en entrée un
bloc de données de taille fixéek, qui est transformé en un bloc de sortie de taille fixée n >
k. Ces codes travaillent sur un corps fini noté GF(2™), qui possede le plus souvent
2Méléments. Grace a un ajout de redondance, ces codes permettent de corriger deux types

d’erreurs

e les erreurs induisant une modification des données, ou certains bits passent de la

valeur 0 a la valeur 1 et vice versa comme sur le canal binaire symétrique ;
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e les erreurs provoquant des pertes d’informations aussi appelées effacements,
lorsque des paquets d’informations sont perdus ou effacés comme sur le canal

binaire a effacement).

On note un code de Reed Solomon RS(n, k)ou RS(n, k,t) avec n = 2™ — let 2t = n —
k[4].

L’objectif de notre mémoire est de faire une étude détaillée, claire et complete des
différents concepts principaux des codes Reed Solomon et d’enrichir notre étude par une

simulation numérique.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on va exposer la théorie des codes correcteurs linéaires.
Apres un bref rappel des principaux éléments de base sur lesquels reposent les
fondements mathématiques de ce type des codes, on va regrouper toutes les propriétés

essentielles qui peuvent étre, plus tard, exploitées dans la suite de ce travail.

Le second chapitre est consacré principalement au fond du travail qui est les codes
de Reed Solomon. Dans ce chapitre on présentera a une généralité sur les
mathématiques des corps finis corps finis dits les « champs de Galois » qui sont tres
utilisés dans la théorie de codage et de décodage des codes de Reed Solomon. Les
opérations de base dans ces corps, comme l'addition et la multiplication, sont bien
présentées dans ce chapitre avec des exemples didactiques.

La théorie des codes de Reed Solomon présentera deux méthodes de décodage. La
premiere solution présentée sera la méthode de la division Euclidienne, quand a la

deuxiéme méthode, elle mettra en évidence 1’algorithme de Reed Solomon|5].

Dans le troisieme chapitre on fera la réalisation et la simulation des codes Reed
Solomon, en présentant I’évaluation des performances de ces codes. Nous verrons que la
simulation numérique montre que ces codes sont trés puissants et améliore d’'une facon
certaine et considérable les performances d'un systéme de communication numérique en

en termes de taux d’erreurs binaire BER.

Enfin, une conclusion générale dresse un bilan de ce travail et propose quelques

perspectives de recherche.
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Chapitre 1

Généralités sur les codes correcteurs

1.1 Introduction

Dans le canal de transmission l'information est transmise de I'émetteur au
récepteur. A cause du bruit qui est introduit dans la canal, le récepteur recoit un
message qui differe du message originale. Pour éviter l'effet de bruit on a utilisé la
technique de détection et correction des erreurs [6]. Un code correcteur est une
technique de codage basée sur la redondance ou I'ajout de symboles de contréle au
message original. Cette technique montre son efficacité dans la pratique, et pour cette
raison on la trouve dans la transmission par satellite, téléphonie, disque laser, TV
haute définition [7].

Dans ce chapitre, on va présenter une généralité sur les codes correcteurs

d’erreurs ou on va donner les notions de base et les fondements de ces codes.
1.2 Les codes correcteurs d’erreurs

1.2.1 Intéreét

En communication, une fonction d’encodage est une regle qui permet de convertir
de I'information sous une autre forme de représentation, appelée code. Dans le domaine
de la théorie de I'information, les codes sont utilisés pour détecter et corriger les erreurs
de transmission. En effet, lorsqu'une source souhaite transmettre un message a un
destinataire, elle envoie ce message au travers dun canal dans lequel peuvent
apparaitre des erreurs dues a des bruits. Ainsi le message que le destinataire recoit

peut avoir été modifié. Afin de protéger I'information de ce genre d’erreurs, on ajoute au

Les codes de Reed Solomon : étude et simulation Page 4
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message de la redondance avant de le transmettre dans le canal. A la réception, le
décodeur tente de récupérer le message original a partir du message recu.
Le schéma suivant illustre la chaine d’actions qui permet a une source de

transmettre de 'information a un destinataire.

Destinataire

Y

Codeur Canal Décodeur
msgm msg m

Y
Y

Source

Y

my,my, ..., My xl,xz....% Vi, V2.V my, My, ..., My

Existence de bruit:
Certaines bits de x sont changés

Fig. 1.1 Principe de la chaine de transmission de 'information.

Un message m = (mm;, m,, ...m,;,) constitué de k symboles est généré par la source
et envoyé au codeur. Celui-ci va I'encoder en mots de code x de longueur n, avec n > k.
On envoie donc des mots de la forme x = (x 1, x; ... x;,) au travers du canal.

A la sortie du canal, on obtient un mot qui contient un certain nombre d’erreurs
qui sera noté y = (y1,¥s, ... ¥n). Le décodeur récupére le message m a partir de y en
appliquant une regle de décodage, qui peut étre, par exemple, le principe du maximum
de vraisemblance. On peut donc retrouver le message de départ, a condition que le
nombre d’erreurs ne soit pas trop grand. En outre, plus on a ajouté de symboles

redondants, plus on peut corriger d’erreurs [8].

1.2.2 Définition mathématique des codes

On considére que les mots sont constitués d’éléments appartenant tous a un
alphabet ) contenant q éléments. Le mécanisme de codage fournit des mots de code de
n éléments appartenant tous a Y, .

Si on appelle Y™ 'ensemble de toutes les séquences de taille n, on a donc

X" =q" (1.1)

Un code serait donc un sous-ensemble de ). Donnons une définition plus précise
de ce terme ainsi que de la fonction d’encodage.

v" Définition 1 : Un code C défini sur un alphabet ) est un sous-ensemble de Y. Le

code ainsi obtenu est appelé un code g —aire de longueur n.

v' Définition 2 : Une fonction d’encodage ¢ est une fonction injective qui, a chaque

élément de I'espace du message, associe un mot-code. On a donc
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¢: Espace des messages = "

Un code est donc I'ilmage obtenue par cette fonction

C = Im{p} (1.2)

Notation : On note (n, k,d), un code qui transforme des blocs de message de k éléments
en mots de code de n éléments, avec une distance minimale égale a d. Le nombre des

mots-code est alors M = g* [3].

1.2.3 Caractéristiques d'un code

Les codes correcteurs sont caractérisés par cinq données importantes.

1.2.3.1 Dimension et longueur d’un code

Un code est une application injective ¢:{0,1}* - {0,1}"*, Le paramétrek est
appelé la dimension du code ¢ et le parameétre n est appelé la longueur du code: on dit
que ¢ est un code de parameétres (n, k).

L’ensemble C = {¢(m),m € {0, 1}} est appelé I'image du code ¢. Les éléments de C
sont appelés les mots de code de ¢ (en opposition aux éléments « originels » de {0, 1}*qui

sont appelés mots de source). Deux codes ayant la méme image sont dits équivalents.

1.2.3.2 Le rendement ou taux de codage (« rate » en anglais)

Correspondant au nombre de symboles d'information des blocs du message divisé
par le nombre d’éléments des mots de code, c’est-a-dire k/n. Si ce taux est tres petit,
cela signifie que pour envoyer un petit bloc de message, il va étre nécessaire de
transmettre un mot de code tres grand. Or ceci n’est pas souhaitable car la vitesse de
transmission va étre fortement réduite, et il faudra beaucoup de temps pour envoyer un
court message. Le but étant d’'optimiser cette vitesse de transmission, on cherchera a

avoir le meilleur rendement possible.
1.2.3.3 La probabilité d’erreurs du code
Cette probabilité va dépendre de la distance minimale entre les mots de code. Il

est en effet évident que plus les mots seront différents les uns des autres, plus la

capacité a retrouver le message originel va augmenter.
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1.2.3.4 La complexité de ’algorithme d’encodage et de décodage

La complexité de ces algorithmes est une donnée importante car elle décidera du
temps de calcul et des ressources nécessaires pour I'exécution des fonctions de codage et
de décodage. Il s’agit donc d’'une donnée a prendre en compte lors du choix d’'un type de

code.

1.2.3.5 Distance minimale d'un code

Soit ¢ un code d'image C.

On appelle capacité de détection de ¢ le plus grand entier e; tel quon soit
toujours capable de détecter e, erreurs ou moins.

On appelle capacité de correction de ¢ le plus grand entier e. tel qu'on soit
toujours capable de corriger e, erreurs ou moins.

On appelle distance minimale de ¢ et on note d,, (ou d.) la plus petite distance

non nulle entre deux mots de code. On a

dy,— 1
ed=d(p—letec=l(p2 | (1.3)

La distance minimale dun code quantifie donc sa qualité vis a vis que
I'information ne doit pas étre trop diluée.
C’est un parametre important. En abrégé, « un code de dimension k, de longueur

n et de distance minimale d » se dira « un code de parametres (n,k,d) » ou méme « un

code (n, k, d) » [9].
1.2.4 Classification des codes Correcteurs

C’est le probléme du codage de canal. A coété des premiers codes empiriques (bit de
parité, répétition,...) deux grandes catégories de codes ont été développées et sont

actuellement utilisées en faisant I'objet permanent de perfectionnements

v Les codes en blocs: (linéaires, cycliques ou non) : le codage/décodage dun bloc
dépend uniquement des informations de ce bloc.

v Les codes en treillis : (convolutifs, récursifs ou non) : le codage/décodage d’un bloc
dépend des informations d’autres blocs (généralement de blocs précédemment

transmis).
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La figure ci-dessous donne un simple résumé de la grande famille de codage.
Dans la premiere classe, citons les codes les plus célebres comme les codes BCH, Reed
Muller, Reed Solomon et Goppa, Golay et Hamming. La deuxiéme classe est moins
riche en variété mais présente beaucoup plus de souplesse surtout dans le choix des
parametres et des algorithmes de décodage disponibles. Citons par exemple, les codes
convolutifs binaires systématiques récursifs tres utilisés dans les modulations codées

(TCM) et les codes concaténés paralléles (Turbo Codes) [10].

[ Les codes correcteurs ]

[ Les codes en treillis ] [ Les codes en blocs J
[ Modulation codée en treillis ] [ Les codes non-linéaires ] ‘ Modulation codée en blocs I
[ Les codes convolutifs ] [ Les codes linéaires ]

[ Les codes non-récursifs ][ Les codes récursifs ] [ Les codes cycliques ][ Les codes non-cycliques ]

Fig. 1.2 La hiérarchie des codes correcteurs [10].

1.2.5 Exemples de codes simples

Pour ces exemples de codes, nous considérerons des codes binaires. Les blocs de
messages seront des éléments de {0,1}%, et les mots de code générés seront des éléments
de {0, 1}™.

Pour illustrer ces codes, nous utiliserons le bloc de message : 1011001.

1.2.5.1 Code répétitif

Il s’agit d’'un code trés simple dans lequel on répéte n fois chaque bit du message

a envoyer. On a alors

€ ={(00--0); (11 1)} (1.4)
IMlustration : Considérons le cas ou n = 5, on obtiendrait alors le mot de code

11111 0000011111 11111 00000 00000 11111
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On remarque quil n’y a que deux mots de code possibles qui sont
{(00..0); (11..1)} ou les bits sont répétés n fois. On déduit donc que la distance
minimale de ce code est de n, c’est-a-dire que les mots different de n bits au minimum.

De plus, on code des blocs de 1 bit en mots de n bits. Nous verrons plus loin que
lon note ce code [n,1,n], pour signifier un code de dimension 1, de longueur n et de
distance minimale n. Nous verrons également que le fait que ces mots soient distants de

n bits implique que 'on pourra détecter n — 1 erreurs et corriger (n — 1)/2 erreurs.

IMlustration : Le code répétitif ou 4 = 5 peut donc détecter jusqu’a 4 erreurs et corriger 2
erreurs. En effet, si le décodeur applique la regle du maximum de vraisemblance, si un
mot a 3 erreurs, le décodeur va retourner le mauvais bit. En revanche, il ne pourra pas

retrouver le mot originel car le mot regu sera plus proche d'un autre mot de code.

Remarque : Si on analyse ce code, on se rend compte qu’il s’agit d'un code qui a un

rendement faible puisque pour transmettre un bit il faut le répéter A fois.

1.2.5.2 Parity Check code

Dans ce code, on ajoute un bit correcteur a la fin du bloc de message pour
indiquer si le nombre de 1 est pair ou impair. Il faut que le mot de code posséde un
nombre pair del. Le codage s’effectue donc de la fagon suivante :

Si le nombre de bits 1 dans le bloc est pair, on ajoute 0.

Si le nombre de bits 1 dans le bloc est impair, on ajoute 1.

C= {(Clz—cc’“) - 0} (1.5)

On a donc

Ilustration : Etant donné que dans notre exemple, le nombre de bits 1 est égal a 4, on

ajoute un 0 a la fin du mot. Le mot de code ainsi généré serait donc : 10110010.
S1 1’'on code des blocs de k bits, on obtient donc des mots de code de k + 1 bits.

De plus, si on prend deux blocs qui ne difféerent que d’'un seul bit, on obtient deux
mots de code distants de 2 bits. Ainsi la distance minimale du code est de 2.

On va donc noter ce code comme étant [ k + 1,k,2] . Si on pose n =k + 1, on peut
également écrire cette définition de la facon [n,n — 1,2 ]. Ce code peut détecter 1 erreur,

mais ne peut pas la corriger [11].
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1.3 Les codes linéaires

1.3.1 Matrice Génératrice

Un code ¢ de parametres (n, k) est dit linéaire s’il existe une matrice G € M,, ;. (F, )
(c’est-a-dire avec n lignes, k colonnes, a coefficients dans {0,1}), de rang k, telle que
vm e {0,1}%,0 (m) =G Xm (1.6)
La multiplication matricielle est & comprendre dans F, (c’est & dire modulo- 2 et
le mot m est ici considéré comme un vecteur colonne. La condition sur le rang traduit
I'injectivité de ¢. La matrice G est appelée matrice génératrice de ¢.
Enfin, dire que le code ¢ est systématique, c’est dire que la matrice G est le la

forme (é",), ou I, est la matrice identité d’ordre k.

Exemple: a) Considérons ¢, code linéaire de matrice génératrice

_ O -

0
1
0
1

C’est un code de dimension 2, de longueur 4, donné par le tableau

x | 00 [ o1 [ 10 [ 11
@(x) | 0000 | 0101 | 1011 | 1110

b) Pour le code de bit de parité (8,9), la matrice génératrice est ( 1 18 1) [12].

1.3.2 Matrice de controle d'un code linéaire

L’intérét principal de ne considérer que des codes linéaires est qu’ils disposent de

meilleurs algorithmes de décodage. On utilise pour cela les matrices de controle.
v" Définition

Soit ¢ un code linéaire (n,k) de matrice génératrice G. On appelle matrice de
contrdle de ¢ toute matrice H € M,_; , ( c’est-a-dire avec n colonnes et n — k lignes )
telle que

Hm=0=me C (1.7)

L’existence de matrices de controle pour n'importe quel code linéaire ¢ n’étonnera

pas les spécialistes de l'algebre linéaire: H n’est rien d’autre qu'une matrice dont le

noyau est I'image de G. Il est clair que de telles matrices existent toujours.
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Au passage, comme le noyau de H est C, H contient assez d’information pour
reconstituer ¢ a équivalence prés.

En revanche, on remarque que H n’est pas unique en général (par exemple, en
permutant deux lignes d'une matrice de controle, on obtient encore une matrice de
controle).

Etant donné la matrice génératrice G d'un code ¢, se donner une matrice de
controle H, c’est se donner une base de l'orthogonal de C dans {0,1}", ce qui n’est pas
évident. L’opération inverse est plus facile : étant donné une matrice de controle H, Se
donner la matrice génératrice G d'un code ¢ correspondant revient a se donner une base
du noyau de H.

Le théoréme suivant donne un critére tres simple pour déterminer une matrice

de controle d’'un code systématique[13].
v' Théoréme

Soit ¢ un code systématique de matrice génératrice (g‘,)

Alors la matrice H = (G' I,,_j) est une matrice de controle de G.
v Exemple

Une matrice de controle du code de bit de parité (8,9) est (11111111 1)[13].

1.3.3 Distance minimale d’un code linéaire

Les codes linéaires sont également intéressants car on dispose d’informations sur
leur distance minimale. Tout d’abord, par définition, dire qu'un code ¢ de parametres
(n, k) est linéaire, c’est exactement dire que ¢ est une application linéaire injective de

{0,1}* dans {0, 1}".
v Proposition (distance minimale d'un code linéaire)

Soit ¢ un code linéaire d'image C. Alors la distance minimale de d,, est égale au

plus petit poids non nul d'un mot de C [14].
v Calcul de la distance minimale d’un code

Dans le cas ou C est un code linéaire binaire, on a
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Amin = min{d(x,y) /x,y € C,x # y} (1.8)
Amin =min{w(x+y) /x,y€C,x #y} (1.9)
Admin =min{(x) /x € C,x # 0} = Wpn (1.10)

v Distance minimale et matrice de controle

On peut encore avoir un autre critéere sur la distance minimale d’'un code
p

linéaire il est donné par la matrice de controle du code.
v" Proposition

Soit ¢ un code linéaire de matrice de controle H.

Alors d,, est le nombre minimal de colonnes de H linéairement dépendantes.
e SiH aune colonne nulle,ona d, = 1.
e Sinon, et si H a deux colonnes identiques, on a d, = 2.

e Sinon, et si une colonne de H est égale a la somme de deux autres, on a

dy =3, etc.

1.3.4 Décodage d’un code linéaire
v Définition (Mot erreur et syndrome)

Soit ¢ un code de parameétres (n, k), de matrice génératrice G et de matrice de
contréle H. On se fixe un mot de sourcex (mot de longueur k). Le mot de code
correspondant sera ¢ (x) =Y. Il y a éventuellement des erreurs durant la transmission
et on recoit le mot Z.

On appelle mot erreur associé a Z le mot E = Z + Y .On appelle syndrome de Z le
mot H X Z. On note E; le mot ne contenant que des 0, sauf en position i.

Quelques commentaires sur cette définition

Comme E =Y+ Z,onaZ =Y +E, et donc E quantifie bien les erreurs survenues
sur Y : par exemple, w(E) est le ? d’erreurs survenues. Le probleme du décodage peut se
reformuler : « trouver E », car alors on déduit Y .

Bien str, ce «trouver E » est a comprendre dans le sens «trouver E le plus
probable », c’est a dire « trouver E de poids minimal ».

Dire que le syndrome de Z est nul, c’est dire que Z est un mot du code, dans ce cas

le mot erreur le plus probable est le mot nul[15].

Les codes de Reed Solomon : étude et simulation Page 12



Chapitre 1 : Généralités sur les codes correcteurs 2015/2016

v" Remarque

Soit Z un mot de syndrome S.

Alors E est aussi de syndrome Scar HXE=HX(Z+Y)=HXZ+HXY etY est
un mot du code.

L’ensemble des mots de syndrome S est appellé classe latérale de Z.

Le probleme de décodage se reformule donc : « trouver le mot de plus petit poids

dans la classe latérale de Z » ... §’1l existe !
Par exemple

e Dire que le mot nul est dans la classe latérale de Z, c’est dire que le syndrome
S = H X Z est nul. Dans ce cas, le mot de poids minimal dans la classe lattérale
de Z est le mot nul, il faudra donc corriger Z par ¢~ 1(2).

e Supposons donc que le syndrome de S = H X Z est non nul. Dire qu’il existe un
mot de poids 1 dans la classe latérale de Z, c’est dire que le syndrome S est égal a
une colonne C; de H. Dans ce cas, s’ll existe une seule colonne C; deH égale au
syndrome, le mot de poids minimal dans la classe lattérale de Z est E;, il faudra
donc corriger Z par ¢~ 1(Z + E;), ou E; est le mot ne contenant que des zéros, sauf
en position i.

e Supposons donc que le syndrome de S = H X Z est non nul, et distinct de toutes
les colonnes de H. Dire qu’il existe un mot de poids 2 dans la classe latérale de Z,
c’est dire que le syndrome de Z est égal a la somme de deux colonnes de H. Dans
ce cas, et si c’est la seule facon d’obtenir le syndrome comme somme de deux
colonnes de H, le mot de poids minimal dans la classe latérale de Z est E;; + E;5, il

faudra donc corriger Z par ¢~ 1(E;; + E;3). ... un algorithme prend forme !

Dans ce qui précede, le point délicat est I'unicité « du» mot de poids minimal
dans la classe latérale de Z. Par exemple, si deux colonnes C; et C; de H sont
égales a S = H X Z, on ne sait pas corriger. Pour commencer, faisons ’hypothése que ce
cas de figure ne se produira jamais. Il suffit pour cela de renoncer a corriger au-dela de
la capacité de correction, car un mot de poids p < e. peut s’écrire au plus d’'une seule

facon comme somme de colonnes de H [16].
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Algorithme de de décodage des codes linéaires, 1°"¢ version

Cest un algorithme de décodage en deca de la capacité de correction, donc non

optimal (sauf si le code est parfait).
Etape 1 :oncalcule S=H X Z.

Etape 2:siS =0 , on décode Z par ¢~1(Z), sinon, on initialise p a 1.

Etape 3 : §’il existe p colonnes de H : Cj;,Cjp,.-+- Cy, telles que
§=Cy+Cy + -+ Cyp, on décode par
0 '(Z + Eq+Ep+ -+ Ep) (1.11)

e Sinon, et qu'on a p < e., on incrémente p et on recommence I'étape 3.
e Sinon, et donc qu'on a p = e., on passe a ’étape 4.
Etape 4 : échec du décodage

Finalement, la complexité de cet algorithme est en O(e, X né*1 x (n — k)), ce qui
est loin d’étre terrible, méme si cest déja beaucoup mieux que la complexité
exponentielle de ’algorithme naif (si k est grand).

Comment souvent, on peut faire mieux en convertissant une partie de la
complexité temporelle en complexité spatiale. En effet, on peut une bonne fois pour
toutes calculer, pour tout p < e. , toutes les sommes possibles de p colonnes de H, les
trier par ordre lexicographique et leur associer le mot erreur E correspondant.

Le calcul de toutes les sommes dans 1’étape 3 est alors remplacé par une

recherche dichotomique, de cotut O(p).
Algorithme de décodage des codes linéaires, 2¢™¢ version

Le méme, mais avec un prétraitement consistant a calculer pour tout p < e,
toutes les sommes possibles de p colonnes de H, a les trier par ordre lexicographique et
leur associer le mot erreur E correspondant (par exemple a la somme de C; et C; est
associé E = 10100...).

Le coGit du prétraitement est en 0(e, X n°*! x (n — k)). L’algorithme a de plus
une complexité en espace en 0(e, X né*1 x (n — k))

La complexité temporelle de I'algorithme lui-méme est en O(n X (n — k))

Le défaut non réglé est le caractére non optimal de ces algorithmes. Une

troisiéme version, dont la complexité en espace est en 0(2" %), régle ce probléme[14].
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Algorithme de décodage des codes linéaires, 3™ version

2"k mots de longueur n — k),

Pré calcul : pour tous les syndromes possibles ( les
on calcule le mot de poids minimal de la classe latérale associée, ce qui nous donne un
tableau de taille (2"7%) (le i® élément est le mot de poids minimal de la classe latérale
dont le syndrome est i écrit en base 2, s'il existe ; et un symbole d’échec sinon).

Etape 1 :oncalcul S = H X Z et i dont S est I’écriture en base 2
Etape 2 : on sélectionne le i® élément E du tableau
Etape 4 : on corrige par ¢ 1 (Z + E)

Le cotlt de cet algorithme est en O(n X (n — k)), mais la complexité en espace est
tres importante, et surtout le pré calcul n’est pas réalisable si n est vraiment grand, car
1l est en O(n - 2™).

Cet algorithme peut étre optimisé, en proposant par exemple que s’il y a
plusieurs mots de poids minimal dans une classe latérale, on choisisse celui, s’il existe,

pour lequel les erreurs sont le mieux groupées [14].
1.3.5 Exemple de codage d’'un mot m

Soit le message a transmettre :m = (110 1).

On envoie le mot de code ¢ défini par C = m

1101000
C=(1101).(1)1183(1)8=(0001101)
1010001

On remarque que comme G est dans une forme systématique, les quatre derniers
bits du mot ¢ sont les bits d’information non modifiés. Les trois premiers bits de C sont

donc les bits de controle.

1.3.6 Exemple du décodage d’un mot recu z

Imaginons qu’a la sortie du canal, on regoive le mot Z = (100110 1) comportant
une erreur au premier bit.

Pour décoder ce mot, on commence par calculer le syndrome s qui y est associé en
le multipliant par la matrice de vérification H. Si le résultat est nul, ce mot est
considéré comme ne comportant pas d’erreur. Si le résultat est non nul, on en déduit

qu'une erreur a été introduite dans le canal. Dans le cas des Hamming codes, le vecteur
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obtenu se retrouve dans les colonnes de H, et la position de la colonne nous indique la
position du bit erroné dans le mot regu.

On calcule donc le syndrome

S=Z.HT (1.12)
1 T
0)
1

Ayant S # 0, on en déduit qu'une erreur a été introduite par le canal. De plus, la

S=(1001101).<

S O -
o= o
[ = )
[ RS N
(SN )
[

S=(100)

colonne (10 0) est en premiéere position dans H, ce qui implique que lerreur se trouve
au premier bit de Z.

On peut donc corriger le mot regu en changeant le bit erroné. On obtient alors

Z'=(0001101) (1.13)

Le message envoyé étant contenu dans les quatre derniers bits, on retrouve

simplement le mot envoyé qui était bien m = (110 1) [11].
1.4 Codes parfaits

1.4.1. Bornes caractérisant les codes

Le Singleton Bound et la Sphere Packing Bound, appelée également borne de

Hamming.
v Définition 1: (borne de Singleton)

La distance minimale d d'un code linéaire de dimension k et de longueur n vérifie
d<n+1-—k.

Un code pour lequel on a égalité est dit MDS (Maximum Distance Separable).
v Définition 2: (Sphéres, boules)

Soit m € {0,1}" et k € N. On appelle sphére de centre m et de rayon k, et on note
S(m, k), I'ensemble des mots de {0, 1}" a distance k de m
S(m k) ={ref{0,1}",d(r,m) =k} (1.14)
On appelle boule de centre m et de rayon k, et on note B(m, k), 'ensemble
des mots de {0,1}" a distance inférieure ou égale a k de m

B(m, k) = {r € {0,1}",d(r,m) < k} (1.15)
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v" Proposition (Inégalité de Hamming)

Soit ¢ un code de paramétres (k,n), d'image C, de capacité de correction e.
Alors on a
Y, Ch< 2mk (1.16)
Et on appelle cette propriété I'inégalité de Hamming.

Cette borne nous permet de définir la notion de code parfait [17].

1..4.2 Définition Codes parfaits

Soit ¢ un code de parameétres (n, k), de capacité de correction e.. On dit que ¢ est
un code parfait s’il vérifie une des trois caractérisations équivalentes suivantes
e Les boules de rayon e, de centre les mots du code forment une partition de{0, 1}".
o @ vérifie le cas d’égalité de I'inégalité de Hamming Zfﬁo cl < 2nk |

e Pour tout mot r € {0,1}", il existe un unique mot de code m qui réalise le

minimum de d(r,m) [14].

1.4.3 Caractérisation des codes parfaits linéaires

Comme promis, montrons que les codes parfaits sont rares. Commengons par un

exemple.
v' Définition : (Codes de Hamming)

Soit m < 2 un entier.

Un code de Hamming est un code de paramétres (2™ —m — 1, 2™ — 1).
v Proposition (Distance minimale d’'une code de Hamming)

Un code de Hamming a toujours pour distance minimale 3.Un code linéaire de
Paramétres (2™ — 1, 2™ —m-1,3) est nécessairement un code de Hamming , 2™ lignes
et m — 1 colonnes.

Posons-nous maintenant la question de trouver tous les codes parfaits de capacité
de correction 1. Comme les codes parfaits vérifient 1’égalité de Hamming, les
paramétres d'un code parfait de capacité de correction 1 doivent vérifier ¥ ,Cl < 2%
cest-a-dire 1 + n = 2" % Posonsm =n—k, onaalors1+n = 2™,donc n = 2™ — 1.

k=n-m2"-m-1 (1.17)
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En définitive un code parfait de capacité de correction 1 a nécessairement les
paramétres d’'un code de Hamming ; et un code parfait linéaire de capacité de correction

1 est toujours un code de Hamming [14].
v" Théoréme (Codes parfaits linéaires)

Les seuls codes parfaits linéaires (binaires) sont
e Les codes de répétition pure (1,2e, + 1).
e Les codes de Hamming.

e Le code de Golay G,3(12,23,7).

1.5 Les codes cycliques

1.5.1 Rappels sur les polynomes

v Définition (Polynoémes a coefficients dans F,)
Un polynome a coefficients dans F, est une fonction de la forme
P(x)=ay+ a; x + a, x>+ -+ a, x" avec V;€{0,--n},a; € F, (1.18)
Sia, # 0, Pentier n est appelé le degré du polynome P, les entiers a; sont appelés
les coefficients de P, par convention le polynome nul est considéré comme étant de

degré—oo.
v" Remarque

Le fait de travailler dans F, nous simplifie grandement la vie. Par exemple, on a

toujours (a +b)? = a? + b?
v" Proposition

Soit P un polynome a coefficients dans F,. Alors

P (x?)P (x)? (1.19)
v Définition (racines)

Soit P un polynome a coefficients dans F, et a € F,, On dit que a est une racine

de P lorsque P(a) = 0.
Exemple :

e Le polynéme x2? + x a pour racines 0 et 1

e Le polynéme x? + 1 a pour racine 1.
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Le polynome x2? +x + 1 n’a pas de racine dans F,. Si l'on veut a tout prix qu’il
ait des racines, 1l faudra « imaginer » de nouveaux éléments qui ne sont pas dans
F,, de la méme facon qu'on construit le corps des nombres complexes en

« imaginant » un nouveau nombre i tel que i? = —1.
Définition (factorisation, irréductibilité)

Soit P un polynome a coefficients dans F, .
S’il existe deux polynomes P; et P, tels que P = P, P,, on dira que P; et P, divisent
P, ou encore que P, et P, sont des diviseurs de P. Dans ce cas on a nécessairement
deg(P,) + deg(P,) = deg(P) (1.20)
S’il existe deux polynomes P; et P, tels que
deg(P;)=>1,deg(P,)=1et P=P, P, (1.21)
alors on dit que P; P, est une factorisation de P.

S1 P n’a pas de factorisation, P est dit irréductible
Proposition (division euclidienne)

Soient P; et P, deux polyndomes a coefficients dans F,. Alors il existe deux

polynomes a coefficients dans F, Q et R, uniques, tels que

P, =P, X Q + Retdeg(R) <deg(P,) (1.22)

Q est appelé le qutient de la division euclidienne de P, par P, et R le reste[14].

1.5.2 Définitions d’un code cyclique

Soit € T'image d'un code de parametres (n,k). Le code est dit cyclique si

I'ensemble des mots du code est stable par décalage circulaire. En d’autres termes,

notons

o( mymy =+ My_y Mpy_y M) = My My My My Myy_q (1.23)

Un code (d'image) C est cyclique si Ym € C,o (m) € C.

Exemple

Les codes de répétition pure (n, k) sont cycliques.
Le code par bit de parité est cyclique.

Le code de Hamming systématique (7,4) est cyclique.
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e Plus généralement il existe des codes de Hamming (2™ -m- 1, 2™ —1)
cycliques pour tout m < 2.

e Le code de Hamming étendu (4, 8) n’est pas cyclique !
v' Définition (code cyclique engendré par un mot)

Soit m € {0,1}". Notons C le plus petit sous-espace vectoriel de {0,1}" stable par
décalage circulaire. Alors C est un code (ou I'image d’un code) cyclique quon appelle
code cyclique engendré par m. Le code cyclique engendré par m est I'ensemble des mots
quon peut obtenir en faisant des sommes finies de décalés circulaires itérés de m,

auquel il faut ajouter le mot nul[14].
Exemple

e Le code cyclique engendré par 111 est (équivalent a ) notre code de répétition
pure (1, 3).

e Le code cyclique engendré par 110000000 est (équivalent a ) notre code de bit
de parité (8,9).

v" Théoréme (Théoréme fondamental : générateur d'un code cyclique)

Soit € ('image d’) un code cyclique (n, k).
Alors 1l existe un unique polynéme
gxX)=ay +a; x+ -+ an_y X" *(ap_r =1) (1.24)
tel que
e g(x)estun diviseur de x™ + 1
e C( estle code cyclique engendré par m = aga; - ap_0--0 (k — 1 zéros)

e Les mots

m=ay-a,_,0--00; o(m) =0ag - ay,_,0--0;---;0% 1 (m) = 0--0ag - ay_g (1.25)
forment une base de C. Ce qui signifie quune matrice génératrice de C est donnée

par
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a 0 0
aq ao :
: 0
An-k  An-k-1 0
0 An—k Qo
0 0 a,
0 0 An-k

v Définition (représentation polynomiale)

Soit m =aya,..a,, un mot de longueur n. On appelle représentation

polynomiale de m le polynéme ay, +a;x + - + a, x".

Dorénavant, on identifiera
systématiquement un mot avec sa représentation polynomiale.

Soit C un code cyclique (n, k). On appelle polynome générateur de C le polynome
g(x) défini par le théoreme fondamental. Dorénavant, on identifiera un code cyclique

avec son polynome générateur.

Exemple

e Le polynéme générateur du code de répétition pure (1,n) est 1 + x + x2 + --- + x"!

e Le polynéme générateur du code par bit de parité (n —1,n) est 1 + x

e Le polynéme 1+ x + x3 estle polynéme générateur d'un c de Hamming (4, 7) [14].

1.5.3 Codes cycliques vs codes systématiques

Donnons-nous un code cyclique par son polynéme générateur g(x). Dans cette
section, on montre comment coder et décoder sans avoir a utiliser de matrice

génératrice ni retrouver de matrice de controle.
v Proposition (Algorithme de codage pour un code cyclique)

Soit € ('image d’) un code cyclique de polynéme générateur g(X). Soit m un mot
de source, de représentation polynomiale B, (x). Alors le mot image correspondant pour
représentation polynomiale g(x) X B, (x).

Pour un code cyclique, il existe donc des algorithmes de codage en O(n X log(n)).
v" Remarque

Soit € (I'image d’) un code cyclique (n, k). Alors un mot de longueur n est un mot

de code si et seulement si sa représentation polynomiale est un multiple de g(x), ce qui
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revient a dire que le reste de la division euclidienne de sa représentation polynomiale

par g(x) est nul.
v Proposition: (Matrice de contréle d'un code systématique)

Soit C un code cyclique de polynome générateur

gx)=ay + a; x + + ap_px™k (1.26)
Alors (théoréme fondamental) une matrice génératrice de ce code est

a, O 0
a; Qg :
o 0
Apn-k An—k-1 0
O an—k LR ao
0 0 !

0 0 An—k

Et une matrice de controle associée a cette matrice génératrice est

by biy .. by 0 .. 0
0 b, bry bo 0
0 0 by, byq.. b

On peut donc décoder un code cyclique aussi bien qu'un code linéaire
systématique. En fait, dans le cas d'un code cyclique quelconque, il existe des

algorithmes de décodage meilleurs [14].
1.6 Codes BCH

1.6.1 Détermination des codes cycliques de longueur impaire

Sin = 2p est pair, I'identité remarquable des maternelles donne
x"+1=(xP+1)? (1.27)
Il y a alors deux types de diviseurs de x™ + 1 les diviseurs de x? + 1, et les
produits de deux de ces précédents.

- Soit n entier impair

Pour déterminer tous les diviseurs de x™ + 1, 1l suffit de trouver la factorisation
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complete de x™+1, cest a dire décrire x"+1=¢,¢, +:-+ @savec les
@; irréductibles. Comme on l'a vu, la seule racine de x™+1 dans F, est 1, et le
polynéme x™ + 1 se factorise x"+1=(x + 1)( x" 1+ x"2+ -+ x + 1), mais
parfois le polynéme x" ! +...4+x + 1 est lui-méme factorisable bien qu’il n’ait pas de
racines.

Au passage, remarquons que si x" 1 + .-+ x + 1 avait des racines, la situation
infiniment moins complexe ; mais x™ !+ ---x + 1 n’a pas de racine. Pour remédier & ce

soucis, on va « imaginer » de telles racines.
v' Définition (racine primitive ne de I'unité)

On appelle racine primitive ne de 'unité un nouveau nombre, a, tel que
a*1, a’?#1,-, a1t =1 et a"™ = 1.

Ce nouveau nombre n’est n;y ny; , il n’appartient donc pas a F, .
v Remarque Les constatations suivantes s'imposent :

e « est une racine (imaginée) de x™ + 1.

e Mais alors, a?, a3,---, a™ = 1 sont aussi des racines de x™ + 1!
v Proposition (factorisation de x™ + 1 dans F, (a)[x])

D’aprés la remarque qui précéde, x" +1=(x+ 1)(x +a)(x + a?)...(x + a™ 1)
Finalement, on a bien une factorisation extéme de x™ + 1, mais le probleme c’est que les

coefficients des polynémes obtenus ne sont pas dans F, .
v" Théoréme

Soit P(x) un polynome a coefficients dans F, (a), avec @ une racine primitive n®
de 'unité. Si P(x?) = P (x)?, alors P(x) est en réalité a coefficients dans F, !

D’ou le corollaire suivant
v' Théoréme

Soit P(x) = [liex(x — a'), avec a une racine primitive n® de I'unité.
Alors P(x) € F,[x] si et seulement si ) est stable par multiplication par 2

modulo n.
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v Définition (Classes cyclotomiques)

On appelle classe cyclotomique de n une partie de {0,..,n— 1} stable par
multiplication par 2 et minimale pour I'inclusion , donc un ensemble de la forme
{,2j,4j,..., 2571} avec 25j = j mod n.

La classe cyclotomique {j,2j,4j,..., 2571} (avec 2° j = j mod n) sera appelée classe

cyclotomique engendrée par j.
Exemple

o x’+1=(x+1(x3+x*>+1)(x*+x+1) et donc les codes cycliques de
longueur 7 sont (1,7),(3,7),(4,7) et (6,7).

e x°+1=(0x+1D(x2+x+1)(x°+ x3+ 1) et donc les codes cycliques de longueur
9 sont (1,9),(2,9), (3,9), (6,9), (7,9) et (8,9).

e x'+1=(x+1D(x+ x°+...4x+1) et donc les seuls codes cycliques de

longueur 11 sont triviaux [18].

1.6.2 Les codes BCH primitifs stricts

Dorénavant, on se donne un entier r et on pose n = 2" — 1 (en particulier n est
impair). On se donne aussi une racine primitive ne de I'unité qu’on note a.
Commencons avec un théoréme qui tue tout, a savoir enfin une minoration

de la distance minimale d’un code !
v' Théoréme BCH

Notons C le code cyclique de associé a la partie stable Y = {iy ,...,in_x} (Cest
a dire de polynéme générateur [[ey (x — a')).

S’il existe des entiers a et s tels que ), contienne a + 1,a + 2,...,a + s, alors la
distance minimale de C est supérieure ou égale a s + 1.

On continuera a se limiteran = 2" —1 et on prendraa = 0.
v" Définition: (Code BCH)

Soit t un nombre entier et § = 2t + 1.
On appelle code BCH primitif strict associé a &, le code C associé a la plus petite
partie stable contenant 1,2,...,5. L’entier 6§ vérifie § < d (inégalité parfois stricte) et on

Pappelle la distance assignée a C [19].
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Exemple: (Codes BCH de longueur 15)

Prenons r = 4, donc n = 15.
Les classes cyclotomiques sont {0},{1, 2,4, 8},{3,6,9,12},{5,10}et{7,11,13, 14}.

On obtient donc quatre codes BCH qui sont les suivants

t > k é d gx)

1 {1,2,4,8} 11 3 3 g1(x)

2 {1,2,3,4,6,8,9,12} 7 5 5 91(x) g3 (x)

3 {1,2,3,4,5,6,8,9,10,12} 5 7 7 | 91(x) g3 (x) g5 (x)
4247 {1,...,14} 1 (9415 | 15 14+ x4

Avec g;(x) =1+ x + x*.
gzs(x) =1+ x + x2 + x3+ x*donc g1(x) g3 (x) = 1 + x* + x®+ x7 + x&.
gs(X)=1+4+x+ x?donc g1 (x) g3 (M) gs (x) = 1+x+ x? + x*+ x>+ x8+ x°

1.6.3 Un algorithme de décodage des codes BCH

Pour les codes BCH, on dispose d’algorithmes de décodage algébriques. En
général, ces algorithmes permettent la correction de t erreurs ou moins. Dans le cas ou
6 = d, c’est donc un algorithme de décodage en deca de la capacité de correction. Si
6 < d, on renonce méme a corriger des mots contenant moins d’erreurs que la capacité
de correction. La contrepartie est que ces algorithmes sont trés efficaces (de plus, t est
donné par construction alors que e, est en général difficile a déterminer), présentons

un tel algorithme de décodage, dii a Peterson, Gorenstein et Zierler [14].
1.7 Conclusion

Pour n’est pas étre exhaustif, dans ce chapitre on a essayé de présenter I'essentiel
sur la théorie des codes correcteurs d’erreurs, et particulierement les codes linéaires.
Dans cette dernieére classe on a exposé les codes correcteurs parfaits et les codes
correcteurs cycliques. Parmi les codes parfaits et cycliques il existe ce qu’'on appelle les

codes de Reed Solomon RS qui font I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

Les codes de Reed Solomon RS

2.1 Introduction

Le code de Reed Solomon est un code non binaire qui travaille dans les « champs
de Galois », et 1l est un code correcteur, dit «code parfait» inventé par les
mathématiciens Irving S. Reed et Gustave Solomon. Il est trés utilisé et permet de
corriger des erreurs dues a la transition imparfaite d'un message. Pour cette raison il est
tres employé dans tous les domaines requérant des données fiables. Typiquement, dans

les communications spatiales, télévision numérique et stockage de données [20].

En plus qu’il peut corriger des erreurs, le code de Reed Solomon permet aussi de
corriger des effacements grace a des symboles de controle ajoutés apres I'information

[21].

2.2 Probléme principal du codage

Tout code C de parameétres (n, k,d)vérifie d < n —k + 1. Un code C(n, k, d) vérifiant
d =n—k+ 1 est dit MDS (Maximum Distance Separable). [22]

Le but du codage est de trouver le code ayant le plus grand choix de mots codes de
longueur déterminé avec une distance minimale donnée maximisée pour un alphabet
donnée GF(p™). Notons que dans notre cas, les codes de Reed Solomon, nous avons des
codes MDS (qui sont des codes parfait, ou des codes maximisant la distance entre les

mots codes et ainsi abaissant la probabilité de confusion lors de décision ou lors de
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décodage), soit des codes ou la distance minimale est maximisée. Clest d’ailleurs

pourcela, entre autre, que ces codes sont appréciés[23].

2.3 Généralités sur les Corps de Galois GF

Avant d’exposer les notions et les techniques de codage et de décodage des codes de
Reed Solomon, il est important de parler méme avec une manieére rudimentaire sur les
corps de Galois abrégé en GF.La notation pour la suite, sera la suivante

F représente un corps fini (Field).

E, représente le corps fini a p éléments.

F* représente le groupe multiplicatif du corps F.

2.3.1 Propriétés d’un corps fini [24]

On rappelle ici, quelques propriétés utiles des corps finis. Soit F un corps fini de
caractéristique p ayant ¢ = n + 1 éléments. Alors,
a) F estun E, —espace vectoriel de dimension m, avec ¢ = p™;
b) Le groupe additif de F est isomorphe au groupe (Z/pZ, +)™;
c) F*estcyclique dordren=q—1=p™-1;
d) Tout élément x de F* vérifie x™ = 1.
Commentaire : Le point ¢) nous affirme qu’il existe un élément a, dit primitif, qui

engendre le groupe multiplicatif F*. Le point a) nous dit que F est un espace vectoriel de

dimension m sur le corps F,, le choix d'une base sera généralement les puissances
entiéres de I'’élément primitif, soit 1,a,a?, a3,---,a™ 1. Un élément c de F s’écrira alors

de la maniére suivante :

C=cCpq-a™l4+-+cal +¢5-1 (2.1)

avec ¢; appartenant a F, pour i =0,--,m — 1.
2.3.2 Construction d’'un corps fini

La construction d’un corps fini est basée sur le théoréme suivant
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Théoréme 2.1[25]

Soit @ un nombre algébrique sur F. Soit m le degré de son polynome irréductible

m-1

sur F. L’espace vectoriel engendré sur F par 1,a,a? -, «a est alors un corps, et la

dimension de cet espace vectoriel est m.

Ce théoreme nous donne une méthode pour construire un corps avec une base
donnée, mais ne nous donne pas de méthode pour trouver un élément primitif, « n’est

pas forcément un élément primitif.

2.3.2.1 Représentation des éléments

Il existe principalement deux méthodes pour représenterles éléments d’'un corps
fini qui sont
1. F; est un F, —espace vectoriel de dimension m, on choisit une certaine base
{by,*, by} de cet espace et on repeére chaque élément de F;, par ses
composantes sur cette base.
2. On prend un élément @ de F* qui engendre ce groupe et tout élément non
nul de F; s’écrit d'une maniere, et d'une seule, sous la forme al, avec
[l =0-,n
Pour décrire un élément du corps, on utilisera exclusivement la premiere
représentation, car elle permet d’associer un nombre a chaque élément du corps. Mais on
prendra soin de tabuler ces deux représentations, la raison en est que la représentation
(1) se préte trés bien pour I'addition et que la représentation (2) est bien adaptée pour la
multiplication. Comme on a besoin de ces deux opérations, on travaillera avec ces deux

représentations qui seront tabulées une fois pour toute.

Avertissement : On ne s’intéressera, par la suite, que de corps finis de caractéristique 2,

qui sont les seuls utilisés pour les codes de Reed Solomon.

2.3.2.2 Exemple illustratif [26]

SoitF, = {0,1} lecorps a deux éléments. On vérifieque le polynéme P(x) = x2 + x + 1
est bien irréductible sur F,. Soit @ une racine de P(x),on aura alors P(a) = a?+a+1=0
donc a? = a + 1 ce qui veut dire que l’espace vectoriel engendré sur F, par 1, a est alors

un corps,et la dimension de cet espace vectoriel est de 2.
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Le corps a 4 éléments sera alors F, = {0,1,a,a + 1}. Si l'on choisit {1,a} comme
base, la représentation 1) sera la suivante

0=0.a+0.1=(00)=0

1=0.a+11=(01) =1

a=1a+0.1=(10) =2
a+l1=1a+11=(1,1)=3

Cette représentation est tres pratique, car elle permet d’associer un nombre a
chaque élément. Si l'on avait choisi {1,a +1} comme base, on aurait alors la
représentation suivante

0=0.(a+1)+0.1=(00)=0

1=0.(a+1)+11=(01) =1
a+1=1(a+1)+01=(10)=2

a=1l(a+1)+11=(11) =3

On comprend facilement que le choix de la base est fondamental pour savoir de
quoi 'on parle.

Pour effectuer une addition sur ce corps, il faut voir que 'on additionne en fait
deux vecteurs, et donc que l'on effectue 'addition composante par composante, et ceci sur
F,. Soit par exemple,

(0,1)+(0,1)=(0+01+1) =(0,0=1+1=0
(LD +(1L,0)=(1+11+0)=(01)=3+2=1
(1LD+0D)=14+01+1)=(,00=3+1=2
0D+ (1,0)=0+11+0)=(1)=1+2 =3

Sur un corps de caractéristique 2, I'addition revient a faire un OU EXCLUSIF
(notation @)entre deux nombres. Soit par exemple

3+2=11610=01=1
3+41=11601=10=2

Cela nous donne une opération assez simple a réaliser et a implémenter dans un
programme.

Pour la multiplication, il nous faut trouver un élément primitif quigénere le
groupe F;. Dans notre exemple, a est un élément primitif, en effet

a’®=1

al =«
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a’=a+1

ce qui nous donne les trois éléments de notre groupe.

Sil'on prend {1, a} comme base, on aura alors la table de multiplication suivante
1x1=1
I1X2=1Xa=a=2
1x3=1Xx(a+1)=a+1=3
2X1=1x2=2
2x2 =axa=a’=a+1=3
2x3 =ax(a+)=a’+a=a+1+a=1
3x1=1x3=3
3x2=2x3=1
3x3=(a+D)x(a+D)=a’+a+a+l=a’+1=a=2

ce qui termine notre exemple.

2.4 Définition des codes de Reed Solomon

Les codes de Reed Solomon RS sont des codes linéaires cycliques non binaires. Les
codes RS sont non binaires car les symboles n’appartiennent pas a GF(2) mais a GF(2™).
Un code RS est noté RS(n,k)ou RS(n, k,t), ou k est le nombre de symboles du mot
d'information et n est le nombre de symboles du mot-code ett représente le nombre
maximum de symboles d’erreurs que ce code sera capable de corriger (voir la figure 2.1).
Pour un code RS(n, k) on définit la classe du code m, qui est le nombre de bits nécessaires
pour représenter les symboles. n est relié a la classe du code par n = 2™ — 1. De plus, le
nombre de symboles redondants n — k est 1ié au nombre maximum d’erreurs corrigibles t

par n — k = 2t[27].

n

A
- N

kdonnées 2t

Fig. 2.1 Mot-code d'un code de Reed SalomonRS(n, k).
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Exemple 2.1

Soit le code RS(15,9) qui est pour k = 9 symboles donne n = 15 symboles, chaque
symbole étant contenu dans GF(16), donc 4 bits par symbole. Un mot-code ¢ qui contient
n = 15 symboles s’écrit sous forme polynomiale comme suit

cx)=cpp x¥*+c3xB+ 4 ¢ xt + ¢ (2.3)
avec c;contenu dans GF(16)pour i = 0,---,14. Les n — k = 6 coefficients c, ¢y, ..., c5 sont les
symboles du contréle de parité (parity check), et les coefficientscg, ¢y, *+, c;sreprésentent

les symboles d'information a transmettre.

2.5 Avantages des codes de Reed Solomon

e Pour tout entier positif ¢, tel que t < 2m — 1, il existe un code RS(n, k) en mesure
de corriger t symboles, pour des symboles parmi GF(2™), et ayant les parameétres
suivants

n=2"M—-1,n—k=2tetdpp,=2t+1=n—-k+1 (2.4)
oud,,;, correspond a la distance minimale.

e Pour des corps de Galois GF(q), lorsque 'on a besoin de coder des messages de
longueur inférieur a q, 'encodage de RS est facilement utilisable. Puisque ce sont
des codes MDS, la distance minimale est maximisée.

e Ils peuvent étre combiné ou ajouté a autres codes afin de réaliser des codes plus
efficaces.

e L’encodage est assez facile.

e Ils sont tres efficace pour la correction d’erreurs consécutives, qu’ils soient utilisés
seuls ou en conjonction avec d’autres codes. Bien entendu, cela est valide pour les
cas ou le nombre d’erreur demeure en dessous de la capacité de correction du code
employé.

o Leurs algorithmes de décodages sont tres développés.

e Pour des corps de Galois GF(q = 2™), on peut les représenter par des codes
binaires puisque chacun des éléments de ce corps de Galois peuvent étre

représenté par une séquence binaire de longueur m [28][29].
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2.6 Technique de codagel[29]

Considérons un code de Reed Solomon RS (n, k)avec ses symboles dans GF(2™), ou
m est le nombre de bits par symbole. Soit i(x) = cx_q X1+ -+ ¢; - x* + ¢, le polynéme
d’information, et soit p(x) = cye_q x2 1+ -+ ¢, - x1 + ¢yle polyndéme de contrile, le code
de Reed Solomon sous sa forme polynoémiale sera alors
cx)=i(x) x*+p(x)=cpo1-x" T+t xt + ¢ (2.5)
avec ¢; appartenant a GF(2™), pouri = 0,:-,n— 1.
Un vecteur a n symboles, (c,_1,**, €1, ¢o) est un code de Reed Solomon si et
seulement si son polynome correspondant c(x) est un multiple du polynéme générateur
g(x). La méthode courante pour construire un tel polynéme, est de diviser i(x) - x¢ par

g(x) et d’additionner le reste a c(x). En effet

i(x) - x* = q(x)- g(x) + r(x) (2.6)
ou r(x) est le reste de la division de i(x) par g(x).
c(x) = i(x) - x* +p(x) = q(x) - g(x) + r(x) + p(x) = q(x) - g(x) (2.7)
Pour que c(x) soit un multiple de g(x), soit c(x) = q(x)-g(x), il faut que p(x) =
r(x). Comme on travaille toujours sur des corps de caractéristique 2, l'opération de
soustraction sera toujours égale a I'opération d’addition, soit de maniere algébrique —1 =
+1.
Cela nous donne une méthode pour construire le polynome de controle, il suffit de
prendre le reste de la division du polynéme i(x) - x%t par g(x).
I1 nous reste encore a construire le polynome générateur g(x). Il est définit comme
les produits des binémes pour (x + a'), pour les i allant de 1 jusqu'a 2t. On note que dans

cette construction, les a‘correspondront aux racines du polynéme g(x). On a alors

gx)=x+a)x+a?)(x+a?) =x2+ gy x?7 + -+ g xt + g (2.8)
ou les coefficients g; appartiennent a GF(2™), et a est un élément primitif de GF(2™).
Exemple 2.2 (exemple de codage)

Soit le code RS(15,9), avec n = 15, et soit un polynome P(x) irréductible et primitif

sur F,, avec P(x) = x* + x3 + 1. Soit a une racine de P(x), qui est également un élément
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primitif, et sera utilisé pour construire GF(16). La base utilisée sera alors {a3,a? a,1} =
{8,4,2,1}, il y aura donc 16 symboles, qui vont de 0 a 15.
Maintenant, on désire coder les 9 symboles d’'informations suivants

i=19,8,7,6,5,4,3,2,1] (matrice 1 x 9). Soit sous forme polynoémiale
i(x) =9x8 4+ 8x7 + 7x° + 6x° + 5x* + 4x3 + 3x% + 2x + 1 (2.9)
Le polynéme générateur est
g =C+2)x+4H)x+8)(x+9)(x +11)(x + 15) (2.10)

=x%+3x> +x* +4x3 + 7x? + 13x + 15
c(x) = i(x).x%t +r(x) (2.11)
= i(x).x%" + 6x° + 15x* + 15x3 + 15x% + 11x + 14
= (9x% + 10x7 + 9x® + x° + x* + 12x3 + 3x2 + 11x + 4) - g(x)
=q(x)-g(x)

2.7 Décodage de codes de Reed Solomon

L’idée de base du décodeur de Reed Solomon est de détecter une séquence erronée
avec peu de termes, qui sommée aux données recues, donne lieu a un mot-code valable.
Plusieurs étapes sont nécessaires pour le décodage de ces codes, a savoir
e C(Calcul du syndrome
e C(Calcul des polynomes de localisation des erreurs et de d’amplitude
e C(Calcul des racines et évaluation des deux polynémes
e Sommation du polynéme constitué et du polynéme recu pour reconstituer

I'information de départ sans erreur.

Considérons un code de Reed Solomonc(x) correspondant au code transmis, et soit

d(x) le code que I'on recgoit. Le code d’erreur est définit par
e(x) =d(x) —c(x) =d(x) + c(x) (2.12)

car le () et le (+) sont équivalentsdans GF(2™).
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2.7.1 Calcul des syndromes [30]

La premiere opération a faire est de calculer le syndromeS(x). Le syndrome est
défini comme le reste de la division du polynome recu d(x)par le polynome générateur
g(x).

d(x) = qa(x)g(x) + S(x) (2.13)
avec

S(X) =52t'X2t_1+-"+53'x2+52'x +Sl (214‘)

En tenant compte que le mot-code c(x) est un multiple de g(x), c’est-a-dire

c(x) = qc(x)g(x) (2.15)

I’équation (2.7) entraine que
e(x) = (qa(x) + q.(x))g(x) + S(x) = d(x) = g (x)g(x) + S(x) (2.16)

Par conséquent, si le syndrome est nul, le code que I'on recoit ne contient pas
d’erreurs sinon il y a d’erreurs.

Le calcul du syndrome ce fait alors en prenant le reste de la division euclidienne
de d(x)par g(x), et comme l'opération division est toujours une opération complexe, on

peut calculer ce syndrome en résolvant dans GF(2™)le systeme d’équations
S(al) = SZt - ai.(Zt_l) + -+ 53 ' ai.z + SZ b ai + Sl (217)

aveci =1,---,2t

carg(a') = Oetd(a') = q4(a')g(a’) + S(at) = S(a’) (2.18)
Exemple 2.3

On a un code de RS(15,9), donc 15 — 9 = 6 symboles de contréole (2t = 6). On recoit
le polynome suivant d(x)et on veut calculer le syndrome S(x)
d(x) = ax'* + a?x'? + al3x* (2.19)
On a
S(@) = d(@) = aa + a?al? + ald3a* = alt14 4 q2+12 4 g13+4 = o6
S(aZ) — a(a2)14 + aZ(a2)12 + a13(a2)4- — a7
S@®) = a(@®)™ + a?(a®)'? + a®(a®)* = a2
S(a@®) = a(aH™ + a?(@H)? + a3 (a®)* = 0
S@®) = a(a®)™ + a?(a®)'? + a®(@5)* = a

S(@®) = a(a®™ + a?(a)'? + a'3(a’)* = a8
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2.7.2Evaluation du polynome de locations d’erreurs

Soit M l'ensemble des positions d’erreurs, on définit le polynéme de localisation

(locator polynomial) par
I(x)=Q—aPr- x)(1 —aP?-x)-- (1 —aP/-x)avecp,,-,p; dans M (2.20)

Si b = a' est une racine de l(x), donc [(b) = 0, on aura alors un des mondémes qui
s’annule, soit

(1—aPi-b) =0 (2.21)

ce qui nous donne la relation suivante
b=qPi=qllqPi=qlPit!=glcara? =1 (2.22)
La position de l'erreur sera alors donné par p; = q — 1 — i qui est positif et que 'on
connait, puisque l'on connait b = a*, racine del(x). Il nous faudra donc chercher toutes les
racines del(x). Il ne faut pasoublier que a est un élément primitif, et que tout élément de
GF(2™)* s’exprime comme une puissance de ’élément primitif, qui est un générateur du

groupe GF(2™)".

2.7.3 Equation fondamentale

Il nous reste encore a calculer I(x). Pour cela, on fait usage de la relation

fondamentale suivante
I(x)-S(x) =w(x) +u(x) - x?%t (2.23)
Comme l'on travaille dans GF(2™), on peut I’écrire sous la forme
I(x)-S(x) +ulx) x%t =w() (2.24)

On peut voir cette équation comme la relation de Bézout avec des nombres,
soitv-b+u-a=wou a et b sont des nombres donnés, et west le plus grand
diviseurcommun des nombres aet b. uetv sont deux nombres qui satisfont cette relation.
Notre équation ci-dessus est identique, sauf qu’elle s’applique a des polynoémes.

On pose b = S(x), a = x**et on applique l'algorithme d’Euclide pour trouver u(x),
l(x), w(x), et les racines de [(x) sont utilisées pour trouver la position de I'erreur.

Soit b; une racine de [(x), la valeur ou 'amplitude de l'erreur a la position p; se

calcule de la maniére suivante

e; = w(b)/l(b;) (2.25)
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oul’(x) est la dérivée du polynome I(x).

En fait, l'algorithme d’Euclide ne donne pas [(x), v(x), w(x) mais Kl(x),
Kv(x), Kw(x), c’est-a-dire a une constante K pres. Mais pour trouver les racines de [(x),
quon aitl(x) ou Kl(x) cela nous donne le méme résultat, et comme la valeur ou
Pamplitude de l'erreur est calculée par le rapport Kw(b;) / KlI'(b;), on obtient le bon
résultat.Il y a plusieurs méthodes de calcul des polynémes de localisation des erreurs et
de d’amplitude, dans le cadre de ce mémoire on ne traitera que deux méthodes, le
décodage selon 'algorithme d’Euclide et le décodage selon I'algorithme de Reed Solomon.
Une fois les polynomes calculés en utilisant I'algorithme de Horner, on calculera les

valeurs a soustraire pour obtenir le mot-code sans erreur[31][32].

2.7.4 Algorithme d’Euclide

On rappelle ici, le principe de ’algorithme d’Euclide appliqué a I'équation

vib+ua=w (2.26)
1) Initialisation
do = — ) o =a ) u0=1 ,170:0
q1=_ ) Tl_b ] ul—O ) 171—1

2) Calcul de q

On divise r;_;par r;, ce qui nous donne un quotient q et un rester, soit r;_; = qr; +r

et on pose q;11 = ¢q

3) Calculs
Titr1 = Ti-1 = qi+1° T}
Ujp1 = Uj—1 — qiy1 " U
Vit1 = Vi1 — (ij+1'V;
4) Test

Si r;,, est différent de 0, on incrémente i et on retourne au point 2), et si r;,; = 0
Ialgorithme est terminé. On a alors,
a)r; est le plus grand diviseur commun entre aet b.

b)r; = vi.h + uj.a.
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En fait, la relation b) est valable pour tout i[33].

2.7.5Algorithme de Reed Solomon

L’algorithme de décodage des codes de Reed Solomon sera le suivant
1) Calcul du polynéme syndrome S(x).
SiS(x) = 0,1l n’y a pas d’erreurs : STOP.
2) On applique I'algorithme d’Euclide avec
a(x) = x**et b(x) = S(x) (2.27)
L’algorithme se termine des que le degré de r;(x) est inférieur a t.
Sir(x) =0,1ly a plus que t erreurs : STOP.
3) On pose L(x) = KI(x) = v;(x).
On cherche toutes les racines de L(x):by, -+, b,.
4 )Pour chaque racine b; = a’, la position p; de 'erreur est
pi=q—j—1=2m—j—1 (2.28)
5)On pose W (x) = Kw(x) = r;(x).
La valeur de I'erreur a la position p; est donnée par
e = W(by) /L(b) = K.w(by) /K.I(by) = wby) /() (2.29)
La nouvelle valeur a la position p; sera alors c¢; = d; + ¢;.0n évalue toujours un

polynome ainsi que sa dérivée a 'aide d'unschéma d’Horner, et ceci afin de minimiser le

nombre de calculs[34].

2.7.6 Schéma d’Horner

On donne ici, le schéma d’Horner pour évaluer un polynéme et sa dérivée a une
valeur donnée.
Soitp(X) =an- x™+ ap_1 x" 1 + -+ a;-x+a, (2.30)
On désire évaluer notre polynome et sa dérivée a x = f3, soit p(B) et p'(B).

) Initialisation

bn_an
a, = b,
k=n
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II) Ttération

by = ax + B * b+1
Sik > 0alors ¢y = by + Bcryn

I1D) Contréle

Si k est difféerent de 0, on décrémente k et on retourne aupoint II, sinon

Ialgorithme est terminé.

On aura alors p(B) = byetp’(B) = ¢,135].
Exemple 2.4 (exemple de décodage)

Reprenons notre exemple 2.2 ci-dessus, soit notre code de Reed Solomon
c(x) = 9x™ + 8x13 + 7x12 + 6x1! + 5x10 + 4x° + 3x8 + 2x7
+1x% + 6x° + 5x* + 15x3 + 15x2 + 11x + 14 (2.31)
Choisissons un polynéme d’erreur, soite(x) = 7x'! + 10x%.Notre code recu sera
alors,
d(x) =c(x) +e(x) (2.32)
d(x) = 9x™ + 8x13 + 7x1? + 1x11 + 5x10 + 4x° + 3x8 + 2x7
+1x% + 6x° 4 5x* 4+ 15x3 + 5x% + 11x + 14
On calcule le syndrome en a': S(a') = d(a') = d(2!) aveci = 1,---,6, cequi nous

donne le syndrome sous forme polynomiale

S(x) = 1x° + 15x* + 7x3 + 8x% + 11 (2.33)
On pose a(x) = x®et b(x) = s(x), et on applique 'algorithme d’Euclide, cela nous
donne
L(x) =6x*+9x+1
W(x)=>5x+11
U(x) = 6x

On cherche les 2 racines pour [(x), on trouve
bj=9=a*et b, = 6=a'?
d’ou l'on tire
pr=15—4=11letp, =15-13 = 2.
Il nous reste a trouver la valeur de I'erreur a ces positions. Pour cela, on calcule
e, = WO)/L'(9) = 13/9 = 7 (2.34)
e, = W(6)/L(6) = 12/9 = 10 (2.35)
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Ce qui nous donne un polynéome de correction
v(x) = 7x1 + 10x?
On remarquera que l'on a v(x) = e(x), et que si 'on effectue la correction, cela
nous donne ¢’(x) = d(x) + v(x) = c(x) + e(x) + v(x) = c(x) et que l'on retrouve notre code

de départ, ce qui bien le but recherché[36].

2.7.7 Détection d’erreurs dont le nombre est supérieur a t

Voici les principaux controles qu’ils faut effectuer afin de détecter un nombre
d’erreurs supérieur a t.
Apres avoir terminé I'algorithme d’Euclide, deux cas peuvent se présenter
o xtdevise S(x) = w(x) = 0.
e S(x) =w(x) = l(x) =1 et donc pas de racine.
Lors de la recherche des racines de [(x), trois cas peuvent se présenter
e 0 estracine de [(x).
e [(x)a des racines multiples.
e [(x) ne se décompose pas en produit de facteur linéaire.
On trouve donc moins de racine qu’il ne devrait y en avoir.
Lors de la recherche de la position de l’erreur, un cas peu se présenter
e p<Ooup=n.
Il est clair que lorsque 'on a un nombre d’erreurs supérieur a t, tous ces cas
peuvent se présenter. Il faut donc absolument faire ces controles afin de détecter cette

situation qui peut des lors se présenter.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre on a exposé I'aspect mathématique d'un type trés important des
codes correcteurs d’erreurs a savoir les codes de Reed Solomon RS. Ces codes sont utilisés
dans utilisés dans tous les domaines requérant des données fiables. Typiquement, dans
les communications spatiales, télévision numérique et stockage de données.

Les codes de Reed Solomon permettent de corriger des erreurs et des effacements
grace a des symboles de controle ajoutés apres I'information.

Comme on a vu, les codes envisagés fondent leur théorie sur les corps finis dits

corps de Galois. En mathématiques et plus précisément en algeébre, un corps fini est un
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corps commutatif qui est par ailleurs fini. Aisomorphisme prés, un corps fini est
entierement déterminé par son cardinal, qui est toujours une puissance d’'un nombre
premier, ce nombre premier étant sa caractéristique. Pour tout nombre premier p et tout
entier non nul m, il existe un corps de cardinal p™, qui se présente comme l'unique
extension de degré m du corps premier Z/pZ.

On a présenté dans ce chapitre avec une facon rudimentaire la théorie des corps de
Galois notés GF pour une caractéristique p = 2, ou on a expliqué a 'aide des exemples
détaillés les opérations d’addition et de multiplication dans ces corps finis.

La technique de codage des codes RS ainsi que les techniques de décodage sont
bien exposées. Pour n’est pas étre exhaustif, on a présenté dans ce chapitre deux
algorithmes de décodage des codes RS a savoir, l'algorithme d’Euclid et I'algorithme de
Reed Solomon.

Pour mieux comprendre l'effet d'un code RS sur un systeme de communication
numérique on doit étudier son pouvoir de correction d’erreurs dans ce systéme, soit sur le
champs réel ou soit a 'aide d’'une simulation. La simulation de ces codes fait 'objet du

chapitre suivant.
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Chapitre 3

Etude des performances de codes RS

par simulation numérique

3.1Introduction

La simulation permet Iévaluation des performances des systemes de
communication numériques, et constitue aussi un outil puissant qui aide a ’étude et la
conception de tels systemes. Nous citons quelques raisons montrant I'importance de cet
outil

¢ Quelques niveaux danalyse ne sont pas faisables avec les outils
mathématiques traditionnels, surtout qu’on est en face d'un modéle de canal
et d'un systéme complexe.

e Il est tres facile de passer d'un modéle de simulation d’'un systéme a son
implémentation matérielle, et pour cela la distinction entre un modele de
simulation et un prototype dun systeme donné devient minimale, d’ou
I'intérét économique de la simulation qui réduit considérablement le temps
et le colit de réalisation d’'un systeme, et qui se préte plus facilement a la
correction et a 'amélioration qu'un prototype.

L’évaluation des performances se fait en calculant la probabilité d’erreur pour un

systéme de communication numérique donné et un bruit donné[37].

3.2 Modéle de simulation

Le modele utilisé lors de notre simulation est représenté par la figure 3.1. Il
comporte

e Une source d’information binaire ;
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e Un codeur de RS ;

e Un modulateur BPSK ;

e Un canal AWGN supposé idéal (sans distorsions) ;

e Une source de bruit gaussien ;

¢ Un décodeur de RS ;

e Un comparateur pour calculer le nombre de bits erronés apres le décodage afin

d’estimer la probabilité d’erreurs binaire BER.

Vers le
destinataire
Source Modulateur Canal ,
d’information Code de RS BPSK AWGN Décodeur de RS o>
i
: ;
1 .
i |
) !
i Source :
! de bruit ;
L e e o o o o e i e i i im i mimimi—em e A AWGN |
: |
Nombre de < -.- !
i

bits erronés <o Comparateur

Fig. 3.1 Modéele de simulation.
3.2.1 Source d’'information

Pour que I'évaluation soit effectuée dans des conditions proches de ce qui est
rencontre en exploitation, on doit choisir une séquence d'information qui simule le mieux
possible le trafic réel tout en permettant une mesure simple.

La méthode universellement utilisée dans toutes les simulations, consiste a
utiliser une séquence dite pseudo-aléatoire, séquence périodique dont les propriétés
statistiques sont «voisines » de celles d'un trafic réel «aléatoire» qui est généralement le
résultat d'un brassage. Le générateur d'une telle séquence est constitué d’'un registre a
décalage comportant m étages, et des additionneurs modulo-2[38].Le choix de m
détermine la période de la séquence, qui est égale a 2™ — 1.

Les connexions aux additionneurs modulo-2 sont déterminées par des polynomes

primitifs de degré m ayant la forme [39]
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{hozhmzl

h(x)=2}n=ohjxj avec hj=0oul pourj=1,.....m—1

Un polynome primitif de degré m est un polynéme irréductible qui devisex?™1 +

let ne devise pas x™ + 1 pourn < 2™ —1.

Chaque coefficient h; égal a 1 correspond a une connexion.

La séquence générée comporte 2™~ éléments égaux a 1 et2™ 1 —1 4 égaux a 0 ce
qui donne une répartition presque uniforme des 1 et des 0.

Les principales propriétés de ces séquences sont bien détaillées dans [40][41].

¢ Choix de la longueur de la séquence utilisée

Le choix de la longueur de la séquence a utiliser dans la simulation, c’est-a-dire la
longueur du registre qui 'engendre, est basé sur le fait qu’avec de faibles longueurs de
registre (3 ou 4) on risque d'obtenir des résultats différents de la réalité, car une
séquence courte ne représente pas un nombre statistiquement suffisant de
configurations, donc il est recommandé d’utiliser des séquences relativement
longues,dontleurs nombres des registres soient supérieurs a 15 [42]. A cause du facteur
de temps et de la mémoire limitée de l'ordinateur utilisé, nous avons choisim = 16qui

nous donne une séquence de longueur 2™ — 1 = 65535.
3.2.2 Codes de RS utilisés

Comme on le sait, deux quantités sont nécessaires pour la caractérisation d’un
RS i n et k, sachant que n s’écrit sous la forme 2™ — 1. Dans cette simulation on a adopté
le Matlab. La difficulté du codage et du décodage RS réside dans le fait que les
instructions de codage et de décodage RS de Matlab ont des entrées et des sorties au
format d’éléments de GF (2™). Il faut donc
e convertir les bits de toutes séquence binaire en éléments de GF (2™) avant les
étapes de codage et de décodage RS ;
e convertir les éléments de GF (2™) en bits apres les étapes de codage et de décodage
RS.
Par ailleurs, la conversion ne peut pas se faire directement et nécessite une étape

intermédiaire ou les bits et les éléments de GF (2™) sont convertis en entiers.
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Dans cette simulation on a choisi quatre codes RS, a savoir
e RS(15,3) qui est capable de corriger t = 6 erreurs ;
e RS(15,5) qu’il peut corriger t = 5 erreurs ;
e RS(7,3) qui posseéde un nombre d’erreurs corrigibles t = 2 erreurs ;

e RS(31,23) ou le nombre d’erreurs corrigibles est t = 4 erreurs.
3.2.3 Modulation utilisée

Pour la modulation utilisée dans la simulation, notre choix reste limité a la
modulation BPSK pour tous les codes RS employés. La modulation des bits de sortie du
turbo code est alors [43].

3 {+,/Eb pour un bit de sortie X = 0 3.1)

— E, pour un bit de sortie X = 1 .

Pour simplifier les choses, on a pris /E, =1. La modulation devient tout
simplement

1 bitX = 0
Yz{Jr pour un ol ou Y=1-2X (3.2)

—1lpourunbitX =1
Si la densité spectrale de puissance bilatérale du bruit est Ny/2 = 62 ol o2est la

variance du bruit, alors le rapport signal sur bruit est

SNR = Ey 1 3.3
N, 202 (33)
soit en dB
1
SNR = 101log (F) (dB) (3.4)

Cette relation nous permet d’exprimer la variance du bruit en fonction du SNR

comme suit

1
o= ﬁ . 10—SNR(dB)/20 (35)

3.2.4 Source de bruit

Le bruit envisagé est AWGN
e blanc;
e additif;

e gaussien.
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On n’a pas pris en compte de leffet du filtre de réception, c’est-a-dire que le bruit
reste AWGN a la réception (car le filtrage rend ce bruit coloré).

Dans le Matlab, on peut générer un bruit blanc gaussien
e de variance égale a I'unité
e de moyenne nulle, a ’'aide de I'instruction randn

Pour avoir un bruit de variances?, on multiplie les échantillons générés du bruit
paroc?.

Soient pla probabilité a calculer et p la valeur estimée par la simulation. Dans la
méthode de Monte-Carlo, Si on désire connaitre la précision relative rpour un nombre

d’essais N,, et une confiancel — ¢, on applique la formule [44]

1

r? > Z(erfc‘l(c))2 ~ (% -1 (3.6)

L’inconvénient majeur de cette méthode réside dans le fait que le nombre d’essais
Ne, croit rapidement lorsque les probabilités d’erreur sont faibles. Malheureusement, on

n’a pas pu calculer les précisions r dans notre simulation, a cause du facteur de temps !

3.2.5Décodeur de RS

Pour le décodage des codes de RS, il existe plusieurs algorithmes [43], mais dans
notre simulation on a utilisé l'algorithme de décodage par calcul du syndrome exposé

dans le chapitre 2, a savoir 'algorithme de Reed Solomon.

3.2.6 Calcul du taux d’erreurs binaire BER

La séquence d'information pseudo-aléatoire générée par la source est de longueur
216 — 1 = 65535 bits, quon doit le rendre un multiple de m -k (Ie nombre de bits par
symbole x le nombre de symboles d’entrée du codeur RS), en ajoutant ou éliminant
quelques bits.

Pour un SNR donné, apres le décodage de RS on compte le nombre des bits erronés
noté nber par le truchement d'une comparaison entre la vraie séquence x et la séquence
estimée X délivrée par le bloc de décodage. Le taux d’erreurs binaire BER est le rapport

entre ce nombre des bits erronés et la longueur totale de la séquence notée lseq,

BER = (3.7)

La simulation numérique de la chaine de transmission selon le modele de

simulation de la figure 3.1 est basée sur I'organigramme de la figure 3.2.
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Y

Déclarer les variables GN, N,, k,m (oun =
2m —1).

Y

Générer le polynome générateur du code deRS
qui dépond de n et k.

Générer une séquence binaire aléatoire X, de
longueur N, = GN Xxm Xk qui représente
I'information a envoyer.

Subdiviser I'information binaireXde longueur
N, en GN X k blocs de m bits.

Y

Convertir les GN Xk blocs de m bits en
décimal pour trouver GN X k nombres entiers.

Y

Subdiviser les GN Xk nombres entiers
(symboles décimaux) en GN blocs ol chaque
blocs contient k symboles.

i=i+1

Y

Transformer le bloc numéro ilou i=1-
GN)de k symboles décimaux en un bloc
numéro i de k symboles dans GF (2™) (dans le
Matlab on utilise I'instruction gf) .
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(&)
l

GF (2™) par le code de
un bloc numéro i qui
dans GF(2™).

Coder le bloc numéro idéja trouvé dans

RS (n, k) pour obtenir
contient n symboles

Y

Convertir le bloc num
contient n symboles da
numéro i qui contient n

éro i déja trouvé qui
ns GF (2™) en un bloc
symboles décimaux.

Y

Convertir le bloc num
contient n symboles
(chaque symboles doit
bits) pour trouvé un
contient n X m bits.

éro i déja trouvé qui
décimaux en binaire
étre représenté en m
bloc numéro i qui

Y

Mettre le bloc en binair

(le bloc précédent)
séquence binaire X,.

e numéro i déja trouvé

en série avec le bloc en binaire numéro i — 1

pour construire la

Non

i > GN

Ou

Moduler la séquence b

inaire X, déja obtenue

(qui & une longueur N, = GN X n X m bits en
BPSK en utilisant la relation Y = 1 —2X,) .

\

i

Déclarer le

SNR en dB
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o = 0.707 x 10~SNR/20

v

i =i, +1

Y

Générer N, échantillons d’'un bruit gaussien
noté W de variance égale o2.

Y

Le signalrecu R =Y + W.

Y

La séquence Dbinaire estimée par le

démodulateur hard est X, = M

Y

Subdiviser la séquence binaire estimée X, de
longueur N,en GN X n blocs de m bits .

Y

Convertir les GN Xn blocs de m bits en
décimal pour trouver GN X n nombre entiers.

Y

Subdiviser les GN Xn nombre entiers
(symboles décimaux) en GN blocs ot chaque
blocs contient n symboles .
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Transformer le bloc numéro i (ot i = 1 - GN)
de n symboles décimaux en un bloc numéro i
de n symboles dans GF(2™)

Y

Décoder le bloc numéro idéja trouvé dans
GF(2™) par le décodeur de RS(n, k) pour
obtenir un bloc numéro i qui contient k
symboles dans GF(2™).

Y

Convertir le bloc numéro idéja trouvé qui
contient k symboles dans GF (2™) en un bloc
numéro i qui contient k symboles décimaux .

Y

Convertir le bloc numéro i déja trouvé qui
contient ksymboles décimaux en binaire
(chaque symbole doit étre représenté en m
bits) pour trouver un bloc numéroi qui
contient k X m bits.

Y

Mettre le bloc en binaire numéro i déja
trouvé en série avec le bloc en binaire
numéro i—1 (e bloc précédent) pour
construire la séquence binaire X
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Non

i > GN

Oui

Xy = X®X (@ est la somme modulo 2)

Y
Distance de Hamming entre X et X est
dy =nombre de 1 dans Xj.

Y

err = dH/Nk

Y

Serr = Serr + €17

Non
io.>N,

Oui

err

BER =

<
-

Fin

Fig. 3.2 L'organigramme de la simulation selon le modéle de figure 3.1.

On définit les notations utilisées dans cet organigramme.
N, : nombre d’essais pour la méthode de Monte Carlo ;

k : nombre des symboles d’entrée du codeur RS(n, k) ;

m : nombre des bits par symbole

n: nombre des symboles de sortie du codeur RS(n, k) ;

X : la séquence binaire qui représente I'information ;
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Ny : la taille de la séquence X (nombre des bits de X) ;
GN : un grand nombre choisit librement, 10 000 par exemple ;
X, la sortie du codeur RS(n, k) écrit en binaire, qui sera injectée dans le modulateur
BPSK ;
Y : la sortie du modulateur BPSK (Y = 1 — 2X,) ;
N, : la taille de X, ;
SNR : le rapport signal sur bruit en dB ;
o : 'écart type du bruit AWGN ;
Serr:la somme d’erreurs ou erreur cumulée dans chaque essais numéro i, ;
i, - compteur d’essais ;
W : le bruit AWGN de taille N,, ;
R : signal regu qui égala Y + W ;
_ 1-signe(R) .

X, :1a séquence binaire estimée par le démodulateur hard qui est égale & X, = —

X :la séquence binaire estimée de taille N, qui doit étre égale a X s’il n’y a pas d’erreurs ;
Xy :la somme exclusive de X et X ;

dy : la distance de Hamming entre X et X ;

err : Perreur qui est égale a la distance dy divisée par la taille de X ;

BER : la moyenne des erreurs calculées dans chaque essais.

3.3. Résultats et Commentaires

3.3.1. Programmation

Pour la mise en ceuvre de notre simulation, nous avons opté pour la réalisation des
programmes le Matlab pour les raisons suivantes
e Le Matlab contient des fonctions prétes a utiliser, telles que la génération du bruit, la
fonction d’erreur, fonction d’autocorrection, etc. Ces fonctions permettent une
réduction des programmes.
e Le Matlab contient un graphisme qui permet une visualisation et un tracage simple
des courbes.
Nous avons réalisé donc, a 'aide du Matlab des programmes de simulation pour
les codes de Reed Solomon RS(n, k) quelques soient les valeurs de n et k.
Nous signalons que la partie décodage par l'utilisation de l'algorithme de Reed

Solomon était la partie difficile a mettre en ceuvre.
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3.3.2. Taux d’erreurs binaire BER

Le taux d’erreurs binaire BER mesure la performance dun systeme de
communication numérique. Notre simulation a permis de calculer ce paramétre pour un

systeme de communication numérique avec code de RS pour différentes valeurs de bruit.

Les figures3.3 jusqu’a 3.7 montrent les BER pour deux systémes, 'un est sans
codage et 'autre avec codage de RS, en fonction du rapport signal a bruit SNR

e Pour le systéme BPSK sans codage son BERest bien approximée par la relation [45].

1 E
BER = Py(e) = Serfc N—b (3.8)
0

et représentée par la courbe supérieure dans toutes les figures ci-dessous.
e Pour le systeme BPSK codé avec les codes de RS, son BER est représenté par les

courbes inférieures.

L’analyse des figures 3.3jusqu’a 3.7permet de faire les constatations et les
remarques suivantes

e Un systeme avec codage RS est plus performant que celui sans codage. En effet,
dans la figure 3.3 et pour un BER = 1072 on gagne 3 dB en termes du SNR si on
utilise un code RS(7,3) qui corrige au maximum 2 symboles sur 7 symboles ;

e Le BER est inversement proportionnelle au SNR, ce qui confirme davantage la
théorie, puisque pour un SNR grand la séquence émise n’est affectée que peu par le
bruit. Donc, le décodeur de vraisemblance maximale aura a son entrée une
séquence avec un nombre faible de bits erronés, d’ou une probabilité faible, et vice
versa s

e Pour atteindre un BER = 1075l faut : avec le code le RS(15,3) un SNR = 2.78 dB,
avec le code RS(15,5) un SNR = 3.75dB, avec le code RS(7,3)un SNR = 4.85dB et
avec le code RS(31,27) un SNR = 5.6 dB;

¢ On sait qu'un code de Reed Solomon RS(n, k)corrige au maximum t = (n —k)/2
symboles sur n symboles. Par conséquent, théoriquement plus le rapport t/n est
grand plus le code est performant. En effet, la figure 3.7 confirme cette affirmation

car le RS(15,3)qui est le plus performant possede un rapport % = % = 0.4, et vient

apres le code RS(15,5) qui a un rapport %: % = 0.33, puis le code RS(7,3) ou son
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2

rapport est %= o= 0.28 et enfin le code RS(31,23) avec un rapport £= :—1 = 0.13.

Mais il est important de remarquer dans les quatre codes de RS que plus le code

est performant plus son rendement est faible. En effet, le RS(15,3) qui est le plus

performant possede un rendement % = 115 = 0.2,et vient apres le code RS(15,5) qui a

un rendement S = 135 = 0.33,puis le code RS(7,3) ou son rendement est S = ; = 0.43
et enfin le code RS(31,23) avec un rendement S = g = 0.74. Ce résultat est
prévisible car le rapport %: 0.5 — 0.5 X rendement, et plus le rendement est petit

plus le rapport t/n est grand et vice versa.

10 -RS(7,3)
—6—RS(7,3) ;
=& BPSK non codée ||

10-12 Rt - o N o

— g
777777 \e\ B £
i - P
1072 \e\é\\ =
~_ R

10° X

BER

10 AN

-6

-2 -15 -1 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 5.5
SNR (endB)

10

Fig.3.3 Le BER en fonction du SNR du code RS(7,3).
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0
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Fig.3.4 Le BER en fonction du SNR du code RS (15,5).
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Fig.3.5 Le BER en fonction du SNR du code RS (15,3).
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Fig.3.6 Le BER en fonction du SNR du code RS (31,23).

1
0 —¥— RS(31,23)
—6—RS(7,3)
» —A— RS(15,5)
10 PR —5— RS(15,3)
R > e ~ N S R S~g--p@_ | —&-BPSK non codée
10° O A S i - N
R N N B
RN € AN
T 07 AL W X
m \\ \\\ \\\ \\\
AN Ny
N X
10 Y\\ \&\ N\
“\ \\\ \\\4; %\
\ A NN\
10° \ \ \\ \k
\ \‘\ ~ \\
v \ \
A
10° g

-2 15 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 5.5
SNR (endB)

Fig.3.7 Le BER en fonction du SNR du code RS (7,3), RS (15,5), RS (15,3), RS (31,23).
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3.4 Conclusion

Notre simulation a permis de calculer les performances des systemes avec code RS.
Les résultats obtenus sont en conformité avec la théorie, et montre que les codes RS sont

parmi les meilleurs codes existants.

La simulation montre aussi qu'un code RS posséde un grand pouvoir de correction
des erreurs si son rendement est faible et vice versa. Mais dans la pratique on cherchait
toujours de trouver un compromis entre le pouvoir de correction des erreurs et le

rendement. Dans notre simulation le code RS(15,5) et RS(7,3) font des bons compromis.

Notre travail s’est limite bien a la modulation BPSK, les plus utilisées dans le
domaine et au bruit AWGN. on peut bien entendu étudier les codes de Reed Solomon

pour un canal non gaussien et avec modulation différente de la BPSK.
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Conclusion générale

et perspectives

Selon le cahier de charge exposé, notre travail concernant ’étude des codes de
Reed Solomon RS et leur simulation, a englobé deux parties : une partie théorique et

Pautre une simulation numérique.

La partie théorique a pour but de dégager les fondements théoriques des codes
correcteurs d’erreurs en général, a savoir: les théoréemes fondamentaux des codes
correcteurs, la classification des codes, les codes linéaires, la matrice génératrice d'un
code linéaire, la matrice de controle d'un code linéaire, la distance minimale d'un code
linéaire, le décodage d’'un code linéaire, les codes parfaits et les codes cycliques. Une
classe tres importante des codes parfaits et cycliques a été présenté dans cette partie qui
est la classe des codes de Reed Solomon. Dans cette classe on a présenté le probléme
principal du codage, une généralité sur les corps finis de Galois, la définition d'un code de
Reed solomon et ses avantages, la technique de codage, les algorithmes de décodage. Il y
a plusieurs algorithmes de décodage des codes de Reed Solomon, mais dans cette partie
on a exposé que deux algorithmes qui sont : I'algorithme d’Euclid et 'algorithme de Reed

Solomon. Les deux premiers chapitres ont été consacrés a cette partie.

La deuxieme partie ne contient que le troisieme chapitre seulement. Ce chapitre
était le plus intéressant dans ce mémoire. Il présente une simulation numérique d’un
systeme de communication avec un code RS en considérant un canal a bruit blanc
gaussien additif et avec modulation BPSK. Dans cette simulation on a étudié quatre

codes RS qui sont : RS(15,3) qui est capable de corriger t = 6 erreurs, RS(15,5) qu’il peut
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corriger t = 5 erreurs, RS(7,3) qui possede un nombre d’erreurs corrigibles t = 2 erreurs
et RS(31,23) ou le nombre d’erreurs corrigibles est t = 4 erreurs.

On a montré par simulation quun systeme BPSK codé avec un code RS est plus
performant que celui sans codage. Aussi, on a vu que plus le rapport t/n (Ile nombre
maximum d’erreurs corrigibles sur le nombre des symboles de sortie du code) est grand
plus le code possede un grand pouvoir de correction, mais ceci est au détriment du
rendement du code, car le rendement devient petit dans ce cas comme montre la relation

%: 0.5 — 0.5 X rendement. Un meilleur code RS doit présenter un compromis entre le

pouvoir de correction et le rendement.

A T'issue de ce mémoire, plusieurs perspectives peuvent étre envisagées. Elles se
résument en certains points restent a approfondir et d’autres a étudier, on peut en
évoquer quelques-uns

e KEtendre notre étude avec un code RS pour un canal avec modulation
différente de la BPSK ;

e Etendre notre étude avec un code RS pour un canal avec bruit non
gaussien ;

e Etendre notre étude avec un code RS(n, k) pour un canal a bruit non

gaussien et avec une modulation (n + 1) —aire.
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