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Résumé 

Ce travail est dédié à l’étude et à la simulation des codes de Reed Solomon. Les codes de Reed 

Solomon notés ܴܵሺ݊, ݇ሻsont des codes de détection et de correction des erreurs. Se sont des codes 

particuliers des codes BCH.Les messages sont divisés en blocs de ݇ symboles chacun dont on a ajouté ݊ − ݇ symboles de redondance ou de contrôle à chaque bloc permettant ainsi de diminuer la possibilité de 

retransmission. La longueur des blocs dépend de la capacité du codeur.Le décodeur traite chaque bloc de ݊ 

symboles et corrige les éventuelles erreurs. A la fin de ce traitement, les données originelles seront 

restaurées. 

Mots clefs : Code Correcteur, Code de Reed Solomon, Corps de Galois, AWGN, BER, BPSK, SNR. 

Abstract 

This work is dedicated to the study and simulation of the Reed Solomon codes. The Reed 

Solomon codes as noted ܴܵሺ݊, ݇ሻ are detection codes and error correction. They are a particular codes of 

the BCH codes. The message to be transmitted are divided into blocks of ݇ symbols each of which was 

added ݊ − ݇ redundancy symbols or control each block, which allows reduce the possibility of the 

transmission again. The length of the blocks depends on the encoder's capacity. The decoder processes each 

block of ݊ symbols and corrects any errors. At the end of this treatment, the original data will be restored. 

Key words :Correction Code, Reed Solomon code, Galois Field, AWGN, BER, BPSK, SNR. 

  ملخص
ϮلϮمϥϮ الϱά يرمز له έيΪ س مشفرϮ .ϥمϮلέϮيΪ س مشفرهάا العϤل إلϰ دέاسϭ ΔمحاكاΓ  يΪϬف

,ሺܴ݊ܵبالرمز  ݇ሻمصحح لϭ عن كاشف ΓέاΒع ϮخطأهΪاحϭ ϥاء في آΕمن مشفرا Δخاص Δحال Ϯهϭ ،BCH .

حيث يπيف حرف  ݇مشΔϠϜ من إلϰ كتل التي يراد اέسالϬا عن ρريق هάا الϤشفر تقسم  لرسائلا

 ΔϠل كتϜشفر لϤ݊ال − ݇  ΕاΫ ΔϠكت ϰϠع ϝϮحصϠل ΔΒب ݊حرف مراق ϰϤحرف تسϠϜ شفرϤال ΔϤ هϠا كάهϭ

 ϥه بأΒϨن.ϯأخر Εا مراϬبعث ϱه تفادϨمϭ من ااخطاء Δالرسال ΔايϤمن أجل ح ϝϮρال ΓέΪق ϰϠع ΪϤتل يعتϜ

. ااخطاء الϮاέدΓصحح يحرف Ϋ݊ ϭاΕ كل كتΔϠ بϤعالجΔ ك ϜفعϰϠ مستϯϮ الϤستقΒل يقϡϮ الϤ. رشفϤال

ΔايϬفي ن άهϩ اΔعالجϤال ل Γرسائليتم استعاد .ΔيϠاأص 

Δاأساسي ΕصطلحاϤصحح، مشفر :  الϤشفر الϤريد سالϮلϮϥϮحقل م ،ϯϮجال ،AWGN ،BER ،
BPSK ،.SNR 
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Introduction générale 
 

 

De nos jours, on vive dans un monde où les communications jouent un rôle 

primordial tant par la place qu’elles occupent dans le quotidien de chacun, que par les 

enjeux économiques et technologiques dont elles font l’objet. On a sans cesse besoin 

d’augmenter les débits de transmission tout en gardant ou en améliorant la qualité de 

ceux-ci. Mais sans un souci de fiabilité, tous les efforts d’amélioration seraient vains car 

cela impliquerait forcément à ce que certaines données soient retransmises. C’est dans la 

course au débit et à la fiabilité que les codes correcteurs entrent en jeu…[1].  

Un code correcteur d’erreur permet de corriger une ou plusieurs erreurs dans un 

mot-code en ajoutant aux informations des symboles redondants, autrement dit, des 

symboles de contrôle. Différents codes possibles existent mais dans ce travail on traitera 

seulement les codes de Reed Solomon car pour le moment, ils représentent le meilleur 

compromis entre efficacité (symboles de parité ajoutés aux informations) et complexité 

(difficulté de codage)[2]. 

Les codes de Reed Solomon sont de codes correcteurs basés sur les corps ou les 

champs  de Galois ܨܩdont le principe est de construire un polynôme formel à partir des 

symboles à transmettre et de le sur échantillonner. Le résultat est alors envoyé, au lieu 

des symboles originaux. La redondance de ce sur échantillonnage permet au récepteur du 

message encodé de reconstruire le polynôme même s’il y a eu des erreurs pendant la 

transmission [3]. 

Les codes Reed Solomon sont des codes par bloc. En effet ils prennent en entrée un 

bloc de données de taille fixée݇, qui est transformé en un bloc de sortie de taille fixée ݊ >݇. Ces codes travaillent sur un corps fini noté ܨܩሺʹ�ሻ, qui possède le plus souvent ʹ�éléments. Grâce à un ajout de redondance, ces codes permettent de corriger deux types 

d’erreurs 

 les erreurs induisant une modification des données, ou certains bits passent de la 

valeur Ͳ à la valeur ͳ et vice versa comme sur le canal binaire symétrique ; 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Code_correcteur
https://fr.wikipedia.org/wiki/Corps_fini
https://fr.wikipedia.org/wiki/Corps_fini
https://fr.wikipedia.org/wiki/Polyn%C3%B4me_formel
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_d%27%C3%A9chantillonnage_de_Nyquist-Shannon
https://fr.wikipedia.org/wiki/Redondance
https://fr.wikipedia.org/wiki/Radiot%C3%A9l%C3%A9phonie
https://fr.wikipedia.org/wiki/Canal_binaire_sym%C3%A9trique
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 les erreurs provoquant des pertes d’informations aussi appelées effacements, 

lorsque des paquets d’informations sont perdus ou effacés comme sur le canal 

binaire à effacement). 

On note un code de Reed Solomon ܴܵሺ݊, ݇ሻou ܴܵሺ݊, ݇, ݊ ሻ avecݐ = ʹ� − ͳet ʹݐ = ݊ −݇[4]. 
L’objectif de notre mémoire est de faire une étude détaillée, claire et complète des 

différents concepts principaux des codes Reed Solomon et d’enrichir notre étude par une 
simulation numérique. 

Ce mémoire est structuré en trois chapitres. 

Dans le premier chapitre, on va exposer la théorie des codes correcteurs linéaires. 

Après un bref rappel des principaux éléments de base sur lesquels reposent les 

fondements mathématiques de ce type des codes, on va regrouper toutes les propriétés 

essentielles qui peuvent être, plus tard, exploitées dans la suite de ce travail. 

           Le second chapitre est consacré principalement au fond du travail qui est les codes 

de Reed Solomon. Dans ce chapitre on présentera à une généralité sur les 

mathématiques des corps finis corps finis dits les « champs de Galois » qui sont très 

utilisés dans la théorie de codage et de décodage des codes de Reed Solomon. Les 

opérations de base dans ces corps, comme l’addition et la multiplication, sont bien 

présentées dans ce chapitre avec des exemples didactiques. 

La théorie des codes de Reed Solomon présentera deux méthodes de décodage. La 

première solution présentée sera la méthode de la division Euclidienne, quand à la 

deuxième méthode, elle mettra en évidence l’algorithme de Reed Solomon[5]. 

Dans le troisième chapitre on fera la réalisation et la simulation des codes Reed 

Solomon, en présentant l’évaluation des performances de ces codes. Nous verrons que la 

simulation numérique montre que ces codes sont très puissants et améliore d’une façon 
certaine et considérable les performances d’un système de communication numérique en 
en termes de taux d’erreurs binaire �ܴܧ. 

Enfin, une conclusion générale dresse un bilan de ce travail et propose quelques 

perspectives de recherche. 

https://fr.wikipedia.org/w/index.php?title=Canal_binaire_%C3%A0_effacement&action=edit&redlink=1
https://fr.wikipedia.org/w/index.php?title=Canal_binaire_%C3%A0_effacement&action=edit&redlink=1
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Chapitre 1 

Généralités sur les codes correcteurs 

 

1.1 Introduction 

Dans le canal de transmission l’information est transmise de l’émetteur au 

récepteur. A cause du bruit qui est introduit dans la canal, le récepteur reçoit un 

message qui diffère du message originale. Pour éviter l’effet de bruit on a utilisé la 

technique de détection et correction des erreurs [6]. Un code correcteur est une 

technique de codage basée sur la redondance ou l’ajout de symboles de contrôle au 
message original. Cette technique montre son efficacité dans la pratique, et pour cette 

raison on la trouve dans la transmission par satellite, téléphonie, disque laser, TV 

haute définition [7]. 

Dans ce chapitre, on va présenter une généralité sur les codes correcteurs 

d’erreurs où on va donner les notions de base et les fondements de ces codes. 

1.2 Les codes correcteurs d’erreurs 

1.2.1 Intérêt  

En communication, une fonction d’encodage est une règle qui permet de convertir 

de l’information sous une autre forme de représentation, appelée code. Dans le domaine 

de la théorie de l’information, les codes sont utilisés pour détecter et corriger les erreurs 

de transmission. En effet, lorsqu’une source souhaite transmettre un message à un 

destinataire, elle envoie ce message au travers d’un canal dans lequel peuvent 

apparaître des erreurs dues à des bruits. Ainsi le message que le destinataire reçoit 

peut avoir été modifié. Afin de protéger l’information de ce genre d’erreurs, on ajoute au 
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message de la redondance avant de le transmettre dans le canal. A la réception, le 

décodeur tente de récupérer le message original à partir du message reçu. 

Le schéma suivant illustre la chaîne d’actions qui permet à une source de 

transmettre de l’information à un destinataire. 

 

 

 

 

 

 

Un message ݉ = ሺ݉ଵ, ݉ଶ, …݉�ሻ constitué de ݇ symboles est généré par la source 

et envoyé au codeur. Celui-ci va l’encoder en mots de code ݔ de longueur ݊, avec ݊ > ݇. 

On envoie donc des mots de la forme ݔ = ሺݔ ଵ,  .௡ሻ au travers du canalݔ…ଶݔ

A la sortie du canal, on obtient un mot qui contient un certain nombre d’erreurs 

qui sera noté ݕ = ሺݕଵ , ,ଶݕ …  en ݕ ௡). Le décodeur récupère le message ݉ à partir deݕ

appliquant une règle de décodage, qui peut être, par exemple, le principe du maximum 

de vraisemblance. On peut donc retrouver le message de départ, à condition que le 

nombre d’erreurs ne soit pas trop grand. En outre, plus on a ajouté de symboles 

redondants, plus on peut corriger d’erreurs [8]. 

1.2.2 Définition mathématique des codes 

On considère que les mots sont constitués d’éléments appartenant tous à un 

alphabet ∑ contenant ݍ éléments. Le mécanisme de codage fournit des mots de code de ݊ éléments appartenant tous à ∑ . 

Si on appelle ∑௡ l’ensemble de toutes les séquences de taille ݊, on a donc 

                                                  |∑௡ | =  ௡                                                                            ሺͳ.ͳሻݍ
Un code serait donc un sous-ensemble de ∑௡. Donnons une définition plus précise 

de ce terme ainsi que de la fonction d’encodage. 

 Définition 1 :  Un code ܥ défini sur un alphabet ∑ est un sous-ensemble de ∑௡. Le 

code ainsi obtenu est appelé un code ݍ −aire de longueur ݊. 

 Définition 2 : Une fonction d’encodage � est une fonction injective qui, à chaque 

élément de l’espace du message, associe un mot-code. On a donc 

Fig. 1.1 Principe de la chaîne de transmission de l’information. 

,ଵ݉ ݉ �ݏ݉ ݉ଶ, … . , ݉� 

Codeur Source Canal Décodeur Destinataire ݕଵ, ݕଶ…ݕ௡ ݔଵ,ݔଶ….ݔ௡ 

Existence de bruit: 
Certaines bits de ݔ sont changés 

,ଵ݉ ݉ �ݏ݉ ݉ଶ, … . , ݉� 
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�: ݏ݁�ܽݏݏ݁݉ ݏ݁݀ ݁ܿܽ݌ݏܧ → ∑௡ 

Un code est donc l’image obtenue par cette fonction ܥ =                ሺͳ.ʹሻ                                                                      {�}݉ܫ
Notation : On note ሺ݊, ݇, ݀ሻ, un code qui transforme des blocs de message de ݇ éléments 

en mots de code de ݊ éléments, avec une distance minimale égale à ݀. Le nombre des 

mots-code est alors ܯ =  .[3] �ݍ

1.2.3 Caractéristiques d’un code 

Les codes correcteurs sont caractérisés par cinq données importantes. 

 1.2.3.1 Dimension et longueur d’un code 

Un code est une application injective �: {Ͳ, ͳ}� → {Ͳ, ͳ}௡, Le paramètre ݇ est 

appelé la dimension du code � et le paramètre ݊ est appelé la longueur du code: on dit 

que � est un code de paramètres ሺ݊, ݇ሻ. 
L’ensemble ܥ = {�ሺ݉ሻ,݉ ∈ {Ͳ, ͳ}} est appelé l’image du code �. Les éléments de ܥ 

sont appelés les mots de code de � (en opposition aux éléments « originels » de {Ͳ, ͳ}�qui 

sont appelés mots de source). Deux codes ayant la même image sont dits équivalents. 

  1.2.3.2 Le rendement ou taux de codage (« rate » en anglais) 

Correspondant au nombre de symboles d’information des blocs du message divisé 

par le nombre d’éléments des mots de code, c’est-à-dire ݇/݊. Si ce taux est très petit, 

cela signifie que pour envoyer un petit bloc de message, il va être nécessaire de 

transmettre un mot de code très grand. Or ceci n’est pas souhaitable car la vitesse de 

transmission va être fortement réduite, et il faudra beaucoup de temps pour envoyer un 

court message. Le but étant d’optimiser cette vitesse de transmission, on cherchera à 

avoir le meilleur rendement possible. 

1.2.3.3 La probabilité d’erreurs du code 

Cette probabilité va dépendre de la distance minimale entre les mots de code. Il 

est en effet évident que plus les mots seront différents les uns des autres, plus la 

capacité à retrouver le message originel va augmenter. 
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 1.2.3.4 La complexité de l’algorithme d’encodage et de décodage 

La complexité de ces algorithmes est une donnée importante car elle décidera du 

temps de calcul et des ressources nécessaires pour l’exécution des fonctions de codage et 

de décodage. Il s’agit donc d’une donnée à prendre en compte lors du choix d’un type de 

code. 

1.2.3.5 Distance minimale d’un code 

Soit � un code d’image ܥ. 

On appelle capacité de détection de � le plus grand entier ݁ௗ tel qu’on soit 
toujours capable de détecter  ݁ௗ erreurs ou moins. 

On appelle capacité de correction de � le plus grand entier ec tel qu’on soit 
toujours capable de corriger ݁௖ erreurs ou moins. 

On appelle distance minimale de � et on note ݀� ሺݑ݋ ݀௖ሻ la plus petite distance 

non nulle entre deux mots de code.  On a  ݁ௗ = ݀� − ͳ ݁ݐ ݁௖ = ቞݀� −  ͳʹ ቟                                                         ሺͳ.͵ሻ  
La distance minimale d’un code quantifie donc sa qualité vis à vis que 

l’information ne doit pas être trop diluée. 
C’est un paramètre important. En abrégé, « un code de dimension ݇, de longueur ݊ et de distance minimale ݀ » se dira « un code de paramètres ሺ݊, ݇, ݀ሻ » ou même « un 

code ሺ݊, ݇, ݀ሻ » [9]. 

1.2.4 Classification des codes Correcteurs 

C’est le problème du codage de canal. A côté des premiers codes empiriques (bit de 

parité, répétition,…) deux grandes catégories de codes ont été développées et sont 

actuellement utilisées en faisant l’objet permanent de perfectionnements 

  Les codes en blocs: (linéaires, cycliques ou non) : le codage/décodage d’un bloc 

dépend uniquement des informations de ce bloc. 

 Les codes en treillis : (convolutifs, récursifs ou non) : le codage/décodage d’un bloc 

dépend des informations d’autres blocs (généralement de blocs précédemment 

transmis). 
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La figure ci-dessous donne un simple résumé de la grande famille de codage. 

Dans la première classe, citons les codes les plus célèbres comme les codes BCH,  Reed 

Muller, Reed Solomon et  Goppa, Golay et Hamming. La deuxième classe est moins 

riche en variété mais présente beaucoup plus de souplesse surtout dans le choix des 

paramètres et des algorithmes de décodage disponibles. Citons par exemple, les codes 

convolutifs binaires systématiques récursifs très utilisés dans les modulations codées 

(TCM) et les codes concaténés parallèles (Turbo Codes) [10]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.2.5  Exemples de codes simples 

Pour ces exemples de codes, nous considérerons des codes binaires. Les blocs de 

messages seront des éléments de {Ͳ,ͳ}�, et les mots de code générés seront des éléments 

de {Ͳ, ͳ}௡. 

Pour illustrer ces codes, nous utiliserons le bloc de message : ͳͲͳͳͲͲͳ. 

1.2.5.1  Code répétitif 

Il s’agit d’un code très simple dans lequel on répète ݊ fois chaque bit du message 

à envoyer. On a alors ܥ = {ሺͲͲڮͲሻ; ሺͳͳڮͳሻ}                                                            ሺͳ.Ͷሻ 
Illustration : Considérons le cas où ݊ = ͷ, on obtiendrait alors le mot de code ͳͳͳͳͳ ͲͲͲͲͲ ͳͳͳͳͳ ͳͳͳͳͳ ͲͲͲͲͲ ͲͲͲͲͲ ͳͳͳͳͳ 

Fig. 1.2  La hiérarchie des codes correcteurs [10]. 

Les codes correcteurs 

Les codes en blocs Les codes en treillis 

Modulation codée en blocs Les codes non-linéaires Modulation codée en treillis 

Les codes linéaires 

Les codes cycliques Les codes non-cycliques 

Les codes convolutifs 

Les codes récursifs Les codes non-récursifs 
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On remarque qu’il n’y a que deux mots de code possibles qui sont {ሺͲͲ…Ͳሻ; ሺͳͳ…ͳሻ} où les bits sont répétés ݊ fois. On déduit donc que la distance 

minimale de ce code est de ݊, c’est-à-dire que les mots diffèrent de ݊ bits au minimum. 

De plus, on code des blocs de ͳ bit en mots de ݊ bits. Nous verrons plus loin que 

l’on note ce code [݊, ͳ, ݊], pour signifier un code de dimension ͳ, de longueur ݊ et de 

distance minimale ݊. Nous verrons également que le fait que ces mots soient distants de ݊ bits implique que l’on pourra détecter ݊ − ͳ erreurs et corriger ሺ݊ − ͳሻ/ʹ erreurs. 

Illustration : Le code répétitif où � = ͷ peut donc détecter jusqu’à Ͷ erreurs et corriger ʹ 

erreurs. En effet, si le décodeur applique la règle du maximum de vraisemblance, si un 

mot a ͵ erreurs, le décodeur va retourner le mauvais bit. En revanche, il ne pourra pas 

retrouver le mot originel car le mot reçu sera plus proche d’un autre mot de code. 

Remarque : Si on analyse ce code, on se rend compte qu’il s’agit d’un code qui a un 

rendement faible puisque pour transmettre un bit il faut le répéter � fois. 

1.2.5.2  Parity Check code 

Dans ce code, on ajoute un bit correcteur à la fin du bloc de message pour 

indiquer si le nombre de ͳ est pair ou impair. Il faut que le mot de code possède un 

nombre pair deͳ. Le codage s’effectue donc de la façon suivante : 

Si le nombre de bits ͳ dans le bloc est pair, on ajoute Ͳ. 

Si le nombre de bits ͳ dans le bloc est impair, on ajoute ͳ. 

On a donc ܥ = {ሺܿଵ, , ڮ ܿ௡ሻ∑ ܿ�  =  Ͳ}                                                                   ሺͳ.ͷሻ 
Illustration : Etant donné que dans notre exemple, le nombre de bits ͳ est égal à Ͷ, on 

ajoute un Ͳ à la fin du mot. Le mot de code ainsi généré serait donc : ͳͲͳͳͲͲͳͲ.   

Si l’on code des blocs de ݇ bits, on obtient donc des mots de code de ݇ + ͳ bits. 

De plus, si on prend deux blocs qui ne diffèrent que d’un seul bit, on obtient deux 

mots de code distants de ʹ bits. Ainsi la distance minimale du code est de ʹ. 

On va donc noter ce code comme étant [ ݇ + ͳ, ݇, ʹ] . Si on pose ݊ = ݇ + ͳ, on peut 

également écrire cette définition de la façon [݊, ݊ − ͳ, ʹ ]. Ce code peut détecter ͳ erreur, 

mais ne peut pas la corriger [11]. 
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1.3 Les codes linéaires 

1.3.1 Matrice Génératrice 

Un code � de paramètres ሺ݊, ݇ሻ est dit linéaire s’il existe une matrice ܩ ∊   ଶ ሻܨ௡,�ሺܯ
(c’est-à-dire avec ݊ lignes, ݇ colonnes, à coefficients dans {Ͳ, ͳ}), de rang ݇, telle que ∀݉ ∊ {Ͳ, ͳ}�, � ሺ݉ሻ = ܩ ×݉                                                           ሺͳ.͸ሻ 

La multiplication matricielle est à comprendre dans ܨଶ  (c’est à dire modulo- ʹ et 

le mot ݉ est ici considéré comme un vecteur colonne. La condition sur le rang traduit 

l’injectivité de �. La matrice ܩ est appelée matrice génératrice de �. 

Enfin, dire que le code � est systématique, c’est dire que la matrice ܩ est le la 

forme (���′൯, où  ܫ� est la matrice identité d’ordre ݇. 

Exemple: a) Considérons �, code linéaire de matrice génératrice  ቌͳ ͲͲ ͳͳ Ͳ ͳ ͳቍ 

C’est un code de dimension ʹ, de longueur Ͷ, donné par le tableau  ݔ ͲͲ Ͳͳ ͳͲ ͳͳ �ሺݔሻ ͲͲͲͲ ͲͳͲͳ ͳͲͳͳ ͳͳͳͲ 

           b)  Pour le code de bit de parité ሺͺ, ͻሻ, la matrice génératrice est ቀ ͳቁڮͳܫ଼ [ͳʹ]. 
1.3.2 Matrice de contrôle d’un code linéaire 

L’intérêt  principal de ne considérer que des codes linéaires est qu’ils disposent de 

meilleurs algorithmes de décodage. On utilise pour cela les matrices de contrôle. 

 Définition 

Soit � un code linéaire ሺ݊, ݇ሻ de matrice génératrice ܩ. On appelle matrice de 

contrôle de � toute matrice  ܪ ∊ ݊ ௡−� ,௡ ( c’est-à-dire avec n colonnes etܯ − ݇ lignes ) 

telle que                      

݉.ܪ                    = Ͳ⃗ ⟺ ݉ ∊  ሺͳ.͹ሻ                                                                  ܥ 
L’existence de matrices de contrôle pour n’importe quel code linéaire � n’étonnera 

pas les spécialistes de l’algèbre linéaire: ܪ n’est rien d’autre qu’une matrice dont le 

noyau est l’image de ܩ. Il est clair que de telles matrices existent toujours. 
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Au passage, comme le noyau de ܪ est ܪ ,ܥ contient assez d’information pour 

reconstituer � à équivalence prés. 

En revanche, on remarque que ܪ n’est pas unique en général (par exemple, en 

permutant deux lignes d’une matrice de contrôle, on obtient encore une matrice de 

contrôle). 

Etant donné  la matrice génératrice ܩ d’un code �, se donner une matrice de 

contrôle ܪ, c’est se donner une base de l’orthogonal de ܥ dans {Ͳ, ͳ}௡, ce qui n’est pas 

évident. L’opération inverse est plus facile : étant donné une matrice de contrôle ܪ, Se 

donner la matrice génératrice ܩ d’un code � correspondant revient à se donner une base 

du noyau de ܪ. 

Le théorème suivant donne un critère très simple pour déterminer une matrice 

de contrôle d’un code systématique[ͳ͵].  
 Théorème   

Soit � un code systématique de matrice génératrice (���′൯. 
Alors la matrice ܪ = ሺܫ ′ܩ௡−�ሻ est une matrice de contrôle de ܩ. 

 Exemple  

Une matrice de contrôle du code de bit de parité ሺͺ, ͻሻ est ሺͳ ͳ ͳ ͳ ͳ ͳ ͳ ͳ ͳሻ[ͳ͵]. 
1.3.3 Distance minimale d’un code linéaire 

Les codes linéaires sont également intéressants car on dispose d’informations sur 

leur distance minimale. Tout d’abord, par définition, dire qu’un code � de paramètres ሺ݊, ݇ሻ est linéaire, c’est exactement dire que � est une application linéaire injective de {Ͳ, ͳ}� dans {Ͳ, ͳ}௡. 

 Proposition (distance minimale d’un code linéaire) 

Soit � un code linéaire d’image ܥ. Alors la distance minimale de ݀�  est égale au     

plus petit poids non nul d’un mot de [14] ܥ. 

 Calcul de la distance minimale d’un code 

Dans le cas où ܥ est un code linéaire binaire, on a  
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  ݀௠�௡ = ݉݅݊ {݀ሺݔ, , ݔ/ ሻݕ ݕ ∈ ,ܥ ݔ ≠ ሺͳ.ͺሻ                           ݀௠�௡                                                   {ݕ  = ݔሺݓ} ݊݅݉ + , ݔ / ሻݕ ݕ ∈ ,ܥ ݔ ≠ ሺͳ.ͻሻ                           ݀௠�௡                                              {ݕ = ݉݅݊ {ሺݔሻ / ݔ ∈ ,ܥ ≠ ݔ Ͳ} =                ௠�௡                                           ሺͳ.ͳͲሻݓ 
 Distance minimale et matrice de contrôle 

 On peut encore avoir un autre critère sur la distance minimale d’un code 

linéaire il est donné par la matrice de contrôle du code. 

 Proposition  

Soit � un code linéaire de matrice de contrôle ܪ. 

Alors ݀� est le nombre minimal de colonnes de ܪ linéairement dépendantes. 

 Si ܪ a une colonne nulle, on a  ݀� = ͳ. 

 Sinon, et si ܪ a deux colonnes identiques, on a ݀φ = ʹ. 

 Sinon, et si une colonne de ܪ est égale à la somme de deux autres, on a                  ݀φ = ͵, etc. 

1.3.4  Décodage d’un code linéaire 

 Définition (Mot erreur et syndrome) 

Soit � un code de paramètres ሺ݊, ݇ሻ, de matrice génératrice ܩ et de matrice de 

contrôle ܪ. On se fixe un mot de source ݔ (mot de longueur ݇). Le mot de code 

correspondant sera � ሺݔሻ = ܻ. Il y a éventuellement des erreurs durant la transmission 

et on reçoit le mot ܼ. 

On appelle mot erreur associé à ܼ le mot ܧ = ܼ + ܻ .On appelle syndrome de ܼ le 

mot ܪ × ܼ. On note ܧ� le mot ne contenant que des Ͳ, sauf en position ݅. 
Quelques commentaires sur cette définition  

Comme ܧ = ܻ + ܼ, on a ܼ = ܻ +  quantifie bien les erreurs survenues ܧ et donc ,ܧ

sur ܻ : par exemple, ݓሺܧሻ est le ? d’erreurs survenues. Le problème du décodage peut se 

reformuler : « trouver ܧ », car alors on déduit ܻ . 

Bien sûr, ce « trouver ܧ » est à comprendre dans le sens « trouver ܧ le plus 

probable », c’est à dire « trouver ܧ de poids minimal ». 

Dire que le syndrome de ܼ est nul, c’est dire que ܼ est un mot du code, dans ce cas 

le mot erreur le plus probable est le mot nul[15]. 
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 Remarque  

Soit ܼ un mot de syndrome ܵ. 

Alors ܧ est aussi de syndrome ܵ car ܪ × ܧ = ܪ × ሺܼ + ܻሻ = ܪ × ܼ + ܪ × ܻ et ܻ est 

un mot du code. 

L’ensemble des mots de syndrome ܵ est appellé classe latérale de ܼ. 

           Le problème de décodage se reformule donc : « trouver le mot de plus petit poids 

dans la classe latérale de ܼ » ... s’il existe ! 

Par exemple 

 Dire que le mot nul est dans la classe latérale de ܼ, c’est dire que le syndrome 

     ܵ = ܪ × ܼ est nul. Dans ce cas, le mot de poids minimal dans la classe lattérale 

de ܼ est le mot nul, il faudra donc corriger ܼ par �−ଵሺܼሻ. 
 Supposons donc que le syndrome de ܵ = ܪ × ܼ est non nul. Dire qu’il existe un 

mot de poids ͳ dans la classe latérale de ܼ, c’est dire que le syndrome ܵ est égal à 

une colonne ܥ� de ܪ. Dans ce cas, s’il existe une seule colonne ܥ� deܪ égale au 

syndrome, le mot de poids minimal dans la classe lattérale de ܼ est ܧ�, il faudra 

donc corriger ܼ par �−ଵሺܼ +  est le mot ne contenant que des zéros, sauf �ܧ ሻ, ou�ܧ

en position ݅. 
 Supposons donc que le syndrome de ܵ = ܪ × ܼ est non nul, et distinct de toutes 

les colonnes de ܪ. Dire qu’il existe un mot de poids ʹ dans la classe latérale de ܼ, 

c’est dire que le syndrome de ܼ est égal à la somme de deux colonnes de ܪ. Dans 

ce cas, et si c’est la seule façon d’obtenir le syndrome comme somme de deux 

colonnes de ܪ, le mot de poids minimal dans la classe latérale de ܼ est ܧ�ଵ +  ଶ, il�ܧ
faudra donc corriger ܼ par �−ଵሺܧ�ଵ +  ! ଶሻ. ... un algorithme prend forme�ܧ

Dans ce qui précède, le point délicat est l’unicité « du » mot de poids minimal 

dans la classe latérale de ܼ. Par exemple, si deux colonnes ܥ� et ܥ୨ de ܪ sont 

égales à  ܵ = ܪ × ܼ, on ne sait pas corriger. Pour commencer, faisons l’hypothèse que ce 

cas de figure ne se produira jamais. Il suffit pour cela de renoncer à corriger au-delà de 

la capacité de correction, car un mot de poids ݌ ൑ ݁௖ peut s’écrire au plus d’une seule 

façon comme somme de colonnes de [16] ܪ.  
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Algorithme de de décodage des codes linéaires, ૚��� version  

C’est un algorithme de décodage en deçà  de la capacité de correction, donc non 

optimal (sauf si le code est parfait). 

  Etape 1 : on calcule ܵ = ܪ × ܼ . 

  Etape 2 : si ܵ = Ͳ⃗   , on décode ܼ par �−ଵሺZሻ, sinon, on initialise ݌ à ͳ. 
  Etape 3 : s’il existe ݌ colonnes de ܪ ∶ , ଵ�ܥ  , ଶ�ܥ .   telles que  ��ܥ ڮ

  ܵ = ଵ�ܥ + ଶ�ܥ  on décode par , ��ܥ +ڮ + 

 �−ଵሺܼ + ܧ�ଵ + ଶ�ܧ   ሻ                                                     ሺͳ.ͳͳሻ��ܧ +ڮ +
 Sinon, et qu’on a ݌ < ݁௖, on incrémente p et on recommence l’étape 3. 

 Sinon, et donc qu’on a ݌ = ݁௖ , on passe à l’étape 4. 

   Etape 4 : échec du décodage 

Finalement, la complexité de cet algorithme est en ܱሺ݁௖ × ݊௘� +ଵ × ሺ݊ − ݇ሻሻ, ce qui 

est loin d’être terrible, même si c’est déjà beaucoup mieux que la complexité 

exponentielle de l’algorithme naïf (si ݇ est grand). 

Comment souvent, on peut faire mieux en convertissant une partie de la 

complexité temporelle en complexité spatiale. En effet, on peut une bonne fois pour 

toutes calculer, pour tout ݌ ൑ ݁௖   , toutes les sommes possibles de ݌ colonnes de ܪ, les 

trier par ordre lexicographique et leur associer le mot erreur ܧ correspondant. 

Le calcul de toutes les sommes dans l’étape 3 est alors remplacé par une 

recherche dichotomique, de coût ܱሺ݌ሻ. 
Algorithme de décodage des codes linéaires, ૛é࢓�  version  

Le même, mais avec un prétraitement consistant à calculer pour tout ݌ ൑ ݁௖ 
toutes les sommes possibles de ݌ colonnes de ܪ, à les trier par ordre lexicographique et 

leur associer le mot erreur ܧ correspondant (par exemple à la somme de ܥଵ et ܥଷ est 

associé ܧ = ͳͲͳͲͲ. . . ሻ. 
Le coût du prétraitement est en ܱሺ݁௖ × ݊௘� +ଵ × ሺ݊ − ݇ሻሻ. L’algorithme a de plus 

une complexité en espace en ܱሺ݁௖ × ݊௘� +ଵ × ሺ݊ − ݇ሻሻ 
La complexité temporelle de l’algorithme lui-même est en ܱሺ݊ × ሺ݊ − ݇ሻሻ 
Le défaut non réglé est le caractère non optimal de ces algorithmes. Une 

troisième version, dont la complexité en espace est en ܱሺʹ௡−�ሻ, règle ce problème[14]. 
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Algorithme de décodage des codes linéaires, ૜é࢓é version  

Pré calcul : pour tous les syndromes possibles ( les ʹ௡−� mots de longueur ݊ − ݇), 

on calcule le mot de poids minimal de la classe latérale associée, ce qui nous donne un 

tableau de taille ሺʹ௡−�ሻ (le ݅௘ élément est le mot de poids minimal de la classe latérale 

dont le syndrome est ݅ écrit en base ʹ, s’il existe ; et un symbole d’échec sinon). 

Etape 1 : on calcul ܵ = ܪ × ܼ et ݅ dont ܵ est l’écriture en base ʹ  

Etape 2 : on sélectionne le ݅௘ élément ܧ du tableau 

Etape 4 : on corrige par �−ଵሺZ + Eሻ  
Le coût de cet algorithme est en ܱሺ݊ × ሺ݊ − ݇ሻሻ, mais la complexité en espace est 

très importante, et surtout le pré calcul n’est pas réalisable si ݊ est vraiment grand, car 

il est en ܱሺ݊ ∙ ʹ௡ሻ. 
Cet algorithme peut être optimisé, en proposant par exemple que s’il y a 

plusieurs mots de poids minimal dans une classe latérale, on choisisse celui, s’il existe, 

pour lequel les erreurs sont le mieux groupées [14]. 

1.3.5 Exemple de codage d’un mot m 

Soit le message à transmettre : ݉ = ሺͳ ͳ Ͳ ͳሻ. 
On envoie le mot de code c défini par ܥ = ݉ 

= ܥ  ሺͳ ͳ Ͳ ͳሻ . ൮ͳ ͳ Ͳ ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͳ Ͳ ͳ Ͳ Ͳͳ ͳ ͳ Ͳ Ͳ ͳ Ͳͳ Ͳ ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͳ) = ሺͲ Ͳ Ͳ ͳ ͳ Ͳ ͳሻ 
On remarque que comme ܩ est dans une forme systématique, les quatre derniers 

bits du mot ܿ sont les bits d’information non modifiés. Les trois premiers bits de ܥ sont 

donc les bits de contrôle. 

1.3.6 Exemple du décodage d’un mot reçu Z 

Imaginons qu’à la sortie du canal, on reçoive le mot ܼ = ሺͳ Ͳ Ͳ ͳ ͳ Ͳ ͳሻ comportant 

une erreur au premier bit. 

Pour décoder ce mot, on commence par calculer le syndrome ݏ qui y est associé en 

le multipliant par la matrice de vérification ܪ. Si le résultat est nul, ce mot est 

considéré comme ne comportant pas d’erreur. Si le résultat est non nul, on en déduit 

qu’une erreur a été introduite dans le canal. Dans le cas des Hamming codes, le vecteur 
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obtenu se retrouve dans les colonnes de ܪ, et la position de la colonne nous indique la 

position du bit erroné dans le mot reçu. 

On calcule donc le syndrome   ܵ = ܼ.  ሺͳ.ͳʹሻ                                                                                  �ܪ
                                            ܵ = ሺͳ Ͳ Ͳ ͳ ͳ Ͳ ͳሻ. (ͳ Ͳ Ͳ ͳ Ͳ ͳ ͳͲ ͳ Ͳ ͳ ͳ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ Ͳ ͳ ͳ ͳ)

�
 

                                                       ܵ = ሺͳ Ͳ Ͳሻ 
Ayant ܵ ≠ Ͳ, on en déduit qu’une erreur a été introduite par le canal. De plus, la 

colonne ሺͳ Ͳ Ͳሻ est en première position dans ܪ, ce qui implique que l’erreur se trouve 

au premier bit de ܼ. 

On peut donc corriger le mot reçu en changeant le bit erroné. On obtient alors                                                                           ܼ′ = ሺͲ Ͳ Ͳ ͳ ͳ Ͳ ͳሻ                                                                 ሺͳ.ͳ͵ሻ 
Le message envoyé étant contenu dans les quatre derniers bits, on retrouve 

simplement le mot envoyé qui était bien ݉ = ሺͳ ͳ Ͳ ͳሻ [11]. 

1.4 Codes parfaits  

1.4. .1  Bornes caractérisant les codes   

Le Singleton Bound et la Sphère Packing Bound, appelée également borne de 

Hamming. 

 Définition 1:  (borne de Singleton)  

La distance minimale d d’un code linéaire de dimension ݇ et de longueur ݊ vérifie ݀ ൑ ݊ + ͳ − ݇. 

Un code pour lequel on a égalité est dit MDS (Maximum Distance Separable). 

 Définition 2: (Sphères, boules) 

Soit ݉ ∊ {Ͳ, ͳ}௡ et ݇ ∊ ܰ. On appelle sphère de centre ݉ et de rayon ݇, et on note    ܵሺ݉ , ݇ሻ, l’ensemble des mots de {Ͳ, ͳ}௡ à distance ݇ de m       ܵ ሺ݉, ݇ሻ = ݎ} ∊ {Ͳ, ͳ}௡, ݀ሺݎ,݉ሻ = ݇}                                         (1.14) 

 On appelle boule de centre ݉ et de rayon ݇, et on note ܤሺ݉, ݇ሻ, l’ensemble 

des mots de {Ͳ, ͳ}௡  à distance inférieure ou égale à ݇ de ݉  

,ሺ݉ܤ  ݇ሻ = ݎ} ∊ {Ͳ, ͳ}௡, ݀ሺݎ,݉ሻ ൑ ݇}                                      (1.15)  
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 Proposition  (Inégalité de Hamming) 

Soit φ un code de paramétres ሺ݇, ݊ሻ, d’image ܥ, de capacité de correction ݁௖. 
Alors on a   

                                  ∑ ௡�௘�   �=଴ܥ ൑  ʹ௡−�                                                                  ሺͳ.ͳ͸ሻ 
Et on appelle cette propriété l’inégalité de Hamming. 

   Cette borne nous permet de définir la notion de code parfait [17].            

1..4.2 Définition Codes parfaits 

Soit � un code de paramètres ሺ݊, ݇ሻ, de capacité de correction ݁௖. On dit que � est 

un code parfait s’il vérifie une des trois caractérisations équivalentes suivantes 

 Les boules de rayon ݁௖ de centre les mots du code forment une partition de{Ͳ, ͳ}n. 

 � vérifie le cas d’égalité de l’inégalité de Hamming  ∑ Cn୧ec   ୧=଴ ൑  ʹn−୩  . 
 Pour tout mot ݎ ∊ {Ͳ, ͳ}௡, il existe un unique mot de code m qui réalise le 

minimum de ݀ሺݎ,݉ሻ [14]. 

1.4.3 Caractérisation des codes parfaits linéaires 

Comme promis, montrons que les codes parfaits sont rares. Commençons par un 

exemple. 

 Définition : (Codes de Hamming) 

 Soit ݉ ൑ ʹ un entier. 

Un code de Hamming est un code de paramètres ( ʹ௠ −m− ͳ,  ʹ௠ − ͳሻ. 
 Proposition  (Distance minimale d’une code de Hamming) 

Un code de Hamming a toujours pour distance minimale ͵.Un code linéaire de 

Paramétres ( ʹ௠ − ͳ,  ʹ௠ −݉ – ͳ,͵ሻ  est nécessairement un  code de Hamming , ʹ௠ lignes 

et ݉− ͳ colonnes. 

Posons-nous maintenant la question de trouver tous les codes parfaits de capacité 

de correction ͳ. Comme les codes parfaits vérifient l’égalité de Hamming, les 

paramètres d’un code parfait de capacité de correction ͳ doivent vérifier ∑ ௡୧ଵ�=଴ܥ ൑   ʹ௡−� 
c’est-à-dire ͳ + ݊ = ʹ௡−�. Posons ݉ = ݊ − ݇,  on a alors ͳ + ݊ =  ʹ௠, donc  ݊ = ʹ௠ − ͳ.           ݇ = ݊ −݉ ʹ௠ −݉ − ͳ                                                        ሺͳ.ͳ͹ሻ               
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En définitive un code parfait de capacité de correction ͳ a nécessairement les 

paramétres d’un code de Hamming ; et un code parfait linéaire de capacité de correction ͳ est toujours un code de Hamming [14]. 

 Théorème (Codes parfaits linéaires) 

Les seuls codes parfaits linéaires (binaires) sont  

 Les codes de répétition pure ሺͳ, ʹ݁௖ + ͳሻ. 
 Les codes de Hamming. 

 Le code de Golay ܩଶଷሺͳʹ, ʹ͵, ͹ሻ. 
1.5 Les codes cycliques 

1.5.1 Rappels sur les polynômes  

 Définition  (Polynômes à coefficients dans ܨଶ ) 
Un polynôme à coefficients dans ܨଶ est une fonction de la forme  ܲ ሺݔሻ = ܽ଴ + ܽଵ  ݔ + ܽଶ   ݔଶ ∍�∀     ܿ݁ݒܽ  ௡ݔ   ௡ܽ +ڮ+ {Ͳ,݊ڮ}, ܽ� ∊        ଶ       ሺͳ.ͳͺሻܨ
Si ܽ௡ ≠ Ͳ, l’entier ݊ est appelé le degré du polynôme ܲ, les entiers ܽ� sont appelés 

les coefficients de ܲ, par convention le polynôme nul est considéré comme étant de 

degré−∞. 

 Remarque  

Le fait de travailler dans ܨଶ  nous simplifie grandement la vie. Par exemple, on a 

toujours  ሺܽ + bሻଶ =  ܽଶ +  bଶ    
 Proposition 

Soit P un polynôme à coefficients dans  ܨଶ . Alors 

 ܲ ሺݔଶሻ ܲ ሺ ݔሻ ଶ                                                                    (1.19) 

 Définition  (racines) 

Soit ܲ un polynôme à coefficients dans   ܨଶ  et ܽ ∈  ଶ ,  On dit que a est une racineܨ

de ܲ lorsque ܲሺܽሻ = Ͳ. 

Exemple : 

 Le polynôme  ݔଶ +  a pour racines Ͳ et ͳ  ݔ

 Le polynôme ݔଶ + ͳ  a pour racine ͳ . 
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 Le polynôme  ݔଶ + ݔ + ͳ  n’a pas de racine dans  ܨଶ . Si l’on veut à tout prix  qu’il 
ait des racines, il faudra « imaginer » de nouveaux  éléments qui ne sont pas dans   ܨଶ , de la même façon qu’on construit le corps des nombres complexes en 

« imaginant » un nouveau nombre ݅ tel que ݅ଶ = −ͳ. 

 Définition  (factorisation, irréductibilité) 

 Soit ܲ un polynôme à coefficients dans  ܨଶ . 
 S’il existe deux polynômes ଵܲ et ଶܲ  tels que ܲ = ଵܲ ଶܲ , on dira que  ଵܲ et  ଶܲ  divisent ܲ, ou encore que ଵܲet ଶܲ sont des diviseurs de ܲ. Dans ce cas on a nécessairement  ݀݁�ሺ ଵܲ ሻ + ݀݁�ሺ ଶܲሻ = ݀݁�ሺܲሻ                                                        ሺͳ.ʹͲሻ 
 S’il existe deux polynômes ଵܲ et  ଶܲ  tels que 

  ݀݁� ሺ ଵܲ ሻ ൒ ͳ, ݀݁� ሺ ଶܲ ሻ ൒ ͳ  ݁ݐ  ܲ = ଵܲ ଶܲ                                               ሺͳ.ʹͳሻ  
alors on dit que  ଵܲ  ଶܲ  est une factorisation de ܲ. 

 Si ܲ n’a pas de factorisation, ܲ est dit irréductible 

 Proposition   (division euclidienne) 

Soient  ଵܲ et ଶܲ deux polynômes à coefficients dans  ܨଶ . Alors il existe deux 

polynômes à coefficients dans   ܨଶ ܳ ݁ݐ ܴ , uniques, tels que 

 ଵܲ = ଶܲ × ܳ + ሺܴሻ�݁݀ ݐܴ݁ < ݀݁�ሺ ଶܲ ሻ                                   ሺͳ.ʹʹሻ ܳ est appelé le qutient de la division euclidienne de ଵܲ  par  ଶܲ  et ܴ le reste[14]. 

1.5.2 Définitions d’un code cyclique 

Soit ܥ l’image d’un code de paramètres ሺ݊, ݇ሻ. Le code est dit cyclique si 

l’ensemble des mots du code est stable par décalage circulaire. En d’autres termes, 

notons 

 �ሺ  ݉ଵ݉ଶ ڮ   ݉௡−ଶ ݉௡−ଵ ݉௡ ሻ = ݉௡ ݉ଵ݉ଶ ݉ڮ௡−ଶ ݉௡−ଵ                     ሺͳ.ʹ͵ሻ  
Un code (d’image) ܥ est cyclique si ∀݉ ∈ ,ܥ � ሺ݉ሻ ∈  .ܥ

Exemple 

 Les codes de répétition pure ሺ݊, ݇ሻ sont cycliques. 

 Le code par bit de parité est cyclique. 

 Le code de Hamming systématique ሺ͹, Ͷሻ est cyclique. 



ͳ ݁ݎݐ݅݌ℎܽܥ ∶  2015/2016 ݏݎݑ݁ݐܿ݁ݎݎ݋ܿ ݏ݁݀݋ܿ ݏ݈݁ ݎݑݏ ݏéݐ݈݅ܽݎé݊éܩ 

 

݊݋݉݋݈݋ܵ ܴ݀݁݁ ݁݀ ݏ݁݀݋ܿ ݏ݁ܮ ∶ é݊݋݅ݐ݈ܽݑ݉݅ݏ ݐ݁ ݁݀ݑݐ Page 20 

 

 Plus généralement il existe des codes de Hamming ሺ ʹ௠ −݉ –  ͳ,  ʹ௠ − ͳሻ  
cycliques pour tout ݉ ൑ ʹ. 

 Le code de Hamming étendu ሺͶ, ͺሻ n’est pas cyclique ! 

 Définition (code cyclique engendré par un mot) 

Soit ݉ ∈ {Ͳ, ͳ}௡. Notons ܥ le plus petit sous-espace vectoriel de {Ͳ, ͳ}௡ stable par 

décalage circulaire. Alors ܥ est un code (ou l’image d’un code) cyclique qu’on appelle 

code cyclique engendré par ݉. Le code cyclique engendré par ݉ est l’ensemble des mots 

qu’on peut obtenir en faisant des sommes finies de décalés circulaires itérés de ݉, 

auquel il faut ajouter le mot nul[14]. 

Exemple  

 Le code cyclique engendré par ͳͳͳ est (équivalent à ) notre code de répétition 

           pure ሺͳ, ͵ሻ. 
 Le code cyclique engendré par ͳͳͲͲͲͲͲͲͲ est (équivalent à ) notre code de bit 

           de parité ሺͺ, ͻሻ. 
 Théorème  (Théorème fondamental : générateur d’un code cyclique) 

Soit ܥ (l’image ݀’) un code cyclique ሺ݊, ݇ሻ. 
Alors il existe un unique polynôme 

 �ሺݔሻ = ܽ଴ + ܽଵ  ݔ = �−௡−�ሺܽ௡ݔ  �−௡ܽ +ڮ+ ͳሻ                             ሺͳ.ʹͶሻ 
tel que 

 �ሺݔሻ est un diviseur de  ݔ௡ + ͳ 

 ܥ est le code cyclique engendré par  ݉ = ܽ଴ܽଵܽڮ௡−�ͲڮͲ  (݇ − ͳ zéros) 

 Les mots 

  ݉ = ܽ଴ܽڮ௡−�ͲڮͲͲ;  �ሺ݉ሻ = Ͳ ܽ଴ܽڮ௡−�ͲڮͲ;ڮ ; ��−ଵሺ݉ሻ = ͲڮͲܽ଴ܽڮ௡−�         ሺͳ.ʹͷሻ 
forment une base de ܥ. Ce qui signifie qu’une matrice génératrice de ܥ est donnée 

par  
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( 
   
  
ܽ଴ Ͳ Ͳܽଵ ܽ଴ ڭڭ ڭ Ͳܽ௡−� ܽ௡−�−ଵ … ͲͲ ܽ௡−� ܽ଴Ͳ Ͳ ܽଵڭ ڭ Ͳڭ Ͳ ܽ௡−�) 

   
       

 Définition   (représentation polynomiale) 

Soit ݉ = ܽ଴ܽଵ…ܽ௡, un mot de longueur ݊. On appelle représentation  

polynomiale de ݉ le polynôme ܽ଴ + ܽଵݔ +  ௡. Dorénavant, on identifieraݔ  ௡ܽ + ڮ

systématiquement un mot avec sa représentation polynomiale. 

Soit ܥ un code cyclique ሺ݊, ݇ሻ. On appelle polynôme générateur de ܥ le polynôme �ሺݔሻ défini par le théorème fondamental. Dorénavant, on  identifiera un code cyclique 

avec son polynôme générateur. 

Exemple   

 Le polynôme générateur du code de répétition pure ሺͳ, ݊ሻ est ͳ + ݔ + ଶݔ +ڮ+  ௡−ଵݔ 
 Le polynôme générateur du code par bit de parité ሺ݊ − ͳ, ݊ሻ est ͳ +  ݔ

 Le polynôme ͳ + ݔ + ,ଷ est le polynôme générateur d’un c de Hamming ሺͶݔ  ͹ሻ [14]. 

1.5.3 Codes cycliques vs codes systématiques  

Donnons-nous un code cyclique par son polynôme générateur �ሺݔሻ. Dans cette 

section, on montre comment coder et décoder sans avoir à utiliser de matrice 

génératrice ni retrouver de matrice de contrôle. 

 Proposition  (Algorithme de codage pour un code cyclique) 

Soit ܥ (l’image ݀’) un code cyclique de polynôme générateur �ሺ ሻ. Soit m un mot 

de source, de représentation polynomiale ௠ܲሺݔሻ. Alors le mot image correspondant pour 

représentation polynomiale �ሺݔሻ × ௠ܲ ሺݔሻ. 
Pour un code cyclique, il existe donc des algorithmes de codage en ܱሺ݊ ×  .ሺ݊ሻሻ�݋݈

 Remarque  

Soit ܥ (l’image ݀’) un code cyclique ሺ݊, ݇ሻ. Alors un mot de longueur ݊ est un mot 

de code si et seulement si sa représentation polynomiale est un multiple de �ሺݔሻ, ce qui 
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revient à dire que le reste de la division euclidienne de sa représentation polynomiale 

par �ሺݔሻ est nul. 

 Proposition:  (Matrice de contrôle d’un code systématique) 

Soit ܥ un code cyclique de polynôme générateur 

   �ሺݔሻ =  ܽ଴   +  ܽଵ  ݔ +  ௡−�                                             ሺͳ.ʹ͸ሻݔ �−௡ܽ + ڮ
Alors (théorème fondamental) une matrice génératrice de ce code est  

( 
    

ܽ଴ Ͳܽଵ ܽ଴ڭ �−௡ܽ      ڭ ܽ௡−�−ଵ        Ͳ  ܽ௡−�Ͳ Ͳڭ Ͳڭ Ͳ
      …      

ͲڭͲͲܽ଴ܽଵܽڭ௡−�) 
     

Et une matrice de contrôle associée à cette matrice génératrice est  

 

( 
 ܾ� ܾ�−ଵ …Ͳ ܾ� ܾ�−ଵ     ܾ଴ Ͳ …… ܾ଴ ڭ…      ͲͲ                                   Ͳ         …         Ͳ       ܾ�      ܾ�−ଵ…   ܾ଴                                  ) 

 
 

 On peut donc décoder un code cyclique aussi bien qu’un code linéaire 

systématique. En fait, dans le cas d’un code cyclique quelconque, il existe des 

algorithmes de décodage meilleurs [14]. 

1.6 Codes BCH            

 1.6.1 Détermination des codes cycliques de longueur impaire  

Si ݊ =  est pair, l’identité remarquable des maternelles donne ݌ʹ

௡ݔ   + ͳ = ሺ ݔ� + ͳሻଶ                                                                ሺͳ.ʹ͹ሻ  
Il y a alors deux types de diviseurs de  ݔ௡ + ͳ les diviseurs de  ݔ� + ͳ, et les 

produits de deux de ces précédents.  

    -  Soit n entier impair 

Pour déterminer tous les diviseurs de ݔ௡ + ͳ, il suffit de trouver la factorisation 
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complète de  ݔ௡ + ͳ, c’est à dire d’écrire  ݔ௡ + ͳ = �ଵ �ଶ +ڮ + ��  avec les �୧  irréductibles. Comme on l’a vu, la seule racine de  ݔ௡ + ͳ dans ܨ૛   est ͳ, et le 

polynôme  ݔ௡ + ͳ  se factorise  ݔ௡ + ͳ = ሺ ݔ +  ͳሻሺ  ݔ௡−ଵ ௡−ଶݔ  + + ڮ + + ݔ   ͳሻ, mais 

parfois le polynôme  ݔ௡−ଵ +. . . + ݔ + ͳ est lui-même factorisable bien qu’il n’ait pas de 

racines. 

Au passage, remarquons que si  ݔ௡−ଵ +ڮ+ ݔ + ͳ avait des racines, la situation 

infiniment moins complexe ; mais  ݔ௡−ଵ + ݔڮ+ ͳ  n’a pas de racine. Pour remédier à  ce 

soucis, on va « imaginer » de telles racines. 

 Définition  (racine primitive ne de l’unité) 

On appelle racine primitive ne de l’unité un nouveau nombre, �, tel que � ≠ ͳ, �ଶ ≠ ͳ,ڮ , �௡−ଵ  ≠  ͳ   ݁ݐ    �௡  =  ͳ. 

Ce nouveau nombre n’est ݊୧଴  ݊୧ଵ , il n’appartient donc pas à  ܨ૛   . 
 Remarque Les constatations suivantes s’imposent : 

 � est une racine (imaginée) de  ݔ௡ + ͳ. 

 Mais alors,  �ଶ,  �ଷ, ڮ ,  �n =  ͳ sont aussi des racines de  ݔ௡ + ͳ ! 

 Proposition  (factorisation de  ݔ௡ + ͳ dans ܨ૛ ሺ�ሻ[ݔ]) 
D’après la remarque qui précède,  ݔ௡ + ͳ = ሺݔ + ͳሻሺ ݔ + �ሻሺ ݔ +  �ଶሻ. . . ሺ ݔ +  �௡−ଵሻ  

Finalement, on a bien une factorisation extéme de ݔ௡ + ͳ, mais le problème c’est que les 

coefficients des polynômes obtenus ne sont pas dans ܨ૛   .  
 Théorème 

Soit ܲሺݔሻ un polynôme à  coefficients dans ܨ૛ ሺ�ሻ, avec � une racine primitive  ne 
de l’unité. Si Pሺ x૛ሻ = P ሺxሻ૛, alors ܲሺݔሻ est en rèalitè à coefficients dans ܨ૛ ! 

D’où  le corollaire suivant 

 Théorème  

Soit Pሺxሻ  = ∏ ሺx −  �୧ሻ ୧∈∑ , avec � une racine primitive ne de l’unité. 

Alors Pሺxሻ ∈    ʹ ૛[x] si et seulement si ∑ est stable par multiplication parܨ

modulo ݊. 
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 Définition (Classes cyclotomiques) 

On appelle classe cyclotomique de n une partie de {Ͳ, . . , ݊ − ͳ} stable par 

multiplication par ʹ et minimale pour l’inclusion , donc un ensemble de la forme {݆, ʹ݆, Ͷ݆, . . . ,  ʹ�−ଵ݆} ܽ݀݋݉ ݆  ݆�ʹ  ܿ݁ݒ ݊. 

La classe cyclotomique {݆, ʹ݆, Ͷ݆, . . . ,  ʹ�−ଵ݆} ሺܽܿ݁ݒ ʹ�  ሻ sera appelée classe݊ ݀݋݉ ݆  ݆ 

cyclotomique engendrée par ݆. 
 Exemple 

 ݔ଻ + ͳ = ሺݔ + ͳሻሺ ݔଷ + ૛ݔ  + ͳ ሻሺ ݔଷ + ݔ + ͳሻ  et donc les codes cycliques de 

longueur ͹ sont ሺͳ, ͹ሻ, ሺ͵, ͹ሻ, ሺͶ, ͹ሻ ݁ݐ ሺ͸, ͹ሻ. 
  ݔଽ + ͳ = ሺݔ + ͳሻሺ ݔ૛ + ݔ + ͳሻሺ ݔ଺ + ଷݔ  + ͳሻ et donc les codes cycliques de longueur ͻ sont ሺͳ, ͻሻ, ሺʹ, ͻሻ, ሺ͵, ͻሻ, ሺ͸, ͻሻ, ሺ͹, ͻሻ ݁ݐ ሺͺ, ͻሻ. 
  ݔଵ + ͳ = ሺݔ + ͳሻሺ ݔଵ଴ + .+ଽݔ  . . ݔ+ + ͳ ሻ et donc les seuls codes cycliques de 

longueur ͳͳ sont triviaux [18].   

1.6.2 Les codes BCH primitifs stricts 

Dorénavant, on se donne un entier ݎ et on pose n =  ʹ� − ͳ (en particulier ݊ est 

impair). On se donne aussi une racine primitive ne de l’unité qu’on note �. 

Commençons avec un théorème qui tue tout, à savoir enfin une minoration 

de la distance minimale d’un code ! 

 Théorème BCH 

Notons ܥ le code cyclique de associé à la partie stable ∑ =  {݅૚   , . . . ,  c’est)  { �−࢔݅

à dire de polynôme générateur  ∏  ሺݔ −  ��ሻ ሻ�∈∑ . 
S’il existe des entiers ܽ et ݏ tels que ∑ contienne ܽ +  ͳ, ܽ +  ʹ, . . . , ܽ +  alors la ,ݏ

distance minimale de ܥ est supérieure ou égale à ݏ + ͳ. 

On continuera à se limiter à ݊ =  ʹ� − ͳ  et on prendra ܽ =  Ͳ. 

 Définition: (Code BCH) 

Soit t un nombre entier et � = + ݐʹ   ͳ. 

On appelle code BCH primitif strict associé à �, le code ܥ associé à la plus petite 

partie stable contenant ͳ, ʹ, . . . , �. L’entier � vérifie � ൑  d (inégalité parfois stricte) et on 

l’appelle la distance assignée à [19] ܥ. 
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Exemple: (Codes BCH de longueur 15) 

Prenons ݎ = Ͷ, donc ݊ = ͳͷ. 

Les classes cyclotomiques sont {Ͳ}, {ͳ, ʹ, Ͷ, ͺ}, {͵, ͸, ͻ, ͳʹ}, {ͷ, ͳͲ}݁ݐ{͹,ͳͳ,ͳ͵, ͳͶ}. 
On obtient donc quatre codes BCH qui sont les suivants  

 

 

 

 

 

 

Avec �૚ሺݔሻ = ͳ + ݔ + ሻݔସ. �૜ሺݔ  =  ͳ + ଶݔ  + ݔ   + ଷݔ  + ሻݔሻ �૜ ሺݔସ donc �૚ሺݔ   =  ͳ + ସݔ    + ଺ݔ  + ଻ݔ  g� ሺxሻ .଼ݔ  + = ͳ + x +  xଶ donc  g૚ ሺxሻ g૜ ሺxሻ g� ሺxሻ  =  ͳ + x +  xଶ  +  xସ +  xହ +  x଼ +  xଵ଴. 
1.6.3 Un algorithme de décodage des codes BCH 

Pour les codes BCH, on dispose d’algorithmes de décodage algébriques. En 

général, ces algorithmes permettent la correction de t erreurs ou moins. Dans le cas où  � =  ݀, c’est donc un algorithme de décodage en deçà   de la capacité de correction. Si � <  ݀, on renonce même à corriger des mots contenant moins d’erreurs que la capacité 

de correction. La contrepartie est que ces algorithmes sont trés efficaces (de plus, ݐ est 

donné  par construction alors que e� est en général difficile à déterminer), présentons 

un tel algorithme de décodage, dû  à  Peterson, Gorenstein et Zierler [14]. 

1.7 Conclusion 

Pour n’est pas être exhaustif, dans ce chapitre on a essayé de présenter l’essentiel 
sur la théorie des codes correcteurs d’erreurs, et particulièrement les codes linéaires. 

Dans cette dernière classe on a exposé les codes correcteurs parfaits et les codes 

correcteurs cycliques. Parmi les codes  parfaits et cycliques il existe ce qu’on appelle les 
codes de Reed Solomon RS qui font l’objet du chapitre suivant. 

,ሻ ͳ {ͳݔሺ� ݀ � ݇ ∑ ݐ ʹ, Ͷ, ͺ} ͳͳ ͵ ͵ �૚ሺݔሻ  ʹ {ͳ, ʹ, ͵, Ͷ, ͸, ͺ, ͻ, ͳʹ} ͹ ͷ ͷ �૚ሺݔሻ �૜ ሺݔሻ  ͵ {ͳ, ʹ, ͵, Ͷ, ͷ, ͸, ͺ, ͻ, ͳͲ, ͳʹ} ͷ ͹ ͹ �૚ሺݔሻ �૜ ሺݔሻ �� ሺݔሻ  Ͷ à ͹ {ͳ, . . . , ͳͶ} ͳ ͻ à ͳͷ ͳͷ ͳ +ڮ+  ଵସݔ 
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Chapitre 2 

Les codes de Reed Solomon RS 

 
2.1 Introduction 

Le code de Reed Solomon est un code non binaire qui travaille dans les « champs 

de Galois », et il est un code correcteur, dit « code parfait » inventé par les 

mathématiciens Irving S. Reed et Gustave Solomon. Il est très utilisé et permet de 

corriger des erreurs dues à la transition imparfaite d’un message. Pour cette raison il est 

très employé dans tous les domaines requérant des données fiables. Typiquement, dans 

les communications spatiales, télévision numérique et stockage de données [20].  

En plus qu’il peut corriger des erreurs, le code de Reed Solomon permet aussi de 

corriger des effacements grâce à des symboles de contrôle ajoutés après l’information 

[21]. 

2.2 Problème principal du codage 

Tout code � de paramètres ሺ݊, ݇, ݀ሻvérifie ݀ ൑ ݊ − ݇ + ͳ. Un code �ሺ݊, ݇, ݀ሻ vérifiant ݀ = ݊ − ݇ + ͳ est dit MDS (Maximum Distance Separable). [22] 

Le but du codage est de trouver le code ayant le plus grand choix de mots codes de 

longueur déterminé avec une distance minimale donnée maximisée pour un alphabet 

donnée ܨܩሺ݌௠ሻ. Notons que dans notre cas, les codes de Reed Solomon, nous avons des 

codes MDS (qui sont des codes parfait, ou des codes maximisant la distance entre les 

mots codes et ainsi abaissant la probabilité de confusion lors de décision ou lors de 
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décodage), soit des codes où la distance minimale est maximisée. C’est d’ailleurs 

pourcela, entre autre, que ces codes sont appréciés[23]. 

2.3 Généralités sur les Corps de Galois GF 

Avant d’exposer les notions et les techniques de codage et de décodage des codes de 

Reed Solomon, il est important de parler même avec une manière rudimentaire sur les 

corps de Galois abrégé en GF.La notation pour la suite, sera la suivante ܨ représente un corps fini (Field). ܨ௣ représente le corps fini à p éléments. ܨ∗ représente le groupe multiplicatif du corps ܨ. 

2.3.1 Propriétés d’un corps fini [24] 

On rappelle ici, quelques propriétés utiles des corps finis. Soit ܨ un corps fini de 

caractéristique ݌ ayant ݍ = ݊ + ͳ éléments. Alors, 

a) ܨ est un ܨ௣ −espace vectoriel de dimension ݉, avec ݍ = ௠݌ 
 ; 

b) Le groupe additif de F est isomorphe au groupe ሺܼ/ܼ݌, +ሻ௠
 ; 

c) ܨ∗ est cyclique d’ordre ݊ = ݍ − ͳ = –௠݌ ͳ ; 

d) Tout élément ݔ de ܨ∗ vérifie ݔ௡ = ͳ. 

Commentaire : Le point ܿ) nous affirme qu’il existe un élément ߙ, dit primitif, qui 

engendre le groupe multiplicatif  ܨ∗. Le point ܽ) nous dit que ܨ est un espace vectoriel de 

dimension ݉ sur le corps ܨ௣, le choix d’une base sera généralement les puissances 

entières de l’élément primitif, soit ͳ, , ߙ ,ଶߙ ,ଷߙ ⋯ ,  s’écrira alors ܨ ௠−ଵ . Un élément ܿ deߙ

de la manière suivante : � = ܿ௠−ଵ ∙ ௠−ଵߙ + ⋯ + ܿଵ ∙ + ଵߙ ܿ଴ ∙ ͳ                                                                                                   ሺʹ.ͳሻ 

avec ܿ௜ appartenant à ܨ௣ pour  ݅ = Ͳ, ⋯ , ݉ − ͳ. 

2.3.2 Construction d’un corps fini 

La construction d’un corps fini est basée sur le théorème suivant 
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Théorème 2.1[25] 

Soit ߙ un nombre algébrique sur ܨ. Soit ݉ le degré de son polynôme irréductible 

sur ܨ. L’espace vectoriel engendré sur ܨ par ͳ, , ߙ ,ଶߙ ⋯ ,  ௠−ଵ  est alors un corps, et laߙ

dimension de cet espace vectoriel est ݉. 

Ce théorème nous donne une méthode pour construire un corps avec une base 

donnée, mais ne nous donne pas de méthode pour trouver un élément primitif, ߙ n’est 

pas forcément un élément primitif. 

2.3.2.1 Représentation des éléments 

Il existe principalement deux méthodes pour représenterles éléments d’un corps 

fini qui sont 

௣ܨ ௤ est unܨ .1 −espace vectoriel de dimension ݉, on choisit une certaine base {ܾଵ, ⋯ , ܾ௠} de cet espace et on repère chaque élément de ܨ௤ par ses 

composantes sur cette base. 

2. On prend un élément ߙ de ܨ∗ qui engendre ce groupe et tout élément non 

nul de ܨ௤ s’écrit d’une manière, et d’une seule, sous la forme ߙ௟, avec  ݈ =  Ͳ, ⋯ , ݊. 

Pour décrire un élément du corps, on utilisera exclusivement la première 

représentation, car elle permet d’associer un nombre à chaque élément du corps. Mais on 

prendra soin de tabuler ces deux représentations, la raison en est que la représentation 

(1) se prête très bien pour l’addition et que la représentation (2) est bien adaptée pour la 

multiplication. Comme on a besoin de ces deux opérations, on travaillera avec ces deux 

représentations qui seront tabulées une fois pour toute. 

Avertissement : On ne s’intéressera, par la suite, que de corps finis de caractéristique ʹ, 

qui sont les seuls utilisés pour les codes de Reed Solomon. 

2.3.2.2 Exemple illustratif [26] 

Soitܨଶ = {Ͳ,ͳ} lecorps à deux éléments. On vérifieque le polynôme �ሺݔሻ = ଶݔ + ݔ  + ͳ 

est bien irréductible sur ܨଶ. Soit ߙ une racine de �ሺݔሻ,on aura alors �ሺߙሻ = ଶߙ + ߙ + ͳ = Ͳ 

donc ߙଶ = ߙ + ͳ ce qui veut dire que l’espace vectoriel engendré sur ܨଶ par  ͳ, ߙ est alors 

un corps,et la dimension de cet espace vectoriel est de ʹ. 
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Le corps à Ͷ éléments sera alors ܨସ = {Ͳ,ͳ, , ߙ ߙ + ͳ}. Si l’on choisit {ͳ,  comme {ߙ

base, la représentation 1) sera la suivante Ͳ = Ͳ. ߙ + Ͳ.ͳ = ሺͲ,Ͳሻ = Ͳ ͳ = Ͳ. ߙ + ͳ.ͳ = ሺͲ,ͳሻ = ͳ ߙ = ͳ. ߙ + Ͳ.ͳ = ሺͳ,Ͳሻ = ߙ ʹ + ͳ = ͳ. ߙ + ͳ.ͳ = ሺͳ,ͳሻ = ͵ 

Cette représentation est très pratique, car elle permet d’associer un nombre à 

chaque élément. Si l’on avait choisi {ͳ, ߙ + ͳ} comme base, on aurait alors la 

représentation suivante Ͳ = Ͳ. ሺߙ + ͳሻ + Ͳ.ͳ = ሺͲ,Ͳሻ = Ͳ ͳ = Ͳ. ሺ ߙ + ͳሻ + ͳ.ͳ = ሺͲ,ͳሻ = ͳ ߙ + ͳ = ͳ. ሺߙ + ͳሻ + Ͳ.ͳ = ሺͳ,Ͳሻ = ߙ ʹ = ͳ. ሺߙ + ͳሻ + ͳ.ͳ = ሺͳ,ͳሻ = ͵ 

On comprend facilement que le choix de la base est fondamental pour savoir de 

quoi l’on parle. 

 Pour effectuer une addition sur ce corps, il faut voir que l’on additionne en fait 

deux vecteurs, et donc que l’on effectue l’addition composante par composante, et ceci sur ܨଶ. Soit par exemple, ሺͲ,ͳሻ + ሺͲ,ͳሻ = ሺͲ + Ͳ,ͳ + ͳሻ  = ሺͲ,Ͳሻ ⟹ ͳ + ͳ = Ͳ ሺͳ,ͳሻ + ሺͳ,Ͳሻ = ሺͳ + ͳ,ͳ + Ͳሻ = ሺͲ,ͳሻ ⟹ ͵ + ʹ = ͳ ሺͳ,ͳሻ + ሺͲ,ͳሻ = ሺͳ + Ͳ,ͳ + ͳሻ = ሺͳ,Ͳሻ ⟹ ͵ + ͳ = ʹ ሺͲ,ͳሻ + ሺͳ,Ͳሻ = ሺͲ + ͳ,ͳ + Ͳሻ = ሺͳ,ͳሻ ⟹ ͳ + ʹ = ͵ 

Sur un corps de caractéristique ʹ, l’addition revient à faire un OU EXCLUSIF 

(notation ⨁)entre deux nombres. Soit par exemple ͵ + ʹ = ͳͳ⨁ͳͲ = Ͳͳ = ͳ ͵ + ͳ = ͳͳ⨁Ͳͳ = ͳͲ = ʹ 

Cela nous donne une opération assez simple à réaliser et à implémenter dans un 

programme. 

 Pour la multiplication, il nous faut trouver un élément primitif quigénère le 

groupe ܨସ∗. Dans notre exemple, ߙ est un élément primitif, en effet ߙ଴ = ͳ ߙଵ =   ߙ
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ଶ ߙ = ߙ + ͳ 

ce qui nous donne les trois éléments de notre groupe. 

Si l’on prend {ͳ, comme base, on aura alors la table de multiplication suivante ͳ {ߙ × ͳ = ͳ ͳ × ʹ = ͳ × ߙ = ߙ = ʹ ͳ × ͵ = ͳ × ሺߙ + ͳሻ = ߙ + ͳ = ͵ ʹ × ͳ = ͳ × ʹ = ʹ ʹ × ʹ = ߙ  × ߙ = ଶߙ = ߙ + ͳ = ͵ ʹ × ͵ = ߙ × ሺߙ + ͳሻ = ଶߙ + ߙ = ߙ + ͳ + ߙ = ͳ ͵ × ͳ = ͳ × ͵ = ͵ ͵ × ʹ = ʹ × ͵ = ͳ ͵ × ͵ = ሺߙ + ͳሻ × ሺߙ + ͳሻ = ଶߙ + ߙ + ߙ + ͳ = ଶߙ + ͳ = ߙ = ʹ 

ce qui termine notre exemple. 

2.4 Définition des codes de Reed Solomon 

         Les codes de Reed Solomon RS sont des codes linéaires cycliques non binaires. Les 

codes RS sont non binaires car les symboles n’appartiennent pas à ܨܩሺʹሻ mais à ܨܩሺʹ௠ሻ. 

Un code RS est noté ܴܵሺ݊, ݇ሻou ܴܵሺ݊, ݇,  ሻ, où ݇ est le nombre de symboles du motݐ

d’information et ݊ est le nombre de symboles du mot-code etݐ représente le nombre 

maximum de symboles d’erreurs que ce code sera capable de corriger (voir la figure 2.1). 

Pour un code ܴܵሺ݊, ݇ሻ on définit la classe du code ݉, qui est le nombre de bits nécessaires 

pour représenter les symboles. ݊ est relié à la classe du code par  ݊ = ʹ௠ − ͳ. De plus, le 

nombre de symboles redondants ݊ − ݇ est lié au nombre maximum d’erreurs corrigibles ݐ 

par ݊ − ݇ =  .[27]ݐʹ

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.1 Mot-code d’un code de Reed Salomonࡿࡾሺ�, �ሻ. 

݇données ʹݐ 

 

݊ 
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Exemple 2.1 

Soit le code ܴܵሺͳͷ,ͻሻ qui est pour ݇ = ͻ symboles donne ݊ = ͳͷ symboles, chaque 

symbole étant contenu dans ܨܩሺͳ͸ሻ, donc Ͷ bits par symbole. Un mot-code ܿ qui contient ݊ = ͳͷ symboles s’écrit sous forme polynômiale comme suit        ܿሺݔሻ = ܿଵସ ∙ ଵସݔ + ܿଵଷ ∙ ଵଷݔ + ⋯ + ܿଵ ∙ ଵݔ + ܿ଴                                 ሺʹ.͵ሻ  
avec ܿ௜contenu dans ܨܩሺͳ͸ሻpour ݅ = Ͳ, ⋯ ,ͳͶ. Les ݊ − ݇ = ͸ coefficients ܿ଴, ܿଵ, … , ܿହ sont les 

symboles du contrôle de parité (parity check), et les coefficientsܿ଺, ܿ଻, ⋯ , ܿଵସreprésentent 

les symboles d’information à transmettre. 

2.5 Avantages des codes de Reed Solomon 

 Pour tout entier positif ݐ, tel que ݐ ൑ ʹ݉ − ͳ, il existe un code ܴܵሺ݊, ݇ሻ en mesure 

de corriger ݐ symboles, pour des symboles parmi ܨܩሺʹ௠ ሻ, et ayant les paramètres 

suivants ݊ = ʹ௠ − ͳ, ݊ − ݇ = et ݀௠௜௡ ݐʹ = ݐʹ + ͳ = ݊ − ݇ + ͳ                            ሺʹ.Ͷሻ 

où݀௠௜௡  correspond à la distance minimale. 

 Pour des corps de Galois ܨܩሺݍሻ, lorsque l’on a besoin de coder des messages de 
longueur inférieur à ݍ, l’encodage de RS est facilement utilisable. Puisque ce sont 
des codes MDS, la distance minimale est maximisée. 

 Ils peuvent être combiné ou ajouté à autres codes afin de réaliser des codes plus 

efficaces. 

 L’encodage est assez facile. 
 Ils sont très efficace pour la correction d’erreurs consécutives, qu’ils soient utilisés 

seuls ou en conjonction avec d’autres codes. Bien entendu, cela est valide pour les 
cas où le nombre d’erreur demeure en dessous de la capacité de correction du code 
employé. 

 Leurs algorithmes de décodages sont très développés. 

 Pour des corps de Galois ܨܩሺݍ = ʹ௠ሻ, on peut les représenter par des codes 

binaires puisque chacun des éléments de ce corps de Galois peuvent être 

représenté par une séquence binaire de longueur  ݉ [28][29]. 
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2.6 Technique de codage[29] 

Considérons un code de Reed Solomon ܴܵ ሺ݊, ݇ሻavec ses symboles dans ܨܩሺʹ௠ሻ, où ݉ est le nombre de bits par symbole. Soit ݅ሺݔሻ =  ܿ௞−ଵ ∙ ௞−ଵݔ + ⋯ +  ܿଵ ∙ ଵݔ +  ܿ଴ le polynôme 

d’information, et soit ݌ሺݔሻ =  ܿଶ�−ଵ ∙ ଶ�−ଵݔ + ⋯ +   ܿଵ ∙ ଵݔ + ܿ଴le polynôme de contrôle, le code 

de Reed Solomon sous sa forme polynômiale sera alors   ܿሺݔሻ =  ݅ሺݔሻ ∙ �ଶݔ + ሻݔሺ݌ = ܿ௡−ଵ ∙ ௡−ଵݔ  + ⋯ + ܿଵ ∙ ଵݔ + ܿ଴                          ሺʹ.ͷሻ 

avec  ܿ௜  appartenant à ܨܩሺʹ௠ሻ, pour ݅ =  Ͳ, ⋯ , ݊ − ͳ. 

 Un vecteur à ݊ symboles, ሺܿ௡−ଵ, ⋯ ,  ܿଵ,  ܿ଴ሻ est un code de Reed Solomon si et 

seulement si son polynôme correspondant ܿሺݔሻ est un multiple du polynôme générateur �ሺݔሻ. La méthode courante pour construire un tel polynôme, est de diviser ݅ሺݔሻ ∙ ሻݔሻ. En effet ݅ሺݔሻ et d’additionner le reste à ܿሺݔଶ� par �ሺݔ ∙ �ଶݔ = ሻݔሺݍ ∙ �ሺݔሻ +  ሻ                                                       ሺʹ.͸ሻݔሺݎ

où ݎሺݔሻ est le reste de la division de ݅ሺݔሻ par �ሺݔሻ. ܿሺݔሻ = ݅ሺݔሻ ∙ �ଶݔ + ሻݔሺ݌ = ሻݔሺݍ ∙ �ሺݔሻ + ሻݔሺݎ + ሻݔሺ݌ = ሻݔሺݍ ∙ �ሺݔሻ                    ሺʹ.͹ሻ 

Pour que ܿሺݔሻ soit un multiple de �ሺݔሻ, soit ܿሺݔሻ  = ሻݔሺݍ  ∙ �ሺݔሻ, il faut que  ݌ሺݔሻ  ሻ. Comme on travaille toujours sur des corps de caractéristique ʹ, l’opération deݔሺݎ=

soustraction sera toujours égale à l’opération d’addition, soit de manière algébrique −ͳ =+ͳ. 

Cela nous donne une méthode pour construire le polynôme de contrôle, il suffit de 

prendre le reste de la division du polynôme ݅ሺݔሻ ∙ �ଶݔ  par �ሺݔሻ. 

Il nous reste encore à construire le polynôme générateur �ሺݔሻ. Il est définit comme 

les produits des binômes pour ሺݔ +  On note que dans .ݐʹ ௜ሻ, pour les ݅ allant de ͳ jusqu’àߙ

cette construction, les ߙ௜correspondront aux racines du polynôme �ሺݔሻ. On a alors �ሺݔሻ = ሺݔ + ݔሻሺߙ + ଶሻߙ ⋯ ሺݔ + ଶ�ሻߙ = �ଶݔ +  �ଶ�−ଵ ∙ ଶ�−ଵݔ  + ⋯ + �ଵ ∙ ଵݔ + �଴         ሺʹ.ͺሻ 

où les coefficients �௜ appartiennent à ܨܩሺʹ௠), et ߙ est un élément primitif de ܨܩሺʹ௠ሻ. 

Exemple 2.2 (exemple de codage) 

 Soit le code ܴܵሺͳͷ,ͻሻ, avec ݊ = ͳͷ, et soit un polynôme �ሺݔሻ irréductible et primitif 

sur ܨଶ, avec �ሺݔሻ = ସ ݔ + ଷݔ + ͳ. Soit ߙ une racine de �ሺݔሻ, qui est également un élément 
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primitif, et sera utilisé pour construire ܨܩሺͳ͸ሻ. La base utilisée sera alors {ߙଷ, ,ଶߙ ,ߙ ͳ} ={ͺ,Ͷ,ʹ,ͳ}, il y aura donc ͳ͸ symboles, qui vont de Ͳ à ͳͷ. 

Maintenant, on désire coder les ͻ symboles d’informations suivants ݅ = [ͻ, ͺ, ͹, ͸, ͷ, Ͷ, ͵, ʹ, ͳ] (matrice ͳ × ͻ). Soit sous forme polynômiale ݅ሺݔሻ = ͻ଼ݔ + ͺݔ଻ + ͹ݔ଺ + ͸ݔହ + ͷݔସ + Ͷݔଷ + ଶݔ͵ + ݔʹ + ͳ                  ሺʹ.ͻሻ 

Le polynôme générateur est �ሺݔሻ = ሺݔ + ʹሻሺݔ + Ͷሻሺݔ + ͺሻሺݔ + ͻሻሺݔ + ͳͳሻሺݔ + ͳͷሻ                             ሺʹ.ͳͲሻ = ଺ݔ + ହݔ͵ + ସݔ + Ͷݔଷ + ͹ݔଶ + ͳ͵ݔ + ͳͷ     ܿሺݔሻ = ݅ሺݔሻ. �ଶݔ + =           ሻ                                                                                          ሺʹ.ͳͳሻݔሺݎ ݅ሺݔሻ. �ଶݔ + ͸ݔହ + ͳͷݔସ + ͳͷݔଷ + ͳͷݔଶ + ͳͳݔ + ͳͶ           = ሺͻ଼ݔ + ͳͲݔ଻ + ͻݔ଺ + ହݔ + ସݔ + ͳʹݔଷ + ଶݔ͵ + ͳͳݔ + Ͷሻ ∙ �ሺݔሻ  = ሻݔሺݍ ∙ �ሺݔሻ 

2.7 Décodage de codes de Reed Solomon 

L’idée de base du décodeur de Reed Solomon est de détecter une séquence erronée 

avec peu de termes, qui sommée aux données reçues, donne lieu à un mot-code valable.  

 Plusieurs étapes sont nécessaires pour le décodage de ces codes, à savoir 

 Calcul du syndrome     

 Calcul des polynômes de localisation des erreurs et de d’amplitude   

 Calcul des racines et évaluation des deux polynômes 

 Sommation du polynôme constitué et du polynôme reçu pour reconstituer  

l’information de départ sans erreur. 

 Considérons un code de Reed Solomonܿሺݔሻ correspondant au code transmis, et soit ݀ሺݔሻ le code que l’on reçoit. Le code d’erreur est définit par  ݁ሺݔሻ = ݀ሺݔሻ − ܿሺݔሻ = ݀ሺݔሻ + ܿሺݔሻ                                               ሺʹ.ͳʹሻ 

car  le ሺ−ሻ et  le (+ሻ sont équivalentsdans ܨܩሺʹ௠ሻ. 
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2.7.1 Calcul des syndromes [30] 

La première opération à faire est de calculer le syndromeܵሺݔሻ. Le syndrome est 

défini comme le reste de la division du polynôme reçu ݀ሺݔሻpar le polynôme générateur �ሺݔሻ. ݀ሺݔሻ = ሻݔሻ�ሺݔௗሺݍ + ܵሺݔሻ                                                              ሺʹ.ͳ͵ሻ 

avec ܵሺݔሻ = ܵଶ� ∙ ଶ�−ଵݔ + ⋯ + ܵଷ ∙ ଶݔ + ܵଶ ∙ + ݔ ܵଵ                                           ሺʹ.ͳͶሻ 

En tenant compte que le mot-code ܿሺݔሻ est un multiple de �ሺݔሻ, c’est-à-dire ܿሺݔሻ =  ሻ                                                                       ሺʹ.ͳͷሻݔሻ�ሺݔ௖ሺݍ

l’équation (2.7)  entraine que  ݁ሺݔሻ = ሺݍௗሺݔሻ + ሻݔሻሻ�ሺݔ௖ሺݍ + ܵሺݔሻ = ݀ሺݔሻ = ሻݔሻ�ሺݔ௘ሺݍ + ܵሺݔሻ                        ሺʹ.ͳ͸ሻ 

Par conséquent, si le syndrome est nul, le code que l’on reçoit ne contient pas 

d’erreurs sinon il y a d’erreurs. 

Le calcul du syndrome ce fait alors en prenant le reste de la division euclidienne 

de ݀ሺݔሻpar �ሺݔሻ, et comme l’opération division est toujours une opération complexe, on 

peut calculer ce syndrome en résolvant dans ܨܩሺʹ௠ሻle système d’équations ܵ(ߙ௜) = ܵଶ� ∙ ௜∙ሺଶ�−ଵሻߙ + ⋯ + ܵଷ ∙ ௜∙ଶߙ + ܵଶ ∙ ௜ߙ + ܵଵ                                                              ሺʹ.ͳ͹ሻ 

avec݅ = ͳ, ⋯ ,  ݐʹ

car�(ߙ௜) = Ͳet݀(ߙ௜) = (௜ߙ)�(௜ߙ)ௗݍ + (௜ߙ)ܵ =  (2.18)                                    (௜ߙ)ܵ

Exemple 2.3 

On a un code de ܴܵሺͳͷ,ͻሻ, donc ͳͷ − ͻ = ͸ symboles de contrôle ሺʹݐ = ͸ሻ. On reçoit 

le polynôme suivant ݀ሺݔሻet on veut calculer le syndrome ܵሺݔሻ ݀ሺݔሻ = ଵସݔߙ + ଵଶݔଶߙ +  ସ                                                   ሺʹ.ͳͻሻݔଵଷߙ

On a ܵሺߙሻ = ݀ሺߙሻ = ଵସߙߙ + ଵଶߙଶߙ + ସߙଵଷߙ = ଵ+ଵସߙ + ଶ+ଵଶߙ + ଵଷ+ସߙ = ଶሻߙ଺ ܵሺߙ = ଶሻଵସߙሺߙ + ଶሻଵଶߙଶሺߙ + ଶሻସߙଵଷሺߙ = ଷሻߙ଻ ܵሺߙ = ଷሻଵସߙሺߙ + ଷሻଵଶߙଶሺߙ + ଷሻସߙଵଷሺߙ = ସሻߙଵଶ ܵሺߙ = ସሻଵସߙሺߙ + ସሻଵଶߙଶሺߙ + ସሻସߙଵଷሺߙ = Ͳ ܵሺߙହሻ = ହሻଵସߙሺߙ + ହሻଵଶߙଶሺߙ + ହሻସߙଵଷሺߙ = ଺ሻߙሺܵ ߙ = ଺ሻଵସߙሺߙ + ଺ሻଵଶߙଶሺߙ + ଺ሻସߙଵଷሺߙ =  ଼ߙ
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2.7.2Évaluation du polynôme de locations d’erreurs 

Soit ܯ l’ensemble des positions d’erreurs, on définit le polynôme de localisation 

(locator polynomial) par ݈ሺݔሻ = ሺͳ − ௣భߙ ∙ ሻሺͳݔ  − ௣మߙ ∙ ሻݔ ⋯ ሺͳ − ௣ೕߙ ∙ ,ଵ݌ሻ avecݔ ⋯ ,  ሺʹ.ʹͲሻ         ܯ ௝ dans݌

Si ܾ = ሻ, donc ݈ሺܾሻݔ௜ est une racine de ݈ሺߙ = Ͳ, on aura alors un des monômes qui 

s’annule, soit  ሺͳ − ௣೔ߙ ∙ ܾሻ = Ͳ                                                                  ሺʹ.ʹͳሻ 

ce qui nous donne la relation suivante ܾ = ௣೔−ߙ = .௤−ଵߙ ௣೔−ߙ = ௤−௣೔−ଵߙ = ௤−ଵߙ௜carߙ = ͳ                            ሺʹ.ʹʹሻ 

La position de l’erreur sera alors donné par ݌௜ = ݍ − ͳ − ݅ qui est positif et que l’on 

connait, puisque l’on connait ܾ =  ሻ. Il nous faudra donc chercher toutes lesݔ௜, racine de݈ሺߙ

racines de݈ሺݔሻ. Il ne faut pasoublier que ߙ est un élément primitif, et que tout élément de ܨܩሺʹ௠ሻ∗ s’exprime comme une puissance de l’élément primitif, qui est un générateur du 

groupe ܨܩሺʹ௠ሻ∗. 
2.7.3 Equation fondamentale 

Il nous reste encore à calculer ݈ሺݔሻ. Pour cela, on fait usage de la relation 

fondamentale suivante ݈ሺݔሻ ∙ ܵሺݔሻ = ሻݔሺݓ + ሻݔሺݑ ∙  ଶ �                                                      ሺʹ.ʹ͵ሻݔ 

Comme l’on travaille dans ܨܩሺʹ௠ሻ, on peut l’écrire sous la forme ݈ሺݔሻ ∙ ܵሺݔሻ + ሻݔሺݑ ∙ � ଶݔ =  ሻ                                                       ሺʹ.ʹͶሻݔሺݓ

On peut voir cette équation comme la relation de Bézout avec des nombres, 

soit ݒ ∙  ܾ + ݑ ∙ ܽ =  est le plus grand ݓ où ܽ et ܾ sont des nombres donnés, et ݓ

diviseurcommun des nombres ܽet ܾ. ݑetݒ sont deux nombres qui satisfont cette relation. 

Notre équation ci-dessus est identique, sauf qu’elle s’applique à des polynômes. 

On pose ܾ = ܵሺݔሻ, ܽ =  .ሻ sont utilisées pour trouver la position de l’erreurݔሻ, et les racines de ݈ሺݔሺݓ ,ሻݔሻ, ݈ሺݔሺݑ ଶ�et on applique l’algorithme d’Euclide pour trouverݔ

Soit ܾ௜ une racine de ݈ሺݔሻ, la valeur ou l’amplitude de l’erreur à la position ݌௜ se 

calcule de la manière suivante ݁௜ =  ሺܾ௜ሻ/݈’ሺܾ௜ሻ                                                                     ሺʹ.ʹͷሻݓ 
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où݈’ሺݔሻ est la dérivée du polynôme ݈ሺݔሻ. 

En fait, l’algorithme d’Euclide ne donne pas ݈ሺݔሻ, ݒሺݔሻ, ݓሺݔሻ mais ݈ܭሺݔሻ,  ݒܭሺݔሻ, ݓܭሺݔሻ, c’est-à-dire à une constante ܭ près. Mais pour trouver les racines de ݈ሺݔሻ, 

qu’on ait݈ሺݔሻ ou ݈ܭሺݔሻ cela nous donne le même résultat, et comme la valeur ou 

l’amplitude de l’erreur est calculée par le rapport ݓܭሺܾ௜ሻ / ݈ܭ’ሺ ௜ܾሻ, on obtient le bon 

résultat.Il y a plusieurs méthodes de calcul des polynômes de localisation des erreurs et 

de d’amplitude, dans le cadre de ce mémoire on ne traitera que deux méthodes, le 

décodage selon l’algorithme d’Euclide et le décodage selon l’algorithme de Reed Solomon. 

Une fois les polynômes calculés en utilisant l’algorithme de Horner, on calculera les 

valeurs à soustraire pour obtenir le mot-code sans erreur[31][32]. 

2.7.4 Algorithme d’Euclide 

On rappelle ici, le principe de l’algorithme d’Euclide appliqué à l’équation ݒ ∙ ܾ + ݑ ∙ ܽ =  ሺʹ.ʹ͸ሻ                                                                  ݓ 

1) Initialisation ݍ଴ = −     ; ଴ݎ      = ܽ     ; ଴ݑ       = ͳ      ; ଴ݒ = Ͳ ݍଵ = −     ; ଵݎ      = ܾ      ; ଵݑ     = Ͳ      ; ଵݒ       = ͳ 

2) Calcul de � 

On divise ݎ௜−ଵpar ݎ௜, ce qui nous donne un quotient ݍ et un reste ݎ, soit ݎ௜−ଵ = ௜ݎݍ +  ݎ

et on pose ݍ௜+ଵ =  ݍ

3) Calculs ݎ௜+ଵ = ௜−ଵݎ − ௜+ଵݍ ∙ ௜+ଵݑ ௜ݎ  = ௜−ଵݑ  − ௜+ଵݍ ∙ ௜+ଵݒ ௜ݑ = − ௜−ଵݒ  ௜+ଵݍ ∙   ௜ݒ
4) Test 

Si ݎ௜+ଵ est différent de Ͳ, on incrémente ݅ et on retourne au point 2), et si ݎ௜+ଵ = Ͳ 

l’algorithme est terminé. On a alors, 

a)ݎ௜ est le plus grand diviseur commun entre ܽet ܾ. 

b) ݎ௜ = ௜ݒ  . ܾ + ௜ݑ  . ܽ. 
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En fait, la relation ܾ) est valable pour tout ݅[33]. 

2.7.5Algorithme de Reed Solomon 

L’algorithme de décodage des codes de Reed Solomon sera le suivant 

1) Calcul du polynôme syndrome ܵሺݔሻ. 

Si ܵሺݔሻ = Ͳ, il n’y a pas d’erreurs : STOP. 

2) On applique l’algorithme d’Euclide avec ܽሺݔሻ  = ሻݔଶ�et ܾሺݔ  = ܵሺݔሻ                                                            (2.27) 

L’algorithme se termine dès que le degré de ݎ௜ሺݔሻ  est inférieur à ݐ. 

Si ݎ௜ሺݔሻ = Ͳ, il y a plus que ݐ erreurs : STOP. 

3) On pose ܮሺݔሻ = ሻݔሺ݈ܭ =  .ሻݔ௜ሺݒ

On cherche toutes les racines de ܮሺݔሻ:ܾଵ, ⋯ , ܾ௥. 

4 )Pour chaque racine ܾ௜ = ௜݌ ௜ de l’erreur est݌ ௝, la positionߙ = ݍ − ݆ − ͳ = ʹ௠ − ݆ − ͳ                                                          (2.28) 

5 )On pose �ሺݔሻ = ሻݔሺݓܭ =  .ሻݔ௜ሺݎ

La valeur de l’erreur à la position ݌௜  est donnée par ݁௜ =  Wሺܾ௜ሻ / L’ሺ ௜ܾሻ  =  K . wሺܾ௜ሻ / K . l’ሺܾ௜ሻ  =  wሺܾ௜ሻ / l’ሺ ௜ܾሻ                                      ሺʹ.ʹͻሻ 

La nouvelle valeur à la position ݌௜ sera alors ܿ௜ = ݀௜ + ݁௜.On évalue toujours un 

polynôme ainsi que sa dérivée à l’aide d’unschéma d’Horner, et ceci afin de minimiser le 

nombre de calculs[34]. 

2.7.6 Schéma d’Horner 

On donne ici, le schéma d’Horner pour évaluer un polynôme et sa dérivée à une 

valeur donnée. 

Soit ݌ሺݔሻ = ܽ௡ ∙ ௡ ݔ  +  ܽ௡−ଵ ∙ ௡−ଵ ݔ  + ⋯ +  ܽଵ ∙ ݔ + ܽ଴                            (2.30) 

On désire évaluer notre polynôme et sa dérivée à ݔ =  .ሻߚሺ′݌ ሻ etߚሺ݌ soit ,ߚ

I) Initialisation ܾ௡ = a௡ a௡ = ܾ௡ 

                                                                 ݇ = ݊ 
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II) Itération ܾ௞ = ܽ௞ + ߚ ∙ ܾ௞+ଵ 

Si ݇ >  Ͳ alors ܿ௞ = ܾ௞ +  ௞+ଵܿߚ

III) Contrôle 

Si ݇ est différent de Ͳ, on décrémente ݇ et on retourne aupoint II, sinon 

l’algorithme est terminé. 

On aura alors ݌ሺߚሻ = ܾ଴et݌′ሺߚሻ = ܿଵ[35]. 

Exemple 2.4 (exemple de décodage) 

 Reprenons notre exemple 2.2 ci-dessus, soit notre code de Reed Solomon ܿሺݔሻ = ͻݔଵସ + ͺݔଵଷ + ͹ݔଵଶ + ͸ݔଵଵ + ͷݔଵ଴ + Ͷݔଽ + ଼ݔ͵ + ଺ݔ଻ +ͳݔʹ + ͸ݔହ + ͷݔସ + ͳͷݔଷ + ͳͷݔଶ + ͳͳݔ + ͳͶ                                     ሺʹ.͵ͳሻ 

Choisissons un polynôme d’erreur, soit ݁ሺݔሻ = ͹ݔଵଵ + ͳͲݔଶ.Notre code reçu sera 

alors, ݀ሺݔሻ = ܿሺݔሻ + ݁ሺݔሻ                                                                ሺʹ.͵ʹሻ ݀ሺݔሻ = ͻݔଵସ + ͺݔଵଷ + ͹ݔଵଶ + ͳݔଵଵ + ͷݔଵ଴ + Ͷݔଽ + ଼ݔ͵ + ଺ݔ଻ +ͳݔʹ + ͸ݔହ + ͷݔସ + ͳͷݔଷ + ͷݔଶ + ͳͳݔ + ͳͶ 

On calcule le syndrome en ߙ௜ : ܵሺߙ௜ሻ  =  ݀ሺߙ௜ሻ  =  ݀ሺʹ௜ሻ avec ݅ =  ͳ, ⋯ , ͸, cequi nous 

donne le syndrome sous forme polynômiale ܵሺݔሻ = ͳݔହ + ͳͷݔସ + ͹ݔଷ + ͺݔଶ + ͳͳ                                              ሺʹ.͵͵ሻ 

On pose ܽሺݔሻ  = ሻݔ଺et ܾሺݔ   =  ሻ, et on applique l’algorithme d’Euclide, cela nousݔሺݏ 

donne ܮሺݔሻ = ͸ݔଶ + ͻݔ + ͳ �ሺݔሻ = ͷݔ + ͳͳ �ሺݔሻ = ͸ݔ 

On cherche les 2 racines pour ݈ሺݔሻ, on trouve ܾଵ = ͻ = ସ  et  ܾଶߙ =  ͸ =  ଵଷߙ

d’où l’on tire ݌ଵ = ͳͷ − Ͷ = ͳͳ et ݌ଶ = ͳͷ − ͳ͵ = ʹ. 

Il nous reste à trouver la valeur de l’erreur à ces positions. Pour cela, on calcule ݁ଵ =  Wሺͻሻ / L’ሺͻሻ  =  ͳ͵ / ͻ =  ͹                                              ሺʹ.͵Ͷሻ ݁ଶ = �ሺ͸ሻ/ܮ’ሺ͸ሻ = ͳʹ/ͻ = ͳͲ                                                    ሺʹ.͵ͷሻ 
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 Ce qui nous donne un polynôme de correction ݒሺݔሻ = ͹ݔଵଵ + ͳͲݔଶ
 

On remarquera que l’on a ݒሺݔሻ = ݁ሺݔሻ, et que si l’on effectue la correction, cela 

nous donne ܿ’ሺݔሻ = ݀ሺݔሻ + ሻݔሺݒ = ܿሺݔሻ + ݁ሺݔሻ + ሻݔሺݒ = ܿሺݔሻ et que l’on retrouve notre code 

de départ, ce qui bien le but recherché[36]. 

2.7.7 Détection d’erreurs dont le nombre est supérieur à � 

Voici les principaux contrôles qu’ils faut effectuer afin de détecter un nombre 

d’erreurs supérieur à ݐ. 

Après avoir terminé l’algorithme d’Euclide, deux cas peuvent se présenter 

 ݔ�devise ܵሺݔሻ ⟹ ሻݔሺݓ = Ͳ. 

 ܵሺݔሻ = ሻݔሺݓ ⟹ ݈ሺݔሻ = ͳ et donc pas de racine. 

Lors de la recherche des racines de ݈ሺݔሻ, trois cas peuvent se présenter 

 Ͳ est racine de ݈ሺݔሻ. 

 ݈ሺݔሻa des racines multiples. 

 ݈ሺݔሻ ne se décompose pas en produit de facteur linéaire. 

On trouve donc moins de racine qu’il ne devrait y en avoir. 

Lors de la recherche de la position de l’erreur, un cas peu se présenter 

 ݌ < Ͳ ou ݌ ൒ ݊. 

Il est clair que lorsque l’on a un nombre d’erreurs supérieur à ݐ, tous ces cas 

peuvent se présenter. Il faut donc absolument faire ces contrôles afin de détecter cette 

situation qui peut dès lors se présenter. 

2.8 Conclusion 

 Dans ce chapitre on a exposé l’aspect mathématique d’un type très important des 

codes correcteurs d’erreurs à savoir les codes de Reed Solomon RS. Ces codes sont utilisés 

dans utilisés dans tous les domaines requérant des données fiables.Typiquement, dans 

les communications spatiales, télévision numérique et stockage de données.  

Les codes de Reed Solomon permettent de corriger des erreurs et des effacements  

grâce à des symboles de contrôle ajoutés après l’information. 
Comme on a vu, les codes envisagés fondent leur théorie sur les corps finis dits 

corps de Galois. En mathématiques et plus précisément en algèbre, un corps fini est un 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Alg%C3%A8bre
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corps commutatif qui est par ailleurs fini. Aisomorphisme près, un corps fini est 

entièrement déterminé par son cardinal, qui est toujours une puissance d’un nombre 

premier, ce nombre premier étant sa caractéristique. Pour tout nombre premier ݌ et tout 

entier non nul ݉, il existe un corps de cardinal ݌௠, qui se présente comme l’unique 

extension de degré ݉ du corps premier ܼ/ܼ݌. 

On a présenté dans ce chapitre avec une façon rudimentaire la théorie des corps de 

Galois notés GF pour une caractéristique ݌ = ʹ, où on a expliqué à l’aide des exemples 
détaillés les opérations d’addition et de multiplication dans ces corps finis. 

La technique de codage des codes RS ainsi que les techniques de décodage sont 

bien exposées. Pour n’est pas être exhaustif, on a présenté dans ce chapitre deux 
algorithmes de décodage des codes RS à savoir, l’algorithme d’Euclid et l’algorithme de 
Reed Solomon. 

Pour mieux comprendre l’effet d’un code RS sur un système de communication 
numérique on doit étudier son pouvoir de correction d’erreurs dans ce système, soit sur le 
champs réel ou soit à l’aide d’une simulation. La simulation de ces codes fait l’objet du 
chapitre suivant. 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Corps_commutatif
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ensemble_fini
https://fr.wikipedia.org/wiki/Isomorphisme_de_corps
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cardinal_d%27un_ensemble_fini
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_premier
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_premier
https://fr.wikipedia.org/wiki/Caract%C3%A9ristique_d%27un_anneau
https://fr.wikipedia.org/wiki/Extension_de_corps


 

 

 

 

 

 

 

 

             
 

 

 
 



͵ ݁ݎݐ݅݌ℎܽܥ ∶  2015/2016 ݁ݑݍ݅ݎé݉ݑ݊ ݊݋݅ݐ݈ܽݑ݉݅ݏ ݎܽ݌ ܴܵ ݏ݁݀݋ܿ ݁݀ ݏ݁ܿ݊ܽ݉ݎ݋݂ݎ݁݌ ݏ݁݀ ݁݀ݑݐܧ

 

݊݋݉݋݈݋ܵ ܴ݀݁݁ ݁݀ ݏ݁݀݋ܿ ݏ݁ܮ ∶ é݊݋݅ݐ݈ܽݑ݉݅ݏ ݐ݁ ݁݀ݑݐ Page 43 

Chapitre 3 

Etude des performances de codes RS 

par simulation numérique 

3.1Introduction 

 La simulation permet l’évaluation des performances des systèmes de 
communication numériques, et constitue aussi un outil puissant qui aide à l’étude et la 
conception de tels systèmes. Nous citons quelques raisons montrant l’importance de cet 
outil 

 Quelques niveaux d’analyse ne sont pas faisables avec les outils 
mathématiques traditionnels, surtout qu’on est en face d’un modèle de canal 
et d’un système complexe. 

 Il est très facile de passer d’un modèle de simulation d’un système à son 
implémentation matérielle, et pour cela la distinction entre un modèle de 

simulation et un prototype d’un système donné devient minimale, d’où 
l’intérêt économique de la simulation qui réduit considérablement le temps 
et le coût de réalisation d’un système, et qui se prête plus facilement à la 
correction et à l’amélioration qu’un prototype. 

 L’évaluation des performances se fait en calculant la probabilité d’erreur pour un 
système de communication numérique donné et un bruit donné[37]. 

3.2 Modèle de simulation  

 Le modèle utilisé lors de notre simulation est représenté par la figure 3.1. Il 

comporte  

 Une source d’information binaire ; 
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 Un codeur de RS ; 

 Un modulateur BPSK ; 

 Un canal AWGN supposé idéal (sans distorsions) ; 

 Une source de bruit gaussien ; 

 Un décodeur de RS ; 

 Un comparateur pour calculer le nombre de bits erronés après le décodage afin 

d’estimer la probabilité d’erreurs binaire BER.  

 

 

 

3.2.1 Source d’information 

 Pour que l’évaluation soit effectuée dans des conditions proches de ce qui est 

rencontre en exploitation, on doit choisir une séquence d’information qui simule le mieux 

possible le trafic réel tout en permettant une mesure simple. 

 La méthode universellement utilisée dans toutes les simulations, consiste à 

utiliser une séquence dite pseudo-aléatoire, séquence périodique dont les propriétés 

statistiques sont «voisines » de celles d’un trafic réel «aléatoire» qui est généralement le 

résultat d’un brassage. Le générateur d’une telle séquence est constitué d’un registre à 

décalage comportant ݉ étages, et des additionneurs modulo-2[38].Le choix de ݉ 

détermine la période de la séquence, qui est égale à ʹ௠ − ͳ. 
 Les connexions aux additionneurs modulo-2 sont déterminées par des polynômes 

primitifs de degré ݉ ayant la forme [39]  

Fig. 3.1  Modèle de simulation. 
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ℎሺ�ሻ = ∑ ℎ௝�௝௠௝=଴     avec          {ℎ଴ = ℎ௠ = ͳℎ௝ = Ͳ ݑ݋ ͳ   pour ݆ = ͳ, . . . . , ݉ − ͳ. 
Un polynôme primitif de degré ݉ est un polynôme irréductible qui devise�ଶ௠−ଵ +ͳet ne devise pas �݊ +  ͳ pour݊ < ʹ௠ − ͳ. 

 Chaque coefficient ℎ௝ égal à 1 correspond à une connexion. 

 La séquence générée comporte ʹ௠−ଵ éléments égaux à 1 etʹ௠−ଵ − ͳ à égaux à 0 ce 

qui donne une répartition presque uniforme des 1 et des 0. 

 Les principales propriétés de ces séquences sont bien détaillées dans [40][41]. 

  Choix de la longueur de la séquence utilisée 

 Le choix de la longueur de la séquence à utiliser dans la simulation, c’est-à-dire la 

longueur du registre qui l’engendre, est basé sur le fait qu’avec de faibles longueurs de 

registre (3 ou 4) on risque d’obtenir des résultats différents de la réalité, car une 

séquence courte ne représente pas un nombre statistiquement suffisant de 

configurations, donc il est recommandé d’utiliser des séquences relativement 

longues,dontleurs nombres des registres soient supérieurs à 15 [42]. A cause du facteur 

de temps et de la mémoire limitée de l’ordinateur utilisé, nous avons choisi݉ =  ͳ͸qui 

nous donne une séquence de longueur ʹ௠ − ͳ = ͸ͷͷ͵ͷ.  

3.2.2 Codes de RS utilisés 

Comme on le sait, deux  quantités  sont  nécessaires  pour  la  caractérisation  d’un 

RS : ݊ et ݇, sachant que ݊ s’écrit sous la forme ʹ௠ − ͳ. Dans cette simulation on a adopté 

le Matlab. La difficulté du codage et du décodage RS réside dans le fait que les 

instructions de codage et de décodage RS de Matlab ont des entrées et des sorties au 

format d’éléments de ܨܩ ሺʹ௠ሻ. Il faut donc  

 convertir les bits de toutes séquence binaire en éléments de ܨܩ ሺʹ௠ሻ avant les 

étapes de codage et de décodage RS ; 

 convertir les éléments de ܨܩ ሺʹ௠ሻ en bits après les étapes de codage et de décodage 

RS.  

Par ailleurs, la conversion ne peut pas se faire directement et nécessite une étape 

intermédiaire où les bits et les éléments de ܨܩ ሺʹ௠ሻ sont convertis en entiers. 
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Dans cette simulation on a choisi quatre codes RS, à savoir 

 ܴܵሺͳͷ,͵ሻ qui est capable de corriger ݐ = ͸ erreurs ; 

 ܴܵሺͳͷ,ͷሻ qu’il peut corriger ݐ = ͷ erreurs ;  

 ܴܵሺ͹,͵ሻ   qui possède un nombre d’erreurs corrigibles ݐ = ʹ erreurs ; 

 ܴܵሺ͵ͳ,ʹ͵ሻ où le nombre d’erreurs corrigibles est ݐ = Ͷ erreurs. 

3.2.3 Modulation utilisée 

 Pour la modulation utilisée dans la simulation, notre choix reste limité à la 

modulation BPSK pour tous les codes RS employés. La modulation des bits de sortie du 

turbo code est alors [43]. ܻ = ܺ ݁݅ݐݎ݋ݏ ݁݀ ݐܾ݅ ݊ݑ ݎݑ݋݌    ௕ܧ√+ } =  Ͳ −√ܧ௕  ݁݅ݐݎ݋ݏ ݁݀ ݐܾ݅ ݊ݑ ݎݑ݋݌ ܺ = ͳ                                                          ሺ͵.ͳሻ 

Pour simplifier les choses, on a pris √ܧ௕ = ͳ. La modulation devient tout 

simplement ܻ = {+ͳ ݐܾ݅ ݊ݑ ݎݑ݋݌ ܺ =  Ͳ −ͳ ݐܾ݅ ݊ݑ ݎݑ݋݌ ܺ =  ͳ         ou    ܻ = ͳ − ʹܺ                                            ሺ͵.ʹሻ 

 Si la densité spectrale de puissance bilatérale du bruit est �଴/ʹ = �ଶ où �ଶest la 

variance du bruit, alors le rapport signal sur bruit est ܵ�ܴ = ௕�଴ܧ = ͳʹ�ଶ                                                                      ሺ͵.͵ሻ 

soit en dB ܵ�ܴ = ͳͲ log ( ͳʹ�ଶ) ሺ݀ܤሻ                                                      ሺ͵.Ͷሻ 

 Cette relation nous permet d’exprimer la variance du bruit en fonction du SNR 
comme suit � = ͳ√ʹ ∙ ͳͲ−ௌ�ோሺௗ�ሻ/ଶ଴                                                                 ሺ͵.ͷሻ 

3.2.4 Source de bruit  

 Le bruit envisagé est AWGN 

 blanc ; 

 additif ; 

 gaussien. 
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On n’a pas pris en compte de l’effet du filtre de réception, c’est-à-dire que le bruit 

reste AWGN à la réception (car le filtrage rend ce bruit coloré). 

 Dans le Matlab, on peut générer un bruit blanc gaussien 

 de variance égale à l’unité 

 de moyenne nulle, à l’aide de l’instruction randn 

 Pour avoir un bruit de variance�ଶ, on multiplie les échantillons générés du bruit 

par�ଶ
. 

 Soient ݌la probabilité à calculer et ̂݌ la valeur estimée par la simulation. Dans la 

méthode de Monte-Carlo, Si on désire connaître la précision relative ݎpour un nombre 

d’essais �௘, et une confianceͳ −  ܿ, on applique la formule [44]  ݎଶ ≥ ଶ(ଵሺܿሻ−݂ܿݎ݁)ʹ ଵ�� ሺଵ� − ͳሻ                                                 (3.6) 

 L’inconvénient majeur de cette méthode réside dans le fait que le nombre d’essais �݁, croît rapidement lorsque les probabilités d’erreur sont faibles. Malheureusement, on 

n’a pas pu calculer les précisions ݎ dans notre simulation, à cause du facteur de temps !  

3.2.5Décodeur de RS 

Pour le décodage des codes de RS, il existe plusieurs algorithmes [43], mais dans 

notre simulation on a utilisé l’algorithme de décodage par calcul du syndrome exposé 

dans le chapitre 2, à savoir l’algorithme de Reed Solomon. 

3.2.6 Calcul du taux d’erreurs binaire BER 

La séquence d’information pseudo-aléatoire générée par la source est de longueur ʹଵ଺ − ͳ = ͸ͷͷ͵ͷ bits, qu’on doit le rendre un multiple de ݉ ∙ ݇ (le nombre de bits par 

symbole × le nombre de symboles d’entrée du codeur RS), en ajoutant ou éliminant 
quelques bits. 

 Pour un ܵ�ܴ donné, après le décodage de RS on compte le nombre des bits erronés 

noté ܾ݊݁ݎ par le truchement d’une comparaison entre la vraie séquence � et la séquence 

estimée �̂ délivrée par le bloc de décodage. Le taux d’erreurs binaire ܴܧܤ est le rapport 

entre ce nombre des bits erronés et la longueur totale de la séquence notée ݈ܴܧܤ                                                                           ,ݍ݁ݏ = ݍ݁ݏ݈ݎܾ݁݊                                                                         ሺ͵.͹ሻ 

 La simulation numérique de la chaine de transmission selon le modèle de 

simulation  de la figure 3.1 est basée sur l’organigramme de la figure 3.2. 
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Générer une séquence binaire aléatoire ܺ, de 
longueur �௞ = �ܩ  × ݉ × ݇ qui représente 
l’information à envoyer. 

Subdiviser l’information binaireܺde longueur �௞ en ܩ� × ݇ blocs de ݉ bits. 

Convertir les ܩ� × ݇ blocs de ݉ bits en 
décimal pour trouver ܩ� × ݇ nombres entiers. 

Subdiviser les ܩ� × ݇ nombres entiers 
(symboles décimaux) en ܩ� blocs où chaque 
blocs contient ݇ symboles. 

A 

Transformer le bloc numéro ݅(où ݅ = ͳ  de ݇ symboles décimaux en un bloc(�ܩ→
numéro ݅ de ݇ symboles dans ܨܩ (ʹ௠) (dans le 
Matlab on utilise l’instruction ݂݃) . 

Début 

Déclarer les variables GN, �௘ , ݇, ݉ (ou ݊ =ʹ௠ − ͳ). 

Générer le polynôme générateur du code deܴܵ 
qui dépond de ݊ et ݇. 

݅ = Ͳ 

݅ = ݅ + ͳ 

1 
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Convertir le bloc numéro ݅ déjà trouvé qui 
contient ݊ symboles dans ܨܩ ሺʹ௠ሻ en un bloc 
numéro ݅ qui contient ݊ symboles décimaux.    
 

A 

Coder le bloc numéro ݅déjà trouvé dans ܨܩ ሺʹ௠ሻ par le code de ܴܵ ሺ݊, ݇ሻ pour obtenir 
un bloc numéro ݅ qui contient ݊ symboles 
dans ܨܩሺʹ௠ሻ. 
 

Convertir le bloc numéro ݅ déjà trouvé qui 
contient ݊ symboles décimaux en binaire 
(chaque symboles doit être représenté en m 
bits) pour trouvé un bloc numéro ݅ qui 
contient ݊ × m bits.    
 

Mettre le bloc en binaire numéro ݅ déjà trouvé 
en série avec le bloc en binaire numéro ݅ − ͳ 
(le bloc précédent) pour construire la 
séquence binaire ܺ௖. 1 

Oui 

Non  
 ݅ >  �ܩ 

B 

Moduler la séquence binaire ܺ௖ déjà obtenue 
(qui à une longueur �௡ = �ܩ  × ݊ × ݉ bits en ܭܵ�ܤ en utilisant la relation ܻ =  ͳ − ʹܺ௖) . 

Déclarer le ܵ�ܴ en ݀ܤ 
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݅௘ = ݅௘ + ͳ 

C 

B 

Le signal reçu ܴ = ܻ + ܹ. 

2 Générer �௡ échantillons d’un bruit gaussien 
noté ܹ de variance égale �ଶ. 

� = Ͳ.͹Ͳ͹ × ͳͲ−ௌ�ோ/ଶ଴ 

La séquence binaire estimée par le 

démodulateur hard est ܺ̃௖ = ଵ−௦௜�௡௘ሺோሻଶ  

Subdiviser la séquence binaire estimée ܺ̃௖ de 
longueur �௡en ܩ� × ݊ blocs de ݉ bits . 

Convertir les ܩ� × ݊ blocs de ݉ bits en 
décimal pour trouver ܩ� × ݊ nombre entiers. 

Subdiviser les ܩ� × ݊ nombre entiers 
(symboles décimaux) en ܩ� blocs où chaque 
blocs contient ݊ symboles . 

ܵ௘௥௥ = Ͳ 

݅௘ = Ͳ 
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Décoder le bloc numéro ݅déjà trouvé dans ܨܩሺʹ௠ሻ par le décodeur de ܴܵሺ݊, ݇ሻ pour 
obtenir un bloc numéro ݅ qui contient ݇ 
symboles dans ܨܩሺʹ௠ሻ.  

Transformer le bloc numéro ݅ (où ݅ = ͳ →  (�ܩ
de ݊ symboles décimaux en un bloc numéro ݅ 
de ݊ symboles dans ܨܩሺʹ௠ሻ 

Mettre le bloc en binaire numéro ݅ déjà 
trouvé en série avec le bloc en binaire 
numéro ݅ − ͳ (le bloc précédent) pour 
construire la séquence binaire ܺ̃ 

C 

݅ = Ͳ 

݅ = ݅ + ͳ 

3 

Convertir le bloc numéro ݅déjà trouvé qui 
contient ݇ symboles dans ܨܩ ሺʹ௠ሻ en un bloc 
numéro ݅ qui contient ݇ symboles décimaux . 

Convertir le bloc numéro ݅ déjà trouvé qui 
contient ݇symboles décimaux en binaire 
(chaque symbole doit être représenté en ݉ 
bits) pour trouver un bloc numéro݅ qui 
contient ݇ × ݉ bits. 

D 
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On définit les notations utilisées dans cet organigramme. �௘ : nombre d’essais pour la méthode de Monte Carlo ; ݇ : nombre des symboles d’entrée du codeur ܴܵሺ݊, ݇ሻ ; ݉ : nombre des bits par symbole ݊ :  nombre des symboles de sortie du codeur ܴܵሺ݊, ݇ሻ ; ܺ : la séquence binaire qui représente l’information ; 

 

D 

Oui 

 ݅ >  �ܩ 

Non  

3 

ܺ� = ܺ⨁ܺ̃ (⨁ est la somme modulo 2) 

ݎݎ݁ = ݀� �௞⁄  

Distance de Hamming entre ܺ et ܺ̃ est ݀� =nombre de ͳ dans ܺ�. 

ܴܧܤ = ܵ௘௥௥�௘  

Fin 

Oui 

Non  

2 

 ݅ ௘ > �௘ 

ܵ௘௥௥ = ܵ௘௥௥ +  ݎݎ݁

Fig. 3.2 L’organigramme de la simulation selon le modèle de figure 3.1. 
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�௞ : la taille de la séquence ܺ (nombre des bits de ܺ) ; ܩ� : un grand nombre choisit librement, ͳͲ ͲͲͲ par exemple ; ܺ௖ : la sortie du codeur ܴܵሺ݊, ݇ሻ écrit en binaire, qui sera injectée dans le modulateur 

BPSK ; ܻ : la sortie du modulateur BPSK (ܻ = ͳ − ʹܺ௖) ; �௡ : la taille de ܺ௖ ; ܵ�ܴ : le rapport signal sur bruit en dB ; � : l’écart type du bruit AWGN ; ܵ݁ݎݎ : la somme d’erreurs ou erreur cumulée dans chaque essais numéro ݅௘ ; ݅௘ : compteur d’essais ; ܹ : le bruit AWGN de taille �௡ ; ܴ : signal reçu qui égal à ܻ + ܹ ; ܺ̃௖ : la séquence binaire estimée par le démodulateur hard qui est égale à ܺ̃௖ = ଵ−௦௜�௡௘ሺோሻଶ  ; ܺ̃ : la séquence binaire estimée de taille �௞ qui doit être égale à ܺ s’il n’y a pas d’erreurs ; ܺ� : la somme exclusive de ܺ et ܺ̃ ; ݀� : la distance de Hamming entre ܺ et ܺ̃ ; ݁ݎݎ : l’erreur qui est égale à la distance ݀� divisée par la taille de ܺ ; ܴܧܤ : la moyenne des erreurs calculées dans chaque essais.   

3.3. Résultats et Commentaires 

3.3.1. Programmation 

 Pour la mise en œuvre de notre simulation, nous avons opté pour la réalisation des 
programmes le Matlab pour les raisons suivantes 

 Le Matlab contient des fonctions prêtes à utiliser, telles que la génération du bruit, la 

fonction d’erreur, fonction d’autocorrection, etc. Ces fonctions permettent une 
réduction des programmes. 

 Le  Matlab contient un graphisme qui permet une visualisation et un traçage simple 

des courbes. 

 Nous avons réalisé donc, à l’aide du Matlab des programmes de simulation pour  

les codes de Reed Solomon ܴܵሺ݊, ݇ሻ quelques soient les valeurs de ݊ et ݇. 

 Nous signalons que la partie décodage par l’utilisation de l’algorithme de Reed 

Solomon était la partie difficile à mettre en œuvre.  
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3.3.2. Taux d’erreurs binaire BER 

 Le taux d’erreurs binaire ܴܧܤ mesure la performance d’un système de 

communication numérique. Notre simulation a permis de calculer ce paramètre pour un 

système de communication numérique avec code de RS pour différentes valeurs de bruit. 

Les figures3.3 jusqu’à 3.7 montrent les ܴܧܤ pour deux systèmes, l’un est sans 
codage et l’autre avec codage de RS, en fonction du rapport signal à bruit ܵ�ܴ 

 Pour le système BPSK sans codage son ܴܧܤest bien approximée par la relation [45]. 

ܴܧܤ = �௦ሺ݁ሻ =̃ ͳʹ erfc ቌ√ܧ௕�଴ቍ                                                      ሺ͵.ͺሻ 

et représentée par la courbe supérieure dans toutes les figures ci-dessous. 

  Pour le système BPSK codé avec les codes de RS, son ܴܧܤ est représenté par les 

courbes inférieures. 

 L’analyse des figures 3.3jusqu’à 3.7permet de faire les constatations et les 

remarques suivantes 

 Un système avec codage RS est plus performant que celui sans codage. En effet, 

dans la figure 3.3 et pour un ܴܧܤ = ͳͲ−ଶ on gagne ͵ ݀ܤ en termes du ܵ�ܴ si on 

utilise un code ܴܵሺ͹,͵ሻ qui corrige au maximum 2 symboles sur 7 symboles ; 

 Le ܴܧܤ est inversement proportionnelle au ܵ�ܴ, ce qui confirme davantage la 

théorie, puisque pour un ܵ�ܴ grand la séquence émise n’est affectée que peu par le 
bruit. Donc, le décodeur de vraisemblance maximale aura à son entrée une 

séquence avec un nombre faible de bits erronés, d’où une probabilité faible, et vice 

versa ; 

 Pour atteindre un ܴܧܤ = ͳͲ−ହil faut : avec le code le ܴܵሺͳͷ,͵ሻ un ܵ�ܴ = ʹ.͹ͺ ݀ܤ, 

avec le code ܴܵሺͳͷ,ͷሻ un ܵ�ܴ = ͵.͹ͷ ݀ܤ, avec le code ܴܵሺ͹,͵ሻun ܵ�ܴ = Ͷ.ͺͷ ݀ܤ et  

avec le code ܴܵሺ͵ͳ,ʹ͹ሻ un ܵ�ܴ = ͷ.͸ ݀ܤ ; 

 On sait qu’un code de Reed Solomon ܴܵሺ݊, ݇ሻcorrige au maximum ݐ = ሺ݊ − ݇ሻ/ʹ 

symboles sur ݊ symboles. Par conséquent, théoriquement plus le rapport ݐ/݊ est 

grand plus le code est performant. En effet, la figure 3.7 confirme cette affirmation 

car le ܴܵሺͳͷ,͵ሻqui est le plus performant possède un rapport 
௧௡ = ଺ଵହ = Ͳ.Ͷ, et vient 

après le code ܴܵሺͳͷ,ͷሻ qui a un rapport 
௧௡ = ହଵହ = Ͳ.͵͵, puis le code ܴܵሺ͹,͵ሻ où son 
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rapport est 
௧௡ = ଶ଻ = Ͳ.ʹͺ et enfin le code ܴܵሺ͵ͳ,ʹ͵ሻ avec un rapport 

௧௡ = ସଷଵ = Ͳ.ͳ͵. 

Mais il est important de remarquer dans les quatre codes de RS que plus le code 

est performant plus son rendement est faible. En effet, le ܴܵሺͳͷ,͵ሻ qui est le plus 

performant possède un rendement 
௞௡ = ଷଵହ = Ͳ.ʹ,et vient après le code ܴܵሺͳͷ,ͷሻ qui a 

un rendement 
௞௡ = ହଵହ = Ͳ.͵͵,puis le code ܴܵሺ͹,͵ሻ où son rendement est 

௞௡ = ଷ଻ = Ͳ.Ͷ͵ 

et enfin le code ܴܵሺ͵ͳ,ʹ͵ሻ avec un rendement 
௞௡ = ଶଷଷଵ = Ͳ.͹Ͷ. Ce résultat est 

prévisible car le rapport 
௧௡ = Ͳ.ͷ − Ͳ.ͷ ×  et plus le rendement est petit ,ݐ݊݁݉݁݀݊݁ݎ

plus le rapport ݐ/݊ est grand et vice versa. 
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Fig.3.3  Le BER en fonction du SNR du code RS(7,3). 
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Fig.3.5 Le BER en fonction du SNR du code RS (15,3). 

Fig.3.4  Le BER en fonction du SNR du code RS (15,5). 
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Fig.3.6 Le BER en fonction du SNR du code RS (31,23). 

Fig.3.7 Le BER en fonction du SNR du code RS (7,3), RS (15,5), RS (15,3), RS (31,23). 
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3.4 Conclusion  

 Notre simulation a permis de calculer les performances des systèmes avec code RS. 

Les résultats obtenus sont en conformité avec la théorie, et montre que les codes RS sont 

parmi les meilleurs codes existants.  

La simulation montre aussi qu’un code RS possède un grand pouvoir de correction 
des erreurs si son rendement est faible et vice versa. Mais dans la pratique on cherchait 

toujours de trouver un compromis entre le pouvoir de correction des erreurs et le 

rendement. Dans notre simulation le code ܴܵሺͳͷ,ͷሻ et ܴܵሺ͹,͵ሻ font des bons compromis. 

 Notre travail s’est limite bien à la modulation BPSK, les plus utilisées dans le 

domaine et au bruit AWGN. on peut bien entendu étudier les codes de Reed Solomon 

pour un canal non gaussien et avec modulation différente de la BPSK. 
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Conclusion générale 

et perspectives 
 

 

Selon le cahier de charge exposé, notre travail concernant l’étude des codes de 

Reed Solomon RS et leur simulation, a englobé deux parties : une partie théorique et 

l’autre une simulation numérique. 

La partie théorique a pour but de dégager les fondements théoriques des codes 

correcteurs d’erreurs en général, à savoir : les théorèmes fondamentaux des codes 

correcteurs, la classification des codes, les codes linéaires, la matrice génératrice d’un 
code linéaire, la matrice de contrôle d’un code linéaire, la distance minimale d’un code 
linéaire, le décodage d’un code linéaire, les codes parfaits et les codes cycliques. Une 

classe très importante des codes parfaits et cycliques a été présenté dans cette partie qui 

est la classe des codes de Reed Solomon. Dans cette classe on a présenté le problème 

principal du codage, une généralité sur les corps finis de Galois, la définition d’un code de 
Reed solomon et ses avantages, la technique de codage, les algorithmes de décodage. Il y 

a plusieurs algorithmes de décodage des codes de Reed Solomon, mais dans cette partie 

on a exposé que deux algorithmes qui sont : l’algorithme d’Euclid et l’algorithme de Reed 

Solomon. Les deux premiers chapitres ont été consacrés à cette partie. 

La deuxième partie ne contient que le troisième chapitre seulement. Ce chapitre 

était le plus intéressant dans ce mémoire. Il présente une simulation numérique d’un 
système de communication avec un code RS en considérant un canal à bruit blanc 

gaussien additif et avec modulation BPSK. Dans cette simulation on a étudié quatre 

codes RS qui sont :          qui est capable de corriger     erreurs,          qu’il peut 
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corriger     erreurs,         qui possède un nombre d’erreurs corrigibles     erreurs 

et           où le nombre d’erreurs corrigibles est     erreurs. 

On a montré par simulation qu’un système BPSK codé avec un code RS est plus 

performant que celui sans codage. Aussi, on a vu que plus le rapport     (le nombre 

maximum d’erreurs corrigibles sur le nombre des symboles de sortie du code) est grand 

plus le code possède un grand pouvoir de correction, mais  ceci est au détriment du 

rendement du code, car le rendement devient petit dans ce cas comme montre la relation                     . Un meilleur code RS doit présenter un compromis entre le 

pouvoir de correction et le rendement. 

A l’issue de ce mémoire, plusieurs perspectives peuvent être envisagées. Elles se 

résument en certains points restent à approfondir et d’autres à étudier, on peut en 

évoquer quelques-uns 

 Etendre notre étude avec un code RS pour un canal avec modulation 

différente de la BPSK ; 

 Etendre notre étude avec un code RS pour un canal avec bruit non 

gaussien ; 

 Etendre notre étude avec un code         pour un canal à bruit non 

gaussien et avec une modulation       aire. 
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