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Résumé

Ce mémoire, est consacré à l’étude d’effet pratique d’une nouvelle technique pour le

débruitage d’images. On commence par un rappel sur l’espace de Hilbert et quelques pro-

priétés principales. Puis, on fait un survol sur la théorie des signaux, où on définit quelques

notions de base comme, le signal, l’image numérique et le bruit. Ensuite, on démontre par

une étude approfondie sur l’analyse multirésolution, que l’on peut construire des variétés des

bases orthonormées d’ondelettes. On propose également, une nouvelle fonction du seuillage

caractérisée par des avantages par rapport aux seuillage dur et doux.

Enfin, on compare par des critères informatiques la performance pratique des techniques

classiques avec la nouvelle technique.

Mots-clès : Analyse de Fourier, ondelettes, analyse multirésolution, seuillage dur et doux,

débruitage d’images, nouvelle fonction du seuillage.

Abstract

This work is devoted to the study of the practical effect of a new technique for images

denoising. We begin with a reminder on the Hilbert space and some main properties. Next,

we do an overview of the signal theory, where we define some basic notions as : the signal,

the digital image and the noise. Then, we demonstrate through a detailed study on the

multiresolution analysis, that we can build from it varieties of orthonormal wavelet bases.

We also propose a new thresholding function characterized by advantages over hard and

soft thresholding.

Finally, we compare by informatics criteria the practical performance of classical tech-

niques with the new technique.

Keywords : Fourier analysis, wavelets, multiresolution analysis, Hard and Soft thre-

sholding, images denoising, new thresholding function.

ii



Notations générales

H Espace de Hilbert.

R Ensemble réel.

〈., .〉 Produit scalaire.

B(a, r) La boule ouverte .

B̄(a, r) La boule fermée.

⊕ Somme directe.

< La partie réelle.

Lp, 1 < p <∞ Espace de Lebesuge.∑
Somme.

|.| La valeur absolue.

ηNew La nouvelle fonction de seuillage.

ηH Fonction de seuillage dur.

ηS Fonction de seuillage doux.

C(T) Espace des fonctions continues et 2π-périodiques.
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Introduction générale

L’image numérique est souvent altérée par le bruit durant sa transmission ou son acqui-

sition. Le débruitage d’images est un sujet de recherche très important aujourd’hui dans le

domaine du traitement d’images, en ce qu’il diminue ou supprime le bruit de l’image pour

améliorer l’aspect visuel de celle-ci. De nombreux chercheurs sont intéressés aux méthodes de

réduction du bruit. Les méthodes de débruitage par transformation sont largement utilisées

ces dernières années. Ces méthodes décomposent l’image bruitée dans une base orthonor-

mée, puis elles modifient les coefficients de décomposition à l’aide d’une fonction du seuillage

d’une façon à nous pouvons éliminer les petits coefficients et réduire de l’effet des gros co-

efficients sans altérer de manière significative l’aspect visuel de l’image originale.

En fait, les ondelettes ont donné beaucoup des contributions dans le domaine de débruitage

d’images depuis 1985, telles qu’on peut construire des diverses bases orthonormées d’onde-

lettes à l’aide d’une analyse multirésolution, ces bases se différencient selon leur compétence,

en ce qu’elles peuvent de mettre le plus grand nombre de coefficients d’ondelettes à zéro en

respectant l’aspect visuel significatif de l’image originale, citons les ondelettes de Daubechies

et celles de Coifman.

D’autre part, Donoho et Johnstone ont introduit les deux premières fonctions du seuillage,

qui sont le seuillage dur (Hard) et le seuillage doux (Soft). La fonction du seuillage dur est

discontinue et celle du seuillage doux est continue avec une dérivée constante et discontinue.

En raison de ces caractéristiques, l’image débruitée avec le seuillage dur sera motivée par

des artefacts et celle avec le seuillage doux sera floue dans certains cas. Pour cela, notre but

dépend de réponse à la question suivante :

Y a-t-elle une fonction de seuillage des coefficients d’ondelettes peut donner une meilleure

1



Introduction générale

performance par rapport aux seuillages dur et doux ? En effet, la fonction du seuillage qui

utilise la fonction d’erreur de Gauss et le paramètre de forme dans son expression mathéma-

tique, c’est une nouvelle technique du seuillage des coefficients d’ondelettes. Cette technique

donne une meilleure performance par rapport aux seuillages dur et doux.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, on rappelle l’espace de Hilbert et quelques propriétés prin-

cipales.

Dans le deuxième chapitre, on définit quelques notions de base sur la théorie des

signaux comme ; le signal, l’image numérique et le bruit. Puis, on introduit deux techniques

de traitement des signaux telles que, l’analyse de Fourier et la transformée en ondelettes.

Dans le troisième chapitre, on étudie le concept théorique de l’analyse multirésolution

et les propriétés principales de sa fonction d’échelle, ensuite on démontre le théorème de

construction d’une base orthonormée d’ondelettes à partir d’une analyse multirésolution,

aussi on généralise cette étude au cas multidimensionnel.

Dans le dernièr chapitre, on propose premièrement une nouvelle fonction de seuillage

caractérisée par un paramètre de forme et des propriétés mathématiques. Deuxièmement,

on justifie la meilleure performance de cette nouvelle méthode de seuillage pour une image

aux niveaux de gris.

Finalement, on complète ce mémoire par une conclusion générale et des références prin-

cipales.
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Chapitre 1

Rappel sur l’espace de Hilbert

Dans ce chapitre nous introduisons quelques notions fondamentales sur le produit sca-

laire, espace vectoriel normé, l’espace de Hilbert et le théorème de la projection orthogonale

que nous utiliserons dans les autres chapitres.

1.1 L’espace vectoriel normé

1.1.1 Produit scalaire

Soit E un espace vectoriel sur K (K est un corps). On appelle produit scalaire sur E,

toute application ϕ de E × E dans R vérifiant :

(i) ∀x ∈ E,ϕx : y 7−→ ϕ(x, y) est linéaire.

(ii) ∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x, y) = ϕ(y, x).

(iii) ∀x ∈ E,ϕ(x, x) ≥ 0.

(iv) ∀x ∈ E,ϕ(x, x) = 0 =⇒ x = 0.

Remarque 1.1.1. La propriété (ii) s’appelle symétrie du produit scalaire, la propriété (i)

associée à la propriété (ii) (symétrie du produit scalaire) permettent de montrer qu’un pro-

duit scalaire est linéaire par rapport à chacune des deux variables. Cette propriété s’appelle

bilinéarité du produit scalaire.

Notation : Un produit scalaire peut se noter 〈x, y〉.

3



Espase vectoriels normés

Exemple 1.1.1. Rn muni du produit scalaire défini comme suit :

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi.

Définition 1.1.1. [2] On appelle espace préhilbertien (réel ou complexe) tout espace vectoriel

muni d’un produit scalair (sur K = R ou C).

Proposition 1.1.1. (Cauchy-Schwarz) Si ϕ est produit scalaire sur l’espace vectoriel E,

alors

∀(x, y) ∈ E2, |ϕ(x, y)|2 ≤ ϕ(x, x)ϕ(y, y). (1.1)

1.1.2 Espase vectoriel normé

Définition 1.1.2. [2] Soit E un espace vectoriel sur R. Une application N : E −→ R+ est

une norme si et seulement si :

1. ∀x ∈ E, ∀λ ∈ R, N(λx) = |λ|N(x).

2. ∀x, y ∈ E, N(x+ y) ≤ N(x) +N(y).

3. ∀x ∈ E, N(x) ≥ 0.

4. ∀x ∈ E, N(x) = 0⇐⇒ x = 0.

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé (en

abrégé : « EVN »), et on peut utiliser ‖x‖ au lieu de N(x).

Exemple 1.1.2. a) L’espace vectoriel E = R muni de l’application « valeur absolue »

x 7−→ |x|.

b) L’espace vectoriel E = C ' R2 muni de l’application « module » x 7−→ |x|.

c) Pour tout a, b ∈ R avec a < b, l’espace vectoriel E = C∞([a, b]) muni de la norme :

‖f‖∞ := supx∈[a,b]|f(x)|, ‖f‖2 :=

√∫ b

a

|f(x)|2dx, ‖f‖1 :=

√∫ b

a

|f(x)|dx

est un espace vectoriel normé.

4



Les normes usuelles sur Rn

Exemple 1.1.3. Soit H un espace vectoriel (réel ou complexe) muni du produit scalaire

〈., .〉. Alors,

‖x‖ =
√
〈x, x〉, (1.2)

définit une norme.

1.1.3 Exemple sur les normes usuelles sur Rn

Les normes usuelles sur Rn.

Pour tout x ∈ Rn, on note :

• ‖x‖1 := |x1|+ . . .+ |xn|,‖x2‖ :=
√

(x1)2 + . . .+ (xn)2.

• ‖x‖∞ := max(|x1|, . . . , |xn|).

Définition 1.1.3. [2] Soit E un espace vectoriel réel. Deux normes N1 et N2 sur E sont

dites équivalentes si et seulement si ∃c1, c2 > 0 telle que :

∀x ∈ E, c1N1(x) ≤ N2(x) ≤ c2N1(x). (1.3)

Proposition 1.1.2. Sur Rn les trois normes ‖.‖1, ‖.‖2 et ‖.‖∞ sont équivalentes.

Définition 1.1.4. [2] Si (E,N) est un espace vectoriel normé, alors l’application

d : E × E −→ R

(x, y) 7−→ N(x− y) est appelée la distance associée à N .

Proposition 1.1.3. On a ∀x, y, z, a ∈ E,

1. d(x, y) = d(y, x).

2. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z). (inégalité triangulaire)

3. d(x, x) = 0 et (d(x, y) = 0, x = y).

4. d(x+ a, y + a) = d(x, y). (invariance par translation)

Définition 1.1.5. [2] Soit (E,N) un espace vectoriel normé, a ∈ E et r ∈ [0,+∞[.

1. La boule ouverte de centre a et de rayon r est :

B(a, r) := {x ∈ E|d(x, a) < r}. (1.4)

5



Espaces de Hilbert

2. La boule fermée de centre a et de rayon r est :

B(a, r) := {x ∈ E|d(x, a) ≤ r}. (1.5)

Remarque 1.1.2. Pour tout sous-ensemble B de E et pour tout a ∈ E on note

a+B := {a+ x|x ∈ B}. Alors on a B(a, r) = a+B(0, r) et B(a, r) = a+B(0, r). De plus

on a toujours B(a, r) ⊂ B(a, r).

1.1.4 Limites

On se place dans un EVN (E,N).

Définition 1.1.6. [2] Soit (uk)k∈N une suite dans E et l ∈ E. On dit que la suite uk

converge vers l pour la norme N si et seulment si :

lim
k−→+∞

N(uk − l) = 0. (1.6)

Proposition 1.1.4. Soit (uk)k∈N et (u′k)k∈N deux suites de E qui convergent respectivement

vers l et l′ pour la norme N , alors, pour tout λ, µ ∈ R, la suite λuk + µu′k converge vers

λl + µl′.

Lemme 1.1.1. Une suite (uk)k ∈ N de Rn converge vers l ∈ Rn pour ‖.‖∞ si et seulment

si chaque composante (uk,i)k∈N de la suite converge vers li dans R.

Théorème 1.1.1. [2] Soit E un espace vectoriel et N1 et N2 deux normes sur E. Alors si

N1 et N2 sont équivalentes, pour toute suite (uk)k∈N de E et pour tout l ∈ E,

lim
k−→+∞

uk = l pour N1 ⇔ lim
k−→+∞

uk = l pour N2.

1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.2.1. [2] Soit E un espace vectoriel sur K, si E soit muni d’un produit scalaire

complet par la norme définie comme suite :

‖x‖H =
√
〈x, x〉, (1.7)

on dit alors que (E, ‖.‖E) est un espace de Hilbert ou espace Hilbertienne.

6



Espaces de Hilbert

Lemme 1.2.1. Soit H un espace vectoriel réel ou complexe muni du produit scalaire 〈., .〉.

Alors, pour tous x, y ∈ H

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2<〈x, y〉+ ‖y‖2. (1.8)

Proposition 1.2.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soit H un espace vectoriel (réel ou

complexe) muni du produit scalaire 〈., .〉. Alors pour tous x, y ∈ H

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖. (1.9)

Preuve. Si ‖x‖ = 0 c’est que x = 0 et l’inégalité est immédiate. Sinon, ‖x‖ > 0 et pour

tout t ∈ R nous avons

0 < ‖tx+ y‖2 = ‖x‖2t2 + 2<〈x, y〉t+ ‖y‖2, (1.10)

Le discriminant de ce polynôme quadratique doit donc être ≤ 0 :

0 ≥ (2<〈x, y〉)2, −4‖x‖2‖y‖2, (1.11)

d’où

‖x‖‖y‖ > |<〈x, y〉| > <〈x, y〉. (1.12)

De plus il existe α ∈ C de module 1 tel que 〈x, y〉 = α|〈x, y〉|, d’où α〈x, y〉 = |〈x, y〉| et

‖x‖‖y‖ = ‖x‖‖αy‖ > <〈x, αy〉 = <(α〈x, y〉) = <|〈x, y〉| = |〈x, y〉|. (1.13)

Exemple 1.2.1. L’espace L0 des fonctions L2([0, 1]) de moyenne nulle muni de produit

scalaire

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx, (1.14)

est un espace de Hilbert.

En effet, c’est un fermé de L2([0, 1],C) car F (f) =

∫ 1

0

f(t)dt est continue sur L2([0, 1])

d’après Cauchy-Schwarz :

|F (f)− F (g)| 6
(∫ 1

0

|f(t)− g(t)|2dt
) 1

2

, (1.15)

donc F−1(0) est fermé.

Définition 1.2.2. [2] On dit que deux vecteurs x, y d’un espace vectoriel complexe sont

orthogonaux pour le produit scalaire 〈., .〉 si 〈x, y〉 = 0.

7



Espaces de Hilbert

1.2.1 Notion de base hilbertienne

Cette partie contient des résltats un peu théoriques sur les espaces de Hilbert. Dans

toute la suite, H désignera un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire 〈., .〉, dont la

norme induite est notée ‖.‖.

Définition 1.2.3. [2] Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle base orthonormale

de H tout sous-ensemble fini ou dénombrable {en}n qui vérifie :

(i) ‖en‖ = 1 et 〈en, em〉 = 0 si n 6= m.

(ii) le sous-espace vectoriel engendré par {en}n (par combinaisons linéaires finies) est

dense dans H.

Définition 1.2.4. [14] Soit I, un ensemble d’indices et (ei)i∈I , une famille d’éléments de

H. On dit que (ei)i∈I est une base hilbertienne de H si et seulement si :

(i) La famille (ei)i∈I est orthonormale.

(ii) Pour tout x ∈ H, x =
∑

i∈I〈ei, x〉.ei.

Remarque 1.2.1. Le système orthonormal (ei)i∈I est une base orthonormale si et seulement

si le sous espace vectoriel engendré par (ei)i∈I est dense dans H, autrement dit :

{ei, i ∈ I} = H. (1.16)

Théorème 1.2.1. [2] Un espace de Hilbert H est séparable s’il possède une suite des élé-

ments qui est dense dans H.

Exemple 1.2.2. L2(Ω) = {f :

∫
Ω

|f(x)|2dx < +∞}.

Exemple 1.2.3. H = L2
pr([0, 2π]) avec produit scalaire 〈f, g〉 = 1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t)dt et en la

fonction t 7−→ eint, {en : n ∈ Z} est une base orthnormale de H.

Lemme 1.2.2. Soit (ei)i<n une famille orthonormée et soit F le sous-espace engendré (donc

〈ei, ej〉 = σi,j, mais on ne demande pas que F soit dense). Alors pour tout

x : PF (x) =
∑

i<n〈x, ei〉ei.
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Théorème 1.2.2. [20] (Existence des bases orthonormales). Tout espace de Hilbert sépa-

rable possède une base orthonormale, alors Soient H un espace de Hilbert et {en}n∈N une

base orthonormale

(i) Pour toute (λn)n ∈ l2(N) la série
∑

n>0 λnen converge dans H et sa somme

x =
∑

n>0 λnen vérifie :

‖x‖2 =
∑
n>0

|λn|2, (1.17)

où on a posé

〈x, en〉 = λn. (1.18)

(ii) Pour tout x ∈ H la série
∑

n>0 |〈x, en〉|2 converge et

x =
∑
n

〈x, en〉en, (1.19)

‖x‖2 =
∑
n

|〈x, en〉|2. (1.20)

Définition 1.2.5. [2] Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert. Une isométrie entre H1 et

H2 est une application linéaire U : H1 −→ H2 qui satisfait ∀x ∈ H1 : ‖U(x)‖H2 = ‖x‖H1.

H1 et H2 sont isomorphes s’il existe une isométrie bijective entre eux.

Corollaire 1.2.1. Tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie est isomorphe à

l2(N).

1.2.2 Théorème de la projection orthogonale[20]

Soit E, un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire noté ϕ. Soit F , un sous

espace vectoriel de E, et x ∈ E. Alors, les propositions suivantes sont équivalentes :

• y est une projection de x sur F , autrement dit, y est une solution du problème (PF ).

• y ∈ F et x− y ∈ F⊥.

Preuve. La méthode est toujours la même. On va démontrer les deux implications qui

composent l’équivalence :
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• (i) =⇒ (ii) : Supposons que y ∈ F soit une projection de x sur F . Alors, on a

immédiatement, par définition de l’infimum d’une partie que ∀z ∈ F, ‖x − y‖ 6

‖x − z‖ Choisissons au lieu de z, le point zλ := y + λ.(z − y), avec λ ∈ ]0, 1[. Cette

situation est résumée par le schéma qui suit. Puisque, F est un espace vectoriel,

zλ ∈ F . On en déduit que ∀z ∈ F, ‖x− y‖ 6 ‖x− y− λ.(z− y)‖, et en élevant cette

inégalité au carré, puis en divisant par λ 6= 0, on obtient :

‖x− y‖2 6 ‖x− y‖2 + λ2‖z − y‖2 − 2λϕ(x− y, z − y). (1.21)

On obtient : ϕ(x − y, z − y) ≤ λ‖z − y‖2. Faisons à présent tendre λ vers 0. En

remarquant que le vecteur u = z − y décrit F , l’inégalité devient : λ(x − y, u) 6 0.

Or, cette inégalité étant vérifiée pour tout u ∈ F , elle est en particulier vérifiée pour

tous les −u ∈ F , c’est à dire que : ∀u ∈ F, ϕ(x− y, u) ≥ 0, et ainsi, ϕ(x− y, u) = 0.

On en déduit que x− y ∈ F⊥.

• (ii) =⇒ (i) : Supposons que x− y ∈ F⊥ et y ∈ F . Alors, ∀z ∈ F ,

‖x− (y + z)‖2 = ‖x− y‖2 + ‖z‖2, car ϕ(x− y, z) = 0. On remarque, comme précé-

demment, que lorsque y est fixé et que z décrit F , y+z décrit F , car F est un espace

vectoriel. On en déduit, en appelant d(x, F ), la distance de x à F , que :

d(x, F ) = inf
z∈F
‖x− z‖ = inf

z∈F
‖x− (y + z)‖ =

√
inf
z∈F
‖x− y‖2 + ‖z‖2. (1.22)

Il est donc clair que l’infimum est atteint pour z = 0, et ainsi, d(x, F ) = infz∈F ‖x−y‖.

y est donc bien une projection de x sur F .
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Chapitre 2

Généralités sur la théorie des signaux

La théorie de Fourier permet d’interpréter certains “signaux” (autrement dit, certaines

fonctions définies sur un intervalle réel) comme résultant de la superposition d’une infinité

de signaux sinusoïdaux de fréquences différentes. L’idée d’une telle décomposition apparaît

en 1807 dans une première communication de Joseph Fourier à l’Académie des Sciences de

Paris, concernant la résolution de l’équation aux dérivées partielles qui régit la propagation

de la chaleur dans les solides. L’inconvenient remarqué sur l’analyse de Fourier est qu’elle ne

donne que des informations globales sur le signal f alors que l’ondelette ont été introduite

au début des années 1980 dans le contexte de l’analyse des signaux. Il s’agit à l’époque

de donner une représentation des signaux permettant la mise en valeur simultanément des

informations temporelles et fréquentielles (localisation temps-fréquence). Dans ce chapitre,

on définit quelques notions de base sur la théorie des signaux, telles que, l’analyse de Fourier

et la transformée en ondelettes.

2.1 Notions de base

Définition 2.1.1. [20] Un signal est une représentation physique de l’information. Sa nature

physique peut être très variable : acoustique, électronique, optique, etc. D’un point de vue

mathématique le signal S est une application de Rn vers R ou C.

S : Rn −→ C

11
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Figure 2.1 – Signal 1D.

n = 1. S s’appele signal 1D.

n = 2. S s’appele signal 2D.

– Signaux 1D : x(t) (signal reçu par un microphone monophonique),

– Signaux 2D : I(x, y) (image, signal reçu par un camera).

Définition 2.1.2. [20] L’image numérique est un signal 2D telle que :

f : [1, N ]× [1,M ] −→ [0, 255], (2.1)

si elle est au niveau de gris.

Figure 2.2 – Image numérique en niveaux de gris.
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f : [1, N ]× [1,M ] −→ [0, 255]3, (2.2)

si elle est en couleur.

Figure 2.3 – Image numérique en couleur.

Définition 2.1.3. [4] Le bruit est un processus aléatoire s(t) caractérisé par :

– Une fonction de distribution F (x, t) = P (s(t) ≤ x).

– Une fonction de densité de probabilité : f(x, t) = F ′x(x, t).

2.2 Types du bruit

1) Bruit Gaussian :

Définition 2.2.1. [4] Le bruit Gaussien est obtenu en ajoutant à chaque pixel une

valeur aléatoire suivant une loi de probabilité Gaussienne :

Gσ,µ(s) =
1√
2πσ

exp−
(s−µ)2

2σ2 . (2.3)
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2) Bruit quantique (ou poissonien) :

Définition 2.2.2. [4]C’est le bruit électronique, généré par la nature quantique de la

lumière. Pour une intensité moyenne I, le nombre de photons observés sur une durée

T est une variable aléatoire distribuée selon une loi de Poisson :

P (K|I, T ) =
(IT )Ke−IT

K!
. (2.4)

(I : intensité moyenne, photons/s). Espérance et variance : IT .

3) Bruit poivre et sel :

Définition 2.2.3. [4]Un bruit "poivre et sel" d’ordre n est obtenu en ajoutant n

pixels blancs et n pixels noirs aléatoirement dans une image. On le caractérise sou-

vent par le pourcentage de pixels remplacées.
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4) Bruit speckle :

Définition 2.2.4. [4] La fonction de densité de probabilité de l’image en amplitude,

qui est, en fait, celle du speckle

fσ(A) = (
A

σ2
)exp(

−A
2σ2

), pour A ≥ 0. (2.5)

σ=0.2.
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Figure 2.4 – Bruit speckle σ = 0.2.

Figure 2.5 – Bruit poivre et sel σ = 0.2.
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Figure 2.6 – Bruit gaussian σ = 0.2.

Figure 2.7 – Bruit poisson σ = 0.2.
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Analyse De Fourier

2.3 Analyse De Fourier

L’analyse de Fourier [1] est une méthode qui permet d’analyser un signal sur son com-

portement fréquentiel et ses propriétés. Pour réaliser cette tache, on décompose le signal sur

une base des éléments simples appelés fonctions élémentaires.

2.3.1 Séries de Fourier

Dans un mémoire célèbre daté de 1807, Joseph Fourier annonça sa fameuse théorie [1]

qui précise que toute fonction périodique de période T peut étre décomposée par une série

infinie de la forme :

f(t) =
+∞∑
−∞

cne
inwt. (2.6)

Avec

cn =
1

T

∫ T

0

f(t)einwtdt, w =
2π

T
. (2.7)

Où :

les cn représentent les coefficients de Fourier. Une série de Fourier peut s’écrire aussi sous

la forme trigonométrique suivante :

f(t) =
a0

2
+

+∞∑
n=1

an cos(wnt) + 2bn sin(wnt). (2.8)

Où les valeurs de an et bn sont définies par les expressions :

an =
2

a

∫ a

0

f(t) cos(wnt)dt. (2.9)

bn =
2

a

∫ a

0

f(t) sin(wnt). (2.10)

Espaces de fonctions 2π-périodiques

On note C(T) l’espace des fonctions R −→ C, continues et 2π-périodiques. On le munit

de la norme définie par :

∀f ∈ C(T), ‖f‖∞ = supt∈[0,2π]|f(t)| = supt∈R|f(t)|. (2.11)
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En raison de la 2π-périodique, il est clair que l’on peut remplacer l’intervalle [0, 2π] par

n’importe quel intervalle de longueur 2π dans le supremum ci dessus.

Proposition 2.3.1. Si f ∈ C(T), f est uniformément continue sur R.

Proposition 2.3.2. Pour 1 ≤ p ≤ r < +∞, on a les inclusions topologiques :

C(T) ↪→ Lr(T ) ↪→ Lp(T) ↪→ L1(T). (2.12)

2.3.2 Coefficients de Fourier

Définition 2.3.1. [1] Notons E := {en, n ∈ Z}, la famille des fonctions

en : R −→ C, en(x) := einx, x ∈ R. (2.13)

Si f ∈ L1(T), on appelle n-ième coefficient de Fourier de f , le nombre complexe

cn(f) := 〈f, en〉 =
1

2π

∫
[0,2π]

f(x)e−inxdx. (2.14)

La série formelle
∑

n∈Z cn(f)en est appelée série de Fourier de f .

Remarque 2.3.1. 1. Les cn(f) étant définis par des intégrales relativement à la mesure

m, ne dépendent pas du choix du représentant de f modulo l’égalité m-p.p., il est donc

légitime de parler de série de Fourier d’un élément de L1(T).

2. Nous ne prétendons pas que la série de Fourier de f converge vers f . La question que

nous nous proposons d’étudier est précisément : « sous quelles hypothèses relatives à

f et pour quel forme de convergence peut-on dire que f est la somme de sa série de

Fourier ? ».

3. Si f ∈ L2(T), les cn(f) s’interprètent comme les produits scalaires :

cn(f) = 〈f, g〉. (2.15)

L’interprétation des cn(f) comme produits scalaires est limitée aux f ∈ L2. Voici une

relation plus générale, basée sur les produits de convolution, qui nous sera utile dans

la suite.

Proposition 2.3.3. Pour toute f ∈ L1(T), le produit de convolution étant défini ici par :

∀x ∈ R, (f ∗ en)(x) :=

∫
[0,2π]

f(t)en(x− t)dt.
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2.3.3 Transformée de Fourier des fonctions de L1(R)

On part d’une fonction f(t), définie sur toute la droite réelle, intégrable par rapport à

la mesure de Lebesgue, c’est-à-dire vérifiant
∫ +∞

−∞
f(t)dt < +∞. On pose :

f̂(w) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−iwtdt, w ∈ R. (2.16)

Alors cette fonction f̂(w) est continue sur la droite réelle et tend vers 0 quand w −→ +∞.

Voici quelques propriétés de la transformée de Fourier. Si g, h appartiennent à L1(R), il en

est de même pour leur produit de convolution f = g ∗ h défini par :

f(t) =

∫ +∞

−∞
g(t− τ)h(τ)dτ. (2.17)

En fait l’intégrale est absolument convergente pour presque tout t et l’on a par un calcul

immédiat.

f̂(w) = ĝ(w)ĥ(w). (2.18)

Si f appartient a L1(R), il est en général que l’on ait f̂ ∈ L1(R). Par exemple si f(x) = 1

sur [−1, 1] et f(x) = 0 si |x| > 1, f̂(w) = 2 sin(w)
w

et cette fonction n’appartient pas à L1(R).

Mais si f et f̂ appartiennent à L1(R) alors f(t) est nécessairement continue et l’on a :

f̂(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(w)e−iwtdw. (2.19)

L’intégrale est (par hypothèse) absolument convergente et (2.19) est la formule d’inversion

de Fourier.

2.3.4 Transformée de Fourier des fonctions de L2(R)

Si f et sa transformée de Fourier f̂(w) appartiennent à L2(R), on a :∫ +∞

−∞
|f̂(w)|2dw = 2π

∫ +∞

−∞
|f(t)|2dt, (2.20)

et l’opérateur J défini par J(f) = 1√
2π
f̂ se prolonge en un isomorphisme isométrique de

L2(R) sur L2(R). Si f(t) ∈ L2(R) mais f(t) ∈ L1(R), alors l’intégrale
∫ +∞

−∞
f(t)eiwdt n’existe
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plus au sens usuel. On doit considérer les intégrales tronquées
∫ +m

−m
f(t)eiwdt = f̂m(w) et

l’on a : ‖f̂(w)− f̂m(w)‖2 −→ 0 (m −→ +∞)

‖f‖2 = (

∫ +∞

−∞
|f(t)|2dt)

1
2 . (2.21)

On a également, si f ∈ L2(R) et g ∈ L2(R) :

〈f̂ , ĝ〉 = 2π〈f, g〉. (2.22)

Où :

〈f, g〉 =

∫ +∞

−∞
f(t)g(t)dt. (2.23)

On observera que les deux intégrales figurant dans (2.22) sont absolument convergentes.

2.3.5 Bases trigonomériques de L2(T)

Proposition 2.3.4. E = {en, n ∈ Z} est une famille orthonormée de L2(T).

Théorème 2.3.1. [1] E = {en =, n ∈ Z} est une base hilbertienne de L2(T). On a donc le

développement :

∀f ∈ L2(T), f =
∑
k∈Z

ck(f)ek, (2.24)

avec convergence commutative de cette série pour la topologie de L2(T). En particulier on a

Sn(f) :=
k=+n∑
K=−n

ck(f)ek −→ f, (2.25)

ce qui se traduit par :∫
[0,2π]

|Sn(f)− f |2dm −→ 0, quand n −→ +∞ (2.26)

2.4 Transformée en ondelettes

Définition 2.4.1. [16] Une ondelette Ψ est une fonction de carré sommable de l’espace de

Hilbert L2 (R), le plus souvent oscillante et de moyenne nulle, choisie comme outil d’analyse

et de reconstruction multi-échelle.

On définit ainsi une famille ψs,τ (où (s, τ) ∈ R+
∗ × R) d’ondelettes à partir de l’ondelette :

∀t ∈ R, ψs,τ (t) =
1√
s

Ψ

(
t− τ
s

)
. (2.27)
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Théorème 2.4.1. [13]Soit ψ ∈ L1

⋂
L2 une fonction, appelée ondelette, vérifiant les condi-

tions suivantes :

(i)
∫ +∞

−∞

|ψ̂(ω)|2

ω
dω = K <∞.

(ii) ‖ψ‖2 = 1.

On construit alors les ondelettes de base :

ψa,b(t) =
1√
a
ψ(
t− b
a

), b ∈ R, a > 0, (2.28)

et pour tout signal f ∈ L2 on considère Cf (a, b) =

∫ +∞

−∞
f(t)ψ̄(t)dt est appelée la transformée

en ondelettes du signal f , ou Cf (a, b) sont les coefficients d’ondelettes.

Alors on a :

(a) Conservation de l’énergie :

1

K

∫ ∫
R2

|Cf (a, b)|2
dadb

a2
=

∫ +∞

−∞
|f(t)|2dt. (2.29)

(b) La formule de reconstruction :

f(t) =
1

K

∫ ∫
R2

Cf (a, b)ψa,b(t)
dadb

a2
, (2.30)

au sens suivant si :

fε(t) =
1

K

∫ ∫
|a|>ε,b∈R

Cf (a, b)ψa,b(t)
dadb

a2
, (2.31)

alors fε −→ f dans L2 quand ε −→ 0. La démonstration de ce théorème se trouve dans

[13].

Remarque 2.4.1. L’hypothèse (i) sur ψ implique, puisque ψ̂ est continue, que

ψ̂(0) =

∫ +∞

−∞
ψ(t)dt = 0. Dans tous les cas pratiques, cette condition est également suffi-

sante.

Exemple 2.4.1.

(a) Nous avons déjà indiqué que l’ondelette initialement utilisée par J.Morlet

ψ(t) = e−
t2

2 cos(5t). (2.32)

N’est pas normalisée, mais ceci est de peu d’importance. Par contre, l’hypothèse (i) n’est

pas vérifiée puisque :

ψ̂(0) =
√

2πe
−25
2 > 0. (2.33)
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On a donc K = +∞. Mais cette valeur ψ̂(0) est de l’ordre 10−5. Dans un calcul en ordinateur

on peut estimer qu’elle est numériquement nulle, et donc être assez proche des conditions

d’applications du théorème, qui reste, malgré tout, inapplicable dans ce cas précis.

(b) L’exemples le plus simple de fonction ψ est évidement celui d’une fonction constante par

morceaux c’est l’ondelette de Haar définie par :

ψ(t) =


1 si 0 < t < 1

2

−1 si 1
2
< t < 1

0 sinon

On a dans ce cas :

ψ̂(ξ) = ie−iπξ
1−cos(πξ)

πξ . (2.34)

(c) Pratiquement, toute fonction ψ oscillante, bien localisée ainsi que ψ̂ et d’intégrale nulle

fera l’affaire. Par exemple le chapeau mexicain :

ψ(t) =
2
√

3π
1
4

(1− x2)e−
1
2
t2 , (2.35)

ou l’on a :

ψ̂(ξ) = Kξ2e−2π2ξ2 . (2.36)

On distingue deux types de transformées en ondelettes suivant que le sous-groupe Λ est

discret ou continu. On distingue deux types de transformées en ondelettes suivant que le

sous-groupe Λ est discret ou continu. Où

C =

∫ ∞
−∞

|Ψ̂(ω)|2

|ω|
dω, (2.37)

Ψ̂ étant la transformée de Fourier de l’ondelette Ψ.

2.4.1 Transformée en ondelettes discrète

On peut adapter la transformée en ondelettes dans le cas où l’on se trouve dans un

ensemble discret. Cette technique est notamment utilisée dans la compression de données

numériques avec ou sans perte. La compression est réalisée par approximations successives

de l’information initiale du plus grossier au plus fin. On réduit alors la taille de l’information

23



Transformée en ondelettes

en choisissant un niveau de détail.

Il s’agit alors d’échantillonner s sur une échelle dyadique et τ . On écrit alors :

ψm,n[t] = s
−m/2
0 ψ(s−m0 t− nτ0), (2.38)

où s0 et τ0 sont des constantes.

Dans le cas où les ψm,n forment une base de Hilbert de L2(R) (c’est le cas par exemple

de l’ondelette de Haar), la décomposition en ondelette d’un signal g consiste à calculer les

produits scalaires 〈g, ψm,n〉. La recomposition du signal s’obtient alors par :

g =
∑
m∈Z

∑
n∈Z

〈g, ψm,n〉ψm,n. (2.39)

2.4.2 Mise en oeuver numérique

am = 2−m et bn = n2−m avec (n,m ∈ Z) (2.40)

On restreint les paramétres a et b à sous ensemble discret (et même fini) de R. Par exemple

d’ou :

ψambm(t) = 2
m
2 ψ(2mt− n) (2.41)

ou plus généralement, avec α > 1 et β > 0 :

ψambm(t) = α
m
2 ψ(αmt− nβ) (2.42)

Plus α est proche de 1 et β proche de 0, et plus l’information est redon dante, nécessitant

d’ailleurs de gros calculs. I. Daubechies des laboratoires Bell, a étudié dans quelles conditions

l’application :

C : f −→ Cf = (Cf (am, bn))(m,n)∈Z2 (2.43)
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Chapitre 3

Analyse multirésolution

Il s’agit d’un cadre fonctionnel qui permet de représenter une fonction comme une limite

de ses approximations à différents niveaux de résolutions ou à des échelles successives.

En effet, Mallat et meyer ont mis au piont en 1985 un outil très efficace et très flexible qui est

l’analyse multirésolution. Grâce à ce concept il a été possible l’implémentation pratique de la

décompositions. Dans ce chapitre, on étudie le concept théorique de l’analyse multirésolution

et quelques propriétés principales.

3.1 Analyse multirésolution de L2(R)

Définition 3.1.1. [17] Une analyse multirésolution est une famille croissante de sous-

espaces vectoriels fermés de L2(R) notée (Vj)j∈Z, qui ont les propriétés suivantes :

(a) ∩
j∈Z
Vj = 0 et ∪

j∈Z
Vj est dense dans L

2(R).

(b) Pour tout f ∈ V0 et k ∈ Z on af(.− k) ∈ V0.

(c) Pour tout j ∈ Z, on a f ∈ Vj si et seulement si D2f ∈ Vj+1, où on a posé Daf(x) = f(ax).

(d) Il existe une fonction θ ∈ V0, telle que la suite {θ(.− k)}k∈Z est une base de Riez de V0.

Rappelons la définition de la base de Riesz.

Définition 3.1.2. [17] Une suite {ek}k∈Z d’éléments indépendants d’un espace de Hilbert

H, constituent une base de Riesz de H, si le propriétés suivantes sont satisfaites :
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(i) L’ensemble de combinaisons linéaires finies de {ek}k∈Z, est dense dans H. i.e{∑
k∈K αkek, |K| < +∞ et αk ∈ C

}
, (3.1)

est dense dans H.

(ii) Il existe deux constantes A et B avec B > A > 0, telle que : pour toute suite finie

{αk}k∈K, on a

A
(∑

k∈K |αk|2
) 1

2 ≤
∥∥∥∑

k∈K αkek

∥∥∥
H
≤ B

(∑
k∈K |αk|2

) 1
2
. (3.2)

Définition 3.1.3. [15] Une analyse multirésolution est dite r-régulière (r ∈ N), si l’on peut

choisir la fonction θ soit r-régulière. i.e.

∀m ∈ N, ∃Cm > 0, ∀0 ≤ k ≤ r, ∀x ∈ R,

|θ(k)(x)| ≤ Cm(1 + |x|)−m. (3.3)

Dans toute la suite, on dite analyse multirésolution régulière si elle est 0-régulière.

Remarque 3.1.1. La condition (d) exprime dans le sens qu’il existe un isomorphiseme

continu entre V0 et l2(Z).

3.1.1 Quelques exemples

Présentons quelques exemples bien connus.

Exemple 3.1.1. La fonction θ = 1[0,1[ et ses tanslatées entières engendrent l’analyse mul-

tirésolution définie par :

Vj =
{
f ∈ L2(R), ∀k ∈ Z f/[ k

2j
, k+1

2j
[ = cte

}
. (3.4)

Exemple 3.1.2. La fonction θ définie par :

θ(x) =



0 si x ≤ 0

x si 0 ≤ x ≤ 1

2− x si 1 ≤ x ≤ 2

0 si x ≥ 2

(3.5)
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et ses translatées entières engendrent l’analyse multirésolution définie par :

Vj =

f ∈ L2(R) ∩ C0(R),∀k ∈ Z f/[ k
2j
, k+1

2j
[ = Pk

où Pk est un polynôme de degré 1

 .

3.1.2 La fonction d’échelle

D’une analyse multirésolution qui permet d’obtenir la base de Riesz, on peut construire

une base orthonormée {ϕ(.− k)}k∈Z de V0, la fonction ϕ appelée fonction d’échelle.

Le théorème ci-dessous affirme notre assertion :

Théorème 3.1.1. [17] Soit (Vj)j∈Z une analyse multirésolution régulière de L2(R). Alors,

il existe deux constante C1 et C2 avec C2 ≥ C1 > 0, telle que :

C1 ≤
∑
k∈Z

|θ̂(w + 2kπ)|2 ≤ C2, ∀w ∈ R. (3.6)

Où θ̂ est la transformée de Fourier de θ.

Supposons que θ̂ ∈ L1(R) et on définie ensuite ϕ ∈ L2(R) par :

ϕ̂(w) = θ̂(w)
(∑

k∈Z |θ̂(w + 2kπ)|2
)− 1

2
, (3.7)

alors la suite {ϕ(.− k)}k∈Z est une base orthonormée de V0.

Si v est une autre fonction de V0 telle que la suite {v(.− k)}k∈Z est une base orthonormée

de V0, alors la relation qui existe entre ϕ̂ et v̂ est :

v̂(w) = θ(w)ϕ̂(w), (3.8)

pour tout w ∈ R, où θ ∈ L∞(R) est 2π-périodique et |θ(w)| = 1.

Exemple 3.1.3. La fonction θ définie dans l’exemple (3.7) est une base orthonormée de V0

car :

Pour tout f ∈ V0, on a

f =
∑
k∈Z

f(k)χ[k,k+1[, (3.9)

et

ϕ̂(w) =


i
w

(e−iw − 1) si w 6= 0

1 si w = 0
(3.10)
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Mallat a démontré qu’on peut obtenir directement une base orthonormée de Vj et se

passer donc de la construction que suggère le théorème ci-dessus.

Proposition 3.1.1. Soit (Vj)j∈Z une analyse multirésolution et ϕ une fonction d’échelle

associée à (Vj)j∈Z.

Alors, la suite {ϕj,k}k∈Z est une base orthonormée de Vj, où

ϕj,k(x) = 2
j
2ϕ(2jx− k). (3.11)

Preuve. Pour tout k, m ∈ Z, on a

〈ϕj,k, ϕj,m〉 =

∫
R

2jϕ(2jx− k)ϕ(2jx−m)dx. (3.12)

En faisant le changement de variable (y = 2jx), il vient :

〈ϕj,k, ϕj,m〉 = 〈ϕ0,k, ϕ0,m〉 = δk,m, (3.13)

d’où {ϕj,k}k∈Z sont éléments orthonormées de Vj.

D’auter part,

pour tout f ∈ Vj, la fonction D2−jf ∈ V0 et :

D2−jf =
∑
k∈Z

(∫
R
f(2−jx)ϕ(x− k)dx

)
ϕ(.− k), (3.14)

d’où

D2jD2−jf =
∑
k∈Z

〈f, ϕj,k〉ϕj,k = f, (3.15)

donc, {ϕi,j}k∈Z engendre Vj.

Par conséquent, la suite {ϕj,k}k∈Z est une base orthonormée de Vj.

Remarque 3.1.2. Une approximation multirésolution d’une fonction quelconque f ∈ L2(R)

à la résolution 2j est obtenue par projection orthogonale de f dans Vj.

Ceci s’exprime par :

Pjf =
∑
k∈Z

αj,kϕj,k où αj,k = 〈f, ϕj,k〉. (3.16)

Corollaire 3.1.1. Soit ϕ une fonction d’échelle associée à une analyse multirésolution

(Vj)j∈Z.

Alors, il existe une suite des coeficients {hk}k∈Z appelées réponses impulsionnelles, telle que :

ϕ(x) =
∑
k∈Z

hk
√

2ϕ(2x− k). (3.17)
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Preuve. On a d’abord, V0 ⊂ V1.

D’aprés la proposition (3.1.1),

ϕ(x) =
∑
k∈Z

〈ϕ, ϕ1,k〉
√

2ϕ(2x− k), ∀x ∈ R. (3.18)

Donc, il suffit de prendre

hk = 〈ϕ, ϕ1,k〉,∀k ∈ Z. (3.19)

Exemple 3.1.4. Dans l’exemple (3.7) la fonction ϕ est une fonction d’échelle dont les

coeficients {hk}k∈Z sont :

hk =


1√
2

si k = 0, 1

0 si k 6= 0, 1
(3.20)

Le thérème suivant caratérise la fonction d’échelle par sa transformée de Fourier :

Théorème 3.1.2. [17] Etant donnée une analyse multirésolution (Vj)j∈Z régulière et une

fonction d’échelle ϕ associée à (Vj)j∈Z.

Alors, il existe une fonction H de L2
pér([0, 2π]) s’appelle filtre d’échelle, telle que

pour tout w ∈ R, on a

ϕ̂(w) = H(
w

2
)ϕ̂(

w

2
). (3.21)

Preuve. D’après la relation (3.17), on a

ϕ(x) =
∑
k∈Z

hk
√

2ϕ(2x− k). (3.22)

En prenant la transformée de cette égalité, on obtient :

ϕ̂(w) = (
1√
2

∑
k∈Z

hke
−ikw

2 )ϕ̂(
w

2
), (3.23)

pour tout w ∈ R.

Donc, il suffit de prendre

H(w) =
1√
2

∑
k∈Z

hke
−ikw. (3.24)
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Un premier proplème que l’on peut se poser est le suivant : disposant d’une fonction régulière

θ.

On définit une suite d’espaces de Hilbert (Vj)j∈Z par (b, c, d) de la définition (3.1.1).

Sous quelles conditions a-t-on Vj ⊂ Vj+1, ∀j ∈ Z ?

La réponse est donnée par la proposition suivante :

Proposition 3.1.2. Sous les conditions ci-dessus, on suppose qu’il existe une fonction 2π-

périodique de L2([0, 2π]) notée H et régulière telle que

θ̂(w) = H(
w

2
)θ̂(

w

2
),∀w ∈ R. (3.25)

Alors, pour tout j ∈ Z, Vj ⊂ Vj+1.

Un deuxième problème est le suivant :

En admettant les hypothèses du problème précédent.

Sous quelles conditions
⋃
j∈Z
Vj est-elle dense dans L2(R) ?

La proposition ci-dessous peut répondre à notre question :

Proposition 3.1.3. Sous les conditions du deuxième problème, on a⋃
j∈Z

Vj = L2(R), (3.26)

si et seulement si

|ϕ̂(0)| = 1, (3.27)

où ϕ̂ est définie par (3.7).

Corollaire 3.1.2. Si la fonction d’échelle ϕ est régulière. Alors nous avons :

ϕ̂(2kπ) = 0, ∀k ∈ Z∗. (3.28)

Preuve. Comme la famille {ϕ(.− k)}k∈Z est orthonormale, on a∑
k∈Z

|ϕ̂(w + 2kπ)|2 = 1, (3.29)

et pour w = 0, on a

1 =
∑
k∈Z

|ϕ̂(2kπ)|2 =
∑
k∈Z∗
|ϕ̂(2kπ)|2 + 1. (3.30)
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On déduit que

ϕ̂(2kπ) = 0, pour k ∈ Z∗. (3.31)

Théorème 3.1.3. [17] Le filtre d’échelle H satisfait les deux relations :

H(0) = 1, (3.32)

|H(w)|2 + |H(w + π)|2 = 1, ∀w ∈ R (3.33)

Preuve. 1. D’après la relation (3.21), on a∫
R
ϕ(x)dx = H(0)

∫
R
ϕ(x)dx, (3.34)

et ∫
R
ϕ(x)dx 6= 0. (3.35)

Par conséquent, H(0) = 1.

2. D’après la relation (3.21), on obtient :

|ϕ̂(2w + 2kπ)|2 = |H(w + kπ)|2|ϕ̂(w + kπ)|2. (3.36)

Alors

1 =
∑
k∈Z

|H(w + 2kπ)|2|ϕ̂(w + 2kπ)|2 +
∑
k∈Z

|H(w + π + 2kπ)|2|ϕ̂(w + π + 2kπ)|2

= |H(w)|2
∑
k∈Z

|ϕ̂(w + 2kπ)|2 + |H(w + π)|2
∑
k∈Z

|ϕ̂(w + π + 2kπ)|2.

D’où

|H(w)|2 + |H(w + π)|2 = 1, ∀w ∈ R. (3.37)

Corollaire 3.1.3. La fonction H est nulle aux points {(2k + 1)π, k ∈ Z}.

Preuve. Il suffit d’appliquer la relation (3.33) et la périodicité de H.

Un troisième problème, soulevé par S. Mallat, A.Cohen, est alors le suivant :

Soit H une fonction 2π-périodique et régulière vérifiant (3.32) et (3.33).
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L’égalité ϕ̂(w) =
∏+∞

j=1 H(2−jw) nous permet-elle de reconstituer une analyse mutirésolu-

tion ? En général, la réponse est non. Il nous faut donc exiger plus de cette fonction H. Ce

qui se traduit dans le théorème suivant :

Théorème 3.1.4. [17] Une fonction H engendre une analyse mutirésolution régulière si et

seulement si elle vérifie les propriétés suivantes :

• H est 2π -périodique et régulière.

• H(0) = 1.

• |H(w)|2 + |H(w + π)|2 = 1, ∀w ∈ R.

• Il existe un compact K congru à P = [−π, π], 0 ∈ intérieure (K), tel que

∀w ∈ K, ∀j > 1, H(2−jw) 6= 0. (3.38)

Définition 3.1.4. [17] Un compact est dit congru à P = [−π, π] module 2π si et seulement

si :

∀w ∈ P, ∃!ζ ∈ K, tel que : (w − ζ) ∈ 2πZ. (3.39)

3.2 Construction des ondelettes

L’effet d’ondelette consiste à analyser le signal f à l’aide d’une fonction bien localisée,

ψ, de moyenne nulle, qu’on appele ondelette, que l’on translate sur tout le signal et que l’on

peut dilater.

Définition 3.2.1. [17] Une ondelette est une fonction ψ de L2(R) qui vérifie la relation

suivante : ∫
R
ψ(x)dx = 0. (3.40)

Définition 3.2.2. [14] L’ondelette ψ a N moments nuls si et seulement si :∫
R
xlψ(x)dx = 0, ∀l = 0, 1, . . . , N − 1. (3.41)

Ce qui équivaut aussi, dans l’espace de Fourier à :

ψ̂(l)(0) = 0, ∀l = 0, 1, . . . , N − 1. (3.42)
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Dans cette section, nous décrivons la construction d’une base d’ondelette à partir d’une

analyse mutirésolution.

Théorème 3.2.1. :[17, 15] (Mallat, Meyer) Etant donnée une analyse mutirésolution

régulière.

Alors, il existe une ondelette ψ ∈ L2(R) telle que si l’on introduit les fonctions ψj,k définie

par :

ψj,k(x) = 2
j
2ψ(2jx− k), j, k ∈ Z, (3.43)

la famille {ψj,k, j, k ∈ Z} est une base orthonormée de L2(R).

Par conséquent, pour tout f ∈ L2(R), il existe une unique décomposition :

f =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

dj,kψj,k, (3.44)

où dj,k = 〈f, ψj,k〉.

Donnons d’abord les deux lemmes suivants :

Lemme 3.2.1. Soit (Vj)j∈Z une analyse mutirésolution.

Alors, on a les propriétés suivantes :

i) Pour tout j ∈ Z, il existe un sous-espace de Vj+1 notée Wj, tel que

Vj+1 = Vj ⊕Wj. (3.45)

ii) L2(R) =
⊕
k∈Z

Wk.

iii) Pour tout j ∈ Z, on a f ∈ Wj si et seulement si D2f ∈ Wj+1.

iv) Pour tout f ∈ W0 et k ∈ Z, on a f(.− k) ∈ W0.

Lemme 3.2.2. Soit (Vj)j∈Z une analyse multirésolution régulière.

On définit ψ ∈ L2(R) par :

ψ(x) =
∑
k∈Z

gk
√

2ϕ(2x− k), gk = (−1)kh1−k. (3.46)

Alors, la suite {ψ(.− k)}k∈Z est une base orthonormée de W0.
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Preuve. D’après le lemme (3.2.2) {ψ0,k}k∈Z est une base orthonormée de W0, ensuite nous

utilisons le lemme (3.2.1), on trouve que la suite {ψj,k}j,k∈Z est une base orthonormée de

L2(R).

Pour que la convergence d’une décomposition d’une fonction sur une base d’ondelettes soit

rapide, on souhaite que la suite {hk}k∈Z soit finie c’est équivalente à dire que ϕ et ψ sont à

support compact.

Cette rapidité est liée au nomber de moments nuls de d’ondellet ψ.

Le théorème suivant décrit la propriété d’approximation d’une ondelette.

Théorème 3.2.2. [15] Soit ψ une ondelette a N moments nuls telle que suppψ ⊂ I, I est

un intervalle.

Pour tout f ∈ CN(R), il existe une constante C > 0 telle que

|dj,k| ≤ C2−j(N+ 1
2

), dj,k = 〈f, ψj,k〉, (3.47)

pour tout j, k ∈ Z.

Preuve. Pour montrer cette majoration il nous suffit d’appliquer la formule de Taylor à la

fonction f autour du centre de l’ondelette ψj,k.

Si on a posé x0 = k
2j
, on trouve que

f(x) =
N−1∑
l=0

1

l!
f (l)
(
k
2j

)(
x− k

2j

)l
+

1

N !
f (N)(y0)

(
x− k

2j

)N
=

N−1∑
l=0

1

l!2jl
f (l)
(
k
2j

)(
2jx− k

)l
+

1

N !2jN
f (N)(y0)

(
2jx− k

)N
.

Quand on a fait le produit scalaire de f avec ψj,k, la somme de termes polynômiaux disparaît,

et il ne reste que

〈f, ψj,k〉 =
1

N !2jN

∫
R
f (N)(y0)(2jx− k)N2

j
2ψ(2jx− k)dx. (3.48)

En faisant le changement de variable (y = 2jx− k), on obtient :

〈f, ψj,k〉 =
1

N !2j(N+ 1
2

)

∫
I

f (N)(y1)yNψ(y)dy. (3.49)
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Si on a posé : I = [−K,K] K > 0, on a∣∣∣∫
I
f (N)(y1)yNψ(y)dy

∣∣∣ ≤ sup
x∈I
|f (N)(x)|

∫
I

|y|N |ψ(y)|dy

≤ sup
x∈I
|f (N)(x)|‖ψ‖L2(R)K

N
√

2K.

Par conséquent,

|dj,k| ≤ C2−j(N+ 1
2

), (3.50)

où C = KN
√

2K
N !

supx∈I |f (N)(x)|.

3.2.1 Exemples d’ondelettes

Il existe un certain nombre de familles d’ondelettes orthogonales couramment utilisées.

Les plus connues sont sans doute les ondelettes de Daubechies, elles résultent de compormis

optimaux entre deux critères contradictoires : Le nombre de moments nuls des ondelettes

et la taille de leur support.

3.3 Ondelette à support compact

-L’ondelette de Haar

C’est la plus simple des ondelettes, définie sur l’intervalle [0, 1], c’est la fonction ψ vérifie :

ψ(x) =


1 si 0 ≤ x < 1

2

−1 si 1
2
≤ x < 1

0 si x < 0 ou x ≥ 1

(3.51)

Cette ondelette est très simple et est donc facile à mettre en oeuvre algorithmiquement. De

plus, son support est compact : Elle est bien localisée en espace.

En contre partie, elle n’a qu’un seul moment nule et est discontinue.

-L’ondelette de Daubechies

Elles ont été construites de telle sorte qu’elles aient le support le plus petit pour un nombre

de moments nuls N , la fonction d’échelle ϕ possède un support de taille 2N , notées D2N ,

en d’autre terme :
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∫
R
xlψ(x)dx = 0, ∀l = 0, . . . , N − 1.

suppϕ ⊂ [0, 2N − 1].

suppψ ⊂ [−N + 1, N ]. (3.52)

3.4 Ondelettes périodiques

Jusqu’à présent nous travaillons sur des fonctions définies sur l’ensemble R, or pour

certaines applications en particulier en traitement du signal ou de l’image, le domaine sur

lequel sont définies les fonctions étudiées est en général borné, il semble raisonnable de

chercher une manière à réaliser une analyse multirésolution adaptée au domaine borné. En

1986, P.G Lemarié et Y. Meyer [17] ont construit des analyses multirésolutions sur [0, 1] en

se basant sur l’idée de périodiser les fonctions de base de l’analyse multirésolution de L2(R).

Depuis, les traveaux sont développés et de nombreux résultats ont conduit à la construction

d’ondelettes sur l’intervalle et permettant de caractériser les fonctions régulières sur [0, 1]

(espace de sobolev et de Holder). Une manière intuitive et simple pour cette construction

est les ondelettes périodiques définies de la façon suivante : Soit φ ∈ L2(R) une fonction

d’échelle et ψ ∈ L2(R) l’ondelette associée à une analyse multirésolution orthogonale de

L2(R). Pour j, l ∈ Z, on définit la fonction d’échelle périodique de période 1, par :

φ̃j,l(x) =
+∞∑

n=−∞

φj,l(x+ n), (3.53)

et l’ondelette périodique associée :

ψ̃j,l(x) =
+∞∑

n=−∞

ψj,l(x+ n). (3.54)

Les fonctions φ̃j,l et ψ̃j,l sont bien définies puisque les espace φ0 et ψ0 sont engendrés respec-

tivement par les familles des translatés de φ et ψ. On montre [13] que les fonctions d’échelles

et les ondelettes périodiques ainsi définies génèrent une analyse multirésolution orthonormée

de L2[0, 1] : Les espaces d’approximation et de détails sont respectivement Ṽj et W̃j tels que :

Ṽj = vec
{
φ̃j,l, l = 0, . . . 2−j − 1.

}
. (3.55)
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W̃j = vec
{
ψ̃j,l, l = 0, . . . 2−j − 1.

}
. (3.56)

On obtient alors pour J0 la décomposition de L2[0, 1] :

L2[0, 1] = ṼJ0 ⊕ (⊕j≥J0W̃j). (3.57)

3.5 Analyse multirésolution de L2(Rn)

Nous donnons ici la définition générale de l’analyse mutirésolution de L2(Rn) telle que

l’énonce Y.Meyer.

Définition 3.5.1. [15] On appele analyse multirésolution de L2(Rn), une suite croisante

(Vj)j∈Z de sous-espaces vectoriels fermés de L2(Rn) ayant les propriétés suivantes :

(a)
⋂
j∈Z
Vj = 0 et

⋃
j∈Z
Vj est dense dans L2(Rn).

(b) Pour tout f ∈ V0 et k ∈ Zn, on a f(.− k) ∈ V0.

(c) Pour tout j ∈ Z, on a f(.− k) ∈ Vj si et seulement si D2f ∈ Vj+1.

(d) Il existe une fonction θ ∈ V0, telle que la suite {θ(.− k)}k∈Zn est une base de Riesz

de V0.

Définition 3.5.2. [17] Une analyse mutirésolution (Vj)j∈Z de L2(Rn) est r-régulière (r ∈ N),

si la fonction θ de la définition ci-dessus satisfait :

∀m ∈ N, ∃Cm > 0,∀α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn et |α| ≤ r

|∂αθ(x)| ≤ Cm(1 + |x|)−m, (3.58)

pour tout x ∈ Rn.

Le théorème suivant montre l’existence d’une analyse mutirésolution (Vj)j∈Z de L2(Rn) à

partir d’une analyse mutirésolution régulière (V 1
j )j∈Z de L2(R).

Théorème 3.5.1. [17] Etant donnée une analyse mutirésolution régulière (V 1
j )j∈Z de L2(R),

caratérisée par sa fonction d’échelle ϕ.

On définit une suite (Vj)j∈Z de manière suivante :

Pour tout j ∈ Z,

Vj = V 1
j

⊗
V 1
j

⊗
. . . . . .

⊗
V 1
j (nfois). (3.59)
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Alors, (Vj)j∈Z est une analyse mutirésolution régulière de L2(Rn), caratérisée par sa fonction

d’échelle φ, telle que :

∀x = (x1, x2, . . . . . . , xn) ∈ Rn, φ(x) = ϕ(x1)ϕ(x2) . . . . . . ϕ(xn). (3.60)

Théorème 3.5.2. [17] Soit (Vj)j∈Z une analyse mutirésolution régulière de L2(Rn) telle que

sa fonction d’échelle φ donnée par la relation (3.60).

Alors, pour tout j ∈ Z, la suite des fonctions {φj,k}k∈Zn où

φj,k(x) = 2n
j
2φ(2jx− k), (3.61)

est une base orthonormée de Vj.

Soit (Vj)j∈Z une analyse mutirésolution régulière de L2(Rn), si l’on note Wj le complémen-

taire orthogonale de Vj dans Vj+1, on a en terme ensembliste

Vj+1 = Vj
⊕

Wj, (3.62)

ce qui peut se traduire sur les opérateurs par la relation :

Pj+1 = Pj +Qj, (3.63)

où Qj est l’opérateur de projection orthogonale de L2(Rn) sur Wj.

De la définition de l’analyse mutirésolution, on a

L2(Rn) =
⊕
j∈Z

Wj, (3.64)

ce qui signifie qu’une base de L2(Rn) peut être constituée des bases des différents sous-espaces

Wj.

En dimension 2, une construction peut se faire pae le théorème suivant :

Théorème 3.5.3. [17] Soit (Vj)j∈Z une analyse mutirésolution régulière de L2(R2).

Soit φ(x, y) = ϕ(x)ϕ(y) la fonction d’échelle 2-D associée et ψ l’ondelette 1-D associée à ϕ.

On peut alors construire les trois ondelettes suivantes :

ψ(1)(x, y) = ϕ(x)ψ(y), (3.65)

ψ(2)(x, y) = ψ(x)ϕ(y), (3.66)

ψ(3)(x, y) = ψ(x)ψ(y). (3.67)
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Analyse multirésolution

Pour tout j, n,m ∈ Z, on a le système :{
ψ

(1)
j,(n,m), ψ

(2)
j,(n,m), ψ

(3)
j,(n,m)

}
(n,m)∈Z2

, (3.68)

qui forme une base orthonormée de Wj.

De plus, le système : {
ψ

(1)
j,(n,m), ψ

(2)
j,(n,m), ψ

(3)
j,(n,m)

}
(j,n,m)∈Z3

, (3.69)

qui constitue une base orthonormée de L2(R2).

Figure 3.1 – Schéma de décomposition j=1 et j=2.
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Analyse multirésolution

Figure 3.2 – Schéma de décomposition j=3.
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Chapitre 4

Nouvelle méthode de seuillage et ses

applications dans le débruitage d’images

Dans une approche par ondelettes, le seuillage des coefficients d’ondelettes est une ba-

sique étape pour l’algorithme du débruitage. La procédure du seuillage s’applique directe-

ment aux coefficients d’ondelettes à l’aide d’une fonction η qui doit être caractérisée par

le paramètre du seuillage λ et deux propriétés fondamentales telles que, l’élimination des

petits coefficients d’ondelettes et la réduction de l’effet des gros coefficients. Donoho et

Johnstone [8] ont introduit les deux premières méthodes du seuillage, qui sont le seuillage

dur et le seuillage doux. La fonction du seuillage dur est discontinue et celle du seuillage

doux est continue avec une dérivée constante et discontinue. En raison de ces caractéris-

tiques, chaque méthode sourit de quelques inconvénients au niveau de l’image comprimée

ou débruitée. Dans ce chapitre nous proposons une alternative technique pour le débruitage

d’images basée sur une nouvelle fonction du seuillage η, dont nous pouvons éviter les défauts

de méthodes précédentes.

4.1 Principe du débruitage d’images par seuillage des

coefficients d’ondelettes

Considérons une image originale f de taille N×M pixels, qui sera récupérée. Supposons

que cette image est bruitée par un bruit blanc gaussien n qui a une moyenne 0 et de variance
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Principe du débruitage d’images par seuillage des coefficients d’ondelettes

notée σ2 : L’image observée g sera donnée par la relation suivante :

g(i, j) = f(i, j) + n(i, j), i = 1, · · · , N, j = 1, · · · ,M. (4.1)

L’objectif du débruitage est de supprimer le bruit contenu dans g en estimant f̃ , qui minimise

l’erreur moyenne quadratique ou en anglais Mean Square Error (MSE) définie comme suit :

MES =
1

N ×M

N∑
i=1

M∑
j=1

(f̃(i, j)− f(i, j))2. (4.2)

Dans le domaine d’ondelettes, le débruitage traite chaque coefficient d’ondelettes des espaces

de detail LH, HL, HH à l’aide de la fonction du seuillage η pour obtenir ḡ. Ainsi, l’image

débruitée f̃ sera l’inverse de la transformation en ondelette discrète de ḡ. i.e, f̃ = IDWT (ḡ) :

4.2 Rappel sur les traditionnelles techniques de seuillage

Il existe plusieurs types des seuillages. Nous pouvons d’abord distinguer les seuillage dur

et seuillage doux.

Seuillage dur (Hard Thresholding)

Le seuillage dur est celui qui est le plus intuitif. On se xe un seuil λ > 0. On ne conserve

que les coefficients d’ondelettes supérieurs à λ et on met à zéro les autres, sa fonction λ est

donnée par :

ηH(x, λ) =

x si |x| > λ

0 si |x| 6 λ
(4.3)

En raison de la discontinuité de cette fonction, l’image débruitée sera motivée par des

artefacts.

Seuillage doux (Soft Thresholding)

Dans le cas du seuillage dur, on met toujours à zéro les coefficients inférieurs à un seuil

λ. Par contre, pour ceux supérieurs à λ, on atténue l’amplitude des coefficients par la valeur
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Nouvelle fonction de seuillage des coefficients d’ondelettes

du seuil afin de s’assurer d’avoir enlever l’effet du bruit même pour les forts coefficients, la

fonction du seuillage ici est exprimée par :

ηS(x, λ) =


x− λ si x > λ

0 si |x| 6 λ

x+ λ si x < −λ

(4.4)

Dans ce cas, la fonction du seuillage est continue et le coefficient seuillé sera donc plus petit

que le coefficient du signal. Ce type de seuillage garantit que le signal obtenu sera toujours

plus régulier que le signal de départ. Notant que la valeur du paramètre de seuillage est

soumise aux régles du seuillage : Donoho et Johnstone [8] ont proposé la règle Visu Shrink,

où la valeur de seuillage est définie comme suit :

λ = σ
√

2 log(N ×M), (4.5)

où N ×M représente la taille de l’image et σ est l’écart type correspond au bruit. De plus,

le niveau du bruit σ peut être estimé selon cette formule :

σ̂ =
Median(|yi,j|)

0.6745
, yi,j ∈ sous− bandeHH1. (4.6)

4.3 Nouvelle fonction de seuillage des coefficients d’on-

delettes

La nouvelle fonction de seuillage que nous avons proposé dans [8] se caractérise par un

paramètre de forme α(α > 0) et elle est construite pour être continue et graphiquement

située entre les traditionnelles fonctions de seuillage (dur et doux). Cette fonction vérifie un

compromis entre le seuillage dur et le seuillage doux, où sa expression mathématique est

donnée par :

ηNew,α(x, λ) =


x− λ+ 2λ√

π

∫ α(x−λ
λ

)

0
e−t

2
dt si x > λ

0 si |x| 6 λ

x+ λ− 2λ√
π

∫ 0

α(x+λ
λ

)
e−t

2
dt si x < −λ

(4.7)
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Nouvelle fonction de seuillage des coefficients d’ondelettes

Figure 4.1 – Graphique de Dur, Doux, garrot et seuillage proposé avec ( α = 0,05, α=0,2,

α=0,3) respectivement à λ=10)

D’aprés (4.7), quand α −→ 0, la fonction ηNew,α(., λ) −→ ηS(., λ) et quand α −→

+∞, la fonction ηNew,α(., λ) −→ ηH(., λ) : Cette propriété montre qu’on peut accéder au

seuillage dur et doux par un simple ajustement du paramètre de forme α. De plus, la fonction

ηNew,α(., λ) possède les propriétés suivantes :

Théorème 4.3.1. [6] La fonction ηNew,α(., λ) est graphiquement située entre les tradition-

nelles fonctions de seuillage (dur et doux).

Démonstration du théorème

Pour tout x, on pose

f(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt, (4.8)

remarquons que f est croissante sur R et elle a les propriétés suivantes :

0 6 f(x) 6 1, ∀x > 0, (4.9)

−1 6 f(x) 6 0, ∀x 6 0. (4.10)

alors, pour x > λ on a,

0 6 f(α(
x− λ
λ

)) 6 1, (4.11)
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d’où

x− λ 6 ηNew,α(x, λ) 6 x. (4.12)

Pour x < −λ, on a

α(
x+ λ

λ
) < 0, (4.13)

et
−2√
π

∫ 0

α(x+λ
λ

)

e−t
2

dt = f(α(
x+ λ

λ
)) = −f(−α(

x+ λ

λ
)), (4.14)

d’où

− 1 6
−2√
π

∫ 0

α(x+λ
λ

)

e−t
2

dt 6 0, (4.15)

par conséquent,

x 6 ηNew,α(., λ) 6 x+ λ. (4.16)

Pour |x| = λ, toutes les fonctions ηNew,α(., λ) , ηH(., λ) et ηS(., λ) sont égales à zéro.

Théorème 4.3.2. [6] La fonction ηNew,α(., λ) est continue, croissante sur R et infiniment

differentiable sur ]−∞,−λ[∪]λ,+∞[.

Démonstration du théorème

Comme la fonction ηNew,α(., λ) est continue aux points |x| = λ, alors elle est continue

sur R : D’autre part, pour x < −λ on a

η
′

New,α(., λ) = 1 +
2α√
π
e−α

2(x+λ
λ

)2 > 0, (4.17)

et pour x > λ on a aussi

η
′

New,α(., λ) = 1 +
2α√
π
e−α

2(x−λ
λ

)2 > 0. (4.18)

Donc, ηNew,α(., λ) est croissante sur R. D’ailleurs, d’aprés les formules de η
′
(x, λ) pour

x < −λ et x > λ, la fonction ηNew,α(., λ) est infiniment differentiable sur ]−∞,−λ[∪]λ,+∞[.

Théorème 4.3.3. (Estimation d’erreur d’approximation) :[6] Soit (Vj)j∈R une analyse mul-

tirésolution rgulière de L2(R) et l’ondelette associée. Pour toute f ∈ L2(R) et J ∈ N∗, on

définit :
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Nouvelle fonction de seuillage des coefficients d’ondelettes

PHard
VJ

f = PV0f +
J−1∑
j=0

QHard
j f, (4.19)

P Soft
VJ

f = PV0f +
J−1∑
j=0

QSoft
j f, (4.20)

PNew
VJ

f = PV0f +
J−1∑
j=0

QNew
j f. (4.21)

Où PV0f est la projection orthogonale de f sur V0 et QHard
j f , QSoft

j f et QNew
j f sont la

projection orthogonale de f sur Wj en utilisant le seuillage dur, doux et nouveau seuillage

respectivement. Alors on a l’estimation d’erreur suivante :∥∥∥f − PNew
VJ

f

∥∥∥
L2(R)

<
∥∥∥f − P Soft

VJ
f

∥∥∥
L2(R)

= CJ,λ(f)λ2 +
∥∥∥f − PHard

VJ
f

∥∥∥
L2(R)

, (4.22)

où

CJ,λ(f) = card {(j, k), j = 0, · · · , J − 1, k ∈ Z), |dj,k| > λ} . (4.23)

La démonstration de ce théorème se trouve dans [6] Dans ce qui suit, on va introduire les

étapes de l’algorithme correspondant à la nouvelle technique de seuillage.

Étape 1 : Charger l’image.

Étape 2 : Décomposer l’image avec (DWT) au niveau j produit les sousbandes : LL, LH, HL,

HH.

Étape 3 : Estimer le niveau du bruit σ en utilisant

Étape 4 : Appliquer la règle du choix de paramètre de seuillage aux coefficients d’ondelettes

avec la nouvelle fonction de seuillage ηNew,α(., λ).

Étape 5 : Reconstruire l’image en applicant (IDWT) pour les nouveaux coefficients d’onde-

lettes.

Étape 6 : Obtenir l’image débruitée.
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Résultats expérimentaux et discussion

Charger image

bruitée

↓

DWT

↓

Estimer le

niveau de bruit

↓

seuillage par

la méthode proposée

↓

IDWT

↓

Image

Débruitée

4.4 Résultats expérimentaux et discussion

Afin de vérifier l’efficacité de notre méthode de débruitage, nous comparons cette nou-

velle méthode avec les méthodes de seuillage classiques telles que Hard, Soft et Garrote à

l’aide de le règle Visu Shrink. Ces méthodes de seuillage sont appliquées aux diverses images

de test de taille 512× 512 pixels, qui sont bruitées par un bruit gaussien avec différents ni-

veaux de bruit. L’ondelette utilisée dans toutes les méthodes est l’ondelette de Haar au

niveau de décomposition J = 1, où le paramètre de forme est déterminé par une méthode

d’approximation stochastique (algorithme de Robbins-Monro). Alors, les résultats de simu-

lation en utilisant Matlab sont présentés dans le tableau suivant :
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Résultats expérimentaux et discussion

Figure 4.2 – Comparaison des PSNR (dB) entre les méthodes de débruitage.

Apparemment, les résultats expérimentaux montrent qu’à chaque niveau de bruit, le

PSNR qui correspond à notre méthode proposée est le plus élevé par rapport à toutes les

autres méthodes pour chaque image. En outre, la performance de la méthode de Garrote

pour chaque image par rapport à la méthode Hard et Soft apparait aux niveaux élevés

de bruit. Alors que, notre méthode proposée évite ce problème en raison de l’existence du

paramètre de forme. Ainsi, notre méthode de débruitage est supérieure à toutes les autres

méthodes en termes de qualité visuelle de l’image débruitée.

48



Résultats expérimentaux et discussion

Figure 4.3 – Images originales et corrompues pour Barbara avec niveau de bruit gaussien

σ=20

Figure 4.4 – Images débruitées, (a), (b), (c), (d) en utilisant dur, doux, Garrot et Méthode

proposée respectivement au niveau de bruit gaussien σ=20
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté une nouvelle technique pour le débruitage d’images,

qui est basée sur une nouvelle fonction du seuillage, cette fonction se caracterise par un para-

mètre de forme dont on peut vérifier un compromis entre les fonctions du seuillage classiques

(dur et doux). Les résultats expérmentaux ont montré la meilleur performance de cette tech-

nique par rapport au seuillage dur et doux.

Par consequent, on peut adopter cette nouvelle technique pour le débruitage d’images.
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Résumé 

     Ce mémoire, est consacré à l'étude d’effet pratique d'une nouvelle 

technique pour le débruitage d'images. On commence par un rappel sur 

l'espace de Hilbert et quelques propriétés principales. Puis,  on fait un 

survol sur la théorie des signaux,  où on définit quelques notions de base 

comme,  le signal,  l'image numérique et le bruit.  Ensuite,  on démontre 

par une étude approfondie sur l'analyse multirésolution,  que l'on peu  

construire des variétés des bases orthonormées d’ondelettes.  On 

propose également,  une nouvelle fonction du seuillage caractérisée 

paravantages par rapport aux seuillage dur et doux 

     Enfin,  on compare par des critères informatiques la performance 

pratique des techniques classiques avec la nouvelle technique. 

Mots-clès : Analyse de Fourier,  ondelettes,  analyse multirésolution, 

Seuillage dur et doux,  débruitage d'images, nouvelle fonction du 

seuillage. 

 

Abstract 

This work is devoted to the study of the practical effect of a new 

technique for images denoising. We begin with a reminder on the 

Hilbert space and some main properties. Next, we do an overview of the 

signal theory, where we define some basic notions as : the signal, the 

digital image and 

the noise. Then, we demonstrate through a detailed study on 

the multiresolution analysis, that we can build from it varieties of 

orthonormal wavelet bases. We also propose a new thresholding 

function characterized by advantages over hard and soft thresholding 

    Finally, we compare by informatics criteria the practical performance 

of classical techniques with the new technique. 

Keywords : Fourier analysis, wavelets, multiresolution analysis, 

Hard and Soft thresholding, images denoising, new thresholding 

function. 

 

 ملخص

َبذأْا  ْزِ انًزكشة تخص دساست انًفعول انتطبيقي نتقُيت جذيذة نتصفيت انصوس، حيث         

حول َظشيت الاشاساث،  ثى َقذو نًحت. بتزكيش حول فضاء ْهبشث يع بعض انخصائص الأساسيت

بعذ رنك، َبشٍْ . انعذديت و انتشويش أيٍ َعشف بعض انًفاْيى الأساسيت كالإشاسة، انصوسة

 باستخذاو دساست يفصهت حول انتحهيم

َقتشح . يتعذد انحهول عهى أَّ يًكُُا يٍ خلانّ تشكيم عذة أسس يويجيت يتعايذة ويتجاَست

 .انصهب و انُاعى بانًقابم، دانت جذيذة نهتعتيب تتًتع بًزايا يقاسَت يع انتعتيب

 .و أخيشا، َقاسٌ باستخذاو يعاييش عذديت، الآداء انتطبيقي نهتقُياث انقذيًت وانتقُيت انجذيذة      

 .انحهول، انتعتيب تحهيم فوسييّ، انًويجاث، انتحهيم يتعذد : الكلمات المفتاحية


	Introduction générale
	Rappel sur l'espace de Hilbert
	L'espace vectoriel normé
	Produit scalaire
	Espase vectoriel normé
	Exemple sur les normes usuelles sur Rn
	Limites

	Espaces de Hilbert
	Notion de base hilbertienne
	Théorème de la projection orthogonale18


	Généralités sur la théorie des signaux
	Notions de base
	Types du bruit
	Analyse De Fourier 
	Séries de Fourier
	Coefficients de Fourier
	Transformée de Fourier des fonctions de L1(R)
	Transformée de Fourier des fonctions de L2(R)
	Bases trigonomériques de L2(T)

	Transformée en ondelettes
	Transformée en ondelettes discrète
	Mise en oeuver numérique


	Analyse multirésolution
	Analyse multirésolution de L2(R)
	Quelques exemples
	La fonction d'échelle

	Construction des ondelettes
	Exemples d'ondelettes

	Ondelette à support compact 
	Ondelettes périodiques
	Analyse multirésolution de L2(Rn)

	Nouvelle méthode de seuillage et ses applications dans le débruitage d'images
	Principe du débruitage d'images par seuillage des coefficients d'ondelettes
	Rappel sur les traditionnelles techniques de seuillage
	Nouvelle fonction de seuillage des coefficients d'ondelettes
	Résultats expérimentaux et discussion

	Conclusion
	Bibliographie

