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Introduction générale

L’analyse est considérée comme l’une des sciences mathématiques, elle se développe

dans ces dernières années par un afflux d’hypothèses et de théorèmes, en particulier dans la

théorie du point fixe. Cette dernière est au coeur de l’analyse non linéaire puisqu’elle fournit

les outils nécessaires pour avoir des théorèmes d’existence dans beaucoup de problèmes non

linéaires différents. Il y a différentes applications dans la topologie et dans les autres sciences

telles que la physique, la chimie, la biologie et l’économie ... etc.

La première apparition de la théorie du point fixe était à la fin du 19ème siècle par le

mathématicien polonais Banach intitulée, le principe de la contraction. Ce théorème est

souvent mentionné comme le théorème du point fixe de Banach qui l’a énoncé en 1922 dans

le cadre de la résolution des équations intégrales. Il est employé pour trouver des solutions

approximatives et successives et l’existence d’une seule solution des équations notamment

les équations différentielles. Ce théorème est appliqué dans l’espace métrique complet.

En 1930, Schauder a amélioré et généralisé le problème de l’existence et de l’unicité de

Brower et insiste sur l’application continue sur un ensemble convexe et compact contraire-

ment à Brower qui étudie seulement la compacité à cause de leur étude qui s’effectue sur la

topologie.

Au cours des dernières années, de nombreux articles ont été consacrés à la notion de

mesure de non-compacité. Les articles les plus explicatifs sur ce sujet. La notion de me-

sure de non-compacité a été définie de plusieurs façons. Où les mesures de non-compacité

se sont également avérées très utiles en théorie des points fixes métriques, donnant des ré-

sultats d’existence ou de stabilité pour des applications non expansives et uniformément

lipschitziennes basées sur certains coefficients définis en termes de telles mesures.
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Dans la théorie du point fixe, un rôle important est joué par le concept de mesure de

non-compacité. Ce concept a été initié par l’article fondamental de Kuratowski [15]. En 1955,

G. Darbo, en utilisant le concept d’une mesure de non-compacité, a prouvé un théorème

garantissant l’existence de points fixes des opérateurs condensantes [11]. Ce théorème a

trouvé une abondance d’applications pour prouver l’existence des solutions pour une large

classe d’équations différentielles et intégrales.

Il vaut la peine de mentionner que le théorème de Darbo étend à la fois le principe

classique de la contraction de Banach et le théorème du point fixe de Schauder étendue aux

opérateurs non compacts [8]. Certains auteurs ont utilisé la théorie des points fixes Darbo

pour construire des applications de mesure de non-compacité.

Dans ce mémoire, nous présenterons des définitions bien connues, et la définition de la

mesure de non-compacité avec quelques types, et quelques théorèmes importants du point

fixe pour qui sont liés à la mesure de non-compacité dans l’espace de Banach, avec une

application.

Nous avons réparti ces idées formant ce mémoire, en trois chapitres :

Le premier chapitre contient un rappel sur certaines notions utilisées tout au long de

ce mémoire, comme : les espaces métriques, les espaces complets, les espaces de Banach,

quelques éléments d’analyse fonctionnelle, les mesures de non-compacité et les applications

condensantes.

Le deuxième chapitre est consacré à présenter le théorème de Schauder et quelques théo-

rèmes du point fixe qui sont liés à la mesure de non-compacité dans l’espace de Banach,

comme : théorème de Darbo et ses généralisations, théorèmes du point fixe utilisant mesure

faible de De Blasi, théorème du point fixe de Sadovskii et théorème de Mönch.

Dans le troisième chapitre, on va appliquer le théorème de Darbo pour étudier l’existence

de la solution d’une équation intégrale non linéaire de type Volterra.
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Notations générales

Certaines notations seront utilisées tout au long de ce mémoire que nous lisons ci-

dessous :

R Ensemble des nombres réels.

Rn Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.

|.| Valeur absolue ou module.

X La fermeture de X.

X
ω La fermeture pour la topologie faible de X.

ConvΩ L’enveloppe convexe et fermé de l’ensemble Ω.

L1(R+) Espace des fonctions integrables sur R+.

∥.∥1 La norme associé d’espace L1(R+), tel que ∥f∥1 =
∫
R+

|f(x)|dx.

diamX La diamètre d’ensemble X.

BC(R+,R) L’espace des fonctions bornées et continues de R+vers R.

∥.∥ La norme associé d’espace BC(R+,R), tel que ∥x∥ = sup
t∈R+

|x(t)|.

ME La famille de tous les sous-ensembles bornés non vides de E.

NE La sous-famille constituée de tous les ensembles relativement compacts de E.

E ′ Espace dual topologique de l’espace E.

mes La mesure de Lebesgue.
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Chapitre 1

Mesures de non compacité

1.1 Espaces métriques

Définition 1.1.1. Une distance sur un ensemble E est une application d : E × E → R+

telle que, pour tout x, y, z ∈ E :

1. d(x, y) = 0 ⇔ x = y, ( d est séparation).

2. d(x, y) = d(y, x), (d est symétrie).

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), (inégalité triangulaire).

Le couple (E, d) est appellé un espace métrique.

Exemple 1.1. Soit E =]0,+∞[ . Pour x, y ∈ E, on définie sur E la distance

d(x, y) =
∣∣∣1
x
− 1

y

∣∣∣.
En effet, on a

1. d(x, y) = 0 ⇔
∣∣∣1
x
− 1

y

∣∣∣ = 0 ⇔ 1

x
− 1

y
= 0 ⇔ 1

x
=

1

y
⇔ x = y.

2. d(x, y) =
∣∣∣1
x
− 1

y

∣∣∣ = ∣∣∣1
y
− 1

x

∣∣∣ = d(y, x).

3. d(x, z) =
∣∣∣1
x
− 1

z

∣∣∣ ≤ ∣∣∣1
x
− 1

y

∣∣∣+ ∣∣∣1
y
− 1

z

∣∣∣ = d(x, y) + d(y, z).

Proposition 1.1.1 (seconde inégalité triangulaire).

∀ x, y, z ∈ E, |d(x, y)− d(y, z)| ≤ d(x, z).
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1.1.1 Topologie des espaces métriques

Définition 1.1.2. Dans un espace métrique (E, d), on appelle boule ouverte (resp. boule

fermé) de centre a ∈ E et de rayon r > 0, le sous-ensemble :

B(a, r) = {x ∈ E, d(a, x) < r} (resp. Bf (a, r) = {x ∈ E, d(a, x) ≤ r}).

Définition 1.1.3. Soient (E, d) un espace métrique et A une partie de E. On dit que A est

bornée si et seulement si

∃M ∈ R+ tel que ∀(x, y) ∈ A2, on a d(x, y) ≤ M.

Définition 1.1.4. Soit A une partie non vide et bornée de E.

On appelle diamètre de A le nombre δ(A) défini par :

δ(A) = sup
(x,y)∈A2

d(x, y).

Remarque 1.1.

δ(∅) = 0.

Définition 1.1.5. Soit (E, d) un espace métrique, A et B sont des parties bornées de E et

x ∈ E.

On définit la distance entre x et A par

dA(x) = inf
y∈A

d(x, y).

On définit la distance entre A et B par

d(A,B) = inf
x∈A,y∈B

d(x, y).

1.1.2 Suites dans des espaces métriques

Définition 1.1.6 (Convergence). Soit (E, d) un espace métrique. Une suite (xn)n de E

est dite convergente vers un élément x de E si

∀ε > 0,∃N0 ∈ N, ∀n ∈ N tel que n ⩾ N0 ⇒ d(xn, x) ≤ ε.
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Définition 1.1.7 (Suite de Cauchy). Soit (E, d) un espace métrique. Une suite (xn)n est

une suite de Cauchy si

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N,∀m,n ∈ N tel que m,n ≥ n0 ⇒ d(xm, xn) < ε.

Proposition 1.1.2.

1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Toute suite de Cauchy est bornée.

Définition 1.1.8 (Espace métrique complet). Soit (E, d) un espace métrique, on dit

que (E, d) est complet si toute suite de Cauchy est convergente dans E.

Exemple 1.2. L’espace (R, |.|) est un espace métrique complet.

1.1.3 La continuté dans les espaces métriques

Définition 1.1.9. Soient (E, d) et (F, δ) deux espaces métriques, et f : E −→ F est une

application, on dit que f est continue en a ∈ E si et seulement si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ E, d(x, a) < α ⇒ δ(f(x), f(a)) < ε.

Remarque 1.2. Une application f est continue sur E si et seulement si elle est continue

en tout point a de E.

Définition 1.1.10. On dit que f est uniformément continue si et seulement si

∀ε > 0,∃α > 0,∀x, y ∈ E, d(x, y) < α ⇒ δ(f(x), f(y)) < ε.

Exemple 1.3. Soient (E, d) un espace métrique et a ∈ E. L’application x 7−→ d(a, x) est

continue de E dans [0,∞[.

Théorème 1.1.1. Soient E et F deux espaces métriques et f : E −→ F et soit b = f(a),

on a

f est continue en a ⇔ si V est un voisinage de b alors f−1(V ) est un voisinage de a.
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Corollaire 1.1.1 (Caractérisation d’une application continue). Les trois conditions ci-

dessous sont équivalentes.

(i) f : E −→ F est continue en tout point de E.

(ii) Pour tout ouvert U de F alors f−1(U) est un ouvert de E.

(iii) Pour tout fermé W de F alors f−1(W ) est un fermé de E.

Définition 1.1.11 (Application lipschitzienne). Une application f : (E, dE) → (F, dF )

est dite lipschitzienne s’il existe une constante k ≥ 0 telle que

∀(x, y) ∈ E2, dF (f(x), f(y)) ≤ kdE(x, y).

Théorème 1.1.2. Toute application lipschitzienne est continue et en particulier, uniformé-

ment continue, i.e.

∀ε > 0,∃η > 0, tel que ∀x, y ∈ E, dE(x, y) < η ⇒ dF (f(x), f(y)) < ε.

Remarque 1.3. Si la constante k < 1 et si E = F , on dit que f est une contraction.

Définition 1.1.12 (Le point fixe). Soient (E, d) un espace métrique, et f : E −→ E une

application, on dit qu’un point x ∈ E est un point fixe de f si et seulement si f(x) = x.

Définition 1.1.13 (La limite). Soient (E, ∥.∥) et (F, ∥.∥) désignent deux espaces vectoriels

normés, A est une partie de E et f : A −→ F est une fonction.

Soit a ∈ A. On dit que f admet une limite en a s’il existe l ∈ F tel que,

∀ε > 0,∃δ > 0, tel que ∀x ∈ B(a, δ) ∩ A,⇒ ∥f(x)− l∥ < ε.

Si f admet une limite en a, cette limite est nécessairement unique.

Définition 1.1.14 (Convergence faible). Soit (xn)n∈N une suite de E et soit x un élément

de E, alors(
xn ⇀ x (Convergence faible)

)
⇔

(
∃f ∈ E ′, tel que f(xn) → f(x) (Converge simple)

)
.

Où E ′ := {f : E −→ C, telle que f linéaire et continue }, cet espace est dit le dual

topologique de E.
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1.2 Espaces de Banach

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur un corps K (R ou C).

On appelle norme sur E une application de E dans R+, notée ∥.∥ telle que

∀x, y ∈ E, ∀λ ∈ K :

a) ∥x∥ = 0 si et seulement si x = 0.

b) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, (inégalité triangulaire).

c) ∥λx∥ = |λ|.∥x∥, (homogénéité).

Remarque 1.4. Un espace vectoriel normé (e.v.n.) est un couple (E, ∥.∥). Il s’agit d’un

cas particulier d’espace métrique muni de la distance

d(x, y) := ∥x− y∥, x, y ∈ E.

Remarque 1.5. Tout espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach.

Exemple 1.4. L’espace BC(R+,R) des fonctions réelles x définies, bornés et continus en

R+, avec la norme maximale

∥x∥ = sup
t∈R+

|x(t)|,

est un espace de Banach.

En effet, soit (xn)n≥0 est une suite de Cauchy dans BC(R+,R), i.e.

∀ ε > 0,∃ N0 ∈ N,∀ n,m ∈ N tel que n,m ⩾ N0 ⇒ ∥xm − xn∥ ⩽ ε.

∥xn − xm∥ = sup
t∈R+

|xm(t)− xn(t)| ⩽ ε, ∀ n,m ⩾ N0. (1.1)

Soit t = t0 ∈ R+ fixé, alors on obtient

|xn(t0)− xm(t0)| ⩽ ε.

C’est à dire (xn(t0)) est une suite de Cauchy dans R, puisque (R, |.|) est un espace

complet alors (xn(t0)) est convergente dans R, soit vers un élément x(t0).

On peut définir la fonction x ponctuelement sur R+ par ; pour tout t ∈ R+ il exist un

seul élément x(t) de R tel que, xn(t) convergente vers x(t).

8



On va montrer que (xn) est convergente vers x, puis on montre que x ∈ BC(R+,R).

On tend n vers l’infini dans (1.1), on obtient

sup
t∈R+

|xm(t)− x(t)| ⩽ ε, ∀ m ⩾ N0.

Par conséquent, (xn) est convergente vers x, i.e.

∀ ε > 0,∃ N1 ∈ N,∀ n ∈ N tel que n ⩾ N1 ⇒ ∥xn − x∥ ⩽ ε

3
.

∥xn − x∥ = sup
t∈R+

|xn(t)− x(t)| ⩽ ε

3
,

cela implique que

∀ t ∈ R+, |xn(t)− x(t)| ⩽ ε

3
.

On a

∀ t ∈ R+,
∣∣∣|xn(t)| − |x(t)|

∣∣∣ ⩽ |xn(t)− x(t)| ⩽ ε

3
,

alors

∀ t ∈ R+, |x(t)| ⩽ |xn(t)|+
ε

3
,

puisque xn est bornée, i.e.

∃ M > 0,∀ t ∈ R+ : |xn(t)| ⩽ M.

Donc

∀ t ∈ R+, |x(t)| ⩽ M +
ε

3
.

D’où x est bornée.

D’autre part, on a xn continue en t1 ∈ R+ (quelconque), i.e.

∀ ε > 0,∃ δ > 0, tel que |t− t1| ⩽ δ ∀ t ∈ R+ ⇒ |xn(t)− xn(t1)| ⩽
ε

3
.

On va etudier la continuté de x en t1

|x(t)− x(t1)| = |x(t)− xn(t) + xn(t)− xn(t1) + xn(t1)− x(t1)|

⩽ |x(t)− xn(t)|+ |xn(t)− xn(t1)|+ |xn(t1)− x(t1)|

⩽ ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.
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Alors, x est continue en t1 ∈ R+ (quelconque), ce qui implique x est continue sur R+.

Par suite, la limite x est une fonction définie, bornée et continue sur R+ dans R, i.e.

x ∈ BC(R+,R).

Par conséquent, l’espace BC(R+,R) est un espace de Banach.

1.3 Compacité

Définition 1.3.1 (Les ensembles compacts). On dit qu’un ensemble A de E est compact

si de toute suite d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite converge vers un élément

de A.

Définition 1.3.2 (Autre définition d’ensemble compact). Soit A un ensemble d’un espace

normé E, A est dit compact si de tout recouvrement de A par des ouverts de A on peut

extraire un sous-recouvrement fini i.e.

∀Vj, j ∈ J (ouverts);U ⊂
∪
j∈J

Vj, ∃Vj(k), k = 1, 2, ..., n tel que U ⊂
n∪

k=1

Vj(k).

Proposition 1.3.1.

1. Si A est compact, alors A est fermé et borné.

2. Si E est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A est fermé et

borné.

Définition 1.3.3 (Les ensembles faiblement compacts). On dit qu’un ensemble A de

E est faiblement compact si de toute suite d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite

faiblement converge vers un élément de A.

Définition 1.3.4 (Les ensembles relativement compacts). On dit qu’un ensemble A

de E est relativement compact si et seulement si son adhérence A est compact.

Définition 1.3.5 (Les ensembles faiblement relativement compacts). On dit qu’un

ensemble A de E est faiblement relativement compact si et seulement si son adhérence A

est faiblement compact.

10



Définition 1.3.6 (L’application compacte). Soient E et F deux espaces de Banach, Ω

une partie non vide de E.

Une application f : Ω ⊆ E −→ F est dite compacte si et seulement si elle est continue

et l’image de tout ensemble borné X de Ω est un ensemble relativement compact de F ,

c’est-à-dire, f(X) est un compact.

1.4 Convexité

Définition 1.4.1. Un sous-ensemble X d’un espace vectoriel normé E est dit

i) Affine si et seulement si :

∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ R, (1− λ)x+ λy ∈ X.

ii) Convexe si et seulement si :

∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ [0, 1] , (1− λ)x+ λy ∈ X.

Autrement dit, un ensemble est affine (resp. convexe) s’il contient toute droite (resp. tout

segment) passant par deux de ses points.

Exemples

Nous commençons par quelques exemples élémentaires.

i) Tout ensemble affine est convexe.

ii) Soit ∥.∥ une norme sur l’espace vectoriel E. Pour tout x ∈ E et r ≥ 0, la boule

centrée en x et de rayon r (ouverte ou fermée) est convexe

B(x, r) := {y ∈ E/∥x− y∥ ≤ r}.

iii) Pour toute forme linéaire ϕ : E −→ R et b ∈ R, le sous-niveau

S = {x ∈ E, ϕ(x) ≤ b},

est un ensemble convexe appelé demi-espace.
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En effet, soient x, y ∈ S et λ ∈ [0, 1] on a

ϕ(λx+ (1− λ)y) = λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y)

≤ λb+ (1− λ)b

= b,

alors,

λx+ (1− λ)y ∈ S.

Définition 1.4.2 (L’enveloppe convexe et fermé). Soit Ω un ensemble d’un espace

vectoriel normé E. On dit que l’enveloppe convexe et fermé d’ensemble Ω est un plus petit

convexe et fermé contient à Ω i.e.

ConvΩ =
∩{

K ⊂ E : K ⊃ Ω, K est convexe et fermé
}
.

Définition 1.4.3 (Les applications convexes). Soit f une application d’espace vectoriel

normé E dans R. On dit que l’application f est convexe sur E, si pour tout x, y ∈ E et

λ ∈ [0, 1] on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Exemple 1.5. La norme ∥.∥ définie sur l’espace de Banach E est une application convexe.

En effet, soient x, y ∈ E et λ ∈ [0, 1] on a

∥λx+ (1− λ)y∥ ≤ ∥λx∥+ ∥(1− λ)y∥

= |λ|∥x∥+ |(1− λ)|∥y∥

= λ∥x∥+ (1− λ)∥y∥

1.5 Mesures de non-compacité

Considérons E est un espace de Banach avec la norme ∥.∥. On a noté par ME la famille

de tous des sous-ensembles bornés non vides de E et par NE sa sous-famille constituée de

tous les ensembles relativement compacts.

Définition 1.5.1. [2, 8, 9] On dit qu’une application µ : ME → R+ est une mesure de

non-compacité dans E si elle satisfaite les propriétés suivantes pour tout X,Y ∈ ME :
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1. La famille kerµ = {X ∈ ME : µ(X) = 0} est non vide et kerµ ⊂ NE.

2. X ⊂ Y ⇒ µ(X) ≤ µ(Y ).

3. µ(X) = µ(X).

4. µ(ConvX) = µ(X).

5. µ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λµ(X) + (1− λ)µ(Y ) pour λ ∈ [0, 1].

C’est à dire que l’application µ est une application convexe sur ME.

6. Si {Xn} est une suite décroissante d’ensembles fermées de ME tel que

lim
n→∞

µ(Xn) = 0

alors l’ensemble d’intersection X∞ =
∞∩
n=1

Xn est non vide.

La famille kerµ d’écrit dans la propriété 1 est appellée le noyau de la mesure de non-

compacité µ.

En remarquant que l’ensemble d’intersection X∞ est un membre du noyau kerµ.

En effet, puisque

µ(X∞) ≤ µ(Xn), pour tout n ∈ N.

Alors

µ(X∞) = 0.

Cela donne X∞ ∈ kerµ.

Pour plus des propriétés des mesures de non-compacité nous référons à [8].

Dans la suite, nous allons utiliser des mesures de non-compacité ayant des propriétés

supplémentaires.

Une mesure est dite sous-linéaire si elle satisfaite aux deux conditions suivantes :

1. µ(λX) = |λ|µ(X), λ ∈ R.

2. µ(X + Y ) ≤ µ(X) + µ(Y ).

Une mesure de non-compacité sous-linéaire µ satisfaisante la condition

µ(X ∪ Y ) = max{µ(X), µ(Y )},

tel que kerµ = NE est dit régulier.[9]
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1.5.1 Mesure de Kuratowski

Soit E un espace métrique et Ω un sous ensemble non vide et borné de E.

Définition 1.5.2. [15] La mesure de non compacité de Kuratowski de l’ensemble Ω, notée

α(Ω) est l’inf des nombres d > 0, tel que Ω admet un recouvrement fini par des ensembles

de diamètre inférieur à d, i.e.

α(Ω) = inf
{
d > 0,Ω =

n∪
i=1

Ωi tel que δ(Ωi) ≤ d
}
.

1.5.2 Mesure de Hausdorff

Avant de donner la définition de la mesure de non-compacité de Hausdorff, rappelons

d’abord la notion de ε-réseau dans le cas où (E, ∥.∥) est un espace normé. Ici, on note par

BE = B(0, 1).

Définition 1.5.3. Soit E un espace normé. Un ensemble S ⊂ E est appelé un ε-réseau de

Ω si

Ω ⊂ S + εBE =
{
s+ εb; s ∈ S, b ∈ BE

}
.

Définition 1.5.4. La mesure de non compacité de Hausdorff de l’ensemble Ω, notée χ(Ω)

est l’inf des nombres ε tels que Ω admet un ε-réseau fini dans E, i.e.

χ(Ω) = inf
{
ε > 0, tel que ∃ S fini de E,Ω ⊂ S + εBE

}
.

Remarque 1.6. Dans le cas où Ω est un sous-ensemble non vide et non borné, alors

α(Ω) = χ(Ω) = ∞.

les deux mesures de non-compacité de Kuratowski et de Hausdorff sont liées entre elles

par le théorème suivant :

Théorème 1.5.1. Soient α et χ les mesures de non-compacité de Kuratowski et de Haus-

dorff et Ω un sous ensemble d’un espace de Banach E. Alors

χ(Ω) ≤ α(Ω) ≤ 2χ(Ω).

Preuve. Voir [3]
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1.5.3 Mesure de non compacité faible de De Blasi

Dans toute cette section, E désigne un espace de Banach, ME la famille de toutes les

parties non vides bornées de E et ΓE un sous ensemble de ME formé de toutes les parties

faiblement compactes de E. Soit Br la boule fermée dans E de centre 0 et de rayon r.

Dans [17, 12], De Blasi a introduit l’application suivante ν : ME −→ [0,∞[ définie par :

ν(X) = inf
{
r > 0 : il existe un ensemble Y ∈ ΓE tel que X ⊆ Y +Br

}
,

pour tout X ∈ ME.

Définition 1.5.5. [20] L’application ν est appellée la mesure de non compacité faible de De

Blasi.

Quelques propriétés [20]

Soient X1, X2 ∈ E alors

1. Monotonie : Si X1 ⊆ X2 alors ν(X1) ≤ ν(X2).

2. ν(X1) = 0 si et seulement si X1 est relativement faiblement compact.

3. ν(X
w

1 ) = ν(X1), où X
w

1 la fermeture pour la topologie faible de X1.

4. Semi-homogèneité : ν(λX1) = |λ|ν(X1), pour tout λ ∈ R.

5. Invariance par enveloppe convexe :ν(ConvX1) = ν(X1).

6. Semi-additivité algébrique : ν(X1 +X2) ≤ ν(X1) + ν(X2).

7. Si (Xn)n≥1 est une suite décroissante des parties non vide, bornées, et faiblement

fermées de E avec lim
n−→∞

ν(Xn) = 0, alors
∞∩
n=1

Xn ̸= 0 et ν(
∞∩
n=1

Xn) = 0,

c’est à dire
∞∩
n=1

Xn est relativement faiblement compact.

Une caractérisation de la mesure de non compacité faible de De Blasi dans les espaces

L1 a été donnée par Appell et De Pascale dans [4] sous une forme plus simple comme suit

lim
ε→0

{
sup
x∈X

{
sup

{∫
Ω0

|x(t)|dt : Ω0 ⊆ Ω,mes(Ω0) ⩽ ε
}}}

,

pour tout X ∈ ML1(Ω) où mes désigne la mesure de Lebesgue.
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1.5.4 Applications µ-contractions

Soient E et F deux espaces de Banach.

Définition 1.5.6. [14, 10] Soit f : E −→ F une application continue et bornée sur chaque

sous ensemble borné de E.

On dit que f est :

1. µ-lipchitzienne avec la constante k ≥ 0, si

µ(f(Ω)) ≤ kµ(Ω), ∀Ω ∈ ME.

2. complètement continue si elle est µ-lipchitzienne avec k = 0.

3. µ-contraction si elle est µ-lipchitzienne avec k < 1.

4. condensante si elle est µ-lipchitzienne avec k = 1 et

µ(f(Ω)) < µ(Ω),

pour tout Ω borné et non relativement compact (µ(Ω) > 0).

Remarque 1.7. Toute application complètement continue est une application µ-contraction,

ainsi toute application µ-contraction est une application condensante.

Définition 1.5.7. supposons que M est un sous-ensemble non vide d’un espace de Banach

E et T : M → E est un opérateur continu. On dit que T satisfait la condition Darbo (avec

une constante k ⩾ 0) par rapport à une mesure de non-compacité si, pour tout sous-ensemble

borné X de M , l’inégalité suivante est vraie :

µ(TX) ≤ kµ(X).
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Chapitre 2

Quelques théorèmes de point fixe

Ce chapitre est consacré pour présenter quelques théorèmes du point fixe qui corres-

pendent avec la mesure de non-compacité.

D’abord, nous rappelons par les théorèmes du point fixe principaux dans l’espace de

Banach. En particulier on présente dans le premier section deux théorèmes de Schauder,

que nous utilisons dans les théorèmes à venir dans ce chapitre.

2.1 Théorèmes de Schauder

Théorème 2.1.1 (Le premier théorème de Schauder, [7, 5]). Si Ω un sous-ensemble

non vide, convexe et compact d’espace de Banach E, et F : Ω → Ω une application continue

sur Ω. Alors F admet au moins un point fixe dans Ω.

Preuve.

Voir [5].

Théorème 2.1.2 (Deuxième théorème de Schauder, [1, 7, 5]). Soit Ω un sous-ensemble

non vide, borné, fermé et convexe d’espace de Banach E. Alors toute application continue

et compacte F : Ω → Ω admet au moins un point fixe dans Ω.

Preuve.

Voir [5].
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2.2 Théorème de Darbo et ses généralisations

Dans cette section on présente le théorème de Darbo et quelques ses généralisations qui

donner l’existance du point fixe pour des applications continues sur un sous-ensembles non

vides, bornés, fermés et convexes des espaces Banach.

Maintenant nous rappelons le théorème du point fixe suivant qui est une version du

point fixe classique pour les applications lipschitziennes dans le contexte des mesures de

non-compacité.

Théorème 2.2.1 (Darbo, [8]). Soient Ω un sous-ensemble non vide, borné, fermé et

convexe d’espace de Banach E et T : Ω → Ω est une fonction continue et µ est une mesure

de non-compacité définie dans E. Supposons qu’il existe une constante k ∈ [0, 1[ telle que

µ(TX) ⩽ kµ(X), (2.1)

pour tout sous-ensemble non vide de Ω. Alors T admet un point fixe dans Ω.

Preuve. On considère une suite (Ωn) décroissante et définie par :

Ω0 = Ω et Ωn = ConvTΩn−1, pour tout n ≥ 1.

S’il existe un nombre naturel n0 tel que µ(Ωn0) = 0, alors Ωn0 est rélativement compact

et puisque TΩn0 ⊆ Ωn0 .

Donc le théorème de Schauder 2.1.1 implique que T admet un point fixe.

D’autre part, supposons que µ(Ωn) > 0 pour tout n ≥ 0.

En utilisant (2.1) nous obtenons

µ(Ωn+1) = µ(ConvTΩn)

= µ(TΩn)

≤ kµ(Ωn).

(2.2)

Puisque k < 1, alors

µ(Ωn+1) < µ(Ωn), ∀ n ≥ 0.

Par conséquent, {µ(Ωn)} est une suite décroissante des nombres réels positifs.
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Alors, il existe r > 0 tel que

lim
n→∞

µ(Ωn) = r. (2.3)

Donc, d’après (2.2) on obtient

lim
n→∞

µ(Ωn+1) ≤ lim
n→∞

kµ(Ωn),

alors

0 ≤ r ≤ kr,

implique que r = 0.

Alors,

lim
n→∞

µ(Ωn) = 0.

Maintenant, puisque

Ωn+1 ⊆ Ωn et TΩn ⊆ Ωn.

D’après la propriété 6 de mesure de non-compacité, nous conclurons que Ω∞ =
∞∩
n=1

Ωn

est un sous-ensemble non vide, fermé, convexe de Ω et invariant sous l’opérateur T , et donc

il appartient à Kerµ.

Par conséquent, d’après le théorème de Schauder 2.1.1, T admet un point fixe dans

Ω.

2.2.1 Quelques généralisations du théorème de Darbo

Théorème 2.2.2. [21] Soit Ω est un sous-ensemble non vide, fermé, borné et convexe

d’espace de Banach E. De plus, supposons que T : Ω → Ω est une fonction continue telle

que

Ψ(µ(TX)) ≤ ϕ(µ(X)), (2.4)

pour chaque sous-ensemble non vide X de Ω, où Ψ et ϕ : R+ → R sont deux fonctions.

Supposons que

(i) pour u, v ∈ R+ si Ψ(u) ≤ ϕ(v), alors u ≤ v.
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(ii) pour {un}, {vn} ⊂ R+ avec lim
n→∞

un = lim
n→∞

vn = w,

si Ψ(un) ≤ ϕ(vn) pour tout n ∈ N, alors w = 0.

Et par conséquent, T admet un point fixe dans Ω.

Preuve. [21] On considère la suite (Ωn) décroissante et définie par :

Ω0 = Ω et Ωn = ConvTΩn−1, pour tout n ≥ 1.

S’il existe un nombre naturel n0 tel que µ(Ωn0) = 0, alors Ωn0 est rélativement compact

et puisque TΩn0 ⊆ Ωn0 .

Donc le théorème de Schauder 2.1.1 implique que T admet un point fixe dans Ω.

D’autre part supposons que µ(Ωn) > 0 pour tout n ≥ 0.

En utilisant (2.4) nous obtenons

Ψ(µ(Ωn+1)) = Ψ(µ(ConvTΩn))

= Ψ(µ(TΩn))

≤ ϕ(µ(Ωn)).

(2.5)

En raison de la condition (i) et (2.5) on déduit que {µ(Ωn)} est une suite décroissante

de nombres réels positifs.

Alors, il existe r ≥ 0 tel que µ(Ωn) → r quand n → ∞.

Donc, vu de (2.5) et de la condition (ii), nous obtenons r = 0, alors

lim
n→∞

µ(Ωn) = 0.

Maintenant, puisque

Ωn+1 ⊆ Ωn et TΩn ⊆ Ωn,

donc la propriété 6 de mesure de non-compacité implique que Ω∞ =
∞∩
n=1

Ωn est non vide,

fermé, convexe et invariant sous l’opérateur T , donc il appartient à Kerµ.

D’où, d’après le théorème de Schauder 2.1.1, T admet un point fixe dans Ω.
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Théorème 2.2.3. [21] Soit Ω est un sous-ensemble non vide, fermé, borné et convexe

d’espace de Banach E. De plus, suppose que T : Ω → Ω est une fonction continue telle que

Ψ(µ(TX)) ≤ φ(µ(X))− θ(µ(X)), (2.6)

pour chaque sous-ensemble non vide X de Ω, où Ψ, φ et θ : R+ → R+ sont trois fonctions

tels que φ et θ sont bornées sur tout interval borné dans R+ et Ψ est continue.

De plus, supposons que

(1) Ψ(x) ≤ φ(y) ⇒ x ≤ y,

(2) pour toute suite {xn} dans R+ avec xn → t > 0,

Ψ(t)− lim
n→∞

supφ(xn) + lim
n→∞

inf θ(xn) > 0.

Alors, T admet un point fixe dans Ω.

Preuve. [21] De même que dans la preuve du théorème 2.2.2, nous construisons la suite

{Ωn} par

Ω0 = Ω et Ωn = ConvTΩn−1, pour tout n ≥ 1.

S’il existe un nombre naturel n0 tel que µ(Ωn0) = 0, alors Ωn0 est rélativement compact.

Par conséquent, d’après le théorème de Schauder 2.1.1, nous conclusons que T admet

un point fixe dans Ω.

D’autre part, supposons que µ(Ωn) > 0 pour tout n ≥ 0.

En appliquant (2.6) nous obtenons

Ψ(µ(Ωn+1)) = Ψ(µ(ConvTΩn))

= Ψ(µ(TΩn))

≤ φ(µ(Ωn))− θ(µ(Ωn)).

(2.7)

Puisque θ ≥ 0, donc de (2.7) nous obtenons

Ψ(µ(Ωn+1)) ≤ φ(µ(Ωn)),

qui par condition (1) implique que

µ(Ωn+1) ≤ µ(Ωn).
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Par conséquent, {µ(Ωn)} est une suite décroissante des nombres réels positifs.

Alors, il existe r > 0 tel que

lim
n→∞

µ(Ωn) = r. (2.8)

Nous allons prouver que µ(Ωn) → 0 quand n → ∞.

Prendre la limite supérieure des deux côtés de (2.7) et en utilisant les propriétés des

fonctions Ψ, φ et θ, on a

Ψ(r) ≤ lim sup
n→∞

φ(µ(Ωn)) + lim sup
n→∞

(−θ(µ(Ωn))). (2.9)

Par conséquent,

Ψ(r) ≤ lim sup
n→∞

φ(µ(Ωn))− lim inf
n→∞

θ(µ(Ωn)), (2.10)

cela implique que

Ψ(r)− lim sup
n→∞

φ(µ(Ωn)) + lim inf
n→∞

θ(µ(Ωn)) ≤ 0. (2.11)

Donc, de la condition (2), nous conclusons que r = 0.

Alors,

lim
n→∞

µ(Ωn) = 0.

Maintenant, puisque

Ωn+1 ⊆ Ωn et TΩn ⊆ Ωn.

En utilisant la propriété 6 de mesure de non-compacité nous conclusons que Ω∞ =
∞∩
n=1

Ωn

est non vide, fermé, convexe et invariant sous l’opérateur T et appartient à Kerµ.

Par conséquent, d’après le théorème de Schauder 2.1.1, T admet un point fixe dans

Ω.

Théorème 2.2.4. [2] Soient Ω un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’espace

de Banach E et T : Ω → Ω est un opérateur continu tel que

Ψ(µ(TX)) ⩽ Ψ(µ(X))− φ(µ(X)), (2.12)
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pour tout sous-ensemble non vide X de Ω, où φ et Ψ : R+ → R+ sont données des fonctions

tels que φ est semi-continue inférieurement et Ψ est continue sur R+.

De plus,

φ(0) = 0 et φ(t) > 0 pour t > 0.

Alors T admet au moins un point fixe dans Ω.

Preuve. [2] On considère la suite (Ωn) décroissante définie par :

Ω0 = Ω et Ωn = ConvTΩn−1, pour tout n ∈ N.

S’il existe un nombre naturel n0 tel que µ(Ωn0) = 0, alors Ωn0 est compact.

Dans ce cas le théorème de Schauder 2.1.1 implique que T admet un point fixe dans Ω.

D’autre part, supposons que µ(Ωn) > 0, pour n = 1, 2, ....

Par nos hypothèses, on obtient

Ψ(µ(Ωn+1)) = Ψ(µ(ConvTΩn))

= Ψ(µ(TΩn))

≤ Ψ(µ(Ωn))− φ(µ(Ωn)).

(2.13)

Puisque la suite (µ(Ωn)) est décroissante et positive, on déduit que µ(Ωn) → r quand n

tend vers l’infini, où r ≥ 0 est un nombre réel positif.

D’autre part, au vu de (2.13), nous obtenons

lim
n→∞

supΨ(µ(Ωn+1)) ≤ lim
n→∞

supΨ(µ(Ωn))− lim
n→∞

inf φ(µ(Ωn)).

Cela donne

Ψ(r) ≤ Ψ(r)− φ(r).

Par conséquent,

φ(r) = 0 alors r = 0.

D’où nous déduisons que

lim
n→∞

µ(Ωn) = 0.

Maintenant, puisque
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Ωn+1 ⊂ Ωn.

En utilisant la propriété 6 de mesure de non-compacité nous conclusons que Ω∞ =
∞∩
n=1

Ωn

est non-vide, fermé, convexe et Ω∞ ⊂ Ω.

De plus, l’ensemble Ω∞ est invariant sous l’opérateur T et Ω∞ ∈ kerµ.

Ainsi, en appliquant le théorème de Schauder 2.1.1 nous complétons la preuve.

Théorème 2.2.5 (Darbo généralisé, [2]). Soient Ω un sous-ensemble non vide, borné,

fermé et convexe d’espace de Banach E et T : Ω → Ω est un opérateur continu satisfait

l’inégalité suivant

µ(TX) ≤ φ(µ(X)), (2.14)

pour tout sous-ensemble non vide X de Ω, où φ : R+ → R+ est une fonction croissante telle

que

lim
n→∞

φn(t) = 0, pour tout t ≥ 0.

Alors T admet au moins un point fixe dans Ω.

Preuve. [2] De même que dans la démonstration de théorème précédent, nous définissons

par induction la suite (Ωn), où

Ω0 = Ω et Ωn = ConvTΩn−1, pour tout n ∈ N.

De la même manière qu’avant, nous pouvons supposer que µ(Ωn) > 0, pour tout n ∈ N.

De plus, d’après nos hypothèses, on a

µ(Ωn+1) = µ(ConvTΩn)

= µ(TΩn)

≤ φ(µ(Ωn))

≤ φ2(µ(Ωn−1))

≤ ... ≤ φn(µ(Ω)).

Cela implique que

lim
n→∞

µ(Ωn) = 0.
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Puisque la suite (Ωn) est décroissante, d’après la propriété 6 de mesure de non-compacité,

on déduit que l’ensemble Ω∞ =
∞∩
n=1

Ωn est un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de

l’ensemble Ω.

Par conséquent, nous obtenons que Ω∞ est un élément du noyau kerµ.

Alors, Ω∞ est compact.

Ensuite, en gardant à l’esprit que T de Ω∞ vers lui-même.

D’après le théorème de Schauder 2.1.1 nous déduisons que l’opérateur T admet un point

fixe x dans l’ensemble Ω∞.

Évidemment x ∈ Ω. Ceci complète la preuve.

Maintenant, faisons attention au corollaire suivant de théorème précédent qui appartient

au théorie classique des points fixes métriques.

Corollaire 2.2.1. [2] Soient Ω un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’espace

de Banach E et T : Ω → Ω est un opérateur continu tel que

∥Tx− Ty∥ ≤ φ
(
∥x− y∥

)
, (2.15)

pour tout x, y ∈ Ω, où φ : R+ → R+ est une fonction croissante avec

lim
n→∞

φn(t) = 0, pour tout t > 0.

Alors T admet un point fixe dans Ω.

Preuve. [2] Soit µ : ME → R+ est une quantité définie par la formule :

µ(X) = diamX,

où

diamX = sup{∥x− y∥ : x, y ∈ X},

représente le diamètre de X.

On voit facilement que µ est une mesure de non-compacité dans un espace E (voir.

[6, 8]).
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Plus de remarquer que depuis la fonction φ est croissante, puis en vue de (2.15) on a

sup
x,y∈X

∥Tx− Ty∥ ≤ sup
x,y∈X

φ
(
∥x− y∥

)
≤ φ

(
sup
x,y∈X

∥x− y∥
)
.

Cela donne

µ(TX) ≤ φ(µ(X)).

Après l’application de théorème 2.2.5, la preuve se termine.

Dans ce qui suit, nous montrons que l’hypothèse en disant que

lim
n→∞

φn(t) = 0 pour t > 0,

peut être remplacé par d’autres exigences pratiques.

Lemme 2.2.1. [2] Soit φ : R+ → R+ une fonction croissante et semi-continue supérieure-

ment. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) lim
n→∞

φn(t) = 0 pour tout t > 0,

(ii) φ(t) < t pour tout t > 0.

Preuve. [2] Si (i) est satisfaite.

Supposons que la condition (ii) ne tient pas i.e.

∃ t0 ∈ R∗
+ tel que φ(t0) ≥ t0.

Par conséquent, puisque φ est croissante on déduit que

φ2(t0) = φ(φ(t0)) ≥ φ(t0) ≥ t0.

Par induction on obtient que

φn(t0) ≥ t0 > 0, pour n = 1, 2, ....
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Cela donne la contradiction et prouve que la condition (ii) est satisfaite.

Réciproquement, supposons que φ satisfait la condition (ii).

Si on prend un nombre réel t > 0 et on considére la suite (φn(t)).

On a

φ2(t) = φ(φ(t)) < φ(t).

De même, par induction, nous pouvons facilement voir que la suite (φn(t)) est décrois-

sante et positive. Puis, il existe la limite

lim
n→∞

φn(t) = r.

Si r = 0 on a la conclusion souhaitée.

Si r > 0, puis en vue de nos hypothèses, nous avons que φ(r) < r.

D’un autre côté, nous avons que r < φn(t) pour tout n = 1, 2, ....

Au vu de la semi-continuité supérieurement de φ, cela implique que

r ≤ lim
n→∞

φn(t)

= lim
n→∞

φ(φn−1(t))

≤ φ(r) < r.

La contradiction obtenue complète la preuve.

Remarquez cela, les hypothèses sur la semi-continuité supérieurement de la fonction φ

est exploité uniquement dans la preuve de l’implication (ii)⇒ (i).

De plus, dans la preuve de cette implication, nous n’utilisons pas le fait que, φ est

croissante.

D’un autre côté, il est facile de voir que si φ n’est pas semi-continue supérieurement sur

R+ et satisfaite à la condition (ii) alors φ ne doit pas satisfaite à la condition (i).

En effet, considérons la fonction φ : R+ → R+ définie par :

φ(t) =


0, si t = 0

1

n
+ ln

(
t+

n− 1

n

)
, si t ∈

] 1
n
,

1

n− 1

]
et n ∈ N, n ≥ 3

1

2
+ ln

(
t+

1

2

)
, si t >

1

2
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Il est facile de vérifier que φ est croissante sur R+, φ(t) < t pour t > 0 mais φ n’est pas

semi-continue supérieurement.

D’un autre côté, nous pouvons facilement voir que φ ne satisfaite pas la condition (i).

Maintenant, nous fournissons une remarque concernant une interconnexion entre les

théorèmes 2.2.4 et 2.2.5.

Remarque 2.1. Observons que si la fonction Ψ : R+ → R+ apparaissante dans le théorème

2.2.4 augmente, alors le théorème 2.2.4 peut être traité comme un cas particulier de théorème

2.2.5 à condition de supposer que φ strictement positive sur R∗
+ et Ψ est continue sur R+.

Pour prouver ce fait, observons d’abord que de l’inégalité (2.12), nous déduisons que

Ψ(t)− φ(t) ≥ 0, pour t ≥ 0.

Ainsi, puisque la fonction Ψ est inversible et la fonction inverse Ψ−1 est définie et conti-

nue sur un sous-intervalle de R+, nous pouvons écrire l’inégalité (2.12) de manière équiva-

lente sous la forme :

µ(TX) ≤ Ψ−1(Ψ(µ(X))− φ(µ(X))) (2.16)

pour tout X ∈ ME.

De plus, considérons la fonction ϕ : R+ → R+ définie par la forme :

ϕ(t) = Ψ−1(Ψ(t)− φ(t)).

Remarquer que ϕ est continue sur R+. De plus, l’inégalité (2.16) peut être écrite sous la

forme :

µ(TX) ≤ ϕ(µ(X)),

pour X ∈ ME, qui a la même forme que l’inégalité (2.14) de théorème 2.2.5.

Notez que vu le fait que la fonction Ψ−1 est croissante sur R+ on déduit que pour t > 0

l’inégalité suivante est vérifié

ϕ(t) = Ψ−1(Ψ(t)− φ(t))

< Ψ−1(Ψ(t))

= t.
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Ainsi, en vue du Lemme 2.2.1, la fonction ϕ satisfaite à l’obligation lim
n→∞

ϕn(t) = 0 de

Théorème 2.2.5.

Cela montre que nous pouvons appliquer le théorème 2.2.5 ce qui justifie notre affirmation

ci-dessus.

2.3 Théorèmes utilisant mesure de De Blasi

Définition 2.3.1. Une application f : X ⊆ E −→ E est dite ν-contractive si elle envoie

les ensembles bornés de X vers des ensembles bornés de E tel qu’il existe β ∈ [0, 1[ avec

ν(f(A)) ≤ βν(A),

pour tout ensemble borné A ⊆ X, où ν est une mesure de non-compacité faible de De Blasi.

Définition 2.3.2. [20] Soit g : E −→ E un opérateur non linéaire. On aura besoin des

deux conditions suivantes :

(H1) Si (xn)n∈N est une suite faiblement convergente dans E, alors g((xn)n∈N) admet une

sous suite fortement convergente dans E.

(H2) Si (xn)n∈N est une suite faiblement convergente dans E, alors g((xn)n∈N) admet une

sous suite faiblement convergente dans E.

Remarque 2.2.

1. Les opérateurs satisfaisants (H1) ou (H2) ne sont pas nécessairement faiblement

continus.

2. Une application g satisfaite (H2) si et seulement si elle envoie les ensembles relati-

vement faiblement compacts vers des ensembles relativement faiblement compacts.

Théorème 2.3.1. Soient Ω un sous ensemble non vide, borné, fermé et convexe de E et

T : Ω → Ω une application continue satisfaisante (H1). Si T (Ω) est relativement faiblement

compact, alors il existe x ∈ Ω tel que T (x) = x.

Preuve. Voir [17].
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Notons que l’ensemble Ω dans le théorème précédent n’est pas nécessairement borné.

Dans le cas où Ω est supposé être borné, nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 2.3.2. [20] Soient Ω un sous ensemble non vide, borné, fermé et convexe de E

et T : Ω −→ Ω une application continue satisfaisante (H1). Si T est ν-contractive, alors il

existe x ∈ Ω tel que T (x) = x.

Preuve. [20] On considère la suite (Ωn) comme

Ω1 = Ω et Ωn+1 = Conv(T (Ωn)), pour tout n ≥ 1.

Il est clair que la suite (Ωn)n∈N est formée des parties non vides, fermées, convexes et

décroissantes de Ω.

Comme T est ν-contractive, alors, pour un certain β ∈ [0, 1[ on a

ν(Ω2) = ν(Conv(T (Ω1))

= ν(T (Ω1))

≤ βν(Ω1).

Par induction, on obtient

ν(Ωn+1) ≤ βnν(Ω),

donc

lim
n→∞

(Ωn) = 0.

En utilisant la propriété 7 de ν, on conclut que
∞∩
n=1

Ωn est un sous-ensemble non vide,

fermé, convexe et faiblement compact de Ω.

De plus, il est facile d’observer que T
( ∞∩

n=1

Ωn

)
⊂

∞∩
n=1

Ωn.

Par conséquent, T
( ∞∩

n=1

Ωn

)
est relativement faiblement compact.

Enfin, l’utilisation de théorème 2.3.1 conclut la preuve.
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2.4 Théorème de Sadovskii

Théorème 2.4.1 (Sadovskii[10]). Soit A un sous ensemble non vide, borné, fermé et

convexe d’un espace de Banach X et soit T : A → A une application continue. Si T est

condensante, alors T admet au moins un point fixe.

Preuve. [10, 20]

2.5 Théorème de Mönch

Nous présentons le théorème du point fixe de Mönch, qui a été particulièrement utile

pour établir l’existence des solutions aux problèmes des limites non linéaires dans les espaces

de Banach [14].

Théorème 2.5.1 (Mönch 1980, [1, 18, 22]). Soit Ω un sous-ensemble non vide, borné,

fermé et convexe d’espace de Banach E telle que 0 ∈ Ω, et soit T : Ω → Ω une application

continue. Si l’implication

V = ConvT (V ) ou V = T (V ) ∪ {0} ⇒ α(V ) = 0 (2.17)

est vérifie pour tout sous-ensemble V de Ω, où α est une mesure de Kuratowski, alors T

admet un point fixe dans Ω.

Preuve. [22] On définit une suite {yn} par :

y0 = 0, et yn+1 = T (yn), pour tout n ∈ N.

Soit

Y = {yn;n = 0, 1, 2, ...}.

Ainsi

Y = T (Y ) ∪ {0},

d’après (2.17) on déduit que

α(Y ) = 0,

donc Y est relativement compact dans Ω.
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Soit Z l’ensemble de tous les points limites de {yn}. Il est clair que Z = T (Z).

On pose

R(X) = ConvT (X),

pour tout X ⊂ Ω, et soit

D = {X ⊆ Ω tel que Z ⊂ X et R(X) ⊂ X}.

Ainsi, Il est clair que Ω ∈ D.

On pose

V =
∩

X∈D
X. Ainsi Z ⊂ V ,

V est un non vide et

Z = T (Z) ⊂ R(Z) ⊂ R(V ),

puisque

R(V ) ⊂ R(X) ⊂ X, ∀X ⊂ D,

donc

R(V ) ⊂
∩

X∈D
X = V ,

donc V ∈ D. De plus,

R(R(V )) ⊂ R(V ),

alors R(V ) ∈ D.

Par conséquent, V = R(V ) (car ; V est plus petit ensemble de D) i.e.

V = ConvT (V ).

De (2.17), implique que V est un sous-ensemble compact de Ω.

D’aprés le théorème de Schauder 2.1.1 sur l’application T |V , on conclut que T admet un

point fixe dans V ⊂ Ω.
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Chapitre 3

Application

Ce chapitre est consacré à appliquer le théorème du point fixe de Darbo que nous avons

étudié dans le deuxième chapitre à l’étude d’existence des solutions pour des équations

intégrales dans l’espace de Banach, plus précisément :

on va appliquer le théorème du point fixe de Darbo pour prouver l’existence de la solution

d’une équation intégrale non linéaire de type Volterra suivante

x(t) = (Tx)(t)

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds,

dans l’espace des applications continues et bornées de R+ vers R.

3.1 Solvabilité d’une équation intégrale non linéaire de

type Volterra

Supposons que x est une fonction réelle définie sur R+. Puis par ω(x, ε) nous désignons

le module de continuité de la fonction x, c’est-à-dire

ω(x, ε) = sup {|x(t)− x(s)| : t, s ∈ R+, |t− s| ⩽ ε} .

Si p(t, s) = p : R+ × R+ → R, alors la formule

ω(p, ε) = sup {|p(t, s)− p(u, v)| : t, s, u, v ∈ R+, |t− u| ⩽ ε, |s− v| ⩽ ε} .
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On définit le module de continuité de la fonction p(t, s) en ce qui concerne les deux

variables t et s. On peut aussi utiliser le module de la continuité de p(t, s) en ce qui concerne

une variable. Par exemple,

ω(p(t, .), ε) = sup {|p(t, s)− p(t, v)| : s, v ∈ R+, |s− v| ⩽ ε} ,

où t est un nombre fixe dans R+. Des définitions similaires peuvent être formulés pour les

fonctions de plusieurs variables.

Notre espace ambiant sera désigné par BC(R+,R) et consiste les fonctions réelles x

définies, bornées et continues sur R+, avec la norme maximale ∥x∥ = sup
t∈R+

|x(t)|.

Nous avons montré dans l’exemple 1.4 que l’espace BC(R+,R) est un espace de Banach

avec la norme maximale ∥.∥.

Il est prouvé dans [8] que pour un sous-ensemble non vide et borné X ⊂ BC(R+,R) la

valeur donnée par

µ(X) = ω0(X) + lim sup
t→∞

diamX(t), (3.1)

où

ω0(X) = lim
ε→0

{sup[ω(x, ε) : x ∈ X]}

et

diamX(t) = sup {|x(t)− y(t)| : x, y ∈ X} ,

est une mesure de non-compacité dans BC(R+,R). Dans ce qui suit µ dénote les mesures

de non-compacité donnes par (3.1).

Nous étudierons la solvabilité de l’équation intégrale de type Volterra suivante :

x(t) = (Tx)(t)

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds, (3.2)

où t ∈ R+ et T est un opérateur de l’espace BC(R+,R) dans lui-même.

Dans nos études, on suppose que les fonctions associées dans l’équation (3.2) satisfont

aux hypothèses suivantes :

1. L’opérateur T : BC(R+,R) → BC(R+,R) est continu et satisfait à la condition de

Darbo pour la mesure de non-compacité µ avec une constante k.
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2. Il existe des constantes non négatives c et d telles que

|(Tx)(t)| ≤ c+ d|x(t)|,

pour tout t ∈ R+ et x ∈ BC(R+,R).

3. La fonction u : R+ × R+ × R → R est continue et existe des fonctions continues

a, b : R+ → R+ telles que :

lim
t→∞

a(t) = 0,

b ∈ L1(R+) et bornée,

|u(t, s, x)| ≤ a(t)b(s), pour tout x ∈ R et t, s ∈ R+.

4. Il existe une fonction φ : R+ → R+, avec φ ∈ L1(R+), tel que t1, t2, s ∈ R+ et x ∈ R

on a l’inégalité suivante :

|u(t2, s, x)− u(t1, s, x)| ≤ |t2 − t1|φ(s). (3.3)

5. k∥a∥∥b∥1 < 1 et α∥a∥∥b∥1 < 1, où α = max{c, d} et ∥a∥ = sup
t∈R+

{a(t)}.

Par conséquence de l’hypothèse (3) nous obtenons les remarques suivantes :

Remarque 3.1. Observons que l’hypothèse (3) implique que la fonction a est bornée, et

par ∥a∥, tel que ∥a∥ = sup
t∈R+

|x(t)|, comme dans l’hypothèse (5), où on néglige la preuve de

l’existence de ∥a∥.

Remarque 3.2. D’autre part, par l’hypothèse (3), on a∣∣∣ ∫ t

0

u(t, s, x(s))ds
∣∣∣ ≤ ∫ t

0

|u(t, s, x(s))|ds ≤ a(t)

∫ t

0

b(s)ds,

de plus, puisque lim
t→∞

a(t) = 0 et b ∈ L1(R+) on obtient

lim
t→∞

a(t)

∫ t

0

b(s)ds ≤ lim
t→∞

a(t)∥b∥1 = 0

⇒ lim
t→∞

a(t)

∫ t

0

b(s)ds = 0.

Nous pouvons le lemme suivant qui sera nécessaire plus loin.
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Lemme 3.1.1. Suppose que x ∈ BC(R+,R) et ε > 0. Alors

ω(x, ε) = sup
L>0

ωL(x, ε),

où ωL(x, ε) = sup{|x(t)− x(s)| : t, s ∈ [0, L], |t− s| ⩽ ε}.

Preuve. On a

ωL(x, ε) = sup{|x(t)− x(s)| : t, s ∈ [0, L], |t− s| ⩽ ε}

≤ sup{|x(t)− x(s)| : t, s ∈ R+, |t− s| ⩽ ε}

= ω(x, ε),

alors

sup
L>0

ωL(x, ε) ≤ ω(x, ε).

D’autre part suppose par absurde que

ω(x, ε) > sup
L>0

ωL(x, ε),

i.e.

sup{|x(t)− x(s)| : t, s ∈ R+, |t− s| ⩽ ε} > sup
L>0

ωL(x, ε).

Cela signifie qu’il existe t1, t2 ∈ R+ avec |t1 − t2| ⩽ ε et

sup
L>0

ωL(x, ε) < |x(t1)− x(t2)|.

On prend L0 = max{t1, t2} et on a

sup
L>0

ωL(x, ε) < |x(t1)− x(t2)| ⩽ sup{|x(t)− x(s)| : t, s ∈ [0, L0], |t− s| ⩽ ε} = ωL0(x, ε),

donc ceci est une contradiction. Ainsi, la preuve est complète.

Théorème 3.1.1. Sous les hypothèses (1)-(5), l’équation intégrale (3.2) admet au moins

une solution x = x(t) dans l’espace BC(R+,R).

Preuve. Considérons deux opérateurs A et B définis sur l’espace BC(R+,R) par les for-

mules suivantes :

(Ax)(t) = (Tx)(t)

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds, t ∈ R+,
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(Bx)(t) =

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds, t ∈ R+.

On va prouver que Bx est continue, puis on déduit que Ax est continue.

Ensuite, on prouve ε > 0 et prend x ∈ BC(R+,R) et t0 ∈ R+.

Supposons que t0 ̸= 0. Soit t ∈ R+ tel que |t− t0| < δ où

δ < min

{
ε

∥φ∥1 +M
,
t0
2

}
,

avec

M = sup
{
|u(t, s, x)| : t, s ∈

[t0
2
,
3t0
2

]
, x ∈ [−∥x∥, ∥x∥]

}
, (3.4)

qui existe en vertu de la continuité de la fonction u. Sans perte de généralité on peut supposer

que t0 < t.

Ensuite, comme nos hypothèses, nous pouvons obtenir

|(Bx)(t)− (Bx)(t0)| =
∣∣∣ ∫ t

0

u(t, s, x(s))ds−
∫ t0

0

u(t0, s, x(s))ds
∣∣∣

≤
∣∣∣ ∫ t

0

u(t, s, x(s))ds−
∫ t

0

u(t0, s, x(s))ds
∣∣∣

+
∣∣∣ ∫ t

0

u(t0, s, x(s))ds−
∫ t0

0

u(t0, s, x(s))ds
∣∣∣

≤
∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t0, s, x(s))|ds+
∫ t

t0

|u(t0, s, x(s))|ds

d’après (3.3) et (3.4), on obtient

|(Bx)(t)− (Bx)(t0)| ≤ (t− t0)

∫ t

0

φ(s)ds+M

∫ t

t0

ds

≤ (t− t0)∥φ∥1 +M(t− t0)

< (∥φ∥1 +M)δ.

(3.5)

Dans ce cas t0 = 0, soit ε > 0 et t ∈ R+ avec t < δ où δ =
ε

∥a∥∥b∥
. Alors, on a

|(Bx)(t)| =
∣∣∣ ∫ t

0

u(t, s, x)ds
∣∣∣

≤
∫ t

0

|u(t, s, x)|ds.
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Puisque b est continue et bornée alors, la norme maximal ∥.∥ est définie en b.

D’où, d’après nos hypothèses on obtient

|(Bx)(t)| ≤
∫ t

0

a(t)b(s)ds

≤ sup
s∈R+

∫ t

0

|a(t)b(s)|ds = ∥b∥|a(t)|t

< ∥b∥|a(t)|δ

≤ sup
t∈R+

|a(t)|∥b∥δ = ∥a∥∥b∥δ = ε,

Par conséquent, nous avons prouvé que Bx est une fonction continue pour x ∈ BC(R+,R),

et donc Ax est continue pour x ∈ BC(R+,R).

Dans ce qui suit, nous prouvons que pour x ∈ BC(R+,R) alors Ax est une fonction

bornée.

En réalité, si t ∈ R+ d’après notre hypothèses et la remarque 3.1, on obtient

|(Ax)(t)| = |(Tx)(t)|
∣∣∣ ∫ t

0

u(t, s, x(s))ds
∣∣∣,

d’après l’hypothèse (2) dans le théorème (3.1.1) on a

|(Tx)(t)| ≤ c+ d|x(t)|,

donc

|(Tx)(t)| ≤ c+ d sup
t∈R+

|x(t)| = c+ d∥x∥.

Par la suite et d’après l’hypothèse (3) dans le théorème (3.1.1), on obtient

|(Ax)(t)| ≤ (c+ d∥x∥)
∫ t

0

|u(t, s, x(s))|ds

≤ (c+ d∥x∥)a(t)
∫ t

0

b(s)ds

≤ (c+ d∥x∥)∥a∥∥b∥1.

(3.6)

Par conséquent,

∥Ax∥ ≤ (c+ d∥x∥)∥a∥∥b∥1.

38



Ainsi l’opérateur A transforme l’espace BC(R+,R) en lui-même.

Ensuite, notons que pour montrer que l’opérateur A est continu sur l’espace BC(R+,R)

il suffit de prouver (au vu de l’hypothèse (1)) la continuité de B sur BC(R+,R). Pour faire

ça, fixons ε > 0 et prenons x ∈ BC(R+,R).

D’après l’hypothèse (3) (voir la remarque(3.2)), nous pouvons obtenir

lim
t→∞

a(t)

∫ t

0

b(s)ds = 0,

et par conséquent, pour chaque ε > 0 on peut exister τ > 0 tel que si t > τ alors

a(t)

∫ t

0

b(s)ds <
ε

2
. (3.7)

D’autre part, d’après la continuité uniforme de la fonction u sur l’ensemble [0, τ ]×[0, τ ]×

[−ε, ε] on peut exister δ1 > 0 tel que

|u(t, s, x)− u(t′, s′, x′)| < ε

τ
, (3.8)

pour

|t− t′| ⩽ δ1, t, t′ ∈ [0, τ ],

|s− s′| ⩽ δ1, s, s′ ∈ [0, τ ],

|x− x′| ⩽ δ1, x, x′ ∈ [−ε, ε].

Supposons que δ = δ1 et soit y est un élément de BC(R+,R) tel que ∥x− y∥ ⩽ δ. Donc,

si fixons t ∈ R+ on obtient

|(Bx)(t)− (By)(t)| =
∣∣∣ ∫ t

0

u(t, s, x(s))ds−
∫ t

0

u(t, s, y(s))ds
∣∣∣

≤
∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds.

Maintenant, nous pouvons considérer deux cas :

1. Si t > τ , d’après (3.7) et la remarque(3.2), on obtient

|(Bx)(t)− (By)(t)| ≤
∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds

≤
∫ t

0

|u(t, s, x(s))|ds+
∫ t

0

|u(t, s, y(s))|ds

≤ 2a(t)

∫ t

0

b(s)ds < 2
ε

2
= ε,
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2. Si t ⩽ τ , puis comme ∥x− y∥ ⩽ δ et on utilise (3.8), on trouve

|(Bx)(t)− (By)(t)| ≤
∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds

<
ε

τ

∫ t

0

ds =
ε

τ
t < ε.

Alors, |(Bx)(t)− (By)(t)| < ε pour tout t ∈ R+. D’où

∥Bx−By∥ = sup
t∈R+

|(Bx)(t)− (By)(t)| < ε.

Par conséquence, B est un opérateur continu sur BC(R+,R).

Par suite, il est prouvé que l’opérateur A est continu sur l’espace BC(R+,R).

Ensuite, fixons x ∈ BC(R+,R). Puis, comme le fait précédemment dans (3.6), on obtient

|(Ax)(t)| ⩽ (c+ d∥x∥)∥a∥∥b∥1 ⩽ α(1 + ∥x∥)∥a∥∥b∥1,

où α = max{c, d}. Cela implique

∥Ax∥ = sup
t∈R+

|(Ax)(t)| ⩽ α(1 + ∥x∥)∥a∥∥b∥1.

Grâce à l’hypothèse 5, on déduit que A transformer la boule B(0, r0) vers lui-même où

r0 =
α∥a∥∥b∥1

1− α∥a∥∥b∥1
.

En effet, soit x ∈ B(0, r0) i.e. ∥x∥ ⩽ r0, on a

∥Ax∥ ⩽ α(1 + ∥x∥)∥a∥∥b∥1

⩽ α(1 + r0)∥a∥∥b∥1

= α
(
1 +

α∥a∥∥b∥1
1− α∥a∥∥b∥1

)
∥a∥∥b∥1

= α
(1− α∥a∥∥b∥1 + α∥a∥∥b∥1

1− α∥a∥∥b∥1

)
∥a∥∥b∥1

=
α∥a∥∥b∥1

1− α∥a∥∥b∥1
= r0,

donc Ax ∈ B(0, r0).

Il est clair que la boule B(0, r0) est un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe

de l’espace BC(R+,R).
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Dans ce qui suit, on montre que l’opérateur A satisfait à la condition de Darbo par

rapport à la mesure de non-compacité µ dans BC(R+,R).

D’abord, nous etudions le terme lié à ω0.

Prenons un sous-ensemble X non vide de la boule B(0, r0) et x ∈ X. Ensuite, pour un

constant L > 0, ε > 0 et t1, t2 ∈ [0, L] tel que t1 < t2 et t2 − t1 < ε on obtient

|(Ax)(t2)− (Ax)(t1)| =
∣∣∣(Tx)(t2)∫ t2

0

u(t2, s, x(s))ds− (Tx)(t1)

∫ t1

0

u(t1, s, x(s))ds
∣∣∣

≤
∣∣∣(Tx)(t2)∫ t2

0

u(t2, s, x(s))ds− (Tx)(t1)

∫ t2

0

u(t2, s, x(s))ds
∣∣∣

+
∣∣∣(Tx)(t1)∫ t2

0

u(t2, s, x(s))ds− (Tx)(t1)

∫ t1

0

u(t1, s, x(s))ds
∣∣∣

≤ |(Tx)(t2)− (Tx)(t1)|
∫ t2

0

|u(t2, s, x(s))|ds

+ |(Tx)(t1)|
∣∣∣ ∫ t2

0

u(t2, s, x(s))ds−
∫ t1

0

u(t1, s, x(s))ds
∣∣∣,

on a

|(Tx)(t2)− (Tx)(t1)| ≤ sup{|Tx(t)− Tx(s)| : t, s ∈ [0, L], |t− s| ⩽ ε} = ωL(Tx, ε),

alors

|(Ax)(t2)− (Ax)(t1)| ≤ ωL(Tx, ε)a(t2)

∫ t2

0

b(s)ds

+ (c+ d∥x∥)
[ ∫ t1

0

|u(t2, s, x(s))− u(t1, s, x(s))|ds

+

∫ t2

t1

|u(t2, s, x(s))|ds
]
,

d’après les hypothèses (3) et (4), d’où

|(Ax)(t2)− (Ax)(t1)| ≤ ωL(Tx, ε)∥a∥∥b∥1 + α(1 + r0)
[
(t2 − t1)

∫ t1

0

φ(s)ds

+ ∥a∥∥b∥(t2 − t1)
]

≤ ωL(Tx, ε)∥a∥∥b∥1 + α(1 + r0)(t2 − t1)(∥φ∥1 + ∥a∥∥b∥)

≤ ωL(Tx, ε)∥a∥∥b∥1 + α(1 + r0)ε(∥φ∥1 + ∥a∥∥b∥).

Ainsi, on a obtenu l’estimation suivante

|(Ax)(t2)− (Ax)(t1)| ≤ ωL(Tx, ε)∥a∥∥b∥1 + α(1 + r0)ε(∥φ∥1 + ∥a∥∥b∥),
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alors

sup
t,s∈[0,L]

{|(Ax)(t)− (Ax)(s)| : |t− s| ⩽ ε} ≤ ωL(Tx, ε)∥a∥∥b∥1 + α(1 + r0)ε(∥φ∥1 + ∥a∥∥b∥),

donc

ωL(Ax, ε) ≤ ωL(Tx, ε)∥a∥∥b∥1 + α(1 + r0)ε(∥φ∥1 + ∥a∥∥b∥).

En appliquant le supérieur par rapport à L, on obtient

sup
L

ωL(Ax, ε) ≤ ∥a∥∥b∥1 sup
L

ωL(Tx, ε) + α(1 + r0)ε(∥φ∥1 + ∥a∥∥b∥).

D’après lemme(3.1.1)

ω(Ax, ε) ≤ ∥a∥∥b∥1 ω(Tx, ε) + α(1 + r0)ε(∥φ∥1 + ∥a∥∥b∥).

Par conséquent,

sup
x∈X

ω(Ax, ε) ≤ ∥a∥∥b∥1 sup
x∈X

ω(Tx, ε) + α(1 + r0)ε(∥φ∥1 + ∥a∥∥b∥).

Ainsi, appliquer la limite quand ε → 0 on peut obtenir

lim
ε→0

sup
x∈X

ω(Ax, ε) ≤ ∥a∥∥b∥1 lim
ε→0

sup
x∈X

ω(Tx, ε)

et puisque ω0 est définie, on a

ω0(AX) ≤ ∥a∥∥b∥1 ω0(TX).

Depuis la définition de la mesure µ et de l’hypothèse (1), on peut obtenir

ω0(AX) ≤ ∥a∥∥b∥1 ω0(TX) ≤ ∥a∥∥b∥1µ(TX) ≤ ∥a∥∥b∥1kµ(X). (3.9)

Maintenant, nous etudions le terme lié au diamètre qui apparaît dans l’expression de la

mesure de non-compacité µ.

Prenons un sous-ensemble non vide X de la boule B(0, r0), x, y ∈ X et t ∈ R+. Alors

on obtient

|(Ax)(t)− (Ay)(t)| =
∣∣∣(Tx)(t)∫ t

0

u(t, s, x(s))ds− (Ty)(t)

∫ t

0

u(t, s, y(s))ds
∣∣∣,

≤
∣∣∣(Tx)(t)∫ t

0

u(t, s, x(s))ds− (Ty)(t)

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds
∣∣∣

+
∣∣∣(Ty)(t)∫ t

0

u(t, s, x(s))ds− (Ty)(t)

∫ t

0

u(t, s, y(s))ds
∣∣∣,
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cela implique que

|(Ax)(t)− (Ay)(t)| ≤ |(Tx)(t)− (Ty)(t)|
∫ t

0

|u(t, s, x(s))|ds

+ |(Ty)(t)|
∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds

≤ |(Tx)(t)− (Ty)(t)|a(t)
∫ t

0

b(s)ds+ α(1 + ∥y∥)2a(t)
∫ t

0

b(s)ds

≤
[
|(Tx)(t)− (Ty)(t)|+ 2α(1 + r0)

]
a(t)

∫ t

0

b(s)ds.

Ainsi, on a l’estimation suivante

|(Ax)(t)− (Ay)(t)| ≤
[
|(Tx)(t)− (Ty)(t)|+ 2α(1 + r0)

]
a(t)

∫ t

0

b(s)ds.

En appliquant suprêmum en x et y on obtient

sup
x,y∈X

|(Ax)(t)− (Ay)(t)| ≤
[
sup
x,y∈X

|(Tx)(t)− (Ty)(t)|+ 2α(1 + r0)
]
a(t)

∫ t

0

b(s)ds.

Par conséquent,

diam(AX)(t) ≤ [diam(TX)(t) + 2α(1 + r0)]a(t)

∫ t

0

b(s)ds.

Appliquer la limite supérieure lorsque t → ∞ on obtient

0 ≤ lim sup
t→∞

diam(AX)(t) ≤ lim sup
t→∞

[diam(TX)(t) + 2α(1 + r0)]a(t)

∫ t

0

b(s)ds,

et d’après la remarque 3.2, on a

lim
t→∞

a(t)

∫ t

0

b(s)ds = 0,

alors,

lim sup
t→∞

diam(AX)(t) = 0.

Enfin, on obtient

µ(AX) = ω0(AX) ≤ k∥a∥∥b∥1µ(X),

et par l’hypothèse (5) nous avons que A est une contraction par rapport à la mesure de

non-compacité µ (satisfait condition Darbo avec constant k∥a∥∥b∥1 < 1).

Par conséquent, d’après le théorème de Darbo l’équation (3.2) admet au moins une

solution dans BC(R+,R).
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Dans ce qui suit, nous donnons quelques exemples qui prouvent dans un certain sens la

signification des hypothèses du théorème 3.1.1.

Exemple 3.1. Supposons que T est un opérateur défini sur BC(R+,R) par

(Tx)(t) = 1.

Évidemment, T est un opérateur continu sur BC(R+,R).

Soit ε > 0 et t, s ∈ R+ avec |t − s| ⩽ ε, et soient x, y ∈ X où X est un sous-ensemble

non vide et borné de BC(R+,R), on a

|(Tx)(t)− (Tx)(s)| = 1− 1 = 0,

alors ω(Tx, ε) = 0, par suite ω0(TX) = 0.

Ainsi diamTX(t) = 0 car ;

sup{|(Tx)(t)− (Ty)(t)| : x, y ∈ X} = sup{|1− 1| : x, y ∈ X} = 0.

Donc

µ(TX) = 0.

D’autre part, on a |(Tx)(t)| = 1 ⩽ 1 + 0|x(t)|.

Par conséquent, T satisfait aux hypothèses (1) et (2) du théorème 3.1.1 avec k = 0, c = 1

et d = 0.

D’autre part, la fonction u : R+ × R+ × R → R définie par

u(t, s, x) = te−s.

Il est clair que u est une fonction continue. De plus, |u(t, s, x)| = te−s et, par conséquent,

si on pose a(t) = t et b(s) = e−s la fonction a ne satisfaite pas l’hypothèse (3) du théorème

3.1.1. En ce qui concerne la supposition (4) du théorème 3.1.1, on a

|u(t2, s, x)− u(t1, s, x)| = |t2e−s − t1e
−s| = |t2 − t1|e−s,

et on peut prendre φ la fonction φ(s) = e−s.∫
R+

φ(s)ds =

∫ +∞

0

e−sds = 1,
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alors φ ∈ L1(R+) et ∥φ∥1 = 1.

Ainsi, notre équation s’écrit dans la forme

x(t) = t

∫ t

0

e−sds,

et x /∈ BC(R+,R) car ; lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

t

∫ t

0

e−sds = ∞.

Exemple 3.2. Nous considérons l’opérateur T défini sur BC(R+,R) par

(Tx)(t) = x(t) + 1.

Évidemment, T est un opérateur continu sur BC(R+,R).

Soit ε > 0 et t, s ∈ R+ avec |t − s| ⩽ ε, et soient x, y ∈ X où X est un sous-ensemble

non vide et borné de BC(R+,R).

On a

|(Tx)(t)− (Tx)(s)| = |x(t) + 1− x(s)− 1| = |x(t)− x(s)|,

et

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| = |x(t) + 1− y(t)− 1| = |x(t)− y(t)|.

Alors

ω0(TX) = ω0(X),

et

lim sup
t→∞

diamTX(t) = lim sup
t→∞

diamX(t),

pour tout sous-ensemble non vide borné X de BC(R+,R).

Par conséquent, µ(TX) = µ(X) et T satisfait l’hypothèse (1) du théorème 3.1.1 avec

k = 1.

De plus, comme |(Tx)(t)| ≤ 1+ |x(t)| pour chaque x ∈ BC(R+,R), T vérifie l’hypothèse

(2) du théorème 3.1.1 avec c = 1 et d = 1.

D’autre part, nous considérons la fonction u : R+ × R+ × R → R définie par

u(t, s, x) =
1

t+ 1

1

s2 + 1
.
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Il est clair que u est une fonction continue et |u(t, s, x)| =
1

t+ 1

1

s2 + 1
. Si on pose

a(t) =
1

t+ 1
et b(s) = 1

s2 + 1
alors les fonctions a et b sont continues et ∥a∥ = ∥b∥ = 1.

Ainsi,

lim
t→∞

a(t) = 0,

et ∫ ∞

0

b(s)ds =

∫ ∞

0

1

s2 + 1
ds =

π

2
,

on déduit que b ∈ L1(R+).

Par conséquent, u satisfait l’hypothèse (3) du théorème 3.1.1.

Ce qui concerne l’hypothèse (4), on a

|u(t2, s, x)− u(t1, s, x)| =
∣∣∣ 1

t2 + 1

1

s2 + 1
− 1

t1 + 1

1

s2 + 1

∣∣∣
=

1

s2 + 1

∣∣∣ 1

t2 + 1
− 1

t1 + 1

∣∣∣ = 1

s2 + 1

∣∣∣ t1 − t2
(t2 + 1)(t1 + 1)

∣∣∣
≤ 1

s2 + 1
|t1 − t2|,

on peut prendre φ la fonction φ(s) = b(s) =
1

s2 + 1
. Ainsi, l’hypothèse (4) du théorème 3.1.1

est satisfaite.

Finalement, k∥a∥∥b∥1 =
π

2
> 1 et, par conséquent, l’hypothèse (5) n’est pas satisfaite.

Dans ce cas, notre équation s’écrit a la forme :

x(t) = (x(t) + 1)

∫ t

0

1

t+ 1

1

s2 + 1
ds

ou équivalent,

(t+ 1)x(t) = (x(t) + 1) arctan(t). (3.10)

Clairement, x(t) ≡ 0 n’est pas la solution de cette équation. De plus, si on suppose

que x(t) ∈ BC(R+,R), puis appliquer la limite quand t → ∞ dans l’équation (3.10), on

obtient que le premier membre va à l’infini tandis que le second membre reste borné. Ceci

est contradictoire et, par conséquent, l’équation ci-dessus mentionnée n’a pas de solution.
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3.2 Exemples

L’opérateur T et la fonction u sont les éléments principaux de notre équation intégrale.

Cette section est consacrée à donner des exemples concrets des opérateurs T et des fonctions

u répondant aux hypothèses du théorème 3.1.1.

3.2.1 Exemples des opérateurs T

Dans les exemples 3.1 et 3.2 l’opérateur T satisfaisant aux hypothèses (1) et (2) du

théorème 3.1.1. Dans la suite, nous allons présenter d’autres exemples.

D’abord, nous introduisons le lemme et la remarque suivantes.

Lemme 3.2.1. Supposons que x et y sont élément de BC(R+,R) et ε > 0. Alors

ω(xy, ε) ≤ ∥x∥ω(y, ε) + ∥y∥ω(x, ε).

Preuve. Soit t, t′ ∈ R+ avec |t− t′| ≤ ε, alors

|x(t)y(t)− x(t′)y(t′)| ≤ |x(t)y(t)− x(t)y(t′)|+ |x(t)y(t′)− x(t′)y(t′)|

≤ |x(t)||y(t)− y(t′)|+ |y(t′)||x(t)− x(t′)|

≤ ∥x∥ω(y, ε) + ∥y∥ω(x, ε).

Remarque 3.3. On remarque que si x ∈ BC(R+,R) et il est uniformément continu sur

R+, alors

lim
ε→0

ω(x, ε) = 0.

Exemple 3.3. On prend l’opérateur T défini par :

T : BC(R+,R) −→ BC(R+,R),

y 7−→ xy,

où x ∈ BC(R+,R) et est uniformement continue sur R+.

Évidemment, T est un opérateur continu.
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Soit X est un sous ensemble borné de BC(R+,R), puis par le lemme 3.2.1 et la remarque

3.3, on a

ω(xy, ε) ≤ ∥x∥ω(y, ε) + ∥y∥ω(x, ε),

alors

lim
ε→0

sup
y∈X

ω(xy, ε) ≤ lim
ε→0

sup
y∈X

∥x∥ω(y, ε) + lim
ε→0

sup
y∈X

∥y∥ω(x, ε).

D’où

ω0(TX) ≤ ∥x∥ω0(X).

D’autre part, soit y1, y2 ∈ X et t ∈ R+, alors

|(Ty2)(t)− (Ty1)(t)| = |x(t)y2(t)− x(t)y1(t)|

= |x(t)||y2(t)− y1(t)|

≤ ∥x∥|y2(t)− y1(t)|.

donc

sup
y1,y2∈X

|(Ty2)(t)− (Ty1)(t)| ≤ ∥x∥ sup
y1,y2∈X

|y2(t)− y1(t)|,

et on obtient

diamTX(t) ≤ ∥x∥diamX(t).

Par conséquent,

µ(TX) ≤ ∥x∥µ(X)

et T satisfait à la condition de Darbo avec constante ∥x∥. Par conséquent, T satisfait l’hy-

pothèse (1) du théorème 3.1.1.

D’autre part,

|(Ty)(t)| = |x(t)y(t)| ≤ ∥x∥|y(t)|,

et cela signifie que T satisfait l’hypothèse (2) du théorème 3.1.1 avec c = 0 et d = ∥x∥.

Remarque 3.4. Exemples des fonctions x qui permettent de définir l’opérateur T sur

BC(R+,R), suivant la description donnée dans l’exemple 3.3, peut être donné par des fonc-

tions x avec une limite dans l’infini et appartiennent à BC(R+,R).
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Exemple 3.4. Maintenant supposons que g : R+ → R est une fonction avec une dérivée

bornée, |g′| ≤ k.

On peut considérer l’opérateur suivant défini par T : BC(R+,R) −→ BC(R+,R), où

pour tout x ∈ BC(R+,R) on a, (Tx)(t) = g(|x(t)|).

Évidemment, T est bien défini et est un opérateur continu.

Dans la suite, nous prouvons que T vérifie la condition de Darbo par rapport à la mesure

de non-compacité µ.

Soit ε > 0 et t, t′ ∈ R+ avec |t − t′| ≤ ε. Ensuite, en utilisant le théorème de la valeur

moyenne, on peut obtenir une valeur ξ appartenant à l’intervalle déterminé par t et t′ tel

que

|(Tx)(t)− (Tx)(t′)| = |g(|x(t)|)− g(|x(t′)|)|

≤ |g′(ξ)|
∣∣∣|x(t)| − |x(t′)|

∣∣∣
≤ k|x(t)− x(t′)|.

Par conséquent, pour X un sous ensemble borné de BC(R+,R) on a que

ω0(TX) ≤ kω0(X).

De même manière, si on prend x1, x2 ∈ X et t ∈ R+ on obtient

|(Tx1)(t)− (Tx2)(t)| = |g(|x1(t)|)− g(|x2(t)|)|

≤ |g′(ξ)|
∣∣∣|x1(t)| − |x2(t)|

∣∣∣
≤ k|x1(t)− x2(t)|.

Par suite,

diamTX(t) ≤ k diamX(t),

cela nous permet d’inférer que

µ(TX) ≤ kµ(X).

Ainsi, T vérifie la condition Darbo avec la constante k.

D’autre part, notre opérateur T satisfait l’hypothèse (2) du théorème 3.1.1.
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En effet, en utilisant le théorème de la valeur moyenne, nous pouvons obtenir

|(Tx)(t)| = |g(|x(t)|)| ≤ |g(|x(t)|)− g(0)|+ |g(0)|

≤ |g′(ξ)||x(t)|+ |g(0)|

≤ k|x(t)|+ |g(0)|,

où ξ ∈ (0, t).

Remarque 3.5. Exemples des fonctions g : R+ −→ R avec une dérivée bornée sont données

par

g(x) = cosn(x), g(x) = sinn(x), g(x) = cos(nx), g(x) = sin(nx), g(x) =
1

x+ 1
.

3.2.2 Exemples des fonctions u

Dans cette section, nous présentons quelques exemples des fonctions u qui vérifient les

hypothèses supposées dans le théorème 3.1.1.

Exemple 3.5. Si l’on considère la fonction u définie par :

u(t, s, x) =
( 1

t+ 1

)( 1

(s+ 1)r

)
avec r > 1, il est clair que u est une fonction continue et

|u(t, s, x)| =
( 1

t+ 1

)( 1

(s+ 1)r

)
.

Si on prend a(t) =
1

t+ 1
, et b(s) = 1

(s+ 1)r
alors les fonctions a et b sont continues et

∥a∥ = ∥b∥ = 1, étant

lim
t→∞

a(t) = 0.

Ainsi, ∫ ∞

0

b(s)ds =

∫ ∞

0

1

(s+ 1)r
ds =

1

r − 1
,

on déduit que b ∈ L1(R+).

Par conséquent, u satisfait l’hypothèse (3) du théorème 3.1.1.
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Pour l’hypothèse (4), on a

|u(t2, s, x)− u(t1, s, x)| =
∣∣∣ 1

t2 + 1

1

(s+ 1)r
− 1

t1 + 1

1

(s+ 1)r

∣∣∣
=

1

(s+ 1)r

∣∣∣ 1

t2 + 1
− 1

t1 + 1

∣∣∣
=

1

(s+ 1)r

∣∣∣ t1 − t2
(t2 + 1)(t1 + 1)

∣∣∣
≤ 1

(s+ 1)r
|t1 − t2|

on peut prendre φ la fonction φ(s) = b(s) =
1

(s+ 1)r
. Donc, l’hypothèse (4) du théorème

3.1.1 est satisfaite.

Exemple 3.6. Considérons la fonction u définie par :

u(t, s, x) =
1

(t+ p+ f(x))

1

(s2 + q + h(x))r

avec p, q, r ⩾ 1 et f, h : R −→ R+ sont fonctions continues. Clairement, u est une fonction

continue. De plus, on a

|u(t, s, x)| =
∣∣∣ 1

(t+ p+ f(x))

1

(s2 + q + h(x))r

∣∣∣ ≤ 1

t+ 1

1

(s2 + 1)r

on peut choisir a(t) =
1

t+ 1
et b(s) = 1

(s2 + 1)r
et, au vu du résultat obtenu dans l’exemple

3.2, on déduit que la fonction u vérifie l’hypothèse (3) du théorème 3.1.1.

Pour l’hypothèse (4), on a

|u(t2, s, x)− u(t1, s, x)| =
∣∣∣ 1

(t2 + p+ f(x))

1

(s2 + q + h(x))r
− 1

(t1 + p+ f(x))

1

(s2 + q + h(x))r

∣∣∣
=

1

(s2 + q + h(x))r

∣∣∣ 1

(t2 + p+ f(x))
− 1

(t1 + p+ f(x))

∣∣∣
=

1

(s2 + q + h(x))r

∣∣∣ t1 − t2
(t2 + p+ f(x))(t1 + p+ f(x))

∣∣∣
≤ 1

(s2 + q + h(x))r
|t1 − t2|

on prend φ la fonction φ(s) = b(s) =
1

(s2 + q + h(x))r
qui appartient à L1(R+).

En effet, ∫ ∞

0

1

(s2 + q + h(x))r
ds ≤

∫ ∞

0

1

(s2 + 1)r
ds ≤

∫ ∞

0

1

s2 + 1
ds =

π

2
.

Donc, l’hypothèse (4) du théorème 3.1.1 est satisfaite.
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Conclusion générale

La théorie du point fixe joue un rôle important dans l’analyse non linéaire et ce rôle

réside dans la preuve de l’existence des solutions des différents types des équations.

Dans ce memoire, nous nous sommes concentrés sur le rôle de mesure de non compacité

dans la théorie du point fixe pour prouver l’existence des points fixes dans les applications

continues sur les ensembles non vides, bornés, fermés et convexes des espaces Banach.

En premier lieu, nous avons rappelé quelques définitions de base, puis nous avons présenté

certaines propriétés importantes concernant notre travail.

Au deuxième point, nous avons présenté quelques théorèmes du point fixe qui liés à la

mesure de non compacité dans l’espace de Banach en mettant l’accent sur la plus importante

et est théorème de Darbo.

A la fin, nous avons appliqué le théorème de Darbo pour etudier l’existence de la solution

d’une équation intégrale non linéaire de type Volterra dans l’espace des fontions réelles

définies, bornés et continues sur R+.
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لتراص ودوره في نظرية النقطة الثابتة في الفضاءات هدف هذه المذكرة هو دراسة أهمية قياس عدم ا    

الباناخية، تتكون المذكرة من ثلاثة فصول، تطرقنا في الفصل الأول إلى بعض المفاهيم الرياضية اللازمة في 

بقياس عدم التراص، و في الثابتة المتعلقة هذه المذكرة، أما في الفصل الثاني قدمنا بعض نظريات النقطة 

.تيراادلة تكاملية غير خطية من نوع فولو الأخير طبقنا نظرية داربو لدراسة وجود حل مع الفصل الثالث  

.النقطة الثابتة، قياس عدم التراص، نظرية داربو، نظرية مونش، معادلة فولتيرا، الوجود: الكلمات المفتاحية   

 

    The purpose of this memoiry is to study the importance of measure of 

noncompactness and its role in the theory of fixed points in Banach spaces. This study is 

divided into three chapters. We discussed in the first chapter some mathematical 

concepts used in this memory. In the second chapter we have presented some fixed 

point theorems related to measure of noncompactness. In the third and last chapter, we 

applied Darbo's theorem to study the existence of the solution of a nonlinear integral 

equation of Volterra type. 

Keywords: Fixed point, measure of noncompactness, Darbo’s theorem, Mönch’s  

theorem, Volterra’s equation, existence. 

 

    Le but de cette mémoire est d'étudier l'importance de mesure de non-compacité et 

son rôle dans la théorie des points fixes dans les espaces Banach. Cette étude se 

compose en trois chapitres. Nous avons discuté dans le premier chapitre certains 

concepts mathématiques utilisées dans cette mémoire. Dans le deuxième chapitre nous 

avons présenté quelques théorèmes du point fixe qui liés à mesure de non-compacité. 

Dans le troisième et dernier chapitre, nous avons appliqué la théorie de Darbo pour 

étudier l'existence de la solution d'une équation intégrale non linéaire de type Volterra. 

Mots-clés: Point fixe, mesure de non-compacité, théorème de Darbo, théorème de 

Mönch, équation de Volterra, l'existence. 
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