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Introduction générale

L’analyse est considérée comme 'une des sciences mathématiques, elle se développe
dans ces dernieres années par un afflux d’hypotheses et de théoremes, en particulier dans la
théorie du point fixe. Cette derniére est au coeur de I’analyse non linéaire puisqu’elle fournit
les outils nécessaires pour avoir des théoremes d’existence dans beaucoup de problemes non
linéaires différents. Il y a différentes applications dans la topologie et dans les autres sciences
telles que la physique, la chimie, la biologie et 1’économie ... etc.

La premiére apparition de la théorie du point fixe était a la fin du 19°™¢ siecle par le
mathématicien polonais Banach intitulée, le principe de la contraction. Ce théoreme est
souvent mentionné comme le théoreme du point fixe de Banach qui I’a énoncé en 1922 dans
le cadre de la résolution des équations intégrales. Il est employé pour trouver des solutions
approximatives et successives et ’existence d’une seule solution des équations notamment
les équations différentielles. Ce théoreéme est appliqué dans I'espace métrique complet.

En 1930, Schauder a amélioré et généralisé le probleme de I'existence et de I'unicité de
Brower et insiste sur ’application continue sur un ensemble convexe et compact contraire-
ment a Brower qui étudie seulement la compacité a cause de leur étude qui s’effectue sur la
topologie.

Au cours des derniéres années, de nombreux articles ont été consacrés a la notion de
mesure de non-compacité. Les articles les plus explicatifs sur ce sujet. La notion de me-
sure de non-compacité a été définie de plusieurs fagons. Ou les mesures de non-compacité
se sont également avérées tres utiles en théorie des points fixes métriques, donnant des ré-

sultats d’existence ou de stabilité pour des applications non expansives et uniformément

lipschitziennes basées sur certains coefficients définis en termes de telles mesures.



Dans la théorie du point fixe, un role important est joué par le concept de mesure de
non-compacité. Ce concept a été initié par I'article fondamental de Kuratowski [15]. En 1955,
G. Darbo, en utilisant le concept d’'une mesure de non-compacité, a prouvé un théoreme
garantissant ’existence de points fixes des opérateurs condensantes [11]. Ce théoreme a
trouvé une abondance d’applications pour prouver I'existence des solutions pour une large
classe d’équations différentielles et intégrales.

Il vaut la peine de mentionner que le théoreme de Darbo étend a la fois le principe
classique de la contraction de Banach et le théoreme du point fixe de Schauder étendue aux
opérateurs non compacts [8]. Certains auteurs ont utilisé la théorie des points fixes Darbo
pour construire des applications de mesure de non-compacité.

Dans ce mémoire, nous présenterons des définitions bien connues, et la définition de la
mesure de non-compacité avec quelques types, et quelques théoremes importants du point
fixe pour qui sont liés a la mesure de non-compacité dans l'espace de Banach, avec une
application.

Nous avons réparti ces idées formant ce mémoire, en trois chapitres :

Le premier chapitre contient un rappel sur certaines notions utilisées tout au long de
ce mémoire, comme : les espaces métriques, les espaces complets, les espaces de Banach,
quelques éléments d’analyse fonctionnelle, les mesures de non-compacité et les applications

condensantes.

Le deuxieme chapitre est consacré a présenter le théoreme de Schauder et quelques théo-
remes du point fixe qui sont liés a la mesure de non-compacité dans ’espace de Banach,
comme : théoreme de Darbo et ses généralisations, théoremes du point fixe utilisant mesure

faible de De Blasi, théoréeme du point fixe de Sadovskii et théoreme de Monch.

Dans le troisieme chapitre, on va appliquer le théoréme de Darbo pour étudier I'existence

de la solution d’une équation intégrale non linéaire de type Volterra.



Notations générales

Certaines notations seront utilisées tout au long de ce mémoire que nous lisons ci-

dessous :
R Ensemble des nombres réels.
R™ Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
R Valeur absolue ou module.
X La fermeture de X.
b La fermeture pour la topologie faible de X.
Convf) L’enveloppe convexe et fermé de I’ensemble €.
LY (Ry) Espace des fonctions integrables sur R, .
II-Il1 La norme associé d’espace L'(R,), tel que || f]|; = / |f(x)|dz.
Ry
diam X La diametre d’ensemble X.

BC(R4,R) L’espace des fonctions bornées et continues de R, vers R.

Il I La norme associé d’espace BC'(R,,R), tel que ||z| = sup |z(t)].
t

€Ry
Mg La famille de tous les sous-ensembles bornés non vides de E.
Ng La sous-famille constituée de tous les ensembles relativement compacts de E.
E' Espace dual topologique de I’espace F.
mes La mesure de Lebesgue.



Chapitre 1

Mesures de non compacité

1.1 Espaces métriques

Définition 1.1.1. Une distance sur un ensemble E est une application d : E x E — R,

telle que, pour tout x,y,z € E :
1. d(z,y) =0 x =y, (d est séparation).
2. d(z,y) = d(y,x), (d est symétrie).
3. d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2), (inégalité triangulaire).

Le couple (E,d) est appellé un espace métrique.

Exemple 1.1. Soit E =|0,+oo[ . Pour x,y € E, on définie sur E la distance

1 1
d(z,y) = ‘E - g‘

En effet, on a
1 1 1 1 1 1
1.d(x,y):0<:>‘———’:O<:>———:0<:>—:—<:>:c:y.
r oy r oy r Yy
1 1 1 1
2. d(, :‘———‘:‘———’:d ).
@) =7 =517 1, 7l =)
1 1 1 1 1 1
3. d(x,z) = ‘———‘ < ‘———‘—1—‘———’ =d(z,y) + d(y, 2).
r oz r oy y oz

Proposition 1.1.1 (seconde inégalité triangulaire).

Va,yze L, |dxy) —dy z)|<dz,z).



1.1.1 Topologie des espaces métriques

Définition 1.1.2. Dans un espace métrique (E,d), on appelle boule ouverte (resp. boule

fermé) de centre a € E et de rayon r > 0, le sous-ensemble :
B(a,r) ={x € E.d(a,z) <r} (resp. Bf(a,r)={z € E,d(a,z) <r}).

Définition 1.1.3. Soient (E,d) un espace métrique et A une partie de E. On dit que A est

bornée si et seulement si
IM € R, tel que Y(z,y) € A%, ona d(z,y) <M.

Définition 1.1.4. Soit A une partie non vide et bornée de E.

On appelle diamétre de A le nombre 6(A) défini par :

0(A) = sup d(z,y).

(z,y)€ A2
Remarque 1.1.

5(0) = 0.

Définition 1.1.5. Soit (E,d) un espace métrique, A et B sont des parties bornées de E et
rel.

On définit la distance entre x et A par

da(z) = inf d(x,y).

yeA

On définit la distance entre A et B par

d(A,B) = inf d(z,y).

r€AyeB

1.1.2 Suites dans des espaces métriques

Définition 1.1.6 (Convergence). Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (x,), de E

est dite convergente vers un élément x de E si

Ve > 0,3Ny € N,Vn € N tel que n > Ny = d(z,,x) < e.



Définition 1.1.7 (Suite de Cauchy). Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (x,), est

une suite de Cauchy si
Ve > 0,3ng € N,Vm,n € N tel que m,n > ng = d(xm,, z,) <.

Proposition 1.1.2.
1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Toute suite de Cauchy est bornée.

Définition 1.1.8 (Espace métrique complet). Soit (F,d) un espace métrique, on dit

que (E,d) est complet si toute suite de Cauchy est convergente dans E.

Exemple 1.2. L’espace (R, |.|) est un espace métrique complet.

1.1.3 La continuté dans les espaces métriques

Définition 1.1.9. Soient (E,d) et (F,d) deux espaces métriques, et f : E — F est une

application, on dit que f est continue en a € E si et seulement st
Ve > 0,3a > 0,Vz € E d(x,a) < a = §(f(x), f(a)) < e.

Remarque 1.2. Une application f est continue sur E si et seulement si elle est continue

en tout point a de E.

Définition 1.1.10. On dit que [ est uniformément continue si et seulement si
Ve > 0,3a > 0,Va,y € E,d(z,y) < a=0(f(z), f(y)) <e.

Exemple 1.3. Soient (E,d) un espace métrique et a € E. L’application x — d(a,x) est

continue de E dans [0, 00].

Théoréme 1.1.1. Soient E et F' deux espaces métriques et f : E — F et soit b = f(a),
on a

f est continue en a < si V' est un voisinage de b alors f~*(V') est un voisinage de a.



Corollaire 1.1.1 (Caractérisation d'une application continue). Les trois conditions ci-

dessous sont équivalentes.
(i) f: E — F est continue en tout point de E.
(ii) Pour tout ouvert U de F alors f~1(U) est un ouvert de E.

(iii) Pour tout fermé W de F alors f~'(W) est un fermé de E.

Définition 1.1.11 (Application lipschitzienne). Une application f : (E,dg) — (F,dr)

est dite lipschitzienne s’il existe une constante k > 0 telle que

Y(@,y) € B, dp(f(2), f(y)) < kdp(z,y).

Théoréeme 1.1.2. Toute application lipschitzienne est continue et en particulier, uniformé-

ment continue, i.€.
Ve >0,dn >0, tel que Vz,y € E,dg(z,y) <n=dr(f(z), f(y)) <e.
Remarque 1.3. Si la constante k < 1 et si E = F', on dit que f est une contraction.

Définition 1.1.12 (Le point fixe). Soient (E,d) un espace métrique, et f : E — E une

application, on dit qu’'un point x € E est un point fixe de f si et seulement si f(x) = z.

Définition 1.1.13 (La limite). Soient (E,||.||) et (F,||.||) désignent deux espaces vectoriels
normés, A est une partie de E et f : A — F est une fonction.

Soit a € A. On dit que f admet une limite en a s’il existe | € F tel que,
Ve > 0,36 > 0, tel que Vo € B(a,0) NA,=|f(z)—1]] <e.
Si f admet une limite en a, cette limite est nécessairement unique.

Définition 1.1.14 (Convergence faible). Soit (x,,)nen une suite de E et soit x un élément

de E, alors
(:cn — z (Convergence faz‘ble)) & <E|f € FE', tel que f(x,) — f(z) (Converge simple)>.

Ou E" = {f : E — C, telle que [ linéaire et continue }, cet espace est dit le dual

topologique de E.



1.2 Espaces de Banach

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur un corps K (R ou C).
On appelle norme sur E une application de E dans R, notée ||.|| telle que
Ve,ye E,VA e K :
a) ||z]| =0 si et seulement si x = 0.
b) llz+y| < llz|| + lyll, (inégalité triangulaire).
c) |IAx]| = |\|.||x]|, (homogénéité).

Remarque 1.4. Un espace vectoriel normé (e.v.n.) est un couple (E.|.||). Il s’agit d’un

cas particulier d’espace métrique muni de la distance
d(l’,y) = ||Jf—y||, xa?JGE-
Remarque 1.5. Tout espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach.

Exemple 1.4. L’espace BC(R,R) des fonctions réelles x définies, bornés et continus en

R, avec la norme mazimale

]| = sup|z(t)],
tER+
est un espace de Banach.

En effet, soit (x,)n>0 est une suite de Cauchy dans BC(R4,R), i.e.

Ve>0,3NoeN,Vn,meN tel que n,m > Ny = ||z, — x| < e

|Tn — Zm|| = sup |zm(t) — z,(t)] <&, ¥V n,m>= N. (1.1)
teR4

Soitt =ty € Ry fixé, alors on obtient

|z, (t0) — zm(to)] < e.

C’est a dire (x,(tg)) est une suite de Cauchy dans R, puisque (R,|.|) est un espace
complet alors (z,(ty)) est convergente dans R, soit vers un élément x(to).
On peut définir la fonction x ponctuelement sur Ry par; pour tout t € Ry il exist un

seul élément x(t) de R tel que, z,(t) convergente vers x(t).



On va montrer que (x,) est convergente vers x, puis on montre que v € BC(R,,R).

On tend n vers l'infini dans (1.1), on obtient

sup |z, (t) —z(t)| <e, VYV m = Np.
teR

Par conséquent, (x,) est convergente vers x, i.e.

Ve>0,3N eN,VneN tel guen > Ny = |z, — x| gg.
€
lzn = 2] = sup |za(t) — 2(t)] < 3,
teER
cela implique que
VieR,, |za(t) —a(t)] < g
On a
€
ViR, [l - o] < lalt) - 2] < 5,
alors

VieRs, fo(t)] < lealt)l+ 3,

puisque x,, est bornée, i.e.
IM>0,VteR, |z, ()] < M.

Donc

VieR,, |z(t)]< M+§.

D’ou x est bornée.

D’autre part, on a x, continue en t; € Ry (quelconque), i.e.

Ve>0,30>0,telquelt—t| <oVteRy=|r,(t) —z,(t1)] <

wl ™

On va etudier la continuté de x en t;

() = x(t)] = |2(t) = 2n(t) + 2n(t) = 20 (t2) + 20 (tr) — 2(t1)]

< [2(t) = (O] + |zn(t) — 2n(t1)] + [2n(t1) — z(t1)]
< 3 + 3 + 3 =c



Alors, © est continue en t; € Ry (quelconque), ce qui implique x est continue sur R .
Par suite, la limite x est une fonction définie, bornée et continue sur Ry dans R, i.e.
x € BC(R,R).

Par conséquent, l'espace BC(R,,R) est un espace de Banach.

1.3 Compacité

Définition 1.3.1 (Les ensembles compacts). On dit qu’un ensemble A de E est compact

si de toute suite d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite converge vers un élément

de A.

Définition 1.3.2 (Autre définition d’ensemble compact). Soit A un ensemble d’un espace
normé E, A est dit compact si de tout recouvrement de A par des ouverts de A on peut

extraire un sous-recouvrement fini i.e.
VV;,j € J (ouwverts); U C U Vi, Vi), k =1,2,...,n tel que U C U Viky-
jeJ k=1
Proposition 1.3.1.
1. Si A est compact, alors A est fermé et borné.

2. Si E est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A est fermé et

borné.

Définition 1.3.3 (Les ensembles faiblement compacts). On dit qu’un ensemble A de
E est faiblement compact si de toute suite d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite

faiblement converge vers un élément de A.

Définition 1.3.4 (Les ensembles relativement compacts). On dit qu’un ensemble A

de E est relativement compact si et seulement si son adhérence A est compact.

Définition 1.3.5 (Les ensembles faiblement relativement compacts). On dit qu'un
ensemble A de E est faiblement relativement compact si et seulement si son adhérence A

est faiblement compact.

10



Définition 1.3.6 (L’application compacte). Soient E et F' deux espaces de Banach, €
une partie non vide de E.
Une application f: Q) C E — F est dite compacte si et seulement si elle est continue

et l'image de tout ensemble borné X de ) est un ensemble relativement compact de F,

c’est-a-dire, f(X) est un compact.

1.4 Convexité

Définition 1.4.1. Un sous-ensemble X d’un espace vectoriel normé E est dit

i) Affine si et seulement si :
Ve,y e X,VAeR, (1-Nz+yeX.
it) Convexe si et seulement si :
Ve,y e X,VA € [0,1], (1—=XNz+\ye€ X.

Autrement dit, un ensemble est affine (resp. convexe) s’il contient toute droite (resp. tout

segment) passant par deuz de ses points.

Exemples

Nous commencons par quelques exemples élémentaires.
i) Tout ensemble affine est convexe.

ii) Soit [|.|| une norme sur l'espace vectoriel E. Pour tout x € E et r > 0, la boule

centrée en x et de rayon r (ouverte ou fermée) est convexe
B(a,r) :={y € Ef||z —y[ <r}.
iii) Pour toute forme linéaire ¢ : E — R et b € R, le sous-niveau
S ={x € E, ¢(x) <b},

est un ensemble convexe appelé demi-espace.

11



En effet, soient z,y € S et A € [0,1] on a

Az + (1= Ny) = Ao(z) + (1 = A)o(y)
<A+ (1= A)b
=,
alors,

A+ (1=NyeSs.

Définition 1.4.2 (L’enveloppe convexe et fermé). Soit 0 un ensemble d’un espace
vectoriel normé E. On dit que [’enveloppe convexe et fermé d’ensemble €2 est un plus petit

convexe et fermé contient a §) i.e.
Conv§) = ﬂ {K CFE:KDQ K est conveze et fermé}.

Définition 1.4.3 (Les applications convexes). Soit f une application d’espace vectoriel

normé E dans R. On dit que application [ est convexe sur E, si pour tout x,y € E et
A€[0,1] on a

FOz+ (1 =Ny) <Af(@) + 1= Nfy).
Exemple 1.5. La norme ||.| définie sur l’espace de Banach E est une application conveze.

En effet, soient x,y € E et A € [0,1] on a

Az + (1= Nyl < [[Ae] + [[(1 = Ay
= [Alll ]l + 1t =Myl
= Allzl[ + (1 = M)yl

1.5 Mesures de non-compacité

Considérons E est un espace de Banach avec la norme ||.||. On a noté par Mg la famille
de tous des sous-ensembles bornés non vides de E et par Ng sa sous-famille constituée de

tous les ensembles relativement compacts.

Définition 1.5.1. /2, 8, 9] On dit qu’une application p : Mp — R, est une mesure de

non-compacité dans E si elle satisfaite les propriétés suivantes pour tout X, Y € Mg :

12



1. La famille ker p = {X € Mg : u(X) = 0} est non vide et ker u C Np.
XCY = puX)<uk).

u(X) = p(X).

pu(ConvX) = p(X).

pAX + (1= N)Y) < Ap(X) + (1 = A)pY) pour A € [0,1].
C’est a dire que lapplication p est une application convexe sur Mg.

6. St {X,} est une suite décroissante d’ensembles fermées de Mg tel que

lim pu(X,) =0

n—oo

alors U'ensemble d’intersection Xo, = (| X, est non vide.
n=1

La famille ker p d’écrit dans la propriété 1 est appellée le noyau de la mesure de non-
compacité .

En remarquant que l'ensemble d’intersection X, est un membre du noyau ker p.

En effet, puisque

1(Xoo) < p(X,), pour tout n € N.

Alors
1#(Xoo) = 0.
Cela donne X, € ker p.
Pour plus des propriétés des mesures de non-compacité nous référons a [8].
Dans la suite, nous allons utiliser des mesures de non-compacité ayant des propriétés
supplémentaires.

Une mesure est dite sous-linéaire si elle satisfaite aux deux conditions suivantes :
L p(AX) = | Mu(X), XeR.
2. p(X4+Y) <u(X)+ pY).

Une mesure de non-compacité sous-linéaire p satisfaisante la condition

(X UY) = max{u(X), u(Y)},

tel que ker p = Ng est dit régulier.[9]
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1.5.1 Mesure de Kuratowski

Soit E un espace métrique et {2 un sous ensemble non vide et borné de F.

Définition 1.5.2. [15] La mesure de non compacité de Kuratowski de [’ensemble 2, notée
a(Q) est linf des nombres d > 0, tel que £ admet un recouvrement fini par des ensembles

de diamétre inférieur a d, i.e.

a(Q) = inf {d >0, = OQZ tel que 6(Q;) < d}.

=1
1.5.2 Mesure de Hausdorff

Avant de donner la définition de la mesure de non-compacité de Hausdorff, rappelons

d’abord la notion de e-réseau dans le cas ou (F, ||.||) est un espace normé. Ici, on note par

Bi = B(0,1).

Définition 1.5.3. Soit E un espace normé. Un ensemble S C E est appelé un e-réseau de

Q si
QCS+€§E:{5+€b;5€S,b€§E}.

Définition 1.5.4. La mesure de non compacité de Hausdorff de l’ensemble Q, notée x(2)

est l'inf des nombres € tels que 2 admet un e-réseau fini dans E, i.e.
X(Q) = inf {5 >0, tel que 3 S fini de E,Q C S—i—&tEE}.

Remarque 1.6. Dans le cas ou ) est un sous-ensemble non vide et non borné, alors

les deux mesures de non-compacité de Kuratowski et de Hausdorff sont liées entre elles

par le théoreme suivant :

Théoreme 1.5.1. Soient o et x les mesures de non-compacité de Kuratowski et de Haus-

dorff et Q un sous ensemble d’un espace de Banach E. Alors
X(2) < a(2) < 2x(9).

Preuve. Voir [3] O
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1.5.3 Mesure de non compacité faible de De Blasi

Dans toute cette section, E désigne un espace de Banach, Mg la famille de toutes les

parties non vides bornées de E et I'g un sous ensemble de Mg formé de toutes les parties

faiblement compactes de E. Soit B, la boule fermée dans E de centre 0 et de rayon 7.

Dans [17, 12], De Blasi a introduit I'application suivante v : Mp — [0, co[ définie par :

v(X) =inf {r > 0 : 1l existe un ensemble Y € I'g tel que X C Y +§r},

pour tout X € Mg.

Définition 1.5.5. [20] L’application v est appellée la mesure de non compacité faible de De

Blasz.

Quelques propriétés [20]

Soient X7, X5 € E alors

1.

2.

Monotonie : Si X; C X, alors v(X;) < v(Xs).

v(X1) = 0 si et seulement si X est relativement faiblement compact.

vl

. (X)) =v(X)), ot X, la fermeture pour la topologie faible de X.

Semi-homogeneité : v(AX;) = [A\|v(X}1), pour tout A € R.

. Invariance par enveloppe convexe :v(ConvX;) = v(X).

Semi-additivité algébrique : v(X; + X3) < v(X1) + v(Xs).
Si (X,)n>1 est une suite décroissante des parties non vide, bornées, et faiblement

fermées de F avec lim v(X,) = 0, alors
n—aoo

ﬁXn7éOety(ﬁXn)—0,
n=1 n=1

oo
c’est a dire ﬂ X, est relativement faiblement compact.

n=1

Une caractérisation de la mesure de non compacité faible de De Blasi dans les espaces

L' a été donnée par Appell et De Pascale dans [4] sous une forme plus simple comme suit

e—=0 U ex

lim { sup { sup { /QO |z (t)|dt : Qo C Q,mes(Qp) < 5}}},

pour tout X € M) ou mes désigne la mesure de Lebesgue.
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1.5.4 Applications p-contractions

Soient E et F' deux espaces de Banach.

Définition 1.5.6. [14, 10] Soit f : E — F une application continue et bornée sur chaque

sous ensemble borné de E.

On dit que f est :

1. p-lipchitzienne avec la constante k > 0, si
u(f(9)) < kp(Q), Q€ My,

2. completement continue si elle est p-lipchitzienne avec k = 0.
3. p-contraction si elle est p-lipchitzienne avec k < 1.

4. condensante si elle est p-lipchitzienne avec k =1 et

p(f () < u(9),
pour tout Q borné et non relativement compact ((€2) > 0).

Remarque 1.7. Toute application complétement continue est une application p-contraction,

ainsi toute application p-contraction est une application condensante.

Définition 1.5.7. supposons que M est un sous-ensemble non vide d’un espace de Banach
E etT: M — E est un opérateur continu. On dit que T satisfait la condition Darbo (avec
une constante k = 0) par rapport a une mesure de non-compacité si, pour tout sous-ensemble

borné X de M, l'inégalité suivante est vraie :

u(TX) < ku(X).
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Chapitre 2

Quelques théoremes de point fixe

Ce chapitre est consacré pour présenter quelques théoremes du point fixe qui corres-
pendent avec la mesure de non-compacité.

D’abord, nous rappelons par les théorémes du point fixe principaux dans 'espace de
Banach. En particulier on présente dans le premier section deux théoremes de Schauder,

que nous utilisons dans les théorémes a venir dans ce chapitre.

2.1 Théorémes de Schauder

Théoréme 2.1.1 (Le premier théoréme de Schauder, [7, 5]). Si Q un sous-ensemble
non vide, convexe et compact d’espace de Banach E, et ' : Q — € une application continue

sur 2. Alors F' admet au moins un point fize dans €.

Preuve.

Voir [5). 0

Théoréme 2.1.2 (Deuxiéme théoréme de Schauder, [1, 7, 5]). Soit Q un sous-ensemble
non vide, borné, fermé et convexe d’espace de Banach E. Alors toute application continue

et compacte F : €2 — Q admet au moins un point fize dans €.

Preuve.

Voir [5]. O
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2.2 Théoreme de Darbo et ses généralisations

Dans cette section on présente le théoreme de Darbo et quelques ses généralisations qui
donner l'existance du point fixe pour des applications continues sur un sous-ensembles non
vides, bornés, fermés et convexes des espaces Banach.

Maintenant nous rappelons le théoreme du point fixe suivant qui est une version du
point fixe classique pour les applications lipschitziennes dans le contexte des mesures de

non-compacité.

Théoréme 2.2.1 (Darbo, [8]). Soient Q un sous-ensemble non vide, borné, fermé et
convexe d’espace de Banach E et T : Q) — ) est une fonction continue et p est une mesure

de non-compacité définie dans E. Supposons qu’il existe une constante k € [0, 1] telle que
u(TX) < kp(X), (2.1)
pour tout sous-ensemble non vide de ). Alors T admet un point fize dans €.

Preuve. On considere une suite (£2,,) décroissante et définie par :
Qo =Qet Q, =ConvT),_1, pour tout n > 1.

S’il existe un nombre naturel ng tel que u(€,,) = 0, alors €2, est rélativement compact
et puisque 7°€2,,, C Q,,.

Donc le théoreme de Schauder 2.1.1 implique que 7" admet un point fixe.

D’autre part, supposons que p(£2,) > 0 pour tout n > 0.

En utilisant (2.1) nous obtenons

#(Ss1) = p(ConuTQ,)
= u(TS2,) (2.2)
< kp(Qn).

Puisque k£ < 1, alors
M(QnJrl) < M(Qn)> Vn=>0.

Par conséquent, {1(€2,)} est une suite décroissante des nombres réels positifs.
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Alors, il existe r > 0 tel que

lim p(§2,) =17 (2.3)

n—0o0

Donc, d’apres (2.2) on obtient

lHm pu(Qpy1) < lim kp($2,),
n—oo

n—oo

alors
0<r<kr,
implique que r = 0.
Alors,
i, ) =0

Maintenant, puisque
Qi1 €O, et TQ, CQ,.

(o]
D’apres la propriété 6 de mesure de non-compacité, nous conclurons que 2., = ﬂ Q,
n=1

est un sous-ensemble non vide, fermé, convexe de €2 et invariant sous 'opérateur 7', et donc
il appartient a Kerpu.
Par conséquent, d’apres le théoreme de Schauder 2.1.1, T" admet un point fixe dans

Q. ]

2.2.1 Quelques généralisations du théoreme de Darbo

Théoréme 2.2.2. [21] Soit Q est un sous-ensemble non vide, fermé, borné et conveze
d’espace de Banach E. De plus, supposons que T : 2 — ) est une fonction continue telle

que

U(u(TX)) < o(u(X)), (2.4)

pour chaque sous-ensemble non vide X de ), ou U et ¢ : Ry — R sont deux fonctions.

Supposons que

(i) pour u,v € Ry si U(u) < ¢(v), alors u < v.
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(i) pour {u,},{v,} C Ry avec limu, = lim v, = w,
n—oo n—oo

st W(u,) < ¢(v,) pour tout n € N, alors w = 0.

Et par conséquent, T admet un point fixe dans 2.

Preuve. [21] On considere la suite (€2,,) décroissante et définie par :
Qo =Qet Q, =ConvT,_1, pour tout n > 1.
S’il existe un nombre naturel ng tel que w(€2,,) = 0, alors Q,, est rélativement compact
et puisque 7Q2,,, C Q,,,.
Donc le théoreme de Schauder 2.1.1 implique que T" admet un point fixe dans €.

D’autre part supposons que p(€2,) > 0 pour tout n > 0.

En utilisant (2.4) nous obtenons

U(p( Q1)) = ¥ (p(ConvTy))
= U (u(TQ)) (2.5)
< o(p(En)).
En raison de la condition (i) et (2.5) on déduit que {u(€2,)} est une suite décroissante
de nombres réels positifs.

Alors, il existe r > 0 tel que u(Q2,) = r quand n — oc.

Donc, vu de (2.5) et de la condition (ii), nous obtenons r = 0, alors

lim u(Q2,) = 0.

n—oo
Maintenant, puisque
Qn+1 g Qn et TQn g Qna

o
donc la propriété 6 de mesure de non-compacité implique que Q. = ﬂ ), est non vide,
n=1

fermé, convexe et invariant sous 'opérateur 7', donc il appartient a Kerpu.

D’otu, d’apres le théoreme de Schauder 2.1.1, 7" admet un point fixe dans 2. O]
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Théoréme 2.2.3. [21] Soit Q est un sous-ensemble non vide, fermé, borné et conveze

d’espace de Banach E. De plus, suppose que T : §2 — § est une fonction continue telle que

U(u(TX)) < p(p(X)) = 0(u(X)), (2.6)

pour chaque sous-ensemble non vide X de 2, ou VU, ¢ et 6 : Ry — R, sont trois fonctions
tels que ¢ et 8 sont bornées sur tout interval borné dans Ry et U est continue.

De plus, supposons que

(1) ¥(z) < ply) =z <y,

(2) pour toute suite {x,} dans Ry avec x, —t >0,

U(t) — lim sup ¢(z,) + lim infé(x,) > 0.
n—

n—oo o0

Alors, T admet un point fize dans €.

Preuve. [21] De méme que dans la preuve du théoréme 2.2.2, nous construisons la suite

{Q,} par
Qo =Qet Q, =ConvT,_1, pour tout n > 1.

S’il existe un nombre naturel ng tel que p(€,,) = 0, alors €2, est rélativement compact.

Par conséquent, d’apres le théoréeme de Schauder 2.1.1, nous conclusons que T admet
un point fixe dans €.

D’autre part, supposons que u(£2,) > 0 pour tout n > 0.

En appliquant (2.6) nous obtenons

V(1)) = ¥(u(ConvTQy))
= U (u(TQ,)) (2.7)

< @(u(§2n)) = 0(u(S20)).

Puisque 6 > 0, donc de (2.7) nous obtenons

U (1)) < (p(2)),

qui par condition (1) implique que

(1) < ().
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Par conséquent, {1(€2,)} est une suite décroissante des nombres réels positifs.
Alors, il existe 7 > 0 tel que

lim p($2,) =1 (2.8)

n—0o0

Nous allons prouver que p(2,) — 0 quand n — oo.
Prendre la limite supérieure des deux cotés de (2.7) et en utilisant les propriétés des

fonctions W, p et 6, on a

U(r) < limsup () +limsup (~0((0))). (2.9)
Par conséquent,
¥(r) < limsup o{u(€,)) — liminf 0(u(02)) (2.10
cela implique que
U(r) — lim_)sup () + ligiijlf O(u(82,)) <O0. (2.11)

Dong, de la condition (2), nous conclusons que r = 0.
Alors,
lim p(€,) = 0.

n—oo
Maintenant, puisque
Qi1 €Q, et TQ, CQ,.
o0
En utilisant la propriété 6 de mesure de non-compacité nous conclusons que €2, = ﬂ Q,
n=1

est non vide, fermé, convexe et invariant sous I'opérateur T" et appartient a Kerpu.
Par conséquent, d’apres le théoreme de Schauder 2.1.1, T" admet un point fixe dans

Q. ]

Théoréme 2.2.4. [2] Soient 2 un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’espace

de Banach E etT : Q — Q) est un opérateur continu tel que

V(p(TX)) < ¥(u(X)) — (X)), (2.12)
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pour tout sous-ensemble non vide X de §2, ot p et ¥ : R, — R, sont données des fonctions
tels que @ est semi-continue inférieurement et W est continue sur R, .

De plus,
©(0) =0 et p(t) >0 pourt > 0.
Alors T admet au moins un point fize dans €.

Preuve. [2] On considere la suite (£2,,) décroissante définie par :
Qo =Qet Q, =ConvT€),_1, pour tout n € N.

S’il existe un nombre naturel ng tel que p(£2,,) = 0, alors €, est compact.
Dans ce cas le théoreme de Schauder 2.1.1 implique que T" admet un point fixe dans €.
D’autre part, supposons que x(€2,) > 0, pour n = 1,2, ....

Par nos hypotheses, on obtient

V(1)) = ¥ (p(ConvTe,))
(u(T€2,)) (2.13)
(1(2n)) — (1 S20))-

Puisque la suite (p(€2,)) est décroissante et positive, on déduit que u(£2,) — r quand n

v
v

IN

tend vers l'infini, ou 7 > 0 est un nombre réel positif.

D’autre part, au vu de (2.13), nous obtenons

lim sup ¥(u(2,41)) < lim sup U(u(Q2,)) — lim inf o(u(2,)).

n—o0 n—ro0
Cela donne
U(r) < ¥(r) —o(r).
Par conséquent,
(r) =0 alors r = 0.
D’ou nous déduisons que

lim p(€2,) = 0.

n—o0

Maintenant, puisque
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Quit C Q.

[o¢]
En utilisant la propriété 6 de mesure de non-compacité nous conclusons que o, = () Q,
n=1
est non-vide, fermé, convexe et 2., C €.
De plus, 'ensemble {2, est invariant sous 'opérateur T et 2, € ker p.

Ainsi, en appliquant le théoreme de Schauder 2.1.1 nous complétons la preuve. O]

Théoréme 2.2.5 (Darbo généralisé, [2]). Soient Q un sous-ensemble non vide, borné,
fermé et convezre d’espace de Banach E et T : Q0 — € est un opérateur continu satisfait

["inégalité suivant
u(T'X) < p(u(X)), (2.14)

pour tout sous-ensemble non vide X de €2, ou ¢ : R, — R est une fonction croissante telle

que

lim ™(t) =0, pour toutt > 0.

n—o0

Alors T' admet au moins un point fize dans €.

Preuve. [2] De méme que dans la démonstration de théoreme précédent, nous définissons

par induction la suite (£2,,), ou
Qg =Qet Q, =ConvTQ,_1, pour tout n € N.

De la méme maniére qu’avant, nous pouvons supposer que p(£2,) > 0, pour tout n € N.

De plus, d’apres nos hypotheses, on a

1(Qpy1) = p(ConvTQy,)

n(T€2,)
()
0 (1(20-1))
S ™ (u(92).

INIA

IN

Cela implique que

lim u(€2,) =0.

n—oo
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Puisque la suite (£2,,) est décroissante, d’apres la propriété 6 de mesure de non-compacité,
on déduit que ’ensemble €, = ﬁ ), est un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de
I’ensemble (2. i

Par conséquent, nous obtenons que €2, est un élément du noyau ker p.

Alors, 2 est compact.

Ensuite, en gardant a l'esprit que T" de €2, vers lui-méme.

D’apres le théoréme de Schauder 2.1.1 nous déduisons que 'opérateur 1" admet un point

fixe x dans ’ensemble ).

Evidemment z € Q. Ceci compléte la preuve. n

Maintenant, faisons attention au corollaire suivant de théoréme précédent qui appartient

au théorie classique des points fixes métriques.

Corollaire 2.2.1. [2] Soient Q un sous-ensemble non vide, borné, fermé et conveze d’espace

de Banach E et T : Q — Q est un opérateur continu tel que

172 = Tyl < (Il - y1l). (2.15)
pour tout x,y € €, ou ¢ : Ry — R est une fonction croissante avec
lim ™(t) =0, pour tout t > 0.
n—oo

Alors T' admet un point fixe dans ).
Preuve. [2| Soit i : Mgy — R, est une quantité définie par la formule :
u(X) = diamX,
ou
diamX = sup{||z —y|| : x,y € X},

représente le diametre de X.
On voit facilement que p est une mesure de non-compacité dans un espace E (voir.

6, 8]).
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Plus de remarquer que depuis la fonction ¢ est croissante, puis en vue de (2.15) on a

sup [Tz =Tyl < swp ¢(llz - yl|)
-T,yEX x,yEX

S@(ﬂmﬂ$—m0~
z,yeX

Cela donne
w(TX) < p(u(X)).

Apres I'application de théoréme 2.2.5, la preuve se termine. O

Dans ce qui suit, nous montrons que I’hypothese en disant que
lim ¢"(t) = 0 pour ¢ > 0,
n—oo

peut étre remplacé par d’autres exigences pratiques.

Lemme 2.2.1. [2] Soit ¢ : R, — R, une fonction croissante et semi-continue supérieure-

ment. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) lim ¢™(t) =0 pour toutt > 0,
n—oo

(ii) o(t) <t pour toutt > 0.

Preuve. [2] Si (i) est satisfaite.

Supposons que la condition (ii) ne tient pas i.e.
3ty € R tel que p(ty) > to.
Par conséquent, puisque ¢ est croissante on déduit que
P*(to) = (p(to)) = w(to) > to.

Par induction on obtient que

©"(tg) > tg >0, pourn=12 ...
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Cela donne la contradiction et prouve que la condition (ii) est satisfaite.
Réciproquement, supposons que ¢ satisfait la condition (ii).
Si on prend un nombre réel ¢ > 0 et on considére la suite (¢"(t)).

On a
P*(t) = (p(t)) < p(t).

De méme, par induction, nous pouvons facilement voir que la suite (¢"(t)) est décrois-

sante et positive. Puis, il existe la limite

lim p"(t) = 7.

n—oo

Sir =0 on a la conclusion souhaitée.
Sir > 0, puis en vue de nos hypotheses, nous avons que p(r) < r.
D’un autre coté, nous avons que r < ¢"(t) pour tout n = 1,2, ....

Au vu de la semi-continuité supérieurement de ¢, cela implique que

r < lim ¢"(¢)

n—o0

= lim (" (1))

n—oo
<p(r)<r.

La contradiction obtenue complete la preuve. Il

Remarquez cela, les hypothéses sur la semi-continuité supérieurement de la fonction ¢
est exploité uniquement dans la preuve de I'implication (ii)=- (i).

De plus, dans la preuve de cette implication, nous n’utilisons pas le fait que, ¢ est
croissante.

D’un autre coté, il est facile de voir que si ¢ n’est pas semi-continue supérieurement sur
R, et satisfaite a la condition (ii) alors ¢ ne doit pas satisfaite a la condition (i).

En effet, considérons la fonction ¢ : R, — R définie par :

0, si t=0
1 -1 1 1
p(t) = ——i—ln(t—i—n ) si te]—, } et neN,n>3
n n nn—1
1 1 1
——|—ln(t+—), sit> =
( 2
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Il est facile de vérifier que ¢ est croissante sur Ry, ¢(t) <t pour ¢t > 0 mais ¢ n’est pas
semi-continue supérieurement.

D’un autre c6té, nous pouvons facilement voir que ¢ ne satisfaite pas la condition (i).

Maintenant, nous fournissons une remarque concernant une interconnexion entre les

théoremes 2.2.4 et 2.2.5.

Remarque 2.1. Observons que si la fonction ¥ : Ry — R, apparaissante dans le théoreme

2.2.4 augmente, alors le théoreme 2.2.4 peut étre traité comme un cas particulier de théoreme

2.2.5 a condition de supposer que @ strictement positive sur R et W est continue sur R, .
Pour prouwver ce fait, observons d’abord que de l'inégalité (2.12), nous déduisons que

U(t) —(t) >0, pourt>D0.

Ainsi, puisque la fonction U est inversible et la fonction inverse W1 est définie et conti-
nue sur un sous-intervalle de R, nous pouvons écrire l'inégalité (2.12) de maniére équiva-

lente sous la forme :

u(TX) < U (U(u(X)) — e(u(X))) (2.16)

pour tout X € Mg.

De plus, considérons la fonction ¢ : R, — Ry définie par la forme :

Remarquer que ¢ est continue sur Ry. De plus, l'inégalité (2.16) peut étre écrite sous la

forme :

(TX) < p(u(X)),

pour X € Mg, qui a la méme forme que l'inégalité (2.14) de théoréme 2.2.5.
Notez que vu le fait que la fonction W= est croissante sur R, on déduit que pour t > 0

I’inégalité suivante est vérifié
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Ainsi, en vue du Lemme 2.2.1, la fonction ¢ satisfaite a ’obligation lim ¢"(t) = 0 de
n—o0
Théoreme 2.2.5.

Cela montre que nous pouvons appliquer le théoréeme 2.2.5 ce qui justifie notre affirmation

ci-dessus.

2.3 Théorémes utilisant mesure de De Blasi

Définition 2.3.1. Une application f : X C E — FE est dite v-contractive si elle envoie

les ensembles bornés de X wers des ensembles bornés de E tel qu’il existe § € [0, 1] avec

v(f(A)) < Br(A),
pour tout ensemble borné A C X, ou v est une mesure de non-compacité faible de De Blasi.
Définition 2.3.2. [20] Soit g : E — E un opérateur non linéaire. On aura besoin des

deuzx conditions sutvantes :

(H1) Si(xn)nen est une suite faiblement convergente dans F, alors g((x,)nen) admet une

sous suite fortement convergente dans E.
(Ha) Si (Tn)nen est une suite faiblement convergente dans E, alors g((x,)nen) admet une
sous suite faiblement convergente dans E.
Remarque 2.2.

1. Les opérateurs satisfaisants (H1) ou (Hz) ne sont pas nécessairement faiblement

continus.

2. Une application g satisfaite (Ha) si et seulement si elle envoie les ensembles relati-

vement faiblement compacts vers des ensembles relativement faiblement compacts.

Théoreme 2.3.1. Soient 2 un sous ensemble non vide, borné, fermé et convexe de E et
T : Q — Q une application continue satisfaisante (Hy). Si T(S) est relativement faiblement

compact, alors il existe x € Q) tel que T(x) = x.

Preuve. Voir [17]. O
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Notons que I'ensemble €2 dans le théoreme précédent n’est pas nécessairement borné.

Dans le cas ou 2 est supposé étre borné, nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 2.3.2. [20] Soient 2 un sous ensemble non vide, borné, fermé et convexe de E

et T : Q — Q une application continue satisfaisante (Hy). Si T est v-contractive, alors il

existe x € Q) tel que T'(x) = x.

Preuve. [20] On considere la suite (£2,,) comme
Q) =Qet Q1 = Conv(T(2,)), pour tout n > 1.

Il est clair que la suite (€2,)nen est formée des parties non vides, fermées, convexes et

décroissantes de ().

Comme T est v-contractive, alors, pour un certain 8 € [0, 1[ on a

v(Qs) = v(Conv(T(2))
= v(T(S))
< Br(th).
Par induction, on obtient
V(i) < B"0(Q),
donc

lim (2,,) = 0.

n—oo

[e.9]

En utilisant la propriété 7 de v, on conclut que ﬂ (),, est un sous-ensemble non vide,

n=1
fermé, convexe et faiblement compact de €.

De plus, il est facile d’observer que T( ﬂ Qn> C ﬂ Q.
n=1 n=1

o0
Par conséquent, T( ﬂ Qn> est relativement faiblement compact.
n=1

Enfin, 'utilisation de théoréme 2.3.1 conclut la preuve. O]
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2.4 Théoréeme de Sadovskii

Théoréme 2.4.1 (Sadovskii[l0]). Soit A un sous ensemble non vide, borné, fermé et
convexe d’un espace de Banach X et soit T : A — A une application continue. Si T est

condensante, alors T admet au moins un point fixe.

Preuve. [10, 20 O

2.5 Théoréme de Monch

Nous présentons le théoreme du point fixe de Monch, qui a été particulierement utile

pour établir 'existence des solutions aux problemes des limites non linéaires dans les espaces

de Banach [14].

Théoréme 2.5.1 (Monch 1980, [1, 18, 22]). Soit Q un sous-ensemble non vide, borné,
fermé et convexe d’espace de Banach E telle que 0 € €2, et soit T : 2 — Q) une application

continue. Si l'implication
V=ConvT(V) ou V=TWV)U{0}=aV)=0 (2.17)

est vérifie pour tout sous-ensemble V de ), ou « est une mesure de Kuratowski, alors T

admet un point fize dans 2.

Preuve. [22] On définit une suite {y,} par :

Yo =10, et Y1 = T(yn), pour tout n € N.

Soit
Y ={yn;n=0,1,2,...}.
Ainsi
Y = T(¥Y) U {0},
d’apres (2.17) on déduit que
a(Y) =0,

donc Y est relativement compact dans €2.
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Soit Z 'ensemble de tous les points limites de {y,}. Il est clair que Z = T'(Z).
On pose
R(X) = ConvT(X),

pour tout X C €, et soit
D={XCQtelque ZC X et R(X)CX}.

Ainsi, Il est clair que Q € D.

On pose

V=X AinsiZCV,

XeD

V est un non vide et

7 =T(Z) C R(Z) C R(V),
puisque
RV)CR(X)CX, VXCD,
donc

R(V)C N X =V,

XeD

donc V' € D. De plus,
R(R(V)) C R(V),

alors R(V) € D.
Par conséquent, V' = R(V') (car; V est plus petit ensemble de D) i.e.

V = ConvT(V).

De (2.17), implique que V est un sous-ensemble compact de Q.
D’aprés le théoreme de Schauder 2.1.1 sur l'application T'|, on conclut que 7" admet un

point fixe dans V C €. O
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Chapitre 3
Application

Ce chapitre est consacré a appliquer le théoreme du point fixe de Darbo que nous avons
étudié dans le deuxieme chapitre a 1’étude d’existence des solutions pour des équations
intégrales dans ’espace de Banach, plus précisément :
on va appliquer le théoréme du point fixe de Darbo pour prouver 'existence de la solution

d’une équation intégrale non linéaire de type Volterra suivante

x(t) = (T:v)(t)/o u(t, s, z(s))ds,

dans 'espace des applications continues et bornées de R, vers R.

3.1 Solvabilité d’une équation intégrale non linéaire de
type Volterra

Supposons que x est une fonction réelle définie sur R, . Puis par w(x,¢) nous désignons

le module de continuité de la fonction x, c¢’est-a-dire
w(@,e) = sup {Jat) — 2(s)] : t,5 € Ro, [t — 5| < e}
Sip(t,s) =p: Ry xRy — R, alors la formule

W(p, 6) = Sup{|p(t7 S) _p(uav)l : tv S, U,V € R+7 |t - U‘ < &€, |S - ,U‘ < g} :
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On définit le module de continuité de la fonction p(t,s) en ce qui concerne les deux
variables ¢ et s. On peut aussi utiliser le module de la continuité de p(t, s) en ce qui concerne

une variable. Par exemple,

W(p(t, ')75) = Sup{|p(t,s) —p(t,’l))| 18,0 € R-I—a IS - Ul < 5}7

ou t est un nombre fixe dans R . Des définitions similaires peuvent étre formulés pour les
fonctions de plusieurs variables.
Notre espace ambiant sera désigné par BC(R,,R) et consiste les fonctions réelles x
définies, bornées et continues sur R, avec la norme maximale ||z|| = sup |z(t)].
teRy
Nous avons montré dans 'exemple 1.4 que 'espace BC'(R,,R) est un espace de Banach
avec la norme maximale ||.||.

Il est prouvé dans [8] que pour un sous-ensemble non vide et borné X € BC(R,,R) la

valeur donnée par

w(X) = wo(X) + limsup diam X (), (3.1)

t—o0
ou
wo(X) = llir[l) {suplw(z,¢) : z € X]}
et
diamX (t) = sup{|z(t) — y(t)| : 2,y € X},
est une mesure de non-compacité dans BC(R,,R). Dans ce qui suit pu dénote les mesures

de non-compacité donnes par (3.1).

Nous étudierons la solvabilité de I’équation intégrale de type Volterra suivante :

x(t) = (T:L’)(t)/o u(t, s, x(s))ds, (3.2)

out € Ry et T est un opérateur de 'espace BC(R,,R) dans lui-méme.
Dans nos études, on suppose que les fonctions associées dans I’équation (3.2) satisfont

aux hypotheses suivantes :

1. L’opérateur T : BC(R,R) — BC(R,,R) est continu et satisfait a la condition de

Darbo pour la mesure de non-compacité p avec une constante k.
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2. Il existe des constantes non négatives c et d telles que
(Tz)(8)] < e+ dla(t)],

pour tout t € Ry et x € BC(R4,R).
3. La fonction u : Ry x Ry x R — R est continue et existe des fonctions continues
a,b: R, — R, telles que :
tlir&a(t) =90,
be L'(R,) et bornée,
lu(t, s, )| < a(t)b(s), pour tout z € Ret t, s € R,.
4. Tl existe une fonction ¢ : Ry — R, avec p € LY(R,), tel que t1,ts,s ER, et z € R
on a l'inégalité suivante :

lu(tse, s, z) — u(ty, s, x)| < |ta — t1]p(s). (3.3)

5. kllall|b]]1 < 1 et allal|||b|ly < 1, ot v = max{c,d} et ||a|]| = s%p{a(t)}.
teR
Par conséquence de I'hypothese (3) nous obtenons les remarques suivantes :
Remarque 3.1. Observons que l’hypothése (8) implique que la fonction a est bornée, et
par ||a||, tel que ||a|| = sup |z(t)|, comme dans U'hypothése (5), ot on néglige la preuve de

eR4
Uezistence de ||al|.

Remarque 3.2. D’autre part, par ’hypothése (3), on a

‘ /Otu(t,s,x(s))ds‘ < /Ot lu(t, s, z(s))|ds < a(t) /Ot b(s)ds,

de plus, puisque tlim a(t)=0 et b€ L'(R,) on obtient
—00

t
tlim a(t)/ b(s)ds < tlim a(t)||bll1 =0
—00 0 —00

t
= lim a(t)/ b(s)ds = 0.
t—r00 0

Nous pouvons le lemme suivant qui sera nécessaire plus loin.
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Lemme 3.1.1. Suppose que © € BC(R,,R) et e > 0. Alors
w(w,2) = supwh(a,e),
L>0
ot wh(z,e) = sup{|z(t) —x(s)| : t,s € [0, L], |t — s| < &}.
Preuve. On a
wh(@,€) = sup{la(t) — ()] : t,s € [0, L], [t — 5| < ¢}
< sup{Ja(t) — #(s)] : t,5 € Ry, [t — 5| < €}
= w(z,e),

alors

supw’(z,¢) < w(z,e).
L>0

D’autre part suppose par absurde que

w(z,e) > supwh(z,¢),
L>0

i.e.

sup{|z(t) —x(s)| : t,s € Ry, |t — 5| < e} > supwh(m,¢).
L>0

Cela signifie qu’il existe t1,t; € R avec [t; — ta| < € et

supw’ (2, ) < [a(tr) — 2(t)].
L>0
On prend Ly = max{t,%2} et on a
Supr(w,s) < |x(t1) — z(ta2)| < sup{|z(t) — z(s)| : t,s € [0, Lo|, |t — s| < e} = wLO(x,E),

L>0

donc ceci est une contradiction. Ainsi, la preuve est complete. Il

Théoréme 3.1.1. Sous les hypothéses (1)-(5), I'équation intégrale (3.2) admet au moins
une solution x = x(t) dans l’espace BC(R,R).

Preuve. Considérons deux opérateurs A et B définis sur l'espace BC(R,R) par les for-

mules suivantes :

(Ax)(t) = (Tm)(t)/o u(t, s, x(s))ds, teRy,

36



(Bx)(t):/o u(t,s,2(s))ds, teR,.

On va prouver que Bz est continue, puis on déduit que Az est continue.
Ensuite, on prouve € > 0 et prend z € BC(R,,R) et tg € R,.

Supposons que ty # 0. Soit t € R, tel que [t — to] < 6 ol
) 3 to
d < min {—, —} ,
el + M 2
avec
to 3t
M =sup{fu(t, s,2)| : t,5 € |3, 5|, @ € [=all, Il }. (3.4)

qui existe en vertu de la continuité de la fonction u. Sans perte de généralité on peut supposer

que ty < .
Ensuite, comme nos hypotheses, nous pouvons obtenir
t to
(B0 = (B)w)| = | [ uttos.o(s)ds = [ ulto,s. o)
Ot Ot
< ‘ / u(t, s, z(s))ds — / u(to, s,:v(s))ds‘
Ot ‘ to
+ ‘ / u(to, s, x(s))ds — / u(to, s,x(s))ds
: " :
< / lu(t, s, z(s)) — u(to, s, z(s))|ds +/ lu(to, s, z(s))|ds
0 to

d’apres (3.3) et (3.4), on obtient
(Ba)(t) — (Ba)(t)] < (t =) [ (o)1 [ ds

< (t—to)lplls + Mt — to) (35)

< (llell + M)é.

Dans ce cas tp =0, soit e >0 et t € R, avect < ou d = m Alors, on a
a

(Ba)(t)| = ’/Otu(t, s,x)ds}
< /Ot lu(t, s, z)|ds.
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Puisque b est continue et bornée alors, la norme maximal ||.|| est définie en b.

D’ou, d’apres nos hypotheses on obtient
t
(B < [ aps)ds
0
t
< Sup/ |a(t)b(s)|ds = [|b][]a(t)]t
seRy JO
< [bll]a(t)|d

< sup |a(t)|[|b]|0 = [all[|bld = &,
teR4

Par conséquent, nous avons prouvé que Bz est une fonction continue pour x € BC(R,, R),
et donc Az est continue pour z € BC'(R,,R).

Dans ce qui suit, nous prouvons que pour x € BC(R,,R) alors Az est une fonction
bornée.

En réalité, si t € R, d’apres notre hypotheses et la remarque 3.1, on obtient

(An)0)] = 1T [ (e s,a(5)s|
d’apres 'hypothese (2) dans le théoréme (3.1.1) on a
[(Tz)(t)| < e+ dlz(t)],

donc

(T2)(t)| < ¢+ d sup |2(t)] = ¢+ dl|z].
tER+
Par la suite et d’apres I'hypothese (3) dans le théoréme (3.1.1), on obtient
t

|(Az) ()] < (C+dH$H)/0 [u(t, s, z(s))lds

¢
<(c+ d||x||)a(t)/ b(s)ds (3.6)

0

< (c+dllz[)lalll[b:-

Par conséquent,

[Az][ < (e + dllz[)]all[[b]]-
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Ainsi l'opérateur A transforme 'espace BC(R,,R) en lui-méme.

Ensuite, notons que pour montrer que l'opérateur A est continu sur l'espace BC(R,,R)
il suffit de prouver (au vu de I'hypothese (1)) la continuité de B sur BC (R, R). Pour faire
ca, fixons € > 0 et prenons z € BC(R,,R).

D’apres 'hypothese (3) (voir la remarque(3.2)), nous pouvons obtenir

lim a(t) /Ot b(s)ds =0,

t—o00

et par conséquent, pour chaque € > 0 on peut exister 7 > 0 tel que si t > 7 alors

a(t) /0 b(s)ds < g (3.7)

D’autre part, d’apres la continuité uniforme de la fonction u sur ’ensemble [0, 7] x [0, 7] x

[—&, €] on peut exister §; > 0 tel que

lu(t, s, z) —u(t, s, 2')| < ; (3.8)
pour

it —t'| <o, t,t €]0,7],

|s —§'| <61, s,8 €]0,7],

| — 2’| <86y, z,2" € [—€,¢l.

Supposons que § = d; et soit y est un élément de BC'(R,,R) tel que ||z — y|| < d. Donc,

si fixons ¢ € R on obtient

(Ba)(0) — (Bo)O)| = | [ utt.s.al)as = [ a5y
S/o lu(t, s, x(s)) — u(t, s, y(s))|ds.

Maintenant, nous pouvons considérer deux cas :

1. Sit > 7, d’apres (3.7) et la remarque(3.2), on obtient
|(Bz)(t) — (By)(1)] S/O u(t, s, 2(s)) — u(t, s, y(s))lds
< /0 lu(t, s, z(s))|ds —i—/o lu(t, s,y(s))|ds

< 2a(t) / b(s)ds < 2% =,
0
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2. Sit < 7, puis comme ||z — y|| <4 et on utilise (3.8), on trouve

|(Bz)(t) — (By)(1)] S/O u(t, s,2(s)) — ult, s, y(s))|ds

t
€ €
<—/ds:—t<e.
T Jo T

Alors, |(Bz)(t) — (By)(t)| < € pour tout ¢t € R;. D’ou
Bz — By|| = sup [(Bz)(t) — (By)(1)| <e.
teR

Par conséquence, B est un opérateur continu sur BC' (R, R).
Par suite, il est prouvé que 'opérateur A est continu sur l'espace BC(R,,R).

Ensuite, fixons € BC(R,,R). Puis, comme le fait précédemment dans (3.6), on obtient
[(Az)(®)] < (c+ dllz[Dllalllol < a(@+ [[z])lallllb]:,
ou a = max{c, d}. Cela implique

[Az|| = sup [(Az)(1)] < a1+ [[z]))][alll|b]]x-
tER+

Grace a 'hypothese 5, on déduit que A transformer la boule B(0,rg) vers lui-méme ol

allal[[[b]]x

o= T—"""" 1 -
1 —allaf|jtl;

En effet, soit © € B(0,79) i.e. ||z| < 79, on a

| Az] < a(L+ flz])al bl

< a(1+ 7o) [al 5]
afallpl:

~ a1+ Jalllio

(1 = pao el

(1—a||au||b||1+a||auub|rl)ua“”b”
L~ aflallo:

allalbl:

= ’}"0
L—allallllpfy

donc Az € B(0,7y).

Il est clair que la boule B(0,7() est un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe

de l'espace BC(R,R).
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Dans ce qui suit, on montre que l'opérateur A satisfait a la condition de Darbo par
rapport a la mesure de non-compacité p dans BC(R ., R).

D’abord, nous etudions le terme lié a wy.

Prenons un sous-ensemble X non vide de la boule B(0,ry) et z € X. Ensuite, pour un

constant L > 0,6 > 0 et ¢, 1, € [0, L] tel que t; <t et £, — t; < & on obtient
(40)(6) = (At = | (T)t) [ttt = (e [t s.a(6)ds
<[t [ uttns.xlo)ds = @)(0) [t s

+[(Tn)(n) /0 " lta, 5, 2(s))ds — (Tw)(1) /0 "ty 5, 2(s))ds

< |(Tz)(t2) — (Tz)(t)] /Otz |u(tz, s, x(s))|ds
+ |(Tx)(t1)|‘ /O752 u(ta, s,2(s))ds — /Ot1 u(ty, s,x(s))ds‘,

(T)(t2) — (T2)(t1)| < sup{|Tx(t) — Ta(s)| : t,s € [0, L], [t — s| < e} = w"(Tx,¢),
alors
|(Az)(t2) — (Az)(t1)] < (T, €)alts) /;2 b(s)ds
et dla) [ ultsa(6) — s (5D s
+/: u(ta. 5. 2(s))\ds].
daprés les hypothoses (3) et (4), d'ot
(42)(t2) — (A)00)] < (T el + a1+ ro) (2= 1) [ ol

+ lalloll(tz — t1)]
< W (T, )l 6]l + a1 +70) (2 = t)ls + llalllp])
< WH(Tw, &)l 16l + a1 + ro)e(llells + lal ).

Ainsi, on a obtenu 'estimation suivante

|(Az)(t2) — (Az)(t)] < w" (T, e)llall[[bll + a1+ ro)e(lllly + [lall[1BI]),
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alors

t SEI?EL]{KA@@ — (Az)(s)] : |t — s] < e} <w" (T, o) [allllblls + (1 + ro)e(llells + llall[B]),

donc

wh(Az,e) < w"(Tw,e)llallllblls + a(l +ro)e(lloll + llall[b1]).
En appliquant le supérieur par rapport a L, on obtient
sup wh(Az,e) < [lal|[[b]l: sup wH(Tw,e) + a(l +ro)e(llell + lallBl).
D’apres lemme(3.1.1)
w(Az,e) < |al|l|blly w(Tz, ) + (1 +ro)e([lls + llall[[b]])-
Par conséquent,

sup w(Az, &) < [lal||jblx sup w(T'z, ) + ol +ro)e(llells + llallBl])
S e

Ainsi, appliquer la limite quand € — 0 on peut obtenir

limsup w(Az,e) <|a||||bl]y limsup w(Tz,e)
e—=0,cx e—0

et puisque wq est définie, on a
wo(AX) < [lal[[[bl]ly wo(T'X).
Depuis la définition de la mesure u et de I'hypothése (1), on peut obtenir

wo(AX) < lall[[blly wo(TX) < {lal[[[blsp(TX) < [lall[|bl] 1 (X). (3.9)

Maintenant, nous etudions le terme lié au diametre qui apparait dans I’expression de la
mesure de non-compacité .
Prenons un sous-ensemble non vide X de la boule B(0,r), z,y € X et t € R,. Alors

on obtient

(A2)(0) — (A)(0)] = |(To)0) [t s.ae)ds = T)(e) [ alt,spt)ds

< ‘(Ta;)(t) /Ot ult, s, 2(s))ds — (Ty)(t) /Otu(t, s,x(s))ds’

Y

=@ [ utesats)as— @) [ atsps)as
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cela implique que
(4)(0) — ()0 < T2)) = (o)) [ Tutes, () s
0] [ Tults,2(6) — ult 0060 s
<ITO - Ol [ Heds +al1+ lyl2a00) [ b5y
< [l = @) O]+ 200+ ro)att) [ b(s)ds.

Ainsi, on a I'estimation suivante

(AD)(1) = (Ap)(®)] < [I(T2)(@) = (Ty)(O)] +2a(1 + 7o) () / b(s)ds.

En appliquant suprémum en x et y on obtient
t
sup | (A2)(t) = (A9)(0)] < [ sup |(Ta)t) = (T9)(0)] + 2a(1 + r0)]alt) [ bls)ds
r,yeX T,yeX 0

Par conséquent,
t
diam(AX)(t) < [diam(TX)(t) + 2a(1 + TO)]CL(t)/ b(s)ds.
0
Appliquer la limite supérieure lorsque ¢ — oo on obtient

0 < limsup diam(AX)(t) < limsup|diam(TX)(t) 4+ 2a(1 + ro)]a(t) /t b(s)ds,

t—o0 t—o00

et d’apres la remarque 3.2, on a

lim a(t) /Ot b(s)ds =0,

t—00
alors,

limsup diam(AX)(t) = 0.

t—o00

Enfin, on obtient

p(AX) = wo(AX) < kllal[[[bll1p(X),

et par 'hypothese (5) nous avons que A est une contraction par rapport a la mesure de
non-compacité p (satisfait condition Darbo avec constant k||a||||b]ly < 1).
Par conséquent, d’apres le théoreme de Darbo 1'équation (3.2) admet au moins une

solution dans BC(R ., R). O
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Dans ce qui suit, nous donnons quelques exemples qui prouvent dans un certain sens la

signification des hypotheses du théoreme 3.1.1.

Exemple 3.1. Supposons que T est un opérateur défini sur BC'(R,,R) par

(Tx)(t) = 1.

Evidemment, T est un opérateur continu sur BC (R, R).
Soite >0 et t,s € Ry avec |t —s| < g, et soient x,y € X ou X est un sous-ensemble

non vide et borné de BC(R,,R), on a
(T2)(t) — (Tz)(s)] =1 -1 =0,

alors w(Tx,e) =0, par suite wy(TX) = 0.
Ainsi diamT X (t) =0 car;
sup{|(Tz)(t) — (Ty)(t)| : x,y € X} =sup{|1 =1 : 2,y € X} = 0.
Donc
uw(T'X)=0.

D’autre part, on a |(Tz)(t)] =1 < 14 0]z(t)].
Par conséquent, T satisfait auz hypotheses (1) et (2) du théoréme 3.1.1 avec k = 0,¢ =1
et d=0.

D’autre part, la fonction u: Ry x Ry x R — R définie par
u(t,s,z) =te °.

Il est clair que u est une fonction continue. De plus, |u(t, s, x)| = te™* et, par conséquent,
si on pose a(t) =t et b(s) = e * la fonction a ne satisfaite pas Uhypothése (3) du théoréme

3.1.1. En ce qui concerne la supposition (4) du théoréme 3.1.1, on a
[u(ta, s,x) — u(ty, s, z)| = |[tae™® — t1e”%| = [ta — t1|e™?,

et on peut prendre ¢ la fonction p(s) = e~*.



alors ¢ € LY(R,) et |l¢|1 = 1.

Ainsi, notre équation s’écrit dans la forme

t—00

t
et v ¢ BC(R;,R) car; tlim z(t) = lim t/ e ’ds = 0.
—00 0
Exemple 3.2. Nous considérons l'opérateur T défini sur BC(R,,R) par
(Tx)(t) = z(t) + 1.

Evz’demment, T est un opérateur continu sur BC(Ry,R).
Soit e >0 et t,s € Ry avec |t — s| < g, et soient z,y € X ou X est un sous-ensemble

non vide et borné de BC (R4, R).

On a
[(Tz)(t) — (Tz)(s)| = [x(t) + 1 — x(s) — 1| = |z(t) — x(s)],
et
[(Tz)(t) — (Ty)(O)] = [x(t) + 1 —y(t) — 1] = |=(t) —y(?)].
Alors
wo(TX) = wo(X),
et

limsup diamT X (t) = limsup diamX (t),

t—o0 t—o00

pour tout sous-ensemble non vide borné X de BC(R,,R).

Par conséquent, u(TX) = p(X) et T satisfait ’hypothése (1) du théoréme 3.1.1 avec
k=1.

De plus, comme |(Tx)(t)] < 1+ |z(t)| pour chaque x € BC(R,,R), T vérifie I’hypothése
(2) du théoréme 3.1.1 avec c =1 et d = 1.

D’autre part, nous considérons la fonction u: Ry x Ry x R — R définie par

B 1
ullsx) =g @y
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1 1

Il est clair que u estlune fonction continue et |u(t,s,x)| = PN Si on pose
a(t) = T 1 et b(s) = 211 alors les fonctions a et b sont continues et ||al| = ||b]| = 1.
Ainst,
tlggo a(t) =0,

et

b(s)ds = ds = —
/0 (s)ds /0 52+18 2’

Par conséquent, u satisfait l’hypothése (3) du théoréme 3.1.1.

on déduit que b € L'(R,).

Ce qui concerne l'hypothése (4), on a

ults, 5, ) — u(tr,5,2)] = | g s — ]

u S, r)—U S, T)| = —

. b ta+12+1 t+1241
241+l 1 241t + D)+ 1)
1
<— |t —t
_82+1|1 2‘7

on peut prendre ¢ la fonction p(s) = b(s) = Ainst, Uhypothése (4) du théoréme 3.1.1

241
est satisfaite.

Finalement, klla]||b]l = g > 1 et, par conséquent, l’hypothése (5) n'est pas satisfaite.

Dans ce cas, notre équation s’écrit a la forme :

b1 1
t) = t 1 S d
@) = (@(t) +1) o t+1s2+1 s
ou équivalent,
(t+ Da(t) = (z(t) + 1) arctan(t). (3.10)
Clairement, x(t) = 0 n’est pas la solution de cette équation. De plus, si on suppose

que z(t) € BC(R,,R), puis appliquer la limite quand t — oo dans [’équation (3.10), on
obtient que le premier membre va a linfini tandis que le second membre reste borné. Ceci

est contradictoire et, par conséquent, l’équation ci-dessus mentionnée n’a pas de solution.
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3.2 Exemples

L’opérateur T et la fonction u sont les éléments principaux de notre équation intégrale.
Cette section est consacrée a donner des exemples concrets des opérateurs T' et des fonctions

u répondant aux hypotheses du théoreme 3.1.1.

3.2.1 Exemples des opérateurs T

Dans les exemples 3.1 et 3.2 Popérateur T' satisfaisant aux hypotheses (1) et (2) du
théoreme 3.1.1. Dans la suite, nous allons présenter d’autres exemples.

D’abord, nous introduisons le lemme et la remarque suivantes.

Lemme 3.2.1. Supposons que x et y sont élément de BC(R,,R) et € > 0. Alors

w(zy,e) < [lzflw(y, €) + [ly[lw(z,e).

Preuve. Soit t,t' € R, avec |t —t'| < e, alors

2y (t) — z(t)y ()] < [y (t) — z(O)y(E)] + |2ty () — =)y ()]
< Jz@lly(@) = y(E)] + [y @)z () — x(t)]
< llzllw(y, e) + llyllw(z, £).

]

Remarque 3.3. On remarque que si v € BC(R,,R) et il est uniformément continu sur
R, alors

limw(z,e) = 0.
e—0

Exemple 3.3. On prend lopérateur T' défini par :

T:BC(R,,R) — BC(R,,R),

Y — 1Y,

ou x € BCO(R.,R) et est uniformement continue sur R .

Evidemment, T est un opérateur continu.
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Soit X est un sous ensemble borné de BC (R, R), puis par le lemme 3.2.1 et la remarque

3.3, on a
w(zy,e) < [lzllw(y, €) + |lyllw(z,e),
alors
lim Sg}gw(ﬂsyﬁ) < lim sup [z[lw(y,€) + gigg)jtel)g [yllew(z, €).
D’ou

wo(T'X) < ||[jwo(X).

D’autre part, soit y1,y» € X ett € Ry, alors

[(Ty2)(t) — (Ty1) ()| = |2()y2(t) — 2(t)y(t)]
= [z (t)||y2(t) — yu(t)]
< |lz[[|ly2(t) — v (t)].

donc

sup [(Ty2)(t) = (Ty)(O)] < llzl| sup_y2(t) = a (D)1,

y1,92€X y1,52€X

et on obtient

diamT X (t) < ||z||diamX (t).
Par conséquent,
u(TX) < |lzf|u(X)

et T satisfait a la condition de Darbo avec constante ||x||. Par conséquent, T satisfait I’hy-
pothése (1) du théoréme 3.1.1.

D’autre part,
[(Ty)(O)] = =@y @) < ll2/lly(t)],

et cela signifie que T satisfait I'hypothése (2) du théoréme 3.1.1 avec ¢ =0 et d = ||x||.

Remarque 3.4. Ezemples des fonctions x qui permettent de définir ['opérateur T sur
BC(R,R), suivant la description donnée dans l’ezemple 3.3, peut étre donné par des fonc-

tions x avec une limite dans l'infini et appartiennent a BC(R,, R).
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Exemple 3.4. Maintenant supposons que g : R, — R est une fonction avec une dérivée
bornée, |¢'| < k.

On peut considérer 'opérateur suivant défini par T : BC(Ry,R) — BC(R.,R), ou
pour tout x € BC(R,R) on a, (Tx)(t) = g(|x(t)|).

Evidemment, T est bien défini et est un opérateur continu.

Dans la suite, nous prouvons que T vérifie la condition de Darbo par rapport a la mesure
de non-compacité p.

Soit e > 0 et t,t' € Ry avec |t —t'| < e. Ensuite, en utilisant le théoréme de la valeur
moyenne, on peut obtenir une valeur & appartenant a l'intervalle déterminé par t et t' tel

que
|(T)(t) = (Tx)(t)] = lg(|z(8)]) — g(|=(&)])]
< g ©lz)] = |=()]
< klz(t) — z(t)].

Par conséquent, pour X un sous ensemble borné de BC(R,,R) on a que
wo(TX) < kwo(X).

De méme maniere, si on prend x1,x5 € X et t € R, on obtient
[(T1)(t) — (T2)(8)| = |g(lza(8)]) — g(l2(8)])]
<|g'OI|[z1 ()] — |z2(?)]
< klay (8) — 22(2)].

Par suite,

diamT X (t) < k diam X (t),

cela nous permet d’inférer que

p(TX) < kp(X).

Ainsi, T vérifie la condition Darbo avec la constante k.

D’autre part, notre opérateur T' satisfait I’hypothése (2) du théoréme 3.1.1.
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En effet, en utilisant le théoréme de la valeur moyenne, nous pouvons obtenir

(Tz)(8)] = lg(l=@) D] < lg(l=@)]) = g(0)] + |g(0)]
< |g"(O)x®)] + |9(0)|
< klz(8)] +19(0)];
ou & € (0,1).

Remarque 3.5. Fxemples des fonctions g : R, — R avec une dérivée bornée sont données

par

g(x) = cos"(z), g¢g(zx)=sin"(z), g¢g(r)=cos(nx), g(z)=sin(nz), gx)= R

3.2.2 Exemples des fonctions u

Dans cette section, nous présentons quelques exemples des fonctions u qui vérifient les

hypothéeses supposées dans le théoreme 3.1.1.

Exemple 3.5. Si l'on considére la fonction u définie par :

ult, s, ) = (t—|1—1> <(3—:1)T>

avec r > 1, il est clair que u est une fonction continue et

[ult, s, 2)| = <t41—1> ((s+11)r>‘

1 1
5 on prend a(t) = t+1 et b(s) = Griy alors les fonctions a et b sont continues et
la|| = ||b]| = 1, étant
lim a(t) = 0.
t—o0

Ainsi,

/o (s)ds /o (s+1) T

on déduit que b € L*(R,).

Par conséquent, u satisfait l’hypothése (3) du théoréme 3.1.1.
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Pour Uhypothése (4), on a

[ulta, 5,2) — ults, 5,2)] = | ——— —

u(ts, s, ) — u(ty, s, x)| = —

2 ! tat1(s+1) t+1(s+1)
1 1 1 ‘

(s+1D)rlta+1  t1+1
. 1 t1 —to ‘
(s 1)t + D)t + 1)
<t —t
1

on peut prendre ¢ la fonction o(s) = b(s) = Donc, Uhypothése (4) du théoréme

(s+ 1)

3.1.1 est satisfaite.

Exemple 3.6. Considérons la fonction u définie par :
1 1

(t+p+ f(2) (s + ¢+ h(x))

avec p,q,r = 1 et f,h: R — R, sont fonctions continues. Clairement, u est une fonction

u(t,s,zr) =

continue. De plus, on a

1 1 _ 1 1
(t+p+f(2) (2 +q+h(@) |~ t+1(s2+1)"

|u(tv S, $)| =

on peut choisir a(t) = et, au vu du résultat obtenu dans l’exemple

tb(s) = ———+
t+r1© (5) (s241)"
3.2, on déduit que la fonction u vérifie ’hypothése (3) du théoréme 3.1.1.

Pour Uhypothése (4), on a

lu(ta, s, ) — u(ty, s, z)| = ! ! - ! !
o b (ta+p+ f(2)) (s +q+h(x)"  (ti+p+ f(z))(s*+q+ h(x))
1 1 1
T (P rqrh@)trpt f@) (t1+p+f(l‘))‘
1 t1 —t2
T (24t h@) (tatp+ f(@)(h +P+f($)>‘
1

< ty —t
Swrgrny

1
(s24+q+ h(x))

on prend ¢ la fonction ¢(s) = b(s) =
En effet,

/oo L d </Oo L </oo L =T
s ————ds ——ds = —.
o (S2+q+nh(x)  — Jo (2+1) T J, s$2+1 2

Done, Uhypotheése (4) du théoréme 3.1.1 est satisfaite.

~ qui appartient a L'(R,).
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Conclusion générale

La théorie du point fixe joue un réle important dans ’analyse non linéaire et ce role
réside dans la preuve de 'existence des solutions des différents types des équations.

Dans ce memoire, nous nous sommes concentrés sur le réle de mesure de non compacité
dans la théorie du point fixe pour prouver I'existence des points fixes dans les applications
continues sur les ensembles non vides, bornés, fermés et convexes des espaces Banach.

En premier lieu, nous avons rappelé quelques définitions de base, puis nous avons présenté
certaines propriétés importantes concernant notre travail.

Au deuxieme point, nous avons présenté quelques théoremes du point fixe qui liés a la
mesure de non compacité dans I’espace de Banach en mettant I'accent sur la plus importante
et est théoreme de Darbo.

A la fin, nous avons appliqué le théoreme de Darbo pour etudier I’existence de la solution
d’une équation intégrale non linéaire de type Volterra dans l’espace des fontions réelles

définies, bornés et continues sur R,.
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2 Abstract
/The purpose of this memoiry is to study the importance of measure of \

noncompactness and its role in the theory of fixed points in Banach spaces. This study is

divided into three chapters. We discussed in the first chapter some mathematical
concepts used in this memory. In the second chapter we have presented some fixed
point theorems related to measure of noncompactness. In the third and last chapter, we
applied Darbo's theorem to study the existence of the solution of a nonlinear integral
equation of Volterra type.

Keywords: Fixed point, measure of noncompactness, Darbo’s theorem, Ménch’s

{heorem, Volterra’s equation, existence. /
/7 /7
Résume

Le but de cette mémoire est d'étudier I'importance de mesure de non-compacité et

son role dans la théorie des points fixes dans les espaces Banach. Cette étude se
compose en trois chapitres. Nous avons discuté dans le premier chapitre certains
concepts mathématiques utilisées dans cette mémoire. Dans le deuxieme chapitre nous
avons présenté quelques théoremes du point fixe qui liés a mesure de non-compacité.
Dans le troisieme et dernier chapitre, nous avons appliqué la théorie de Darbo pour
étudier |'existence de la solution d'une équation intégrale non linéaire de type Volterra.

Mots-clés: Point fixe, mesure de non-compacité, théoreme de Darbo, théoreme de

wénch, équation de Volterra, l'existence. J
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