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Programmation linéaire

Résumeé :

La recherche opérationnelle est un domaine des mathematiques qui s'intéresse a la prise de
décision dans des systémes complexes. Elle utilise des méthodes mathématiques pour trouver la
solution optimale a un probleme, en tenant compte des contraintes existantes. La recherche
opérationnelle est née pendant la Seconde Guerre mondiale, pour résoudre des problemes militaires.
Elle s'est ensuite développée dans de nombreux domaines, notamment I'économie, la gestion, la
production, les transports, etc. Une des parties les plus importantes de la recherche opérationnelle est
la programmation linéaire. Elle permet de résoudre des problemes d'optimisation ou la fonction
objective et les contraintes sont des expressions linéaires. Ce cours d'introduction a la programmation
linéaire est destiné aux étudiants de 3eme année d'informatique. 1l vise a leur donner les bases de cette
discipline, afin qu'ils puissent la mettre en application dans leur domaine professionnel.

Mots clés : Contrainte, simplexe, simplexe deux phases, dualité, prise de décision.
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Introduction

Le développement technologique, soumet I'nomme aux contraintes d'un systeme de relations
économique de plus en plus complexe. On constate qu'il a de plus en plus d'éléments nouveaux qui
doivent étre prise en compte lors des prises de décision concernant une action donnée (organisation
d'une production, un réseau de transport, ...) et que ces prises de décision deviennent I'objet de véritables
recherches qui ne peuvent étre menées sans l'aide d'outils mathématiques. C'est ainsi que s'est développé
un domaine des mathématiques basé sur I'activité de décision, appelé recherche opérationnelle.

Les premiers problemes, qui marquent le début de la recherche opérationnelle ont été posés
pendant la seconde guerre mondiale. A cette époque I'homme était préoccupé par l'organisation des
opérations militaires et surtout aériennes (nombre d'avions, la formulation a adapter, la fréquence des
vols pour avoir un maximum d’efficacité, ...). Par la suite, les méthodes de recherche opérationnelle se
sont de plus en plus appliquées aux problémes économiques et commerciaux.

Une des parties essentielles de la recherche opérationnelle est la programmation linéaire, qui

étudie la maximisation ou la minimisation de fonction linéaire soumise a des contraintes linéaires.
La programmation linéaire permet la résolution d’un programme linéaire. Un programme linéaire est un
systeme d’équations ou d’inéquations appelées "contraintes" qui sont linéaires (c’est-a-dire que les
variables ne sont pas élevées au carré, ne servent pas d’exposant, ne sont pas multipliées entre elles...).
Et a partir de ces contraintes, on doit optimiser une fonction également linéaire appelée objectif.

Ce cours est destiné aux étudiants de 3éme année (6eme semestre, licence académique)
d'informatique. 1l vise & couvrir les principaux concepts des problémes d’optimisation et de leurs théories
sous-jacentes, et de pouvoir utiliser ces techniques dans la résolution des problémes concrets.

Ce document est constitué de cing chapitre présenté comme suit :

- Rappels sur les matrices

- Introduction Générale a la programmation linéaire.

- Méthode primale de résolution d’un programme linéaire.

- Meéthode duale en programmation linéaire.

- Probléeme de transport.



Chapitre I: Rappelle d'algebre linaire (matrice)

|.1 Matrices :
On appelle matrice A, a éléments dans un corps K, tout tableau rectangulaire ou carré d'éléments
aij€ K.
On désigne par I'indice "i" le numéro de la ligne et I'indice "j" le numéro de la colonne contenant
I'élément aij.
a8y, e ay,
Ay, 8y e a,, o o
A= :(aij),lzl, =1
- W W A,
Exemple:
1 3 _{ 5 -11
A :[4 0 2 J est une matrice d'ordre (2x3). A, =|1 0 3|, est une matrice d'ordre 3.
3 2 6

|.2 Matrices particuliéres :

a) Matrice nulle:
Une matrice nulle est une matrice dont tous les éléments sont nuls:

Exemple:

0 0O .
A = , est une matrice nulle.
0 0O

b) Matrice unité:

La matrice unité d'ordre n(noté I, ) est une matrice carré d'ordre n, dont les termes de la diagonale

principale sont a;i=1, i=1,n et tous les autres termes aij=0, i# :

Exemple:
1 00

A =[{0 1 O0],estune matrice unité d'ordre 3.
0 01

c) Matrice diagonale:
Une matrice diagonale est une matrice carré (aj;;) d'ordre n telle que a;j=0, pour i#j et ajj70 pour au

moins un indice io.



Exemple:

6 0 0

A =0 0 0}, estune matrice diagonale d'ordre 3.
0 01

d) Matrice ligne:

Une matrice ligne est une matrice ayant une seule ligne.
Exemple:

A:(l 0 3),est une matrice ligne d'ordre (1x3).

e) Matrice colonne:

Une matrice colonne est une matrice ayant une seule colonne.
Exemple:

1
A= (3} , est une matrice colonne d'ordre (2x1).

|.3 Opération sur matrices :

a) Lasomme:

Si A et B sont deux matrices de méme ordre (mxn) alors la somme A+B est égale a la matrice
C, dans laquelle tout élément est la somme des éléments correspondants de A et B.
Exemple :

) 5 3 0 1 2 1 6 5 1
Soient A= et B= ,alors A+B =
-1 4 2 3 0 4 2 4 6

b) Le produit:
Soient A et B deux matrices d'ordre (mxp) et (pxn) respectivement, le produit A.B est une matrice

C d'ordre (mxn), dont chaque élément cjj est la somme des produits des éléments de la i*™ ligne de

R p
A par les eléments correspondants de la j*™ colonne de B.c;; = Zaikbkj .
k=1

Ce produit n'est possible que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.



Exemple :

1 4 2
) 0 3 - 3 -3 4
Soient A= etB={2 -1 3|,alors AB=
2 1 4 3 0 5 16 7 27

Le produit B.A est impossible.

|.4 Matrice transposée :
Si dans une matrice A d'ordre (mxn) on remplace les lignes par les colonnes respectives, on obtient

une matrice A’ (dite transposée), d'ordre (nxm), qui vérifie les propriétés suivantes:

(A=A (A+B)'=A'+B' (AB)'=B'A'
Exemple:
0 2
. . 0 3 -1
La matrice transposée de A= 5 1 4 est A=| 3 1
-1 4

I.5 Calcul du déterminant :

a) Déterminant d'ordre 2:

Soit A une matrice carrée d'ordre 2

all a‘12
det(A) = det o |z a,,8,, —a,a;,

21 22
Exemple:
: 1 -9 1 -9

Soit A= alors det(A) = =5+18=23
2 5 2 5
3 6 3 6

Soit B = alors det(B) = =6-6=0
1 2 1 2

b) Déterminant d'ordre 3:

a11 a12 a13
Soit A=|a,, a, a,; |unematrice carrer d'ordre 3
a‘31 a‘32 a33

On appelle mineur de aj;, noté Mjj, le déterminant obtenu en supprimant la ™ ligne et la j*m

colonne. Le nombre Ajj = (-1)"" Mjj est appelé cofacteur de 1’élément ajj.



Exemple :

a‘lZ a13

M21:

est le mineur de a1 et An=(-1)>"M2z
a32 a‘33

Pour calculer le déterminant de A, on somme les produits des éléments d'une ligne ou d’une colonne (a
notre choix) par leurs cofacteurs respectifs. En pratique, on développe selon la ligne ou la colonne qui

contient le maximum d’éléments nuls (s'il y en a).

Les éléments (-1)™ forment la matrice suivante, dite matrice de signe :

(_ l)1+1 (_ l)1+2 (_ 1)1+3 + - 4
(_ 1)2+1 (_ 1)2+2 (_ 1)2+3 - 4 _
(_ 1)3+1 (_ 1)3+2 (_ 1)3+3 + - 4

En développant selon la deuxiéme ligne on trouve :

all a‘12 alS
det(A) = a21 a22 a23 = a21A21 + a‘22 A22 + a23 A23
a‘31 a32 a33
......................................... = (-D*"a, M, +(-1)*?a,,M,, + (-1)**a,M,,

a12 a13 all alS all a12

21

22 23

32 a33 a'31 a33 a31 a‘32

----------------------------------------- =8y [a12 833 ~ 8383 ] +tay [alla33 — A8, ] —ay [311332 — 858y, ]

Exemple:
2 3 2
Soit la matrice carrée A d’ordre 3: A=|0 3 0 |alors
4 11
Si on développe selon la premiére ligne :
2 3 2
30 0 0 _0 3
det(A)=10 3 0=2 -3 +2 =2*3-3*0+2*(-12) =-18
41 1 11 41 |41

Si on développe selon la deuxieme ligne (le calcul est simplifié) :

2 3 2
32 22 |23
det(A)=[0 3 0=-0" °|+ ~0° ]=0+3*(-6)+0=-18
R L R



c) Déterminant d'ordre n:

Le tableau des signes est le suivant :

+ - + . (=DM L (D
_ + _ (_1)2+j (_1)2+n
T - T ) M )

(_1)i+l (_1)i+2 (_1)i+3 (_1)i+j (_1)i+n

(_1) n+l (_1) n+2 (_1) n+3 (_1) n+j +
Exemple:

Soit la matrice carrée A d’ordre 4:

1 2 3 0 + - 4+ -
-1 2 -1 . ) - 4+ - +
A= alors, le tableau de signe est le suivant :
0 3 0 4 + - + -
1 0 5 2 - + - +

Si on développe selon la troisieme ligne (contient deux zéros) :

1 2 3 0
1 3 0 |1 2 3
~1 2 -1 0 1 3 2 3
det(A) = =-3-1 -1 0-4-1 2 -1=-32 —4 +5

0 3 0 4
1 5 2 |1 0 5
1 0 5 2

1.6 Regles simplificatrice des déterminants:
= Une matrice dont au moins une ligne (respectivement colonne) est nulle a un déterminant nul.

1 2 3 0
5 " 1 4 0
Soient A= 00 0 0 et B=|0 2 0]Sans faire de calcul, det(A)=0 et det(B)=0.
3 -10
1 0 5 2

= Une matrice dont au moins deux lignes (respectivement deux colonnes) sont identiques a un

déterminant nul.

1

2 0
s _1 8 1 4 1
Soient A= 1 2 3 0 et B=|0 2 0]Sans faire de calcul, det(A)=0 et det(B)=0.
3 -1 3
1 0 5 2



= Une matrice dont au moins une ligne (respectivement une colonne) est combinaison linéaire

d’autres lignes (respectivement d’autres colonnes) de la matrice a un déterminant nul.

1 2 3 0
1 4 3
) -1 2 -1 8
Soient A= et B=|{0 2 2
1 2 3 0
3 -1 -4
0 4 2 8

Sans faire de calcul, det(A)=0 (car Ls=Lo+L1)et det(B)=0 (car C3= C>-Cy).
= Le déterminant d’une matrice ne change pas si on ajoute a une ligne (respectivement colonne)
une combinaison linéaire d’autres lignes (respectivement d’autres colonnes). En pratique, on
applique cette propriété pour faire apparaitre le maximum des éléments nuls dans une ligne ou

une colonne de la matrice.

Exemple:
1 5 2
Soit lamatrice A={1 -2 3 alors,
2 4 4
1 5 201 5 2
det(A)=1 -2 3=|0 -7 1.L,«<L,-L
2 4 4 2 4 4
1 5 2
........... =0 -7 1.L, «<L,-2L
0 -6 0
-7 1
........... AT

= Si on multiplie une seule ligne (respectivement une colonne) d’une matrice par un scalaire, alors son

déterminant est multiplié par ce méme scalaire.

Exemple:
1 5 2 2 10 4 1 5 2
Soient lamatrice A=|1 -2 3|etB=|1 -2 3]alors,det(B)=21 -2 3=2*6=12
2 4 4 2 4 4 2 4 4

* Le déterminant d’une matrice est égal a celui de sa transposée : det(A)=det(AY).

= Le déterminant du produit de deux matrices est égal au produit des déterminants de ces matrices.

10



.7 Matrices inversibles :
On dit qu'une matrice A eU, (K) est inversible s'il existe une matrice B U, (K) telle que:

AB=BA=1,

Theoreme:

Soit AU, (K) alors A est inversible <> det A=0Oetona A™ = dAﬁ
e

11



Série d’exercice 1 :

Exercice 01:

Calculer (lorsque c’est possible) les produits des matrices suivantes :

3 2 -2 0 0 1
o 2D e E S )

oG 1D ) 9G A DG
_ 0

2 2-0) G 1 ()

Exercice 02:

On dit que les matrices A et B commutent si AB = BA. Est-ce que les matrices suivantes commutent ?

da=(, 5)e=(5 )
1 2 =2 0o 0 1
b)A=<2 4 —5),B=<1 -1 0)
0 -4 1 1 1 0
_ 0 O
0a=G 2 Ba-(1 )
94=(; 3 Z3e=(7 o
Exercice 03:

Calculer les déterminants :

L 3 2 -2 1 2 3
al, 5l b2 4 -3, oz 4 ¢
3 -5 1 3 -5 8

1 2 3 2 0 0 —2 101 —56

dfs 4 3 e|o -1 olet fHlo -1 23

6 6 6 0 0 4 0 0 4

Qu’est-ce qu’on peut dire en général sur les déterminants des matrices diagonales et triangulaires ?
12



Chapitre Il : Introduction et propriétés de la programmation linéaire

Il.1 Exemple de probleme de programmation linéaire :

Avant de donner le modele mathématique général du probléme de la programmation linéaire, nous
présentons un exemple concret.
Exemple:
Une unité de production de parpaings fabrique quatre types de produit: Les parpaings de
dimensions respectivement 10 cm (noté P1), 15 cm (noté P2), 20 cm (noté Ps) et I'ourdi (noté Pa).
Pour la fabrication de ces produits, on utilise quatre matieres premiéres, le sable (M1), le gravier
(M2), le ciment (M3) et I'eau (Ms), disponibles en quantité respectivement de 5000, 3000 et 2000 unités.
L'eau est disponible en quantité illimitée. Le plan de production de l'unité est donné dans le

tableau ci-dessous:

Produit B R
Quantités de matiéres
P1 [P2 | P3s | P4 . _ _
. N premiéres disponibles
Matieres premieres
M1 2 | 3|5 |6 5000
M2 112 | 3|3 3000
M3 08 1| 2| 3 2000
Mg 1112 |2 /

Le tableau signifie que pour fabriquer un parpaings de 10 cm, il faut 2 unités de My, 1 unité de
Ma, 0.8 unité de M3 et 1 unité de M4 et de la méme maniere pour P2, P3 et Pa.

Les parpaings sont vendus respectivement a raison de 6,7,9 et 10 DA l'unité.

Le probléme pour la direction de l'unité est de trouver le nombre maximal de produit P1, P2, P3
et P4 a fabriquer pour avoir un bénefice maximal, tout en respectant les contraintes de l'unité.
Résolution:

Désignons par X1, X2, X3 et X4 les quantités de produits P1, P2, P3 et P4. Ces quantités doivent
verifier les conditions suivantes:

= Les quantités utilisées en matiéres premieres ne doivent pas dépasser les quantités disponibles:
2X, +3X, +5X; +6x, <5000

X, +2X, + 3%, +3%, <3000 ....cooomrrinnnn (1)
0.8x, + X, +2X; +3x, <2000

13



= Les quantités a produire sont toutes positives ou nulles:

X >0,x,>0,x,>20,x,>0 ou x . >0,j=1234. ......... )
1 2 3 4 j J

Comme l'eau est disponible en quantité illimitée, donc on n'a aucune contrainte sur la matiere
premiere Ma.
Le chef de production de I'unité choisira le programme réalisable qui donnera le maximum de la

fonction bénéfice Z. Z(x,, X,,X,, X, ) = 6%, + 7X, + 9%, +10X, — MaX............ ©)

La fonction bénéfice (3) appelée aussi fonction objective ou fonction but, représente le bénéfice
que va réaliser l'unité.
En résume le chef de production aura pour objectif, de trouver la solution optimale du probleme
de programmation linéaire suivant:
Z(X,,X,, X, X, ) = 6X, + 7X, +9x, +10x, — max
2%, +3X, + 5%, +6X, <5000
X, +2X, +3X; +3x, <3000
0.8x, + X, +2X; +3x, < 2000
X;20,j=1234

[1.2 Formulation du PL :

Un programme linéaire est un modele mathématique donnée sous la forme suivante:

Maximiser f(x,,.....,X,) (ou minimiser f(x,,......,X,)) (X;,.....,X,) € domaine, ou

a) Exemple:

Max 2x1+X>

X +X, <7
2%, + X, <10
X, +2x, <10 estunPL
X, =20,x,=>0
b) Notations et définitions:

n
1. lafonction f(X,,.....,X,) Sera notee f(x)zctx:Zijj =C,X; +C,X, +...+C_X,
j=1

2. Zaijij.bi est appelé contrainte.
j=1

14



3. Formulation Matrice : Max f(x,.....,X,) AXRbet x>0 ou

Xl bl
A=(a; ). netx=| . |eth=

j=1,..m
Exemple:

Max 2x1+X> Max 2X1+X2

X, +X, <7
11 7

2X, + X, <10 _ N X,
X, +2x, <10 Ecriture matricielle > |2 1 (XJ <|10
10

X, 20,x, >0 12

11.3 Différentes formes d'un PL :

a) Forme canoniques:

Min Cl.x Max Ct.x
Ax>b Ax<b
{ =0 .. Mot { =0 @)

x>0
Dans ce cours on ne s'intéressera qu'aux PL, données sous la forme (2)

b) Forme standard:

Max Ctx (ou Min)

Ax=Dhb
x>0

Théoreme 1: Tout PL ayant une forme canonique peut étre écrit sous forme standard et inversement.

Théoreme 2: Tout PL peut étre écrit sous forme canonique.

1.4 Résolution graphique :

Cette méthode de résolution ne concerne que des PL avec 2 variables. Son principe est basé sur
une représentation graphique du Domaine, ainsi que de la fonction objective. Nous allons voir le

fonctionnement de cette méthode a travers I'exemple suivant:

15



Modéle Max 2x1+x2

X, +X, <7
X, <T7T=X
2%, + X, <10
X, <10-2x,
X, +2X, <10
10-x,
X, X, 20 X, < >

Si on pose : Di:la droite d'équation x, =7 —X,
D2:la droite d'équation x, =10—2x,

10-x;

Ds:la droite d'équation x, = 5

Posons : 2x, + X, =k (fonction objective) x, =-2x, +K .....droite DX,

On sait que (0,0) est un point du domaine donc K >0

Donc on va représenter D¥

»
>

- Représentation de D% xo=-2x;

4+ On trace D° et on fait translater cette droite vers le haut dans le sens de la normale de D°.
Le dernier point du domaine, qui sera touché par la derniére droite D¥ donnera la solution
\ optimale (meilleure solution). Dans ce cas on peut prendre le point A1 ou Az

A1(5,0) > k=10

T F(A2) ? F(A3)? le plus grande sera I'optimum.

Do D2 D1

16



Chapitre Illl: Méthode du simplexe

[1l.1 Quelques définitions et notions :

a) Notion de redondance :

Concéderons un PL canonique MaxZ = Ct.x

{A.x <b
x>0
. n . R Ax <b .., _.

Une contrainte }.7_, a;;x; < b; est dite redondante au systeme {x o S il existe un ensemble
dindice L c {1,2,...... ,m} — {i} tq: les vecteurs Vi, = {(ax;)1<j<n bi JpoUr k € L U {i}soient
linéairement dépendante.

Exemple:
Max Z=2X1+X2+X3 Max Z=2X1+X2+X3
<4..... 1
ili)zci+<xg3_ ( )(2) Xy + 2%, <3
1 2 —_— Jr s s s s s s ar s _ < 1 —
X3 =X < Lo, 3) ¥s — X2 = (D=2)+(3)

X1,%X2,%X3 =0

b) Notion de contrainte serrée et non-serrée :
Soit un PL canonique de la forme : MaxZ = Ct.X

X<b
ks

Concéderons un point xy = (x;)1<j<ndu domaine {x € R"/Ax < b,x = 0} appelé POLYEDRE
- ondit que la i®™ contrainte est serrée au point x, Si Yj=1ajX; = b;.
- ondit que la i®™ contrainte est non-serrée au point x, si Di=1ax; < b
Dans se dernier cas, on définit la notion de variable d'écart associé a la contrainte i, on pose e; =
b — ¥j-1aixj/e; = 0
La contrainte x; > 0 est appelée : contrainte de non-négativite.

Supposons que I'on ait un PL avec une variable x,, < 0. Alors on pose Xk=-Xk, 0N Se raméne aussi a

des contraintes de non-négativité.

¢) Notion de base:
Soit un PL canonique de la forme : Max Z = Ct.X

=

Notion de base canonique: soit un PL canonique mis sous la forme standard

17



Max Z = Ct.X MaxZ = Ct.X

Z;Llaijxj-i-ei = bi,i = 1;...,m
(D xi=0,j=1,...,n e (2)
e=0,i=1,....m

Z;‘l:l al-jxj < bi,Vi = 1, ..... ,ym

M contrainte — {xj >0,Vj=1,...,n

(2) est la forme standard de (1)

La matrice (m?) est dite canonique (matrice associée aux variables d'écarts ei=, i=1,...,m)

€1 € €3.. €m
1 0 0 ... 0
/O 1 . O\
I=|0 .. .. . . [|mligne
N
0O 0 o .. 1

»

m colonne

Exemple:

Max Z=2x1+X>

X1 —Xx; < 4 X1 —Xx,+e =4
{2361+3X2S5@{2.X1+3X2+€2=5
X1, X2 >0 X1, X2 = 0,81,62 >0

On pose e1=xs et e2=x4. On a alors: le PL standard

—\ "4 — —\4
Max Z_ijl Cij—2X1+X2+Oel+Oe2 Max Z_ijl CiX;

X=Xy + X5 = 4 N { X = avec X = (ZI'XZ'x&xll-) ot
2%, +3%, + X, =5 x>0 b=(5) '
X; >0,j=1.4 p 1 -1 1 0

- (2 3 0 1)

Ecrivons le systeme Ax=b en introduisant les matrices N et Bou N = (é _31) .et.B = ((1) (1))

Les variables utilisées: Matrice N=> X1 et X2, Matrice B> xzet x4

ax= 1[5 ouxy = ()., = (%)

d) Définition d'une base:
Soit un PL standard de la forme MaxZ = Ct.x

425°

Une matrice carrée B(m?) extraite de A est dite base si elle est inversible (det(B)#0).
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Exemple: Max Z=2x1+x

x1+x2+x3=7

N c 11100
X1 T X4 =
x1+2x2+x5=10 ,A:]. 0 O 1 0
x;>0,j=1.5 12001
1 0 O]
B =10 1 0]estune base canonique (det(B)=1).
0 0 1.
(1 1 O]
B =|[0 0 1|estune base (det(B)=2+0)
2 0 Ol

1.2 Ecriture d'un PL par/ a une base B :

Soit un PL standard Max Z = Ctx

{;‘:; 0= b (%)

Posons A = [B, N], alors Ax = b = Bxg + Nxy = b ou Xg,Xn sont resp. les variables associées a la
base B et a la matrice hors-base N.

Le pb (*) s'écrit de la maniére suivante :

MaxZ = Chxg + Chxy MaxZ = Cixg + Chxy
{BXB+NXN=b@ {XB =B_1b—B_1NXN
Xg, Xy =0 xg, Xy =0

MaxZ = CL(B~*b — B~*Nxy) + Chxy = C5B~'b + (C, — CL — CEB™*N)xy = C5B~'b + Axy

{xB =B b — B INxy
Xg,xy =0

a) Solution de base :
Soit un PL standard MaxZ = Ctx et B une base

{A.xzb
x=>0
A x =

b _p-1 _
x>0 tq xg = B~ "bet xn=0.

On appelle solution de base x(xg,Xn) une solution au systéme {

Exemple:

Max Z=2x1+X>

X, +X, <2 X, + X, + X3 =2
s tan dard

X =X, <l... = 3% =X, +X%,=1

X, X, 20 X;20,j=1.4
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A= (1 -1 1 0),3 (1 0) #°25% aux variables (X3,X4) est une base réalisable. On lui associée

2 3 01 0 1
la solution xz = B~1bh =(2,1)= (X3,X4) Xn=0=(X1,X2) donc x=( X1,X2, X3,X4)=(0,0,2,1) est une solution

de base réalisable associée a la base B ( 0 (1)) qui est associée aux variables x3, x4 (bien

entendu,xz = 0)
b) Solution de base optimale :
Une solution de base X"=(Xg+Xn+), associée a une base réalisable B~ est dite optimale si:
Z*=C'B,.B/*.b = MaxCtx

sy

Théoréme: Une base B+ est optimale<les colts réduits 4y, = C5, — C5.B™IN, <0

c) Ecriture d'un PL par rapport a une base B "*Tableau de Simplexe*":

Etant donné un PL standard, et une base B Max Z = Ct.x
{A.x =b
x>0

Alors: Le PL s'écrit sous la forme suivante:

MaxZ = CEB~1b + (C; — C5 — CEB™1N)xy

{xB =B7'b—B7'Nxy ()
Xg, Xy =0
Ecrivons le PL (**) dans un tableau:
Xp XN
1 X =B 'b—B'Nx,
B-IN B~1b Xg ~Z=-CgBb-Ayxy
1 -Z
0... 0 Ay —CLB™ b
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Exemple:

Max Z=2x1+X> Max Z=2x1+X>
X, +X, <2 X, + X, + Xy =2

s tan dard

X, =X <1... = @.9%-X+x,=1
X, X, 20 X;20,j=1.4

1 0\ associée
0 1) - xp=(X3,%4) xy = (Xg,%2)

Ecrivons (1)/ a la base B
C'n=(C1,C2)=(2,1)  C'%=(C5,Cs)=(0,0) C'=(2,1,0,0)

5=(p )pQv=( 2)

Donc on aura le tableau suivant:

Soit B =(

X3 X4 X1 Xy

1 0 1 1 2 | x
0 1 1 1 1 | x
0 0 2 1 0 Z

B~1p = (i),B‘lN - (1 _11),AN = Ch — CLB™N = (2,1)tqC5B~ b = 0
Ou bien:

X1 Xy X3 X,

1 1 1 0 2| x
1 1 0 1 1 | x
2 1 0 0 0 Z

1 0 . . , :
0 1), associée aux variables xs et x4 n'est pas optimale car 4, ne sont pas <

0 (car tous les codts réduits ne sont pas< 0).

Question: la base B = (

[11.3 Algorithme de simplexe :

Soit un PL standard MaxZ = Ct.x et Bo une base initiale, réalisable (il faut avoir une solution de

Ax=b . o
{ base réalisable associée a la base B).

x>0
Le but de I'algorithme du simplexe, découvert par DANTZIG en 1947, est d'atteindre une

base optimale B~ a partir de la base Bo. A chaque itération k, une base intermédiaire Bk est trouvée via
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I'utilisation d'une opération de pivotage, on permettant une variable de base de Bk.1 avec une variable
hors base Nk-1.

Fonctionnement:

Soit B une base courante, comment passe-t-on de B vers B'?
On applique les deux criteres suivants:
a) 1°critére de Dantzig: Choix de la variable hors base qui entre: choisir la variable Xe
tg:4, = Max{4,j. hors. base}
b) 2 critére de Dantzig: Choix de la variable xs sortante de telle sorte que (x; € xp: base)
b (b . :
— =Min{—,i..tq..a;, > 0
ase ie

La nouvelle base B' sera définie par xz = x5 — {x} + {x.}. On reconstruit le tableau par

rapport a B' et on réitére le processus jusqu'a ce que les codts réduits soient tous négatifs ou nuls.
Construction du tableau de B':

L'élément a, est appelé Pivot

= Transformation de la ligne pivot : elle est divisée par I'élément pivot:

b ' agj .
by =—-etag; =—",j=1.n
Ase Qse

Transformation de la colonne pivot : toutes les cases sauf la case pivot deviennent zéro.

a.=0i=1,..,s—1,s+1,...m

Transformation des autres cases du tableau: On applique la régle suivante :

o . ce
D
r ' N
IEI ligne pivot
./ colonne pivot
= Formellement:
o _ Qiedsj " _ Qjebs 1 _ Cedsj ' Ce.bs
a;j = a;; o~ ,b; = b; 0 'S =9 a A _Z+_asg
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Exemplel: (doit trouver la solution de base réalisable et admissible)

Max Z=2x1+X>

x1+x2+X3=2
. xl_xZ+X4=1

xj=20,j=1.4
X1 Xy X3 X, b
1 1 1 0 2 X3
Pivot _ [ 1 -1 0 1 1 X,
2 1 0 0 0 -Z
X1 entre en base (1% critére )1
X4 sort de la base (2% critére ) X1 Xy X3 X, b
d’ou xg=(x3,X1) et le tableau devient: 0 2 1 1 1 Xs
1 -1 0 1 1 X1
0 3 0 -2 -2 -Z
X1 X5 X3 X, b
0 1 1/2 -1/2 1/2 X,
1 0 1/2 1/2 3/2 X,
0 0 -3/2 -1/2 =112 -Z

N Ly , . A 31 .
Tous les codts réduits sont négatifs donc on s'arréte avec x* = (xj, x5, x3,X3) = G5, 0,0) est optimal

z=1
2

Graphiguement:
A

X2=2-X1

A2

X2=

-1

\ 4
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I1l.4 Méthode des deux phases :

L'algorithme de Simplexe est une méthode itérative constituée d'une ou plusieurs itérations.
L'itération de cette méthode consiste a démarrer d'une solution de base (point extréme) et de passer au
point extréme voisin et ainsi de suite.

Le probleme est de trouver le point extréme de départ, c'est pourquoi Dantzig a proposé la
méthode des deux phases.

Exemple:
x1 + x5 + x3 = 25 lorsque cette inégalité est transformée en égalité par I'ajout d'une variable d'écart,
soit x,, devient x; + x5, + x3 — x4 = 25 la solution immeédiate quand x; = x; = x3 =0
est x, = —25
Qui est une solution inadmissible car toutes les variable x; doivent étre positives ou nulles.
Algorithme:
Etape 0: Ajouter les variables artificielles de fagon & obtenir une matrice unité. Développer une
nouvelle fonction économique dénotée W. W = — X X;,j € Aou A est l'ensemble des variables
artificielles. Il faut transformer ensuite cette nouvelle fonction économique W sous forme canonique
par rapport a I'ensemble de base artificiel existant. En d'autre termes, il faut rendre les coefficients
Cj égaux a zéro dans la fonction W pour j € A.
Enfin, il faut également rendre la fonction économique Z canonique par rapport a I'ensemble de base
artificiel.
Etape 1: utiliser I'algorithme du simplexe pour maximiser W.

1. Si Max W=0, cela signifie que les variables artificielles sont nulles dans la solution. Par
conséquent, il y a une solution de base admissible au programme linéaire. Procéder
directement a I'étape 2.

2. Si Max W<0, cela implique qu'il y a une ou plusieurs variables artificielles avec une valeur
positive. Ainsi, il n'y a pas de solution admissible: Stop, le programme linéaire n'a pas de
solution.

Etape 2: Employer I'algorithme du Simplexe pour maximiser Z car il existe une solution de base
admissible.

Exemple :

Max Z=3x1+x2

x1 <4
X, =2
x, <4
Xy =2
x;=20;x, 20
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1. Commencons par ecrire le probléme sous forme standard en le mettant tout d'abord sous forme

canonique puis en ajoutant les variables d'écart.
Max Z=3x1+X2

X1 <4

—X1 < -2

X <4

—X; < -2

Max Z=3x1+x2

x1 + 6’1 == 4‘
—X1 + e, =
xZ + 83 == 4‘
_xz + 84 - —2

-2

2. Onrend le second membre positif.

Max Z=3x1+X>

x,t+e, =4
X, —ey =2
X, +te; =4
Xy — €4 =2

3. On ajoute des variables artificielles (ai,a2) de maniere a faire apparaitre une sous matrice

identité et on résoud le probléme auxiliaire suivant grace a la méthode du simplexe en tableau.

Max W=-azs-a»

x,+e =4
X1 —eyt+a; =2
x2+e3:4

X, —e4ta, =2
o La base réalisable de départ est (e1; a1; e3; a2). Les variables hors base sont (X1; X2; €2; €4).
e Pour démarrer le simplexe, il faut d'abord écrire W en fonction des variables hors base.
Pour ce faire, on utilise les contraintes qui donnent les relations :
;a1 =X1-62-2
-2 =X2-€4-2
On peut donc écrire W sous la forme suivante :
W=xX1+Xo-62-6€4-4

Soit: W -x1 -Xo+€2 +e4=- 4

Les tableaux successifs du simplexe sont les suivants.
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XL | X2 | € e2| €| €| a1 | & | b
ee| 00|22 |21]0,0]|-1]|0]2
x| 100 }|-1|0]|]0]|1]O0]2
es| 010,021 |0 0] O0]| 4
2|01 |0|0]0|-12]0]|1]2
w| o0o|-1|{0|0]O0|1]1)|0]-2

X1 | X2 | €1 | €| es| €| a | @ | b
ee| 0| 0]1|1]0]0]|-1|0]|2
xx|1]0}|0|-1|0]0]|1|0]2
es| 0000|212 | 1]0]|-1]2
x| 0120 0|0]|-12]0] 1] 2
w| ojo|oL0]0|0]1]|1F0

Le test d'arrét est satisfait et le simplexe donne max W = 0.

4. Comme max W =0, le probléme initial admet une base réalisable. De plus, on peut lire la base
réalisable de départ pour le probleme initial sur le dernier tableau du probléeme auxiliaire, il
s'agit de la base (e1; X1; es3; X2). Les variables hors base sont (ez; es; ai; a2). Les variables
artificielles sont bien hors base comme on le souhaitait.

On retourne au probléme initial, i.e max Z = 3x1+ x2 auquel on applique le simplexe a partir de

la base réalisable de départ donnée par la phase 1. C'est la phase 2.

o Labase réalisable de départ est (e1; X1; es; X2). Les variables hors base sont (ez; e4). On
n'a plus besoin des variables auxiliaires.
e Avant de commencer le simplexe, il faut d'abord écrire Z en fonction des variables hors
base. On peut le faire a l'aide des contraintes qu'on lit sur le dernier tableau de la phase 1 :
Xx1=2+e
X2=2+e4

Etdonc Z = 3x1 + X2 = 3(2 + &2) + (2 + e4) =8 + 362 + €4, S0it Z-3e2-€4 = 8.
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X1 | X2 | € e2| es| es| b
er | O 0 1 1 0 0 2
X1 | 1 0 0O|-1,0 0 2
es | O 0 0 0 1 1 2
X2 | O 1 0 0 0| -1] 2
Z | 0 0 0O|-3,0]-1]| 8

X1 | X2 | €1 e2| es| es| b
e2 | O 0 1 1 0 0 2
X1 | 1 0 1 0 0 0 4
es | O 0 0 0 1 1 2
X2 | O 110 0 0 |-1] 2
Z | 0 0 3 0 0| -1]14

X1 | X2 | &1 e2| es| es| Db
e2 | O 0 1 1 0 0 2
X1 | 1 0 1 0 0 0 4
es | O 0 0 0 1 1 2
X2 | O 110 0 1 0 4
Z | 0 0 3 0 1 0 | 16

Le test d'arrét est satisfait et le simplexe donne max Z = 16 pour X1 = 4 et X2 = 4.
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Série d’exercice 2 :

Exercice 01:

Une usine produit deux modeles de machines, I'une que I'on appellera modéle A exige 2 kg de

matiére premiére et de 30 heures de fabrication et donne un bénéfice de 7 €. L'autre que I'on appellera

B exige 4 kg de matiére premiere et de 15 heures de fabrication et donne un bénéfice de 6 € . On dispose

de 200 kg de matiere premiére et de 1200 h de travail. Quelle production doit-on avoir pour obtenir un

bénéfice maximal ?

Exercice 02:

Trouver graphiquement les solutions des PLs suivants :

Max z = 2x1+3X>
- X1 -X2<-1

X1+ 4X2 <2

6X1 +X2< 2

X1, X2=>0

Max z = -X1 + 6X>
- X1 +X2<3
X1+ X2<7
X2<4

X1, X2=>0

Max z(X1, X2) = 3X1+X2
X1+Xx2< 1
-3X1+X2<-3

X1, X2>0

Exercice 03:

Une société fabrique trois produits A,B,C. La chaine de montage comprend deux ateliers | et 11.

Les capacités (en kWh/jour) des ateliers sont les suivantes :

atelier 1, 720 et atelier I, 480. Les

caractéristiques de la production sont résumées dans le tableau ci-dessous. Quel est le programme de

production journalier optimal ?

Produit A B C
Bénéfice (centaines d’euros par tonne) 108 100 84
Consommation Atelier | (kWh/t) 27 10 6
Consommation Atelier 11 (kwh/t) 3 10 14
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Exercice 04:

Résoudre les problémes suivants par 1’algorithme du simplexe .

Max Z=5x1+4x2

Max Z=2x1-4X2

X1+X2 <20 X1+5x2 < 80
2X1+X2< 35 4X1+2X2> 20
-3 X1+x2 <12 X1+X2 =10
X1, X2=>0 X1, X2=>0
Max Z=20x1+16x2+12X3 Max Z=20x1+16x2+12X3
X1<400 X1+X2< 10

2X1+X2 + X3< 1000
2X1+2X2 + X3< 1600

X1, X2 ,X3>0

X1+3X2+ X3>9
Xo+ X3>4

X1, X2 ,X3>0

Exercice 05:
Résoudre avec la méthode du simplexe en deux phases :
Max Z=3x1+X2 Max Z=X1-X2+X3
X1-X2< -1 2X1-X2+2X3< 10
- X1-X2< -3 2X1-3X2+ X3>9
2X1+ X2>4 -X1+X2-2X3>4
X1, X2>0 X1, X2,X3>0
Exercice 06:

Un fabricant de raquettes de tennis fait un bénéfice de 8 $ sur chaque raquette ordinaire et de

15% sur chaque grande raquette. Pour satisfaire a la demande des vendeurs, la production journaliére
de raquettes ordinaires devrait se situer entre 30 et 80, et la production journaliére de grandes raquettes
entre 10 et 30. Pour maintenir une bonne qualité, le nombre total de raquettes produites ne devrait pas
dépasser 80 par jour.

Combien de raquettes de chaque type faudrait-il fabriquer quotidiennement pour réaliser un

bénéfice maximum ?
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Chapitre IV : Dualité

Les problemes de la programmation linéaire existent toujours sous formes de paires. Ainsi, est
associe a chaque probléme de maximisation, un probléme de minimisation et inversement. Il est possible
de dériver d'un programme linéaire existant son programme dual selon des relations bien définies. Le

programme original est appelé programme primal et le programme obtenu le programme dual.

V.1 Exemple :

Bouzid a un chat "Klibo" qu'il veut nourrir au moindre codt. Le chat "Klibo™ a besoin d'un minimum
de 3 unités de protéines et de 2 de vitamines par jour. Sur le marché local il existe deux catégories de
patés.
- le paté de régime qui colte 15 dinars la boite contient une unité de protéines et une de vitamines.
- le paté de luxe fournit deux unités de protéines et cing de vitamines au prix de 50 dinars.
Le PLP correspondante est:
Min Z=15x;+50x>
X, +2x, >3
X1+ 5x, =2
x1=20,x,=20
Ou x1 et x2 représentent respectivement le nombre de boites de paté de régime et de pate de luxe. La
solution optimale a ce programme linéaire (qui peut étre obtenue par la méthode graphique) est, une fois
les variables d'écart xs et x4 incluses respectivement dans la premiére et la seconde contrainte est la
suivante: Z=45, x1=3, X4=1, X2= X3=0.
Désignons par y1 et y» les prix respectifs d'une unité de protéines et de vitamines. Supposons que le
fabriquant de pétés pour chats connaisse les besoins minimaux en protéines et vitamines de "Klibo" et
les prix du marché des deux types de nourriture. Le probleme du fabriquant est de déterminer les prix y1
et y» de fagons a maximiser sa recette compte tenu des codts des deux pates.
Le PLD qui en est dérivé est formulé de la maniére suivante:
Max V=3y1 +2y-
y1+y2 <15
2y, + 5y, <50
120,20
Connaissant les besoins minimaux du chat "Klibo" en éléments nutritifs, le fabriquant va essayer
de déterminer les prix yi de fagons a maximiser sa recette.
Etant donné que le paté de régime contient une unité de protéines et une unité de vitamines le prix total

de ce type de nourriture (y1+y2) ne doit pas dépasser 15 dinars (le méme pour la seconde contrainte).
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Enfin, les prix yidoivent étre non négatifs. La solution optimales a ce PL est: V=45, y1=15, y4 =20 et

y2=y3=0.

Le programme PLP est désigné programme linéaire primal et PLD le programme linéaire dual. En fait,

il s'agit du méme probléme vu sous deux angles différents celui de I'acheteur et celui de vendeur. Dans

la section suivante, les relations qui existent entre les PLP et PLD sont abordées de fagcon détaillée.

IV.2 Programme dual:
Tout programme linéaire admet un programme dual. Pour cela, il suffit de suivre les régles suivantes:

Plus que:

Primal

Dual

Fonction objective: Max

Fonction objective: Min

m contrainte i, i=1..m

n variables j, j=1..n

m variable y;

n contrainte |

Contraintei > 0
Contraintei < 0

Contrainte i=

Variable y; < 0
Variable y; > 0
Variable y;qcq

Variable x; = 0
Variable x; < 0

Variable y;qcq

Contrainte j > 0
Contrainte j < 0

Contrainte j =

e Les constantes des contraintes du PLP figurent dans la fonction économique du PLD comme

coefficients.

e Les coefficients de la fonction économique du PLP deviennent les constantes des contraintes du

PLD.

e La matrice transposée des coefficients techniques du PLP devient la matrice des coefficients

techniques du PLD.

Exemple:

1- Refaire I'exemple du cours.

2- Primal

MaxZ = 2x1 + Xy — X3

x1+x2S8
2x1—X325

3x1 + 2x2 +x3 == 20

x3S_2

X1 = O,XZ € ER,X3 <0
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Dual MinW = 8y, + 5y, + 20y; — 2y,

y1+ 2y, +3y3 =2
y1+2y;=1

Y2+ ys+y,<—1
y120,y, <0,y3qcq,y, 20

Remarque: il est parfois nécessaire de résoudre le PL a l'aide de son dual, ceci pour 2 raisons
principales:
e En présence d'un nombre important du contrainte dans le primal.

e Existence de variables négatives dans le primal.

Il'y a un lien étroit entre le primal et dual, I'illustration de ce fait s'observe a travers les théorémes
suivants.
Théoremel:

Considérons P MaxZ = ctx

Ax <b . ot
{xZO et D MinW =by
{AtyZO
y=0
Alors: on a

a) Six ety sont 2 solutions réalisables resp du primal et du dual, alors Z = c¢tx < W = bty
b) Si x*ety* sont 2 solutions optimales, alors ctx* = bty*

Théoréme du dualité:

a) Si P et D ont des solutions réalisables, alors chacun d'eux possede une solution optimale, de
plus Z* = W™,

b) Si l'un d'eux n'est pas borné, alors l'autre n'a pas de solution.

Théoreme des écarts complémentaires:

Une condition nécessaire et suffisante pour que les solutions réalisables x*et y*du primal et dual

soient optimales et que les conditions suivants soient vérifiées:

{yi*[(Ax*)i —b]=0i=1.m
[Cj - (J’*A)j]x}k =0,j=1.n

Exemple:
Soient un PLP et son dual

32



PLP MinZ = 2x; + 3x,

2x1 +x, =3
le - X2 2 5
X, +4x, =6
X1, X, =0
PLD
MaxW = 3y1 + 5y2 + 6y3

2y + 2y, +y3 < 2
y1— Y2 +4y; <3
Y1,Y2,Y3 =0

C =@ =033

Montrer que x*et y* sont optimales?

Le théoréme des écarts donne:
yi(2xi+x;—-3)=0
y;(2xi —x;—5)=0 et
y3(xi +4x;—6)=0

{

x1(—(2y1 +2y; +y3) +2) =0
x5((—=yi +y;—4y3)+3) =0

IV.3 Résolution par l'utilisation du dual :

Exemple: Résoudre le PL suivant: Min Z=15x1+50x>

X1 +2x, =3
X1+ 5x, =2

x120,x220

Nous résolvons leur dual par simplexe : Max V=3y; +2y>

g1 et es les variables d'écarts:

(Y1,y2,€1,62)=(0,0,15,50) est une solution de base réalisable qui correspond a la base B (

y1+y2 <15
y1=20,y,>0

Max V=3y1 +2y»

yvi+y,+e =15

2y; + 5y, +e, =50

¥y1=20,y,=20

Donc nous pouvons appliquer Simplexe.



yi | y2 | e | e | Db yi | Y2 | e | e | Db
e1 1 1 1 0 | 15 y1 1 1 1 0 | 15
€2 2 5 0 1 |50 €2 0 3 |1-2] 1120
V|3 |2]0|]0]|O0 V| O0]|-1]-3|0]-45

La solution optimale qui donne V* = 45 est (y1,y2,e1,62)=(15,0,0,20) et V* = 45. En regardant la
derniere ligne du tableau, on trouve les valeurs correspondant a la solution optimale du probleme
primal qui donne Z* = 45 est (x1,x2,e1,e2)=(3,0,0,1).

IV.4 Algorithme dual du Simplexe:

1. Déterminer une solution du primal telle que c; - zj = ¢j -ca.B™.a> 0 pour tout j € J (une solution
duale réalisable).
2. Testerxg=B1.D
a. Si xg>0alors x = (B d, 0) est une solution optimale. Terminer.
b. Si au moins une composante x; < 0 (il existe au moins un indice i€ 1), soit Iy c I, 11
I'ensemble des indices tel que xi <0, i € I, passer au 3.
3. Tester a'j, i € I1 et pour tout j € J.
c. aj>0, pouri€ Iy et pourtout j € J. Le probléeme primal n'a pas de solutions.
d. a%j <0, pour au moins un j € J et pour tout i € Iy, passer au 4.

4. xs=min {xi, Xi<O0}, critére de sortie et déterminer

Ze™% = min {ﬂ a; <0j€ ]} le critére d'entrée. Passer au 5. (a's) = BLN.
a..

Ase sj

5. Lanouvelle base B' sera définie parxz = xz — {x,} + {x,}. On reconstruit le tableau par rapport a
B aller a 2.
Exemple: Résoudre le PL suivant: Min Z=15x;+50x>
X1 +2x, =3
X1+ 5x, =2
x1=20,x,=0
Forme standard: ey et ez les variables d'écarts:
Min Z=15x;+50x>
—X1 — 2x, + e, = -3
—X1 — 5%, + €, = =2

X1 20,x,2>20
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D’ou x=(0,0,-3,-2) et Z=0. Calculons ¢; - zj pour tout j € {1,2}

Cs=(c3,c2)=(0,0), B! = (

1 0
0 1

)1Cj_ZJ

=¢j-ce.BLa>0

Pour j=1, ¢1 - 21 = ¢1 -ce.BLa1=150,0). (1 7).(})=15>0

0 1/\-1

Pour j=1, c2 - 22 = ¢2 €a.B.2=50-0,0). (, J).(Z2)=5050

0 1/\-5

D’ou x=(0,0,-3,-2) est une solution duale réalisable

Dans ce cas de resolution, on choisit la ligne pivot puis la colonne.

@

X1 | X2 | €1 | e | b
ee | -1 (-2 1|0 ]-3
e | -1 |50 1]-2

Z-Cj|-15|-50| 0 | O | O
E)

X1 | X2 | €1 | e | b
X1 112 |-1(0]3
e2 0O |-3]-1|1 1

Z-Cj| 0 |-20|-15| O | 45

Xg > 0 alors Z=45 , x = (3,0) est une solution optimale. Terminer.
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Série d’exercice 3 :

Exercice 01:
Ecrire le dual de chacun des problemes suivants:

Z =x1+x, +x3 > Max
x1+2X2+X3=6
xl—x2+X3=3
% 20,j=13

Z =3x1 +x, —2x3 > Min
X1+ 2x, = 10

3x1—x2+X3=7
i X1 +3x3<8

XjZO,jZﬁ

Z = 4x, + 3x, » Min

3x1_xZ=6
X1+ 2x, 27

Z =2x1 —x; +x3 > Max
3x1+2x2—x3=2
le_xZ+X3=3
XjZO,j=1,3

Exercice 02:
Etant donné le probléme de programmation linéaire suivant:

Z =x1+x, > Max

—X1+X2=1
x1_1/2x2:0
x>0j=12

Vérifier que x° = (1,2) et y° = (3,4) sont des solutions optimales du probléme primal et dual

respectivement.

Exercice 03:
Résoudre les PLs suivants a l'aide de dual:
MinZ = 1000x; + 800x, + 400x; + 700x,

2x1 + x5, +x3 = 20
X1+ %3 +x4 230

X 20,j=1234

Min Z = 4x1 + 6x2 + 18x3

Xy +3x3 =3
X, +2x32>5

X 20,j=123
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Exercice 04:

Vous voulez apporter a votre grand-mere un bouquet de 9 marguerites, 6 tulipes et 12 roses.
Mais vous vous y prenez trop tard, tous les fleuristes sont fermés et il ne reste plus qu’un marchand de
fleurs dans le métro qui propose deux types de bouquets et qui ne vend pas les fleurs a I'unité. Le
bouquet 1 qui est composé de 3 marguerites, 1 tulipe et 1 rose, colte 1 euro ; le bouquet 2 qui est

composé de 1 marguerite, 1 tulipe et 4 roses colte 2 euros.

1. Ecrire le programme linéaire correspondant a la minimisation du cotit d’achat des bouquets qui
vous permettront de composer le bouquet de votre grand-meére. On notera X1 et x2 les nombres

de bouquets de type 1 et 2 que vous allez acheter.

2. Donner le dual de ce programme linéaire.

3. Résoudre le programme dual.

4. Déduire la solution du primale.

Exercice 05:

Résoudre les PLs suivants a l'aide de dual:

MIﬂZ = 2x1 +X3 Man = 4x1 +6x2 + 18X3
X+ Xy —x3 =5 X1 +3x3=>3
X1 — Xy +4x4 =8 X, +2x3 =5
xj=0,j=123 x; =0,j=123
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Chapitre V: Probleme de transport

Le probléeme de transport est un probleme particulier de la programmation linéaire. Le plus connu
de ces problémes est le probleme du transport de marchandises des usines (unités de production) aux

dép6ts (magasins).

V.1 Modele mathématique du probléme de transport et définitions :
Etant donné m usines A;,i = 1..metn dépots B;,j = 1..n
Chaque usine produit une quantité a;,i = 1..m, qui doit étre acheminée vers le dépbt B;,j =
1..n, dont la capacité est b;,j = 1..n..

Le probleme consiste a transporter les quantités produites vers les dépdts, avec un codt de
transport minimum.

Soit x;5,i = 1..m,j = 1..n la quantité de produit a transporter de A;versB;, et c;; le colt de
transport d'une unité du produit a transporter de A;vers B;.
Si une quantité x;; est acheminée de A;versB;, le colt de transport de cette quantité est égal a

x;jcij - De la le colt global de transport est égale &: Z = Z(x) = X%y Xi=q cijxijou.x = (x,i =

1.m,j=1..n)

De plus les quantités a transporter doivent satisfaire les contraintes suivantes:

e Toute la marchandise produite doit étre acheminée:}\7_; x;; = a;,i = 1..m
e Toutes les demandes doivent étre satisfaites:}i2; x;; = bj,j = 1..n

e Toutes les quantités transportées x;; doivent étre positives ou nulles: x;; = 0,i =

1.m,j=1.n

Z=7Z(x)= Zﬁzl Z;.lz‘l CijXij = min

n ] —
ijlxij ,l—l..m

—_

=aq;
m — ]
izlxij —b],] . n

[N

xij 20,l= 1m,]= . n

L'ensemble x = {xij,i = 1..m,j = 1..n} est dit plan de transport du probleme s'il satisfait les

contraintes. Il est dit plan optimal de transport si de plus il réalise le minimum de la fonction objective.
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V.2 Condition d'existence d'un plan optimale de transport:
On suppose que les quantités a; et b;sont toutes positives ou nulles. De plus, pour que le probleme de

transport soit réalisable, il faut que les quantités produites soient supérieurs ou égales aux quantités
demandées, c'est-a-dire: i, a; = X7, b;.

Dans le cas ou on aurait la condition précedente, on crée un dép6t fictif (supplémentaire), ou on
transporte la quantité produite restante pour avoir l'egalité: 312, a; = Y7, b; = K.

Cette condition appelée condition de balance, c'est-a-dire I'offre est égale a la demande.

Théoréme:

Le probleme de transport posséde un plan optimal si et seulement si la condition de balance est
verifiée.

V.3 Graphe et tableau de transport associé au probleme :
Le graphe associé au probléme de transport est un graphe simple biparti. L'ensemble U des arcs de ce

graphe est de la forme: U = {(i,)),i € I,j € J}, I ={1,2,..,m},] = {1,2,..,n}.

A] B]
4, B,
Am Bn

On associe ainsi au probléme un tableau de transport a m lignes et a n colonnes, défini de la

maniére suivante:

Chaque ligne i(i € I) correspond au point de production A;et Chaque colonne j(j € J) au point
de distribution B;.

La case (i,j) du tableau correspond au chemin qui relie A;et B;.

Chague case (i,j) contient les quantités associées a l'arc (i,j):
e Le colt unitaire c;; de transport de A;et B;,indiqué en haut et a droite de la case.
e Lavaleur de la variable x;; €crite en bas et a gauche de la case.

En outre, le tableau est bordé a droite par une colonne indiquant les disponibilités a; et par une ligne

située en bas et indiquant les demandes b;.
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Le tableau de transport présente alors la forme suivante:

Exemplel:

B,

B,

Bs

a;
C11 C12 C13 Cin
a,
X11 X12 X13 X1n
C21 Ca2 C23 Con
a,
X21 X22 X23 Xon
Cm1 Cm2 Cm3s Cmn
am
Xm1 Xm2 Xm3 Xmn
m
i=1
by b, bs by,
=) b
j=1

Le sonatrach posséde trois points de production, Hassi Messaoud (4,), Ain Salah (4,) et lllizi

(A3), avec des capacités de production 100 milles, 150 milles et 200 milles barils/jour respectivement.
Et deux points de distribution, Skikda (B;) et Arzew (B,), avec des demandes de 250 milles et 200

milles barils/jour respectivement.

Les codts unitaires de transport des points de production aux points de distribution sont donnés

par le tableau suivant:

B, B, Offres a; (en milliers)
A 90 DA 75 DA 100
A, 80 DA 70 DA 150
As 60 DA 95 DA 200
Demande b; (en milliers) 250 200 450
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Le probléme consiste a déterminer le nombre d'unité que la société doit transporter des differents

points de production aux différents points de distribution, de telle facon que le codt global de transport
soit minimal.

En définissant les variables x;; de la maniére suivante:
x;; =Quantité a transporter du point de production i vers le point de distribution j. le probleme

peut étre écrit sous la forme d'un probléme de programmation linéaire suivant:

(Z =90xy; + 75x15 + 80x,; + 70x,, + 60x3; + 95x3, = min
x11 + x4, = 100

X1 + X5, = 150

{ x31 +x3, = 200

X171 + X319 + x31 = 250

X1z + X5 + X3, = 200

inj = O,l = 1,2,3;j = 1,2

Le tableau de transport correspondant a ce probleme est le suivant:

Bl BZ a;
90 75
Aq 100
X11 X12
80 70
A, 150
X21 X22
60 95
Az 200
X31 X32
bj 250 200 450

V.4 Résolution d'un probleme de transport:

V.4.1 Calcul d'un plan basique initial de transport:
Il existe plusieurs méthodes d'obtention d'un plan basique initial. Les deux méthodes les plus

utilisées sont les suivantes:

V.4.1.1 Méthodes du coin nord-ouest de I'angle :
On choisit la case (1,1), située au coin nord-ouest du tableau de transport, et on lui affecte la

quantlté xll = min{al, bl}

Deux cas peuvent alors se présenter:
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de transport.

Exemplel:

procédure que précédemment.

et on fera la méme procédure.

Dans le tableau suivant, trouver un plan basique initial par la méthode du coin nord-ouest.

B, B, B, B, a
A 1 4 2 3 20
4, 5 1 3 4 21
As 2 5 1 2 35
b; 12 23 28 13 76

x;j = 0 pour les cases restantes:

En appliquant la méthode du coin nord-ouest, on trouve
x1, = min{20,12} = 12 ; x;, = min{20 — 12,23} = 8
Xy, = min{21,23 — 8} = 15; x,3 = min{21 — 15,28} =6

X33 = min{35,23 — 6} = 22 ; x3, = min{35 — 22,13} = 13

Les composantes basiques du plan x sont représentées en gras dans le tableau de transport ci-dessous et

B, B, B, B, a;
20
Ay
(12) (8)
21
Ay
(15) (6)
35
Az
(22) (13)
b; 12 23 28 13 76

a) Six;; = aq, alors la quantité de A, est entierement transporté et ceci sature la premiere ligne du

tableau. Dans le tableau réduit, on remplacera b, par (b; — x;1) €t on répétera la méme

b) Six;; = by, alors la demande du point de distribution B;est entierement satisfaite par A, et ceci

sature la premiere colonne du tableau. Dans le tableau réduit, on remplacera a, par (a; — x11)

De cette maniere, apres (m+n-1) opérations, on trouve (m+n-1) quantités positives x;; affectées a (m+n-

1) cases, et les cases restantes auront des quantités nulles x;; = 0, on obtiendra ainsi un plan basique
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V.4.1.2 Méthode de I'élément minimal :
Cette méthode donne en général un plan basique initial plus proche du plan basique optimal que

celui obtenu par la méthode du coin nord-ouest.

Le principe consiste a choisir au début une case (i, j;) qui correspond a I'¢lement c; ; tel que:

¢i,j, = min{c;;,1 <i <m,1<j <n},puison poserax; ;, = min{a; ,b; } dans lacase (i, ;).

Six; j, = a;,, onexclut la ligne i;et on remplace b;, par (b;, — x;,;,)-

Dans le cas ou x;, ;, = bj,, on exclut la colonne j;et on remplace a; par (a;, — x;,j,). Ensuite on

refait la méme procédure avec le tableau réduit.

Ce processus sera répété (m+n-1) fois et permettra de trouver les (m+n-1) variables basiques du

plan initial recherche.

Exemple2:

Refaire I'exemple précédant par la méthode de I'élément minimal.

On a:

c11 = minc;j = 1,x;; = min{20,12} = 12;
Lj

C22 = minc;j = 1,x5;, = min{21,23} = 21,
Jj#*1

c33 = min_c;; = 1,x33 = min{35,28} = 28;

C34 =

Ci2 =

j#1,3,4,i%2,3

min _c;j = 2,x3, = min{35 — 28,13} = 7,

min__c¢;; = 3,x14 = min{20 — 12,13 — 7} = 6;

cij = 4.x1, = min{20 — 18,23 — 21} = 2;

Les composants basiques du plan basique initial obtenu sont représentées dans le tableau de transport

suivant et x;; = 0 pour les cases restantes:

B,y B, B; B, a;
20

(12) (2) (6)
21

(21)

35

(28) (7
12 23 28 13 76
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Soient x et x les plan basiques obtenus respectivement par la méthode du coin nord-ouest et par celle

de I'élément minimal, alors on aura:
Z(x) = (1x12) + (4 x 8) + (1 X 15) + (3 X 6) + (1 x 21) + (2 x 13) = 125,
Z(x)=(1x12)+ (4 x2)+ (3 x6)+ (1 x21)+(1x28)+(2x7) =101,
On remplace bien que Z(x) < Z(x)

V.4.2 Méthode des potentiels :

Critére d'optimalité
Le principe de la méthode des potentiels est issu de la théorie de la dualité. Pour cela, introduisons le

probleme dual de transport suivant:
m n
W(y) = Z au; + ) bjv; > max
i=1 j=1
U +v; < ¢yl = 1,m,j=1n

ouy=@v)u=,i=1m),v=_vyj=1n)

Théoréme 1:
Soient x%et y°=(u°,v%) deux solutions optimales respectivement du probléme et de son dual, alors les
relations suivantes sont vérifiées:
0 0 _ - .0
u; + v = ¢y six; >0,

u? + vjp < ¢ij, St x?j =0,
1<i<ml1<j<n
En s'inspirant de la métrique du simplexe, on construit les valeurs suivantes:
Ajj=u+vj—¢jpl<isml<j<n
Ici par construction, on a:
u+vj—c¢;; =0,(,)) € Ug
Ajj=u; +v; — ¢, (i,j) € Uy
Lesu;(1 <i<m)etv;(1<j<m)sontappelés potentiels et les nombres A;; sont appelés
estimations des variablesx;;. Les Ug sont appelés cases de base et les Uy cases hors base.
Théoreme 1: (critere d'optimalité)
Les inégalités: A;;< 0, (i, j) € Uy sont suffisantes pour I'optimalité du plan basique de transport.
Remarque:
Les potentiels u; et v; sont de nombre (m+n) et doivent vérifier le systeme (u; + v; — ¢; = 0,(i, /) € Up)

qui constitué de (m+n-1) équations.
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Donc pour sa resolution, il faut choisir une valeur arbitraire par exemple u; = 0, et les autres potentiels

sont alors déterminés d'une maniere unique par les équations ,(u; + v; — ¢; = 0, (i,j) € Ug). Connaissant
ainsi les potentiels u; et v;, on calcule les estimations A;; des variables non basiques.
Méthode des potentiels:

Soit x un plan basique de transport de départ, auquel correspond Uj. Si le critére d'optimalité
n'est pas vérifié, alors on cherche une case (i, jo) € Uy = 4, j,= maxA;;, (i,j) € Uy.

A l'aide de la case (i, jo) €t des cases de Ug, on construit un cycle qui est d'ailleurs unique.
Puis on affecte des signes successivement (+) et (-) aux sommets de ce cycle, en commencant par le
sommet (i, jo) affecté du signe (+) et en se mouvant dans le sens des aiguilles d'une montre ou dans le
sens contraire.

Parmi les sommets du cycle affectés du signe (-), on choisit celui ol la variable x;; est minimale et on
pose: 8° = minx;; = x; ;..

Pour les sommets affectés du signe (+), on ajoute aux variables x;; la quantité 6° et on
soustrait la méme quantité des variables x;;, correspondantes aux sommets affectés de signe (-).
Toutes les autres x;; resteront inchangees.

On obtient ainsi un nouveau plan basique de transport X, avec un nouveau ensemble basique
U = {Up\(i1,j1)} U (io, jo)-

Cette itération sera répétée jusqu'a ce que le critere d'optimalité soit vérifié.

Exemple3:

Résoudre par la méthode des potentiels le probléeme de transport, présenté dans I'exemple précédent:
a) On commencant par le plan basique x trouvé dans I'exemple 1.
b) On commengant par le plan basique x' trouvé dans I'exemple 2.

Dressons le tableau de transport avec les variables basiques x trouvée dans I'exemplel en utilisant
la méthode du coint nord-ouest:

B B, B B, a;
1 4 2 3 20
Aq
(12) (8)
5 1 3 4 21
A
(15) (6)
2 5 1 2 35
Az
(22) (13)
bj 12 23 28 13 76
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On posant u1=0, on calcule les autres potentiels par la formule (v, + v; — ¢; = 0, (i,j) € Up). On

placera les ui sur une colonne a droite des ai et les vj sur une ligne au-dessous des bj. En suite en utilisant

la formule (a,;= v, + v; — ¢, (i, j) € Uy), on trouve les estimations A, qu'on va placer en bas et a droite

des cases non basiques. Le nouveau tableau obtenu posséde alors la forme suivante:

B, B, B B, a; Ui
1 - 4] +
Aq (12) (8) 2 4 20 0
4
5 + 1 -3 4
A, 21 -3
-7 | (15) (6) 0
2 5 1 2
As 35 -6
-6 -6 | (22) (13)
b; 12 23 28 13
76
Vj 1 4 6 7

Le plan basique initiale n'est pas optimale, car A; ; = maxA;;= A;3=4 >0

0Jo
A l'aide de la case (1,3), on construit le cycle (1,3) 2(2,3)>(2,2)->(1,2), on aura alors:
6° = x; j, = min{8,6} = 6
Pour le nouveau plan basique X, on obtient:
X13=%3+0°=04+6=6,%, =%,,+60°=154+6=21;%,=%,—-0°=8—-6=2
Xpz = X3 —0°=6—6=0

Les autres x;; resteront inchangées. On commencera donc une nouvelle itération avec le

tableau suivant:

Bl Bz B3 B4 al UI
1 4 2 3
A, 20 0
12y | @ (6) 0
5 1 3 4
A, 21 -3
7| (21) -4 -4
2 5 1 2
A3 35 '1
-2 21(22) | @3)
b; 12 23 28 13
76
Vj 1 4 2 3

Le critére d'optimalité est vérifié dans ce tableau, donc x° = {x;, 1 < i < 3,1 < j < 4} avec:

0 _ 0 _ 0 _ 0 _ 0 _ 0 _ 0 _ 0 _ 0 _ 0 _
Xll - 12,X12 - 2, X13 - 6, x14 - O,le - 0, x22 - 21,x23 - O, x24 - O,x31 - 0, x32 - 0,
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x3; = 22,x3, = 13, est optimale Z° = min Z(x) = Z(x°) = 101

Dressons le tableau de transport avec les variables basiques X' trouvée dans I'exemple2 en

utilisant la méthode de I'élément minimal:

By B, B; B, a;
1 4 2 3 20
Aq
(12) (2) (6)
5 1 3 4 21
Ay
(21)
2 5 1 2 35
Az
(28) (1)
bj 12 23 28 13 76

On posant u1=0, on calcule les autres potentiels par la formule (v, + v; — ¢; = 0, (i, j) € Up).
vVi=cp—UWw=1-0=Lv,=¢c,—uy=4-0=4v,=c4,—u;,=3—-0=3
Uy =Cpp—Vy=1—4=-3u3=c34—1,=2—-3=—-1Lv3=c33—u3=1—-(-1)=2
Calculons les estimations a,;:
A;=0,(i,))eUg, Ajj=u; +v; — ¢y, (i, )€Uy
Az=uU  +v3—¢3=0+2-2=0, Apy=u,+v;—Ccyy=-3+1-5=-7
A= Uy +V3—Cp3=—3+2—-—3=—4, Apy=U,+Vp—Cyu=—-3+3—-4=—4

A31=U3+v1_C31=_1+1—2=—2, A32=u3+v2_C32=_1+4‘_5=—2

Le nouveau tableau obtenu possede alors la forme suivante:

Bl Bz B3 B4 al UI
1 4 2 3 20
A 0
(12) ) (6)
5 1 3 4 21
A, -3
(21)
2 5 1 2 35
As -1
(28) (7)
b; 12 23 28 13
76
Vj 1 4 2 3

Le critere d'optimalité (A< 0, (i, j) € Uy) est Vérifie, donc le plan de transport basique X' optimal,

avec Z(x') = 101
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Exercice 01:

Série d’exercice 4

Soit le probleme de transport formulé dans le tableau suivant:

B1 B2 B3 ai
A1 4 2 3 20
Az 5 3 1 30
As 1 4 2 50
bj 40 25 35 100

1. Déterminer un plan de transport basique en utilisant la méthode du coin nord-ouest.

2. Méme question en utilisant la méthode de I'élément minimal. Que peut-on conclure ?

Exercice 02 :

Une certaine marchandise est disponible dans deux points de production A1 et A2 en quantités
2000 et 5000 unités respectivement. Elle doit étre acheminée vers trois points de vente B1, B2 et B3
dont les demandes sont de 1500, 2500 et 3000 unités respectivement.

Les codts de transport unitaire en DA sont donnés dans le tableau suivant :

B1 B2 B3
A1 20 10 40
A2 30 20 40

1. Ce probleme admet-il un plan de transport optimal
2. Trouver un plan de transport optimal.

Exercice 03 :

Soit le probleme de transport formulé dans le tableau suivant :

B1 B2 Bs ai
A1 2 1 3 27
A2 1 4 5 13
As 4 3 1 20
bj 15 20 10

1. Trouver un plan basique initial par la méthode du coin nord-ouest.

2. Trouver un plan de transport optimal.
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Exercice 04:

Soit le probleme de transport suivant:

1. Déterminer un plan basique initial a I'aide de la méthode de I'élément minimal.

2. A partir du plan basique trouvé ci-dessous déterminer un plan basique optimal.

B1 B2 Bs ai
A1 3 2 4 20
A2 1 4 3 30
As 4 2 5 35
bj 20 45 20 85
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