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Introduction

Processus de contact entre des corps déformables ou entre un corps déformable et
une fondation abondent dans l'industrie et la vie quotidienne. Leur modélisation est
plutdt complexe et conduit généralement a des problémes de valeur limite fortement
non linéaires. La référence de base dans le domaine comprend [4, O, [10, 12, I3] et
plus récemment |5l [§, 19 21], I'analyse mathématique de divers modéles de contact est
fournie, y compris les résultats d’existence et d’unicité de la solution. Les references
[8]-[10] traiter également avec 'analyse numérique de divers modéles de contact, y
compris I’étude de schémas totalement discrets, d’estimations d’erreur et de simulations
numériques.

Les processus de contact s’accompagnent de nombreux phénomeénes dont le principal
est le frottement. Néanmoins, le contact est plus important que le simple frottement.
En effet, lors d’un contact processus peuvent se produire des déformations élastiques
ou plastiques des aspérités de surface. En outre, tout ou partie de peuvent se produire :
écrasement d’huile ou d’autres liquides, rupture des pointes des aspérités et production
de débris, mouvement des débris, formation ou soudure de jonctions, fluage, fracture,
etc. De plus, un contact de frottement est associé & un dégagement de chaleur, & des
dommages matériels, a 'usure et a 'adhérence des surfaces en contact.

Au fur et a mesure que le processus de contact évolue, les surfaces en contact évoluent
également, via leur usure. Porter en glissant les systémes sont souvent trés lents mais
persistants, continus et cumulatifs. Il peut y avoir une augmentation de la conformité
des surfaces et de leur rugosité, ou une augmentation de la rugosité de la surface, la
formation de buée sur la surface, la génération de rayures et de rainures, 'initiation
de fissures et la génération de débris qui peut changer les caractéristiques du contact.
Les aspérités sous fortes contraintes de contact peuvent se déformer plastiquement ou

se briser. Dans le premier cas, la morphologie de la surface change et, par conséquent,



Introduction

la contrainte de contact et la traction par frottement sont affectées. Ceux-ci peuvent
étre incorporés dans un coefficient de frottement dépendant de I'historique ou de la
mémoire. Dans le second cas, lorsque les aspérités se brisent, les surfaces s’usent, des
débris se forment et la structure de la surface se modifie & nouveau avec le temps. Ceci
doit étre pris en compte si 'on veut prédire de maniére réaliste le comportement a long
terme du systéeme

L’usure implique I’évolution des surfaces en contact et ces changements affectent la
processus de contact. Ainsi, en raison de son role crucial, il existe un grand nombre de
problémes techniques et mathématiques littérature consacrée a ce sujet. Nous reprenons
ici pour citer les références ,[I]-[3],et [6]-[7] et [IT],[14]-[19],et pour plus[22], [24]-|25]
entre autres.

Un modeéle mathématique décrivant 1’équilibre d’un corps élastique en contact de
frottement avec une fondation en mouvement a récemment été examiné dans [23]. La,
le contact était modélisé avec une condition de compliance normale avec des contraintes
unilatérales, associée a une version glissante de la loi de Coulomb. de frottement sec.
La faible solvabilité unique du modéle a été prouvée en utilisant des arguments de
type elliptique. inégalités quasi-variées. Le recherche actuel représente la suite de [23].
Ici, nous complétons le modeéle étudié dans [23] en prenant en compte 1'usure de la
fondation. Nous modélisons le processus d’usure avec une version de la loi d’Archard,
comme il est de coutume dans la littérature mathématique. Cela conduit & un nouveau
et intéressant modeéle mathématique qui contrairement au modeéle de [23], est évolutif.
Fournir I’analyse variationnelle de ce nouveau modéle représente ’objectif principal de
cet projet.

Ce mémoire est organisé en quatre chapitre que nous allons briévement décrire
afin de faciliter sa lecture.

Le premier chapitre présente les espaces fonctionnels utilisés dans ’étude de probléme
variationnel considéré. Nous y abordons de fagon succincte quelques rappels sur les
espaces C™, LP ainsi que sur les espaces de Sobolev et leurs principales propriétés,
notamment les théorémes de trace. Pour finir ce chapitre, nous présentons les espaces
fonctionnels utilisés en Mécanique du Contact.

Le deuxieme chapitre porte sur des éléments d’analyse non linéaire. Dans un premier
temps, nous commencons par quelques résultats sur les opérateurs fortement monotones

et de Lipschitz. Ensuite, nous rappelons quelques propositions sur les fonctions convexes

vi



Introduction

dont nous nous servons par la suite de ce manuscrit. Puis, nous présentons quelques
résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle dans les espaces de Hilbert ainsi que
des résultats sur les inéquations variationnelles elliptiques.

Le troisieme chapitre est basé essentiellement sur la modélisation. Nous commencons
par préciser le cadre physique, puis nous présentons les lois de comportement de nature
élastique, viscoélastique considérées dans les probléme de contact. Enfin, nocrivons les
conditions de contact et les lois de frottement que nous employons dans les problémes
de contact élastique.

Dans le quatrieme chapitre nous procédons a 1’étude de probléme de contact sous
diverses conditions de contact et frottement entre un corps élastique, et un obstacle
assimilé a une fondation. La nouveauté réside ici dans le fait que le processus considéré
est quasi-statique et 'usure des surfaces de contact est prise en considération .

Cette chapitre divisé a 3 section , le premiére section c’est la Formulation mécanique
du probléeme , ou la formulation fort , apres le Deuxiéme section pour la formulation
variationnelle
Enfin, dans la Troisiéme section , nous établissons un résultat d’existence et d’unicité de
la solution faible. La démonstration se déroule en plusieurs étapes et repose notamment

sur des arguments de point fixe.
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Notations générales

N I’ensemble des entiers naturels,

R I’ensemble des nombres réels,

S4 'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R%(d = 2, 3)
c Constante réelle strictement positive,

ie C’est a dire,

ssi si et seulement si.

Q est un domaine de R4(d = 2, 3)

Q: I’adhérence de 2

r la frontiére de €2 , supposée souvent assez réguliére,

I';(: =1,3) une partition de la frontiére I

mes [’y la mesure de Lesbegue (d — 1) dimensionnelle de I'y

v la normale extérieure unitaire a I"

Uy, Uy les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v
0y, 0, les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel o
U Les dérivées premiére de u par rapport au temps,

e (u) Tenseur lin¢arisé des déformations e (u);; = 5 (Dyu; + d;u;)

L? () Espace des fonctions u mesurables sur Q telles que [, ul” dz < +o0

|- {220 La norme de L? () définie par ”UHLz(Q) = (fQ |u]2 dl.)i

L>(Q) Espace des fonctions umesurables surf telles que,dc > 0 : |u| < ¢, p.p. , sur §2
H' (Q) L’espace de Sobolev d’ordre 1sur I'

H- 2@

Q Vespace {0 = (0y;) |0y = 0ji € L*(Q)}

Hy lespace {u = (u;) |e(u) € Q}

V Pespace {v € H(Q)%v = Osur' }

viil



Notations générales

Diveo Divergence de ’application stress, o : Dive = 0o + ...+ 040
(., )x le produit scalaire de X
|- [ la norme de X

|- norme euclidienne sur R? et S¢,
C(R;X)  L’espace des fonctions continues de Ry dans X

Cl(Ry;X) L’espace des fonctions contintiment dérivables sur R, dans X

Ty max{0, 7}
Opn : le zéro de R? ou S¢
AP puissance p de 'opérateur A.

X



Préliminaires

dans laquelle nous présentons les outils d’analyse fonctionnelle et des notations de
la mécanique de contact, contient 04 chapitres. Dans le premier chapitre nous faisons
quelques rappels d’analyse comme, par exemple, un survol des propriétés fondamentales
des espaces de Banach, de Hilbert ainsi que les espaces de type Sobolev.
En outre, nous introduisons certains espaces fonctionnels pour la mécanique dont nous
avons besoin dans ’étude des problémes de contact que nous abordons dans le reste
du manuscrit. Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons un bref rappel portant sur
les opérateurs monotones et les propriétés des fonctions convexes. Dans le troisiéme
chapitre nous nous intéressons a la modélisation des problémes de contact. Nous y
présentons les lois de comportement, les conditions de contact et les lois de frottement
que nous utilisons dans la suite de ce manuscrit. et en fin dans le quatriéme chapitre

Nous étude un Probléme de contact avec usure et contrainte unilatérale.



Chapitre 1

Espaces fonctionnels

Dans ce chapitre nous introduisons les espaces fonctionnels utilises dans ce mémoire.
Partout ci-dessous € est un domaine borné de R4(d = 2, 3), de frontiére I lipschitzienne,
i.e. I' peut étre considérée comme étant localement le graphe d’une fonction continue
de Lipschitz. Par ailleurs, nous supposons que I' se décompose de la maniére suivante :
I =T, UT, UT; telle sorte que I'; N I'; =0 sii# javec I't,T'5, '3 mesurables et

mesI'; > 0. En outre, nous notons par Q = Q U T l'adhérence de 2 dans R

1.1 Rappels et compléments

Nous faisons quelques rappels sur les espaces de fonctions & valeurs réelles et vec-
torielles. Nous allons aborder les espaces de fonctions continues, continiment différen-
tiables et les espaces LP, qui nous permettrons d’introduire les espaces spécifiques a la

mécanique dans la suite.

Les espaces C' (R, ; X) et C! (R,; X)

Soit X un espace de Banach. On note par C (R, ; X) I'espace des fonctions continues
définies sur R, a valeurs dans X. L’espace C' (R, ; X) peut étre organisé canoniquement
comme un espace de Fréchet. Pour une partie KX C X nous utilisons la notation
C(Ry; K) afin de désigner I'ensemble des fonctions continues de R, & valeurs dans
K. Nous notons par C* (R, ; X) 'espace des fonctions contintiment dérivables de R, a

valeurs dans X.



1.2 Espaces de Sobolev

Les espaces L?

Soit p € [1,+00[ , nous désignons par LP(€2) I'espace des fonctions mesurables et

p -intégrables au sens de la mesure de Lebesgue définies sur €2 & valeurs dans R telles

1/p
[0]l o) = (/ lv(w)lpdx> < o0
Q

C’est un espace de Banach muni de la norme || - || zr(q)

que

L’espace L>(£2) désigne 'espace des fonctions mesurables et essentiellement bornées
définies sur 2 & valeurs dans R muni de la norme
0] Lo (@) = sup [v(z)] < oo
e
il est également de Banach.

Soit p € [1,00]. Alors le conjugué de p, noté ¢, est défini par

+
=

8@

=1 sip#1
sip=1

L SEE BT

Soient u € LP(Q2) et v € L9(2). Alors, I'inégalité suivante, dite de Holder, & lieu :

| @@lds < o ol

L’espace LP()) est un espace de Hilbert s’il est muni du produit scalaire
(u, V) Lo / lu(z)v(z)|de Vu,v € LP()

De plus, l'inégalité de Cauchy-Schwarz, correspondant & l'inégalité de Holder pour

p = 2, est vérifiée, i.e.

[ @@lds < o ol Voo e 20)

1.2 Espaces de Sobolev

Dans cette section, nous faisons quelques rappels sur les espaces de Sobolev :

Espaces de Sobolev W#»((Q)

Soient k € N et p € [1,00]. et (a = «;),7 = 1...d, Nous définissons les espaces de

Sobolev par I’égalité
WEP(Q) = {u € LP(Q) tel que D*(u) € LP(2) avec 0<|a| <k}

3



1.3 Espaces fonctionnels pour la mécanique

les espaces W*P(Q2) sont des espaces de Banach, muni de la norme

1/p )
(Sapes 1Dl ey) 81 <p < +oo

maxXjoj<k || DUl ooy 81 p=+00

||U||ka(sz) =

Pour p = 2, W*2(Q) sera noté par H*(Q), qui est un espace de Hilbert dont le produit

scalaire est donné par

(U, V) () = / Z Du(z)D%v(z)dr Vu,v € H*(Q)

2 |al<k

Pour k = 1 Pespace H'(2) est défini par
H'Y(Q) = {ue L*(Q)|ou e L*(Q),i=1,...,d}

On note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L?(2)? pour tout u € H ().

On sait que H'(£2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(u, v) () = (u,v)r2() + (O, O0) 1 g

et la norme associée
el @y = (u,0) 7

Par ailleurs, nous avons les résultats suivants :

C'(Q) est dense dans H'(Q)

L’application ~ :

L’application v s’appelle application de trace, elle est définie comme le prolonge-
ment par densité de 'application u — u|, définie pour u € C1(Q).
On note que I'application de trace v : H'(Q) — L*(T) est un opérateur compact.
L’application de trace n’est pas surjective. L’image de H'(f) par cette application
est notée H'/%(T); c’est un sous-espace de L?*(T') qui est de Hilbert pour la structure

transportée par 7. Son dual sera noté H—/2(T).

Remarque 1.2.1 En particulier, nous rappelons que les produits scalaire sur les es-

paces de Hilbert L?(Q)¢ d et L*(T')? d sont donnés par

(u,v) 20y = / w-vdr, (u,v)p2ry = /u -vda
Q r

et les normes associces seront notées || - || r2qya et || - || p2rye, respectivement

4



1.3 Espaces fonctionnels pour la mécanique

1.3 Espaces fonctionnels pour la mécanique

L’analyse variationnelle des problémes de mécanique nécessite I'introduction d’es-
paces de fonctions spécifiques. Nous introduisons dans cette section les espaces fonc-
tionnels en mécanique associés aux opérateurs divergence et déformation.

Pour le champ de déplacement et le champ des contraintes nous utilisons les espaces

suivants :

H = {u = (u) Ju; € LAQ)} = [L2(Q))"
Q= {a = (04j) 1 045 = 0j; € LQ(Q)}
Hy={u=(w):e(u) € Q}
Q1 ={o €Q:Dive € L*()*}
Les espaces ), H; et ()1 sont des espaces de Hilbert munis des produits scalaires donnés

respectivement par

(0’, T)Q = / O'ijTijd.CC
Q

(u, U)Hl = (u> U)LQ(Q)d + (E(u)> E(”))Q

(o,7)g, = (0,7T)g + (Dive, Div T)LZ(Q)d

oue: H — Q et Div: Q; — H sont les opérateurs de déformation et de divergence

définis par Vu € HY(Q)? :

1 .
e(u) = (ey(w)),  &y(u) = 5 (wiy +ujq), Dive = (i)
Nous désignons par || - |lo, || - || - ||, les normes associées aux espaces @, Hy, Q)1 respec-
tivement.

Puisque la frontiére I" est Lipschitzienne, la normale unitaire extérieur a I', notée v, est
définie presque partout. Pour tout champ de vecteur v € H; nous utilisons la notation
v pour désigner la trace de v sur I' et nous notons par v, et v, les composantes normale

et tangentielle de v sur la frontiére données par
V,=V-V, UV;=0—U,V (1.1)

Nous définissons de fagon similaire les composantes normale et tangentielle d'un champ

tensoriel régulier o : 0 — S? par les formules

o,=(ov) v, o,=0v—0,V



1.3 Espaces fonctionnels pour la mécanique

Par ailleurs, nous rappelons aussi la formule de Green ci-dessous :

/a~5(’u)dx—|—/Diva~vdx:/a‘v-vda Vv € Hy (1.2)
Q Q r

Nous introduisons a présent un sous-espace fermé de Hy, dont la définition est donnée
ci-apres :

V={veH(Q)":v=0sul} (1.3)

Inégalité de Korn. Si mes (I';) > 0, il existe une constante cx > 0 dépendant uni-

quement de € et I'; telle que
le()llg > cx|vllm, YveV

Une démonstration de cette inégalité peut étre trouvée dans [26] p.79 .

Sur 'espace V' nous considérons le produit scalaire donné par
(u,v)y = (e(u),e(v))g Yu,veV (1.4)
et soit || - [y la norme associée, i.e.
[ollv = lle(@)lle VoeV (1.5)

Par 'inégalité de Korn, il vient que || - ||z, et || - || sont des normes équivalentes sur
V et ainsi (V|| - ||v) est un espace de Hilbert. En outre, il existe une constante ¢y > 0

dépendant uniquement de 2,I'; et I's tel que
[Vl 2ryye < collvflv v eV (1.6)

Cette inégalité découle du théoreme de trace de Sobolev.

Nous rappelons maintenant une conséquence de I'inégalité de Korn.

Théorém 1.1 Sous ’hypothése mes (I'1) > 0 notons par (V') limage de l'opérateur

de déformation € : V — Q, i.e.
e(V)={e(v); veV} (1.7)
Alors (V') est un sous-espace fermé de Q.

Preuve. Soit {7,} est une suite d’élément de (V') qui converge dans @) a I’élément T,
le.

7, > 7 dans @ lorsque n — oo (1.8)

6



1.3 Espaces fonctionnels pour la mécanique

Alors il existe une suite {v,} C V tel que
T, =¢(v,) pourtout mn €N (1.9)

Il résulte de (1.8)) que {7} est une suite de Cauchy dans Q. De ce fait, il vient de (|1.5))
que {v,} est une suite de Cauchy dans V. Ensuite, puisque V' est un espace complet,

il existe un élément v € V' tel que
v, > v dans V lorsque n — oo (1.10)
Nous utilisons maintenant la convergence afin de voir que
e(v,) - e(v) dans @ lorsque n — oo (1.11)

Alors, nous combinons (1.8]),({1.9)) et (L.11]) pour déduire que 7 = (v). Il suit de 1a que

T € ¢(V), ce qui conclut la démonstration.

Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit H un espace de Hilbert munit d’'un produit
scalaire (.,.), alors

|(u,v)| < (u,u)%(v,v)%, Yu,v € H. (1.12)



Chapitre 2

Eléments d’analyse non linéaire

2.1 Opérateurs monotones

Nous commencons par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones et
de Lipschitz. Pour ce faire, nous considérons un espace de Hilbert X muni du produit

scalaire (-,-)x et de la norme || - ||x .

Définition 2.1.1 soit A: X — X un opérateur non linéaire. L’opérateur A est dit

1) continu si

Up, — u dans X = Au, — Au dans X (2.1)

2) monotone si

(Au — Av,u —v)x >0 Vu,ve X (2.2)
3) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au — Av,u —v)r > m|u—v|5% VYu,veX (2.3)
4) de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que

|Au — Av||x < Mjlu—v|x Yu,ve X (2.4)

Théoréme du point fixe

Soient X un espace de Banach et A : X — X un opérateur satisfait (2.4)) avec
0 < M < 1. Lopérateur A admet un point fixe unique x € X, c’est-a-dire Ax = x et

nous appellons A un opérateur contractant.



2.Eléments d’analyse non linéaire

inéquation variationnelle

Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et K C X un
ensemble convexe, fermé non vide. Alors pour tout f € X il existe un unique élément

u tel que

ue K, (Au,v —u)x > (f,v—u)xVv € K (2.5)

L’inéquation précédente s’appelle inéquation variationnelle de premiére espéce sur X.

Si on prend K = X dans le théoréme précédent on obtient le résultat suivant

Corollaire 2.1.1 Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz.

Alors pour tout f € X il existe un unique élément u € X tel que Au = f

Le corollaire précédent représente un cas particulier du Théoréme de Minty-Browder

2.2 Fonctions convexes

Soit K une partie convexe de X et soit f : K — R. On dit que la fonction f est

F(L=tu+tv) < (1 —1)f(u) +1f(v) (2.6)

pour tout u,v € K et t €]0,1]

2.3 Compléments divers

Tout d’abord, nous introduisons un résultat qui sera utilisé dans le Chapitre 4 de
ce manuscrit relatif & I'existence et 'unicité .
Pour l'introduire, nous considérons un espace de Hilbert réel X muni du produit

scalaire (-,+)x et la norme associée || - ||x . Nous supposons les hypothéses suivantes :

K est une partie, convexe, fermé, non vide de X. (2.7)

A: X — X est un opérateur continu, Lipschitzien et fortement monotone.  (2.8)

fex, (2.9)



2.Eléments d’analyse non linéaire

Avec ces données, nous considérons le probléme suivant :

Trouver un élément u tel que
ue K, (Au,v—u)x > (f,v—u)x, YweK (2.10)
Nous avons maintenant le résultat suivant.

Théorém 2.1 Soit X un espace de Hilbert et supposons que les hypotheéses —
sont vérifices. Alors :

L’inégalité variationnelle admet une solution unique.

L’énoncé et la démonstration de ce théoréme figurent dans [21]

D’une autre part, le deuxieme résultat que nous avons avons besoin est un résultat
de point fixe. Pour l'introduire, nous considérons un espace de Banach X et nous
utilisons les notations C' (R, ; X) et C* (R, ; X) définies dans le Chapitre 1. Nous avons

le résultat de point fixe suivant.

Théorém 2.2 Soit (X, || - ||x) espace réel de Banach et soit A : C'(Ry; X) — C (Ry; X)
un opérateur non-linéaire avec la propriété swivante : pour tout n € N il existe ¢, > 0

tel que
lAu(t) — Av()]x < e, / lu(s) — v(s)] xds (2.11)

pour tous u,v € C' (Ry; X) et pour tout t € [0,n]. Alors l'opérateur A admet un unique
point fixre n* € C (Ry; X).

Théoréme 2.2 représente une version simplifice du Corollaire 2.5 dans [20] Nous souli-
gnons dans ([2.11]) que la notation An(t) représente la valeur de la fonction An au point
t, c’est-a~dire An(t) = (An)(t)

Théoréme de représentation de Riesz

Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) muni de son produit scalaire noté

(.,.) et f € H" une forme linéaire continue sur H alors :

dye H, VexeH, f(z)=(y,z) (2.12)
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Chapitre 3

Modélisation

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique des milieux continus ot nous
allons introduire le cadre physique plus utilisé dans ce mémoire, la loi de comportement
et les conditions aux limites de contact. Par ailleurs, nous précisons dans ce chapitre

les conditions aux limites de contact avec ou sans frottement .

3.1 Cadre physique et modéles mathématiques

Dans cette section, nous fixons le cadre physique, puis nous établissons le modéle
mathématique qui servira de base pour 1’étude du probléme de contact avec usure et

contrainte unilatérale dans un corps déformable et une fondation mobile.

3.1.1 Cadre physique

Le cadre physique est comme suit. Un corps élastique occupe un domaine borné
Q) C RY(d = 2, 3) avec une frontiére Lipshitizinne I" , divisée en trois parties mesurables
[, Ty, et T's telle que meas (I'y) > 0 et ,en plus , I's est plan. Le corps est soumis a
I’action des forces volumiques de densité fy. Il est fixé sur I'y et les tractions de surfaces
de densité f, données sur I's. Sur I's, le corps est en contact avec frottement avec un
obstacle en mouvement, s’appelle fondation constituée d’un corps rigide ouvert d’une
couche molle .
Le frottement implique 1'usure de la fondation que nous modélisons avec une surface
variable, la fonction d’usure. Son évolution est régie par une version simplifiée de la loi
d’Archard que nous décrirons ci-dessous. De plus, nous supposons que la fondation est

déformable .
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3.1 Cadre physique et modeéles mathématiques

g

FIGURE 3.1 — cadre physique.

Nous modélisons le contact avec une condition de compliance normale avec une
contrainte unilatérale, qui tenu en compte 1'usure de la fondation. Nous associons cette
condition a une version de la loi de frottement sec de Coulomb.

Nous adoptons le cadre de la théorie des petites déformations et supposons que le
processus de contact est quasi statique et qu’il est étudié dans l'intervalle de temps
R, = [0,00). Dans la figure ci-dessus v* représente la vitesse du déplacement de la
fondation, g représente 1’épaisseur de la matiére molle et n* est un vecteur unitaire
dans le plan de la fondation. Nous supposons que la fondation se déplace avec une
vitesse constante v* = v*n*, ol v* < 0 est donnée. En outre, la déformabilité de la

fondation est modélisée par une possible pénétration.

3.1.2 Notation

Nous désignons par S? "espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R¢(d =
2,3); 7.7 et ||- || représentent respectivement le produit scalaire et la norme Euclidienne

sur R? et S Ainsi
u-v=uv;, |v]|=(- v)% Vu,v € R

o-T=0,7, |7|=(- ‘r)% Vo, eS¢

Nous notons également par w le champ de déplacements et par o le champ de
contraintes. Deés lors, pour un vecteur u donné, u, et w, représentent respectivement
les composantes normale et tangentielle de w sur I'. et La dérivée temporelle de u sera
notée 1.

Nous passons maintenant a la description des modéles mathématiques associés au

cadre physique ci-dessus.
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3.1 Cadre physique et modeéles mathématiques

3.1.3 Modéles mathématiques.

Afin de construire un modéle mathématique qui décrit 1’évolution du corps dé-
formable associé au cadre physique de la Figure , nous rappelons que le champ de
déplacements u : 2x]0,T — R? et le champ de contraintes. o : Q2x]0, T [—) S¢ repré-
sentent les inconnues du probléme. Le mouvement du corps est décrit par ’équation

de la dynamique

Dive + fo = pt  dans Qx]0, T (3.1)

ot fy : Qx[0,T] — R? représente la densité des forces volumiques sur © Cette équation
s’appelle équation du mouvement de Cauchy, o p : 2 — R, représente la densité de
masse et u représente ’accélération. Les processus d’évolution modélisés par I’équation
s’appellent processus dynamiques. Dans certaines situations,]’équation (3.1]
peut se simplifier. Par exemple dans le cas ot u varie trés lentement par rapport
au temps, le terme pu peut étre négligé processus quasistatiques. Dans ce cas

I'équation (3.1) devient
Dive + fo =0 dans Qx]0,T] (3.2)

Les processus de déformation gouvernés par ’équation sont de processus statiques
(lorsque les variables ne dépendent pas du temps) ou de processus quasistatiques (dans
le cas contraire). Dans ce premier cas I’équation est valable dans €. Par la suite,on
va appeler simplement équation d’equilibre.

Afin de compléter le modéle mathématique qui décrit ’évolution d’un milieu continu
donné par I’équation ou , il faut encore préciser les conditions aux limites.

Puisque le corps est encastré sur I'y, le champ de déplacements u est nul, donc
u=0 sur Iy x(0,7) (3.3)
La condition aux limites en traction peut se mettre sous la forme
ov=Ff, sur Iyx(0,7T) (3.4)

L’équation ou équivaut a d relations scalaires. Par conséquent, mathémati-
quement cette équation ne suffit pas a modéliser le probléme d’équilibre du corps car
il y a plus d’inconnues que d’équations. L’équation ou (3.2)) exprime un processus
universel valable pour tous les matériaux et de ce fait elle ne suffit pas a déterminer

tous les différents comportements mécaniques des milieux continus. Par conséquent,
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3.2 Lois de comportement

I’équation est doncinsuffisante, a elle seule, pour décrire ’équilibre des corps matériels.
Elle doit alors étre complétée par d’autres relations qui caractérisent le comportement
de chaque type de matériau et que 'on désigne sous le vocable général de loi de com-
portement. Cette loi de comportement représente une relation reliant le tenseur de

contrainte o, le tenseur de déformation € et leur dérivées.

3.2 Lois de comportement

Dans cette section, nous considérons les lois de comportement pour les matériaux
élastiques et viscoélastiques . Ces lois sont utilisees dans de nombreux ouvrages portant

notamment sur 1’étude mathématique des problémes de contact.

3.2.1 Lois de comportement des matériaux élastiques

Dans ce paragraphe, nous considérons une catégorie de matériaux ou le tenseur des
contraintes o et le tenseur des déformations infinitésimales ¢ sont reliés par la loi de

comportement suivante

o= Fe(u) (3.5)

Le tenseur des contraintes représente ici une fonction (linéaire ou non-linéaire) du
tenseur des déformations linéarisé €. Ces matériaux s’appellent materiaux élastiques et
la loi de comportement (3.5)) s’appelle loi de comportement élastique.

En général la fonction F dépend du point & € 2 donc nous avons
o(x) = F(x,c(u))

Si F ne dépend pas explicitement de a, le milieu élastique est dit homogene. Autrement,
il est dit non-homogéne. Par la suite, pour simplifier I’écriture, nous utilisons Fe(u)
pour F(x,e(u))

En élasticité linéaire F est une fonction linéaire de ¢, c’est-a-dire (3.5)) devient
o =Ee(u) (3.6)

ou € = (&;jkn) est le tenseur d’élasticité d’ordre 4 . Ses composantes &;ji; s’appellent
cocflicients d’elasticité et sont indépendantes du tenseur des déformations. Du fait
des différentes symétries matérielles inhérentes & 'homogénéité et 'isotropie du maté-

riau,nous avons

Eijkn = A0ijOrn + 1 (0irdjn + dindjir) (3.7)
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3.2 Lois de comportement

ol les constantes A et p sont les coefficients de Lamé et ;5 est le symbole de Kronecker.

Par ailleurs, en utilisant 1'égalité o;; = E;jrnern et (3.7) nous avons,
Oi5 = )\Ekkéij -+ QIUEZ‘J‘ (38)

En inversant la loi élastique linéaire (3.8), nous obtenons

1+v v
€ij = Taij - Eakk%‘ (3.9)

ou F représente le module de Young et v le coefficient de Poisson.

3.2.2 Lois de comportement des matériaux visoélastiques

L’investigation des propriétés mécaniques des matériaux tels que les pates ou les
cires,a mis en évidence les insuffisances de la théorie de I’élasticité. En effet, certains
phénomeénes, tels que le fluage ou la relaxation ne peuvent pas étre décrits par les lois de

comportement élastique. C’est pourquoi les modéles viscoélastiques furent introduits.

Matériaux viscoélastique & mémoire ourte.

Une loi de comportement viscoélastique générale a mémoire courte est donnée par
o = As(u) + Be(u) (3.10)

ou A est 'opérateur de viscosité et B est 'opérateur d’élasticité. Par ailleurs, nous
notons que ces deux opérateurs dépendent aussi de la variable spatiale x, mais pour
simplicité, nous ne signalons pas explicitement cette dépendance ; par conséquent, tout
ce qui suit est valable pour les matériaux non-homogeénes. Nous utilisons respectivement
les notations Ae(u) et Be(u) pour A(x,e(u)) et B(x,e(u)). En particulier, si A et B
sont des opérateurs linéaires, alors nous conduit a la loi constitutive de Kelvin-
Voigt

0ij = Qijricr () + bijricn ()

ou 05, Qjjki, bijkl représentent respectivement les composantes du tenseur des contraintes

o, du tenseur de viscosité A et du tenseur d’élasticité B.
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3.3 Conditions de contact

Matériaux viscoélastique a mémoire longue.

Une loi de Comportement viscoélastique & mémoire longue est donnée par

o(t) = Fe(u(t)) + /0 R(t — s)e(u(s))ds (3.11)

ou F est 'opérateur d’élasticité et R est 'opérateur de relaxation. Nous notons égale-
ment que ces deux opérateurs dépendent aussi de la variable spatiale z. En outre,comme
le montre , I'opérateur R est une fonction du temps. Dans le cas linéaire,les com-
posantes du tenseur des contraintes o = (0;;) qui satisfait sont données par

035(t) = Fimen(ult) + / it — 8)es(u(s))ds

ou F = (fijm) est le tenseur d’élasticité et R = (74;1) est le tenseur de relaxation.
Ici, nous notons que les coefficients f;;i; et r; dépendent de la variable spatiale x dans

le corps.

3.3 Conditions de contact

3.3.1 Contact bilatérlale.

Quand le contact entre le corps et la base est maintenue en tout temps on dit que
c’est un contact bilatéral. C’est généralement le cas dans de nombreuses machines et
entre les piéces et composants d’équipement ou de machines mobiles. Comme il n’y a

pas d’écart entre le corps et la base, nous avons
u, =0 (3.12)

La condition de contact bilatéral (3.12) a été utilisé dans un certain nombre de docu-

ments.

3.3.2 Contact unilatérlale

Dans ce cas nous supposons que le corps est susceptible d’entrer en contact avec
une base rigide. Par conséquant, le mouvement des particules matérielles de I's est
restreint de la présence du solide rigide de telle sorte que, avant ’application des forces
externes, la distance de chaque point x € I's a la base rigide dans la direction de la

normale v(x) est connue et notée par g(z).

16



3.3 Conditions de contact

Nous supposons aussi que le contact entre le corps et la base rigide se produit si
et seulement si u, = ¢. Puisque la base est considérée rigide, elle ne subira pas de
déformations donc le corps €2 ne pourra pas le pénétrer; cette propriété se traduit

mathématiqument par l'inégalité
u, <g surl; (3.13)

Dans les points de I'3 tels que u, < g, il n’n’existe pas de contact entre () et la base

rigide donc le vecteur des contraintes de Cauchy s’annule, i.e :
u, <g=0,=0 surl} (3.14)

Pour les points de I's tels que u, = g, le contact entre le corps €2 et la base rigide se
produit ; nous supposons pour ces points que la base rigide exerce une pression inconnue

suivant la direction de la normale et orientée vers {2 ,on a
u,=9g=—0,<0 surly (3.15)
On peut résumer les conditions (3.13])-(3.15)) de la maniére condensée suivante

u, <g, 0,<0, o,(u,—g)=0 surly (3.16)

Les conditions (3.16]) s’appellent les conditions de contact unilatéral ou conditions de

contact de type Signorini.

3.3.3 Contact avec compliance normale

C’est le cas ou la fondation est supposée légérement déformable et la contrainte

normale o, satisfait
—o,=p, (U, — g) (3.17)

ou u, le déplacement normal, g est linterstice entre le corps et la fondation et p, est
une fonction positive donnée, appellée fonction de compliance normale.

La relation est dite condition de compliance normale et singifie que la fonda-
tion exerce une pression inconnue suivant la normale sur le corps en fonction de sa

pénétration u, — g.

Remarque 3.3.1 Dans le cas ou l'interstice entre le corps et la fondation est nul on

prend g = 0.
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3.4 Lois de contact avec ou sans frottement

Pour la fonction de compliance normale p, on prend comme exemple la fonction

suivante
Dy = CT4 (3.18)

oll ¢, est une constante positive et vy = max{0, r}. Un deuxiéme exemple est la fonction

donnée par
ary st r<a
pu(r) = _ (3.19)
oo sior>a
ol « est un coefficient positif relatif a la dureté de la surface. La condition de contact
(3.19) dit que si la pénétration est trop profonde, c-a-d. quand elle dépasse «, la fon-

dation se désintégre et n’offre plus de résistance a la pénétration.

3.4 Lois de contact avec ou sans frottement

Dans cette section nous allons introduire les lois de frottement qui seront utilisées
par la suite dans ce manuscrit. Ces lois sont représentées par des relations entre la
composante tangentielle du champ de contraintes o, la composante normale du champ

de contraintes o, et la vitesse tangentielle w, ou le déplacement tangentiel w..

3.4.1 Contact sans frottement

Dans un contact parfait, o sans frottement, ’action mécanique transmissible par
obstacle entre deux solides ne peut étre en tout point que normale au contact (perpen-

diculaire au plan tangent commun du contact). Ceci se traduit par la relation
or =20

qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle. Si ce n’est pas le cas, on dit que le
mouvement tangentielle se produit avec frottement ce qui nous oblige a introduire une
loi de frottement qui prend en considération la composante tangentielle avec les autres

variables du systéme

3.4.2 Contact avec frottement
Frottement classique de Coulomb.

Il s’agit de la loi la plus connue et la plus utilisée des lois de frottement. Cette loi

a été formulée pour la premiére fois par Amontons en 1699. Nous présentons ici deux
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3.4 Lois de contact avec ou sans frottement

versions de la loi de Coulomb qui correspondent au cas statique et d’évolution.

Le cas statique.

Dans ce cas, la loi de Coulomb se formule de la fagon suivante :

ol < F

ol < By o0
-0, = FbHZ—:” si u,#0

Dans (3.20) F, représente le seuil de frottement (ce seuil n’est pas fixé et dépend du

coefficient de frottement et de la solution du probléme).

Le cas d’évolution.

Dans ce cas la loi de Coulomb se formule de la fagon suivante :

lo7]] < B,
(3.21)

—or =Py st U, £ 0
Ici w, représente la vitesse tangentielle.
Remarquons que dans et le contact peut avoir deux statuts différents.
Dans le cas ou ||o,|| < F}, on a un statut d’adhérence car, effectivement, dans ce cas on
ne peut pas avoir u, # 0 ou u, # 0. En outre, dans le cas ou ||o, || = F} on a un statut
de glissement. En effet, dans ce cas on peut avoir u, # 0 ou w, # 0 ce qui montre que

le glissement a lieu.

Contact avec une fondation mobile.

Dans le cas ou la fondation se déplace avec une vitesse v*, la loi de frottement de

Coulomb s’écrit de la maniére suivante :

u, — v* i . .
lo-|| < Fy, —0r=F—— si U, —v"#0sur I}y (3.22)
[[dr — o]

Ici Fy représente le seuil de frottement,u, est la vitesse tangentielle et w, — v* repré-
sente la vitesse tangentielle relative des surfaces en contact. Nous supposons dans ce
manuscrit que la vitesse de la fondation v* est trés grande par rapport a la vitesse tan-
gentielle ., et, pour cette raison, nous négligeons ., par rapport a v*. Par conséquent,

*

en utilisant les approximations u, — v* ~ —v* # 0 et |4, — v*|| = ||[v*||, la loi de

frottement ([3.22)) devient

bw sur Fg (323)
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3.4 Lois de contact avec ou sans frottement

Soit maintenant v* = v*n* avec v* < 0, et soit = = —n*. Alors, 1} dévient

flo*

—o,=Fn" sur I3 (3.24)

ol n* est un vecteur unitaire donné.
Par la suite nous supposons que le seuil de frottement F, dépend du champ de dépla-
cement u. Cette hypothése est naturelle car, par exemple, dans le cas de la loi classique

de frottement de Coulomb, nous avons
F,= oy (3.25)

ou p représente le coefficient de frottement et o, dépend de u via la loi de compor-
tement. Pour étre plus précis, dans le cas d'un comportement élastique o = Fe(u) on
a

o,=0v-v=(Fe(u))v-v
et, par conséquent, (3.4.2]) devient

Fy=puS(u) surly (3.26)

ou S(u) = |(Fe(u))v - v| Nous considérons maintenant la situation lorsque le contact
est modélisé avec la condition de compliance normale associée a la loi frottement clas-
sique de Coulomb.

Dans ce cas —o, = p(u,) > 0 et donc , F, = p|oy,| = pup (u,) .

Il en résulte que ’égalité reste vraie, cette fois-ci avec le choix S(u) = p(u,).
Une remarque similaire peut étre faite pour la loi de frottement de Coulomb, lorsque

le seuil de frottement est donné par
Fy,=p|Ro,| surly (3.27)

ou R est un opérateur de régularisation Rappelons ici que l'opérateur R est utilisé
dans la littérature pour des raisons mathématiques,car il augmente la régularité de la
contrainte normale sur la frontiére.

Nous combinons maintenant les égalités et afin d’obtenir la loi de frotte-
ment

— o, =uS(u)n” surly (3.28)
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3.4 Lois de contact avec ou sans frottement

Loi de frottement avec usure.

Dans la littérature, la prise en compte de ce phénomene se fait a I’aide d’une variable
de surface, la fonction d’usure, ci-aprés notée w .
La condition de contact avec compliance normale, contrainte unilatérale et usure se

formule de la facon suivante :

u, <g, o,+pu,—w)<

0 surl's x Ry (3.29)
(w, — g) (0, +p(u, —w)) =0

D’une autre part, en utilisant 1'égalité (3.24) avec Fj, = p|o,|, nous avons
—o,=ulo,|n" sur T3 xRy (3.30)

En supposant maintenant que la contrainte normale satisfait une loi de compliance
normale avec usure

—o,=p(u, —w) sur T3xR, (3.31)
Iégalité (3.30) devient
—o, =pup(u, —w)n* sur IyxRy (3.32)

Nous étendons cette condition au cas ou le contact est unilatéral, c’est-a-dire lorsque
u,(t) = g. Par conséquent, I’égalité (3.32)) est valable aussi dans ce cas et nous utilisons

sous cette forme dans le Chapitre 4 du manuscrit.

Loi d’Archard.

Pour modéliser I'usure des surfaces en contact, la fonction d’usure w = w(x,t)
est introduite, en mesurant la profondeur dans le sens normal du matériau retiré. Par
conséquent, il mesure la changement dans la géométrie de la surface et représente la
quantité cumulée de matériau enlevé, par unité de surface, au voisinage du point x
jusqu’au temps t
Puisque les quantités de matériau enlevé sont petites, approximativement, on peut les
traiter comme une modification de 'espace vide.

On suppose généralement que le taux d’usure de la surface est proportionnel a la pres-
sion de contact et au taux de glissement relatif, c’est-a-dire au pouvoir de frottement

dissipé. Cela conduit a la forme tarifaire de la loi d’Archard sur I'usure de la surface,
w =k |o| [[o] (3.33)
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3.4 Lois de contact avec ou sans frottement

ou k est le coefficient d’usure, une trés petite constante positive dans la pratique.
En outre, o, représente le contrainte normale sur la surface de contact et ||v|| indique
le taux de glissement relatif. La condition initiale est w(x,0) = wo(x) et wo(x) = 0
lorsque la surface est nouvelle ou que la forme initiale est utilisée comme référence
configuration.

L’usure implique I’évolution des surfaces en contact et ces changements affectent le
processus de contact. Ainsi, en raison de son roéle crucial, il existe un grand nombre
de problémes techniques et mathématiques . littérature consacrée a ce sujet. Nous

reprenons ici pour citer les références [2] et [21] entre autres.
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Chapitre 4

Probléme de contact élastique avec

usure et contrainte unilatérale

Dans ce chapitre, on étudie un probléme de contact avec usure et contrainte unila-
térale ce qui décrit ’équilibre d'un corps élastique en contact de frottement avec une
fondation en mouvement a été considéré et en prenant en compte I'usure de la fonda-
tion

Ce chapitre est divisé en 03 sections. Dans la premiére section, nous présentons
le probléme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les données. Dans la
deuxiéme section, nous décrivons la formulation variationnelle du probléme mécanique.,

Enfin, dans la troisiéme section, nous étudions I’existence et 1'unicité d’une solution
faible. Les techniques utilisées sont basées sur les résultats des équations variationnelles

et la théorie des opérateurs monotones, suivi par les arguments du point fixe.

4.1 Formulation mécanique du probléme

Dans cette section, nous introduisons le probléme de contact, citons les hypothéses
sur les données. La formulation classique du probléme de contact considéré est la sui-

vante.
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4.1 Formulation mécanique du probléme

Probléme P : Trouver un champ de contrainte, o : Q x R, — S% | un champ de

déplacement v : Q x Ry — R, et une fonction d’usure w : I's x R, — R, tels que

o(t) = Fe(u(t)) dans (4.1)
Dive(t) + fo(t) =0 dans Q (4.2)
u(t)=0 sur (4.3)
o(t)v = fo(t) sur Iy (4.4)
wlt) < g.0t) () —wi) <o, | )

(uy () = g) (00, (t) + p (w,(t) — w(t))) =0
— o, (t) = pp (u,(t) —w(t))n*(t) sur (4.6)
w(t) = a(t)p (u,(t) —w(t)) sur I (4.7)

pour tout ¢t € R, et en plus,

w(t,0) =0 sur I (4.8)

Ici et ci-dessous, pas de souci de simplicité, nous n’indiquons pas explicitement la
dépendance de diverses fonctions sur la variable spatiale x. De plus, les fonctions n* et

« sont données par

wt) = =20 k)] VR, (4.9)

ou k représente le coefficient d’usure.

Nous fournissons maintenant une bréve explication des équations et des conditions du
probléme P. Tout d’abord, I’équation représente la loi de comportement élastique
du matériau dans lequel F désigne un opérateur non linéaire donné. est I’équation
d’équilibre dans laquelle Div représente 'opérateur de divergence pour les fonctions
a valeur tensorielle. et sont les conditions de déplacement et de traction
respectivement. Ensuite, est la condition de contact dans laquelle g > 0 et p est
une fonction positive, croissante et continue de Lipschitz qui s’annule pour un argument
négatif. Cette condition peut étre déduite de la maniére suivante. Tout d’abord, nous
supposons que 1’obstacle est constitué d’un matériau dur recouvert d’une couche de
matériau souple d’épaisseur g. Ainsi, & chaque instant ¢, la contrainte normale a une

décomposition additive de la forme
o,(t) = B (t) +o5(t) sur Ty (4.10)

24



4.1 Formulation mécanique du probléme

dans lequel la fonction of(t) décrit la réaction a la pénétration du matériau regide
et o5 (t) décrit la réaction du matériau molle. Le matériau dur ne s'use pas et est
parfaitement rigide. Par conséquent, la pénétration est limitée par la borne g et ol
satisfait a la condition de Signorini sous la forme d’une fonction de seil de l'interstice
, l.e

u,(t) < g, off(t) <0, of(t)(u,(t)—g)=0 surT}y (4.11)

14
Le matériau souple est élastique et peut étre s’user. Par conséquent, nous supposons

que o (t) satisfait & une condition de contact de compliance normale avec usure, i.e

—o5(t) = p (uy(t) —w(t)) sur Ty (4.12)

Cette condition montre qu’a chaque instant t, la réaction de la couche souple dépend
de la valeur actuelle de la pénétration, représentée par wu,(t) — w(t). En effet, nous
supposons qu'un processus d’usure du la couche souple de la fondation prend place
et les débris sont immédiatement retirés du systéme. Ainsi, la pénétration devient
u,(t) —w(t), au lieu de u, () comme dans le cas sans usure. La condition décrit
le fait que la géométrie de la surface de la fondation est affectée par l'usure, (voir [19]

pour plus de détails). Nous combinons maintenant (4.10]) et (4.12)) pour voir que
ol (t) = o,(t) + p(u,(t) —w(t)) sur s (4.13)

Nous substituons ensuite I'égalité (4.13) dans (4.11)) pour obtenir la condition de
contact (4.5)).

Nous décrivons maintenant la condition de contact de frottement (4.6]).

Rappelons tout d’abord la loi classique de frottement sec du Coulomb |,

lo+ ()] < plow @]

() — v* sur ['s. (4.14)
— (1) = o (1) D =)

fut) v OO

Ici, p représente le coefficient de frottement, 4, (t) est la vitesse tangentielle et w,(t) —

v*(t) représente la vitesse tangentielle relative des surfaces on contact ou le taux de
glissement relatif. Nous supposons qu’a chaque instant ¢ la vitesse de la fondation
v*(t) est grande en comparaison de la vitesse tangentielle %, (t) et, pour cette raison,
nous approximons le taux de glissement relatif par v*(¢). Par conséquent, en utilisant
les approximations . (t) — v*(t) = —v*(t) # 0 ||@.(t) —v*(t)| = ||v*(t)]], la loi de
frottement devient

oo (1) = i o (1) 2D

[o* (@)
25
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4.1 Formulation mécanique du probléme

Donc, en utilisant la définition (4.9)) du vecteur n*(t), on obtient
—o.(t) = plo,(t)|n*(t) sur Ty (4.15)

Ensuite, nous notons que, dans la mesure ot le contact du corps élastique est dans un

état de comportement normale (i.e. u,(t) < g), la condition (4.5) montre que
—0,(t) =p(u,(t) —w(t)) sur s, (4.16)

et, par conséquent, en substituant cette égalité ({4.15]), nous en déduisons verifiée.
Nous étendons cette condition au cas ou le contact est unilatéral, c’est-a-dire quand
u,(t) = g. De cette maniére, nous justifions pleinement la loi de frottement qui
régit I’évolution de la fonction d’usure..

Pour obtenir I’équation différentielle , nous partons de la loi d’Archard, ,
ie.

w(t) = ko @) i (t) — o' (¢)]  sur Ts. (4.17)

Ensuite, en utilisant a nouveau l'approximation ||, (t) — v*(t)|| =~ ||[v*(¢)]|, 'équation

(4.17) conduit a
w(t) = ko] [v"(B)]  sur I's

Nous utilisons maintenant la définition (4.9) de la fonction o pour obtenir
w(t) = alt) lo,(t)]  sur Is. (4.18)

Ensuite, nous notons que, dans la mesure ot le contact du corps élastique est dans le
statut de compliance normale est valide, substituant cette égalité en on en
déduit . Nous étendons cette égalité dans le cas du contact unilatéral, i.e dans le
cas ol u,(t) = g. De cette maniére, nous justifions pleinement ’équation différentielle
(4.7) qui régit 'évolution de la fonction d’usure.

Enfin, représente la condition initiale pour la fonction de I'usure, ce qui montre
a l'instant initial, la fondation est nouvelle.

Nous notons en considérant une surface de contact arbitraire I's et une épaisseur
g = g(x) en fonction de la variable spatiale ne pose pas de difficultés mathématiques
supplémentaires dans I'analyse du probléme P. toutefois, nous avons décidé de supposer
que I's est plan et g est une constante puisque ces hypothéses se posent dans un grand
nombre de processus industriels et conduisent a une géométrie simple qui aide le lecteur

a mieux comprendre le phénoméne d’usure.
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4.1 Formulation mécanique du probléme

Nous passons maintenant & la formulation varitionelle du probleme P et, a cette
fin, nous citons les hypothéses sur les données. Tout d’abord, nous supposons que

lopérateur d’élasticité F et la fonction de compliance normale satisfont :

(a) F:QxS?— S

(b) 1l existe Lx > 0 tels que

|F (z,61) = F (2,€2)|| < Lr|ler — e

Ver,e0 €SY pp z €.

(c) Il existe mx > 0 tels que (4.19)
(F (z,61) = F (2,22)) - (61 — £2) > mp [l — &
Ver,e0 €SY pp z €K

(d) L’application x — F(x,¢) est mesurable sur , Ve € §%

(e) L’application = — F(x,0) appartient & @ .

(a) p: T3 xR — R,

(b) Il existe L, > 0 tels que

p(@,r1) = p (2, 72)| < Ly |r1 — 72
Vri,ro € R, ppax el

(c) (p(z,r) —p(x,1r2)) (r1 —12) 20
Vri,ro € R, ppax el

(4.20)

(d) L’application x — p(x,r) est mesurable sur '3, Vr € R .

\ (e) p(x,r) =0 pour tous r < 0, p.p z € I's.

Les densités des forces du corps et des tractions de surface ont la régularité
fo€C(RLIND)Y), freC <R+;L2 (FQ)d) . (4.21)

Enfin, le coefficient de frottement, le coefficient d’usure et la vitesse de fondation véri-

fient
pwe L (T3), wx)>0 pp.zels, (4.22)
ke L>*(Is), k(x)>0p.p.xels, (4.23)
v* € C (R RY) et il existe v > 0 tel que |[v*()]| > v,Vt € R.. (4.24)

Notons que I’hypothése (4.24]) est compatible avec le cadre physique décrit ci-dessus

car, a chaque instant, la vitesse de la fondation est supposée étre suffisamment grande.

En outre, (4.9), (4.23) et (4.24), implique que
n* € C (R;RY), aeC (R L™ (Ts)), (4.25)
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4.1 Formulation mécanique du probléme

et d’ailleurs

a(t) >0 p.psurl’y, pourtoust e R,. (4.26)

Ensuite, nous introduisons I’ensemble des champs de déplacements admessibles définis
par
U={veV:v, <gsurls}. (4.27)
De plus, nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz pour définir la fonction
f R, =V
(f(£),v)v = (fo(t),v) 2 (e + (f2(b), 0) 2 pyye (4.28)

pour tout v € V et t € R,. Il résulte de 'hypothése (4.21) que f a la régularité
feCRy;V). (4.29)

Nous supposons dans ce qui suit que (o, u,w) sont suffisantes pour les fonctions régu-
lieres qui satisfont (4.1)- (4.8]). Soit v € U. et t > 0 est donné. Nous utilisons la formule
de Green (|1.2)) et I'équation d’équilibre (4.2]) pour obtenir

/Qa(t)(e('v) ~ e(ut)))dz — /Q FolH)(w — u(t))dz = /Fa(t)u (v —u(t)da VoeU

Ensuite, nous divisons l'intégrale de surface I'y, 'y, et I's. Puisque v — u(t) = 0 sur

Iy, o(t)v = fa(t) sur 'y, en tenant en compte de (4.28) on déduit que

(a(t), e(v) —e(u(t))e = (F(t),v —u(t))yv + / o)y (v—u(t))da (430

I's

Notons que
ot)v-(v—u(t)) =0,(t) (v, —u,(t)) + o (t) - (Vs —u-(t)) surl}y, (4.31)

et, en utilisant la condition de contact (4.5)) et la définition (4.27)) de 'ensemble U jnous
avons
t) (v, — uy(t)) = (0u(t) + p (w,(t) — w(t))) (v, — 9)
+ (0, (t) +p (u(t) —w(t)) (9 — u,(t) = p (w,(t) — w(t)) (v, —w,(t) - (4:32)
> —p(u,(t) —w(t)) (v, —u,(t)) sur I
Par conséquent, en tenant compte des les I'égalité (4.31))et (4.32)) et de la loi de frotte-

ment (4.6)), nous obtenons que

/ oct)v - (v—u(t))da > —/ p(u,(t) —w(t)) (v, —u,(t)) da
ts Fs (4.33)

= [ ) = w®) @) (0, i) da
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4.2 Formulation variationnelle

Nous combinons maintenant (4.30]) et (4.33]) pour obtenir cette

(0(t),2(v) — =(u(t)))g + / p (s (1) — w(t)) (v, — w, (1)) da o
I's . (4.34
T / i ((0) = () 2 0) - (0r = we(®) da = (SO0 = u(t)y Vo €U

En outre la condition de déplacement , la premiére inégalité dans et
impliquent que u(t) € U.
Enfin, nous intégrons 1’équation différentielle avec la condition initiale pour
voir que .
w(t) = / a(s)p (u(s) — w(s)) ds (4.35)
0
Nous rassemblons maintenant la loi de comportement , les inégalité varitionelle
et I’équation intégrale pour obtenir la formulation varitionelle suivante du

probléme de contact P.

4.2 Formulation variationnelle

Probléme PV . Trouver un champ de contrainte o : Ry — ), un champ de

déplacement u : Ry — U et une fonction d'usure w : Ry — L? (T'3) tels que
o(t) = Fe(u(t)) (4.36)

(o(t), e(v) —e(u(t))q + / p(uy(t) —w(t)) (v, — uy(t)) da
ts (4.37)
+/F pp (uy (1) — w(t)) n*(t) - (vr — u-(t)) da = (f(t), v — u(t))yVv €U

w(t) = /0 a(s)p (uy(s) —w(s))ds (4.38)

pour tout ¢ € R

La solvabilité unique du probléme PV sera démontrée dans la section suivante. Un
triple (o, u, w) qui vérifie — est appelé solution faible du probléme P. Nous
terminons cette section avec quelques commentaires supplémentaires sur notre modéle
de contact.

Supposons que — a une solution classique. Ensuite, puisque « et p sont des
fonctions positives, il en résulte de ce que w(t) > 0 pour tout ¢, i.e 'usure est
croissante, en chaque point de la surface de contact. De plus, si a un instant ¢y on a

w (ty) = g, alors, en utilisant I’équation (4.7)) et les propriétés (4.20]) de la fonction p, il
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4.3 Existence et unicité de la solution

peut étre facilement prouvé que w (ty) = g pour tout ¢ > t,. Ce comportement montre
que l'usure du la fondation est limitée par la contrainte w(t) < g, ce qui correspond a

I’hypothése selon laquelle la couche rigide de la fondation ne s’use pas.

4.3 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous énoncons et prouvons le résultat d’existence et d’unicité

suivant

Théorém 4.1 Supposons que — sont satisfaits. Alors, il existe une constante
to qui ne dépend que de 2,1, '3, F et p telle que, si

[[ell oo (ra) < o (4.39)
alors le probleme PV a une solution unique. De plus, la solution a la régularité
ocCRy;Q), ueCRyU), weC (R L (Ts)) (4.40)

et en plus,

w(t) >0  p.psurls, pourtoust e Ry (4.41)

Nous concluons de ce qui précéde que le probléme P admet une solution unique faible,
a condition que les hypothéses du théoréeme 4.1 sont satisfaites.

La dimonstration du théoréme 4.1 sera réalisée en plusieurs étapes. Nous supposons
dans le reste de cette section que - verifiées .

Dans la premiére é¢tape, nous considérons une fonction d’usure donnée w € C' (R ; L? (T'3))
et construisons le probléme varitionnel intermédiaire suivant.

Probléme P) : Trouver un champ de déplacement u,, : Ry — U tel que

(Fe (s (1)), £(0) — & (wa())g + / P (tt (1) — w(£)) (0, — s (1)) da
s (4.42)
T / 19 (ta (8) — w(E)) T (2) - (07 — wn () da > (F(2), v — wn(t)),

pour tout t € Ry

Dans I’étude du probléme PV, nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Lemme 4.1 [] existe une constante pg qui ne dépend que de 2,11, '3, F et p telle
que, si (4.39) est vérifiée, il existe une solution unique au probleme PY qui satisfait
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4.3 Existence et unicité de la solution

Preuve. Soit t € R, et soit 'opérateur A, : V — V défini par

(Aur, )y = (Fe(w),e@)o+ [ pu, — w(t) nda

I's

+/ up (u, —w(t))n*(t) -v,da Vu,v eV
I's
Pour tout uq,us € V on a

(Awrtr — Apia, w1 — u2)y = (Fe(ur — Fe(uz), e(ur — uz))q
—i—/F [p (u1, —w(t)) — p (u2, — w(t))] (u1, — ugy) da

+Awaw—wqumw%—w@nww-mh—u%mm

aprés les hypothéses (4.19), (4.20) , (1.1]) et (4.9) on a
(Awrr — Auptta, w1 — uz)y < Lrlle(ur) — e(uz)lq-lle(ur) — (uz)llq
—|—Lp/ |ug — ug|.|us — ug|da
s

+||M||Lm(r3)Lp/ |uy — ug|.|ur — ug|da  Vuq,us €V,

I's

Nous utilisons (1.5]),(1.6] et (4.22)) on trouve que

(Awrtir — Awitiz, w1 — ua)y, <Lrllur — uslly + Lych|lus — uslfy,
+ [l oo gy Lpclur — w2} Vg, uz €V,
Donc

(Awtul — Ayprug, ug — u2)

|lur — ually t< (Lf T CSLP (1 + ”N||L°°(F3))) Jur — U2HV

nous obtenons
[Awwr — Awtsally < (L + Ly (1+ llpllze(ry))) llua — wally, -

Alors l'opérateur A,; est continu de Lipschitz.

Ensuite, nous introduisons la constante p définie par

mr
2
oLy

Mo =

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

et visiblement ne dépend que de €, 1'1,I's, F et p. Supposons que (4.39) est vérifiée.

Alors nous obtenous

o Lpllptll o (ry) < mz
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4.3 Existence et unicité de la solution

Nous utilisons & nouveau les hypothéses (4.19)), (4.20]) et les inégalités (1.6]) et (4.50))

pour en déduire que 'opérateur A,; est fortement monotone, i.e il satisfait 'inégalité
(Awptr = Awrta, ur =)y > (mz = G L pll=(rg)) [[ur — w7 (4.51)

pour tout uy, us € V. En utilisant ces ingrédients, par le théoréme 2.1 , nous en dédui-

sons qu’il existe un unique élément u,,; € U tel que
(AU, ¥ — W)y > (F(E), v —uye), Yo eU (4.52)

Notons w,; = u,(t). Ensuite, il résulte de et que ’élément wu,,(t) € U est
I’élément unique qui résout l'inégalité différentielle (4.42]).

Nous prouvons maintenant la continuité de la fonction t — w,(t) : Ry — V. soient,
t1,ta € Ry et notons u; = w,, (L), w; = w(t;), fi = f(t;),nf =n*(t;), pour i = 1,2.
Nous utilisons des arguments standard dans pour constater que

(Fe (ur) — Fe (ug) & (wr) — € (u2))g < (fi — fo,ur — ua)y,

+/F [p (w1, — wi) — p (w9 — wo)] [(u2y — w2) — (w1, — wy)] da
+ /F [p (w1, — wi) — p (ugy — wo)] (w2 — w) da
" /F 1 (s — w1) 1] — p (uzy — ws) ] - (tizy — wy) da

+ / 11 [p (ty — ws) % — p (g — ws) 3] - (ur — wry) da
s

Par conséquent,sous les hypothéses (4.19)), (4.20)), (4.22)) et (1.6 nous obtenous

(mz — ELy||ptl| 1 (ry)) [l — walf7
< (COLp (14 [all e ray) lwr = wall g2 pyy + 1 f1 = Folly
* * 2
+eop(9) ||l Lo (ry) 11} — m3]) lwr — wally + Ly [wr — wal[ oy,

Nous utilisons maintenant (4.50)) et I'inégalité élémentaire
z,y,z>0and 22 <yr+ 2= 2? <y + 22

pour obtenir que

llur — U2||%/

Y , (4.53)
< a(llwr = wll gy + 11 = foll + Ik = n31) "+ bl = wallaqr,

telle que = = ur = wslly et y = (lwr = wall e, + 11 = foll + 15 = m3])

et 2z = [Jw; — wQHiz(Fs)
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4.3 Existence et unicité de la solution

ou a et b désignent deux constantes positives qui ne dépendent pas de t; et t5. Nous
combinous l'inégalité avec (4.25)), (4.29) et la régularité w € C' (R ; L? (I'3)) montrent
que u,, € C' (Ry; V). Ainsi, nous concluons la partie existence dans le lemme 4.1.

La partie unicité découle de la solution unique de (4.52)) pour chaque t € R.

Nous supposons ce qui suit (4.39)), (4.49)), vérifiées et nous considérons 1'opérateur :
A:C(Ry;L?(T3)) — C(Ry; L? (T'3)) défini par

Aw(t) = /0 a(s)p (uwy(s) — w(s)) ds (4.54)

pour tout w € C' (Ry; L? (T'3)), oll Uy, est la solution unique du probléme PV .
Nous avons le résultat de point fixe suivant, qui représente la deuxiéme étape de la

démonstration du théoréme 4.1.

Lemme 4.2 L’opérateur A a un point fire unique w* € C'(Ry; L? (T'3)).

Preuve. Soient wy, ws € C (Ry; L? (T'3)). Pour simplifier, on désigne par w;,i = 1,2
les solutions des problémes Pl‘v/i , 1.6 Uu; = Uy,. Soit n € Net t € [0,n]. Tenant en compte

de (4.54), (4.9) et (4.20) on en déduit

[[Awy(t) = Awa(E)]| 2 ry

<t (60 [T —walds + [ Ints) — ey as)

ou

v = Lyllblomqrs) s ()]

Par ailleurs, en utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve de

, on obtient
lr () — w2 (t)lly, < Va+bllwi(t) — wa(t) |l 2y (4.56)
Nous combinons maintenant les inégalités et pour en déduire que
() = Al < o (coaT51) [ o) = walollaeyy (45
Le lemme 4.2 est maintenant une conséquence directe du théoréme 2.2

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaires pour fournir la preuve de notre

principale existence et de notre résultat unique.
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4.3 Existence et unicité de la solution

Preuve de Theorme 4.1 :
Existence. Soit w* € C (Ry;L?(T'3)) le point unique de lopérateur A et soit u*,o*
défini par

w(t) = uy(t) (4.58)

o*(t) = Fe (u'(t)) (4.59)

pour tout ¢ € R,. On rappelle que w* = Aw* et en utilisant les égalité et
on en déduit que .
W) = [ alop (i) - () ds (4.60)
0
pour tout ¢t € R,. Nous montrons que le triple (o*, u*, w*) vérifie - (4:38). Tout
d’abord, nous notons que est une conséquence directe de . Ensuite, nous
écrivons 'inégalité pour w = w* et utilisons la notation , pour voir
que ([4.37)) verifiee. Puis, découle de . Nous concluons ci-dessus que le triple
(o*, uw*, w*) représente une solution du probléme PV. La régularité exprimée en
est une conséquence directe du lemme 4.1 combiné avec I’hypothése et la formule
(4.60). Enfin, la condition découle de , puisque « et p sont des fonctions
positives, car elle résulte de et (a)
Unicité. L unicité de la solution découle de la résolution unique du probléme PY | donnée

dans le lemme 4.1, associée a 'unicité du point fixe de 'opérateur défini par (4.54)).
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons traité un probléme de contact entre un corps dé-
formable et une fondation rigide avec diverses lois de contact (compliance normale,
contrainte unilatérale..)et de frottement.

Nous avons considéré successivement le cas des matériaux élastiques, et nous avons
pris en considération l'usure des surfaces en contact, ce qui a rendu le modéle mathé-
matique plus intéressant car il conduit & un probléme d’évolution non linéaire.

Pour commencer, nous avons proposé un formulation variationnelle de modéles de
contact en terme de déplacement et parfois en terme de contrainte, Puis, nous avons
obtenu des résultat d’existence et d’unicité de la solution faible ,nous avons d’utilisé

des arguments de monotonie, de convexité et de régularisation et de point fixe.
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Perspectives

Le probléme P admet une solution unique faible, & condition que les hypothéses
du théoréme 4.1 . En outre, notons que la condition représente une condition
de petitesse sur le coefficient de frottement qui est souvent nécessaire dans ’étude de
problem de contact statique ou quasi statique avec frottement sur des matériaux élas-
tiques.

La question de savoir si cette condition décrit une caractéristique intrinséque du pro-
cessus de contact par frottemenet ou si elle représente qui une limite de nos outils
mathématiques c’est une question ouverte qui, de toute évidence, doit étre examinée a

l’avenir.
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Résumé

L’objet de cette memoire est 1’étude de probleme en mécanique de Contact pour un loi constitutive
élastique . Les résultats obtenus concernent ’existence et 'unicité d’une solution faible pour les
problemes étudiés. La these est structurée en deux parties. La premiere partie est consacrée a
quelques outils mathématiques nécessaires ,les espaces fonctionnels utilisés dans 1’étude de probléme
et des éléments d’analyse non linéaire et la modilisation(le cadre physique, loi frottement...). La
deuxiéme partie est destinée a 1’étude de probléeme de contact élastique avec usure et contrainte
unilatérale.

Mots-Clés

Matériau élastique , frottement de Coulomb , compliance normale , contrainte unilatérale , usure ,
solution faible, point fixe, inéquation variationnelle d’évolution,

Abstract :

The purpose of this work is the study of problems in Contact Mechanics for elastic constitutive law.
The results obtained concern the existence and uniqueness of weak solutions for the studied
problems. The thesis is structured into two parts. The first part is dedicated to some necessary
mathematical tools,the functional spaces used in the study of problem and elements of nonlinear
analysis and modeling (The physical setting, law friction ...). The second part is intended for the
study of elastic contact problem with wear and unilateral constraint.

Key-words :

Elastic material , Coulomb’s friction, , normal compliance, unilateral constraint , wear , weak
solution , fixed point , evolutionary variational inequality
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