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Résumeé

L'objectif de ce mémoire est d’étudier un probléme quasi-statique de contact viscoélas-
tique avec frottement. Le matériau est modélisé par une loi de comportement viscoélas-
tique fractionnaire de type Kelvin—Voigt faisant intervenir la dérivée fractionnaire de
Caputo afin de prendre en compte les effets de mémoire du matériau.

Le probléme est soumis a des conditions de contact unilatéral de type Signorini ainsi
qu’ une loi de frottement de Coulomb. Apres avoir présenté le cadre physique et la mo-
délisation mathématique du probléme, nous établissons une formulation variationnelle
adaptée.

L’étude théorique repose sur des outils d’analyse fonctionnelle, notamment les es-
paces de Sobolev, les dérivées fractionnaires et les inéquations variationnelles. Enfin,
sous des hypotheses convenables portant sur les données du probléme, nous démontrons
un résultat d’existence de solution a I'aide de méthodes de monotonie, de compacité et

d’approximation.

Mots-clés : probleme quasi-statique, contact unilatéral, matériau viscoélastique, dérivée
fractionnaire de Caputo, frottement de Coulomb, formulation variationnelle, existence

de solution.



Abstract

The objective of this thesis is to study a quasistatic viscoelastic contact problem with
friction. The material is modeled by a fractional viscoelastic constitutive law of Kelvin—
Voigt type involving the Caputo fractional derivative in order to take into account the
memory effects of the material.

The problem is subjected to unilateral contact conditions of Signorini type together
with a Coulomb friction law. After presenting the physical framework and the mathe-
matical modeling of the problem, we establish an appropriate variational formulation.

The theoretical study is based on tools from functional analysis, particularly Sobo-
lev spaces, fractional derivatives, and variational inequalities. Finally, under suitable
assumptions on the problem data, we prove an existence result for the solution by using

monotonicity, compactness, and approximation methods.

Keywords : quasistatic problem, unilateral contact, viscoelastic material, Caputo

fractional derivative, Coulomb friction, variational formulation, existence of solution.
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INTRODUCTION GENERALE

Les problémes de contact entre corps déformables et fondations rigides occupent une
place importante en mécanique des milieux continus, en raison de leurs nombreuses ap-
plications dans I'ingénierie, I'industrie et les sciences appliquées. On les rencontre, par
exemple, dans I’étude des protheéses articulaires, des systéemes de freinage, des maté-
riaux polymeres soumis a des chargements cycliques, ou encore des joints d’étanchéité.
Ces problemes deviennent plus complexes lorsque le matériau étudié présente un com-
portement viscoélastique, lorsque le contact est accompagné de frottement, ou encore
lorsque des phénoménes supplémentaires tels que 1'usure et 'endommagement inter-
viennent dans 1’évolution du systeme.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a 1’étude d’un probléme électro-viscoélastique
avec usure et endommagement. Le corps considéré occupe un domaine borné de R?,
d = 2,3, dont la frontiere est divisée en plusieurs parties correspondant respectivement
aux conditions de déplacement, de traction et de contact. Le matériau est supposé visco-
élastique, et sa loi de comportement est décrite par un modele de type Kelvin—Voigt fai-
sant intervenir une dérivée fractionnaire de Caputo. Ce choix permet de mieux prendre
en compte les effets de mémoire caractéristiques des matériaux viscoélastiques.

Le probléme étudié est formulé dans un cadre quasistatique, ou les effets d’inertie
sont négligés devant les forces appliquées. Il est soumis a des conditions aux limites
classiques, ainsi qu’a des conditions de contact unilatéral de type Signorini et a une loi

de frottement de type Coulomb. Ces conditions traduisent le fait que le corps ne peut
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pas pénétrer la fondation rigide et que le frottement dépend de la contrainte normale
exercée sur la zone de contact.
La principale difficulté de ce probleme réside dans la combinaison de plusieurs élé-

ments non triviaux :

— la dérivée fractionnaire de Caputo, qui introduit un effet de mémoire dans I’évolu-

tion du systéme et rend 'opérateur non local en temps;

— les conditions de contact unilatéral de type Signorini, qui conduisent a une formu-

lation non lisse de type inéquation variationnelle;

— la loi de frottement de Coulomb, qui couple les composantes normale et tangen-

tielle de la contrainte;

L'objectif principal de ce travail est de présenter une modélisation mathématique ri-
goureuse du probleme, d’introduire les outils fonctionnels nécessaires a son étude, puis
d’établir une formulation variationnelle adaptée permettant d’obtenir un résultat d’exis-
tence de solution. Le résultat principal de ce mémoire consiste a établir I’existence d’une
solution pour un probléme électro-viscoélastique dont la loi de comportement fait inter-
venir une dérivée fractionnaire de Caputo, en utilisant une méthode d’approximation
appropriée combinée a des arguments de monotonie, de pseudomonotonie et de compa-
cité adaptés au cadre étudié.

Pour cela, nous utilisons plusieurs notions d’analyse fonctionnelle, notamment les
espaces de Hilbert, les espaces de Sobolev, les espaces de fonctions a valeurs vectorielles,
les dérivées fractionnaires, ainsi que des résultats liés aux inéquations variationnelles
et aux méthodes d’approximation. Les références principales qui guident notre analyse
sont issues des travaux de Han et Sofonea [10], Migorski et Ochal [16] et Carstensen et
Gwinner [6].

Ce mémoire est organisé de la maniere suivante.

Dans le premier chapitre, nous présentons le cadre physique du probleme, la modé-
lisation mécanique du corps viscoélastique, la loi de comportement fractionnaire, ainsi
que les conditions de contact unilatéral et de frottement.

Le deuxieme chapitre est consacré aux outils mathématiques nécessaires a I’étude du
probléme. Nous y rappelons les principaux espaces fonctionnels utilisés, les résultats

d’analyse convexe, les notions de dérivées fractionnaires, ainsi que quelques méthodes



Introduction générale

classiques de discrétisation et d’approximation.

Enfin, dans le troisiéme chapitre, nous formulons le probleme électro-viscoélastique,
puis nous établissons sa formulation variationnelle. Sous des hypothéses convenables
sur les données du probléme et les opérateurs considérés, nous présentons et démon-

trons un résultat d’existence de solution.



NOTATIONS PRINCIPALES

Si Q est un domaine de R? (d = 2,3), on note par

')/IH1—>Hr

I’ensemble des nombres réels,

I’adhérence de Q,

la frontiere de Q) supposée réguliére,

une partie mesurable de la frontiere T,

la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de I,

la normale unitaire sortante a I,

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v,
les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel o,
I’espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur Q,
I’espace LZ(Q)d,

l'espace H' (Q)4,

I'espace L2(Q)%*4,

l'espace {0 € H/Divo € H},

I’espace de Sobolev d’ordre % sur I',

I’espace H%(F)d,

I’espace dual de H%(T),

I'espace dual de Hr,

l'application trace pour les fonctions vectorielles.



Notations principales

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

() le produit scalaire de H,

(»Ypxg  le produit de dualité entre H' et H,

IH15%; la norme de H,

De plus, si [0, T] un intervalle de temps, k € IN et 1 < p < o0, on note par

C(0,T;H)
CY(0,T;H)
LP(0,T;H)

I1-llze 0, 7;1)
Wkr(0,T; H)

||-||wkvp(o,T;H)

Autre notations :

u, il
Divo

RLDa
a

I’espace des fonctions continues sur [0, T] dans H,
I’espace des fonctions continument dérivables sur [0, T] dans H,

I’espace des fonctions mesurables sur [0, T] dans H,
T
telles que J. ||u(t)||ﬁdt < +o0 avec les modifications usuelles si p = +oo.
0

la norme de LP(0, T; H),
I’espace de Sobolev de parameétres k et p,

la norme de Wk’P(O, T;H).

les dérivées premiere et seconde de u par rapport au temps,
divergence de o,

La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville,
La dérivation fractionnaire au sens de Caputo d’ordre «,

le tenseur de déformation,

I’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R?,
des constantes génériques strictements positives,

fonction indicatrice de K,

presque partout.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES ET MODELISATION MATHEMATIQUE

Ce chapitre pose le cadre physique et mathématique du probléme. Apres avoir dé-
crit la géométrie du domaine et les conditions aux limites, nous présentons la loi de
comportement viscoélastique fractionnaire de type Kelvin—Voigt, I’équation d’équilibre
quasi-statique, ainsi que les conditions de contact unilatéral de Signorini et la loi de

frottement de Coulomb. L'ensemble constitue le modele mécanique initial a étudier.

1.1 Cadre physique

Nous supposons qu’un corps viscoélastique occupe un domaine régulier Q de R?,
d = 2,3, qui sera supposé borné avec une frontiére réguliére I' = JQ. Cette frontiere est
divisée en trois parties ouvertes disjointes Ip, Iy et I;, telles que mes(I'p) > 0. Lintervalle
est noté [0, T], ou T représente une valeur positive fixe qui définit la borne supérieure
de l'intervalle de temps.
Le corps est supposé encastré sur I'p x (0, T) et est soumis a une force volumique f; dans
Q% (0,T). Une densité de force de traction fy agit sur Iy x (0, T). L’écart normalisé entre

I'c et une fondation rigide est noté par g (Figurel.l ).
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Rigid Foundation

Ficure 1.1 — Domaine dans la configuration initiale.

Dans la suite, nous utilisons $¢ pour désigner I'espace des tenseurs symétriques
d’ordre deux sur RY, tandis que « - » et || - || représenteront respectivement le produit

scalaire et la norme euclidienne sur $¢ et IR? tels que.

1
u-v=uv;, |v|l=(w,v)2, Yuve R?

1
0T =0ijTj, lIz]|=(t,T)2, Vo,t€ g

Nous désignons par u,,u, les composantes normale et tangentielle d’un vecteur u a
la frontiere tels que
vy, =V-,
Y (1.1)
Ve =V -V, V.
Nous désignons par o = o(x,t) le champ des contraintes, par u = u(x, t) le champ des
déplacements et par &(u) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les
notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport

axeQette[0,T]
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Nous notons par o, 0, les composantes normale et tangentielle d'un champ des

contraintes a la frontiére telles que :

o, =(ov)-v,

Or=0V—0,-V.
En utilisant (1.1) et (1.2), nous obtenons la relation
(ov)-v=0,v, +0;Vq,

qui va intervenir tout au long de ce mémoire dans I’établissement de formulation
variationnelle de probléme mécanique de contact.
La relation entre le champ des déplacements u et le champ des déformations ¢ dans

I’hypothése des petites transformations est donnée par

1 ..
e(u) = (eij(u)),  eij(u) = S(uij+uj;), 1<ij<d,

1.2 Modele mathématique du cadre physique

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné Q c IR? (d = 2,3) avec une sur-
face frontiére dQ) =T supposée assez réguliere. On étudie 'état d’équilibre du corps
résultant de 'application des forces volumiques dans () et des forces surfaciques sur
une partie de la frontiere, dans un intervalle de temps [0, T]. Les fonctions inconnues de
notre probléme P sont Le champ des déplacements u : Q x [0, T] — R, Le champ des
contraintes o : Q x [0, T] — S7.

Dans le cas générale, on décrit I’évolution d’un corps matériel par I’équation de mouve-

ment de Cauchy suivante

Divo + f; =pii dans Q x(0,T), (1.3)

ou p: (2 — R* désigne la densité de masse, et Div représente l'opérateur divergence
pour les tenseurs; Divo = (0j; ;). Le processus d’évolution défini par (1.3) sappelle pro-

cessus dynamique.
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Dans certaines situations, cette équation peut encore se simplifier, par exemple, dans
le cas ou le champ des vitesses 1 varie tres lentement par rapport au temps, le terme pii

peut étre négligé. Dans ce cas, I’équation (1.3) devient :
Divo+ f; =0 dans Qx(0,T). (1.4)

Cette derniére équation s’appelle I’équation d’équilibre et les processus d’évolution dé-
finis par cette équation s’appellent processus quasistatiques. Dans le cadre physique
décrivé ci-dessus ( dans la section précédente ) on a supposé que f; et fy varient tres
lentement par rapport au temps. Par conséquent, si nous les accélérations dans le milieu
sont négligeables nous nous plagons dans le cas quasistatique et nous utilisons 1’équa-
tion (1.4).

Puisque le corps est encastré sur I, le champ des déplacements s’annule :
u=0 surlpx(0,T).
La condition aux limites en traction est :
ov=fy surlyx(0,T)

ou fy représente la densité des forces surfacique appliquées sur Iy et constitue une

donnée du probleme.

1.3 Loi de comportement viscoélastique fractionnaire

La loi de comportement de Kelvin-Voigt est un modele fondamental en rhéologie
pour décrire le comportement des matériaux viscoélastiques. Dans sa forme classique,
elle combine un ressort (comportement élastique) et un amortisseur (comportement vis-
queux) connectés en paralléle. Uexpression de la contrainte ¢ (t) en fonction de la défor-

mation &(f) est donnée par :

o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t)),

ou A le coefficient de viscosité , B est le module d’élasticité, et £(t) la dérivée tempo-

relle classique de la déformation.
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Certains matériaux, comme les polymeres (gommes, caoutchouc,...), présentent un
comportement viscoélastique. De tels systémes peuvent étre modélisés a ’aide de la re-

lation suivante entre les deux tenseurs

o(t) = Ae(uDf u(t)) + Be(u(t)),

ou (Df' désigne la dérivée fractionnaire de Caputo. Ce modele est particuliérement
adapté pour les systémes ou les effets de mémoire et de diffusion anormale sont signifi-
catifs.

Cette loi est justifiée par Bagley dans [2] (pour a = %) Dans, l'introduction de dé-
rivées fractionnaires le cas de polymeres est motivée par ’analyse suivante : a cause de
la longueur des fibres, les déformations appliquées prennent du temps a étre commu-
niquées de proche en proche (la longueur des fibres enroulées, étant bien supérieure a
la distance géométrique). Elles sont progressivement amorties et induisent des effets de
mémoire (I’état a l'instant + va dépendre des états antérieurs). Si la contrainte décroit

1+a

comme t(1+%) elle pourra induire une dérivée fractionnaire d’ordre @. Cet opérateur

permet ainsi de donner une description macroscopique simple (ne nécessitant que peu
de parameétres) de phénomenes microscopiques complexes. Une présentation de la vis-

coélasticité via la dérivation fractionnaire.

1.3.1 Loi de comportement viscoélastique a mémoire courte

Une loi de comportement viscoélastique générale a mémoire courte est donnée par

o =Ae(u)+ Be(u)
ou A et B sont des fonctions constitutives non linéaires, tel que A représente 1'opéra-
teur de viscosité et B est l'opérateur d’élasticité. Pour un corps élastique, la loi se réduit
a
o = B(e(u)).

On rappelle qu’en viscoélasticité linéaire, le tenseur de contrainte o = (0;;) est donné

par

10
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0ij = ajjki€x () + bijrr € (1),

ou A = (a;jk;) est le tenseur de viscosité et B = (b;jx) est le tenseur d’élasticité, pour

iikl=1,..,d.

1.3.2 Loi de comportement viscoélastique a mémoire longue
Une loi de comportement viscoélastique a mémoire longue est donnée par

o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t)) + ft G(t —s)e(u(s))ds
0

ou A et B sont des fonctions constitutives non linéaires. A représente l'opérateur de
viscosité et B désigne l'opérateur d’élasticité. Ici G est le tenseur de relaxation d’ordre
quatre qui définit le comportement du matériau avec mémoire longue.

Lorsque G = 0 on retrouve la viscoélasticité de mémoire courte.

1.3.3 Loi de comportement viscoélastique fractionnaire

Le comportement viscoélastique du matériau est modélisé a I’aide d’une loi constitu-
tive linéaire avec temps fractionnaire. Plus précisément, le tenseur des contraintes o est

lié au tenseur des déformations linéarisées &(u) par :

o(t)=Ae(gDfu(t))+ Be(u(t)) dans Qx(0,T),

ou E)Df‘ est la dérivée fractionnaire d’ordre a € (0,1) au sens de Caputo. Cette relation
traduit un comportement viscoélastique avec mémoire, typique des matériaux a réponse

non instantanée.

1.4 Conditions de contact et de frottement

1.4.1 Contact unilatérale.

Dans ce cas nous le corps est susceptible d’entrer en contact avec une base rigide. Par
conséquent, le mouvement des particules matérielles de I'- est restreint de la présence

du solide rigide de telle sorte que, avant ’application des forces externes, la distance de

11
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chaque point x € I- a la base rigide dans la direction de la normale v(x) est connue et
notée par g(x).

Nous supposons aussi que le contact entre le corps et la base rigide se produit si et
seulement si u, = g. Puisque la base est considérée rigide, elle ne subira pas de déforma-
tions, donc le corps Q) ne pourra pas la pénétrer; cette propriété se traduit mathémati-
quement par l'inégalité

u, <g surlg. (1.5)

Non contact Non contact

contact contact

Ficure 1.2 — Loi de Signorini (1) et loi de compliance normale (2) pour g=0.

Dans les points de I- tels que u, < g, il n'existe pas de contact entre () et la base

rigide donc le vecteur des contraintes de Cauchy s’annule, c-a-d
u,<g = o0,=0 surlg.

Pour les points de I tels que u,, = g, le contact entre le corps Q) et la base rigide se
produit; nous supposons pour ces points que la base rigide exerce une pression inconnue

suivant la direction de la normale et orientée vers (Q; on a

u,=g¢ = 0,<0 surl,. (1.6)

12
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On peut résumer les conditions (1.5)—(1.6) de la maniére condensée suivante :

u,<g, 0,<0, o,(u,-g)=0.

1.4.2 Loide frottement de type Coulomb.

C’est une des lois de frottement les plus répandues et elle est plus réaliste. Elle se
caractérise par I'intervention de la contrainte normale dans le seuil de frottement et elle

peut s’énoncer sous la forme :

llowll < p(llucDlloy Il
lloll < ulluclDlloy |l = u(t) =0, on I x(0,T)

lloell = ulllucIDlloy[| = FA # 0, o (t) = —Au(t)

13



CHAPITRE 2

OUTILS MATHEMATIQUES

Ce chapitre est consacré a la description des espaces fonctionnels utilisés dans cette
ce mémoire. Nous supposons dans ce chapitre que () est un domaine borné et de Lip-
schitz de R? (d = 2,3), c’est-a-dire que sa frontiére I est représentable localement comme
le graphe d’une fonction lipschitzienne sur un ouvert de R?~!, Q étant situé localement
d’un seul co6té de I'. Par ailleurs, nous considérons une partition de I' en trois parties

mesurables disjointes Iy, Ip et Ic.

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces de fonctions a va-
leurs réelles qui nous aident a comprendre les propriétés des espaces appropriés a la
mécanique. Nous allons définir les espaces de fonctions continues, contintiments diffé-
rentiables, les fonctions p-intégrables et les espaces de Sobolev. Pour plus de détails sur

ce sujet nous renvoyons le lecteur, par exemple, aux références [1, 4, 18].

2.1.1 Fonctions continues et continument différentiables

L'espace des fonctions uniformément continues sur Q est noté par C(Q) et il est un

espace de Banach pour la norme donnée par :

14
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||V||C@) =supflv(x)|, x e Q)

Toute fonction uniformément continue est bornée et posséde une unique extension conti-

nue sur Q. Pour tout entier k, I’espace Ck(ﬁ) donné par
CHQ) = {v € C(Q)/D% € C(Q) pour |a| <k},

N lal
OuDaV: 2%y ad1a1+a2+‘”+ad:|a|’

af 5 @)
dx; " dxy " dxy

est I'espace des fonctions k fois continument différentiable sur Q). Il est aussi un es-

pace de Banach s’il est muni de la norme

Pllcra = ) ID™ley

la|<k

Lespace C*(Q)) désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables :
C®(Q) = ﬂ ck Q).
k=0

Nous pouvons maintenant parler de I'espace des fonctions indéfiniment différentiables

sur I’ensemble a support compact inclus dans Q, défini par

Cy(QQ) ={v e C*(Q)/3K c Q compact; supp(v) C K}

ou supp v = {v € C*(Q)/v(x) = 0} est le support de la fonction v. Si supp v est un sous

ensemble propre de (), on dit que v est une fonction a support compact dans Q.

2.1.2 Espaces LP(Q)

On suppose connues la définition des applications mesurables pour la mesure de
Lebesgue et la définition de L!(Q); 'espace des fonctions intégrables sur Q, muni de la

norme définie par

W) = J [v(x)|dx.
Q

Définition 2.1.1. L'espace des fonctions p-intégrables dans Q) peut étre défini par :

LP(Q) = {v mesurables sur Q d valeurs dans K; [v]P € L'(Q)}.

15
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Grdce d 'inégalité de Minkowski, LP(Q)) est un espace normé, dont la norme noté |[v||rp, est

1
ol = [ IoPax)’
Q

On appelle U'espace de Lebesgue L*(Q)) I'ensemble

définie par :

L*(Q) ={v: Q — R mesurable;3 C > 0,|v(x)| < C p.p. sur Q},

muni de la norme définie par

vl = inf{C;lv(x)l < C p.p. sur Q} = supess|f(x)|
xeQ

2.1.3 Espace de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.) un produit scalaire sur Hi.e. (.,.)g : HxH — R
est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || - ||g l'application de H — R, définie par :
= G ) (1)
On rappelle que || - ||g est une norme sur H qui vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwartz :
(w, V)| <[l w gl v [, V1,0 € H.

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par (2.1).
Soit H I'espace dual de H c’est a dire I'espace des fonctionnelles linéaires et continues

sur H muni de la norme :

K1, ) i e
7l = sup %
veH—{0} H

ol {.,.); s Teprésente le produit de dualité entre H et H.

2.1.4 Espace de Sobolev

L’espace de Sobolev a permis de résoudre de bon nombre des problémes concernant

les équations aux dérivées partielles sans réponse jusque la.
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On commence par un bref rappel de quelques résultats sur les espaces de Sobolev

HI(Q) défini par :

HY Q) ={u e L*(Q)/u; e L(Q); i=1,d}.
ou u; désigne 37”
On note par Vu le vecteur de composante u,;. Il est clair que Vi € L?(Q)? pour tout

ue HY(Q).

On sait que H!(Q) est un espaces de Hilbert pour le produit scalaire

(u, )1 (0) = (,V)2Q) + (i, V.0 )12 Q)

et la norme associée

1
” u ||H1(Q): (u'u);[l(Q)'

alorson a
2 2 2
” u ”Hl(Q):” u ”LZ(Q) + ” VM ||LZ(Q)d .

On a les résultats suivants :

Théoréeme 2.1.1. (de densité).
CY(Q)est dense dans H' (Q).
Théoréme 2.1.2. (Rellich).
HY(Q) c L*(Q) avec injection compacte.

Théoreme 2.1.3. (trace de Sobolev).
Il existe une application linéaire et continue & : H'(Q) — L?(T) telle que du = ulp pour tout

ueCHQ).

Remarque 2.1.1. L'espace L*(T) est 'ensemble des classes de fonctions réelles sur T qui sont
L2 pour la mesure superficielle dT. L'application o s’appelle application de trace, elle est définie

comme le prolongement par densité de l'application u +— uly définir pour u € C1(Q).

Remarque 2.1.2. On note que l'application de trace & : H'(QQ) — L*(T') est un opérateur

compact.
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Définition 2.1.2. Pour tout k € N et pour tout p € [1,+o0], nous définissons I'espace de
Sobolev WrP(Q) par :

WRP(Q) = {u e LP(Q)| Ya, |a| < k;Fv, € LP(Q), tel que v, = D%u),

Remarque 2.1.3. Nous ferons trés souvent 'abus d’écriture qui consiste a identifier D%u et

2%

La norme sur l'espace WXP(Q) est donnée par

1
(X ||Dau||§p(o))f’ si. 1<p<oo,

la|<k

Il u “Wk'P(Q)_
max || D%u ||pe(q) si p =oc0.
la|<k

Pour p = 2, on note par H¥(Q) 'espace WE?(Q) et la norme précédente provient d’un
produit scalaire.

Pour plus des détails sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le lecteur, par exemple,

afl, 4.

2.1.5 Analyse convexe et sous-différentiels

Dans l'étude des problemes de contact unilatéral, il est nécessaire d’introduire la
notion de fonction indicatrice pour modéliser 'ensemble des déplacements admissibles.
Soit K un ensemble convexe fermé représentant les contraintes physiques (par exemple
u, < g).

La fonction indicatrice I est définie par :

0 siuek,
Ix(u) =
+oo siueK.

Le sous-différentiel de cette fonction, noté dIy, joue un rdle fondamental dans la
formulation des conditions de contact de Signorini. Pour le déplacement normal u,, par
rapport a I'obstacle g, il est défini par :

{0} siu, <g,
Il (1) =1 (-c0,0] siu, =g,

0 siu,>g.
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2.2 Espaces liés au probleme a étudier

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u et

H={u=(u); u; e L2(Q)} =L2(Q)",
H={0=(0yj); 0i; = 0j; € LX(Q)} = LZ(Q)",

Hy = {u= () ; e(u) € H} = H'(Q)Y,

Hl = {U € 'H ; Divo = (()‘1']"]') € H}
Les espaces H,H, H; et H; sont des espaces réels de Hilbert munis des produits sca-

laires suivants :

(u,v)H:f w;vidx Vu,v€H,
Q

(0, T)y = J oijtijdx Yo,T€H,
Q

(,V)p, = (u,v)y +(e(u),e(v))y  Yu,veH;,

(0,7)y, = (0,T)y +(Divo,Divt)y VYo,t€Hy,
ou €: H; —» H et Div: H; — H sont respectivement les opérateurs de déformation et de
divergence, définis par

e(u) = (&;j(u)), &j(u) = %(”i,j +uj;), Divo = (0yj ;).

Les normes sur les espaces H, H, H; et H; sont notées par || - [|g, || - [l Il - ller, et [l - [l
respectivement.

Puisque la frontiére I' est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiére est
défini p.p. Pour tout champ de vecteurs v € H; nous utilisons la notation v pour désigner
la trace yv de v sur T. Rappelons que I'application de trace y : H; — L*(T) est linéaire
et continue, mais n’est pas surjective. L'image de H; par cette application est notée par
Hr = H? (T)? ce sous-espace s’injecte continiment dans L3(T)4. Désignons par Hf le dual
de Hf, et (-,-)Hrfor le produit de dualité entre Hf et Hr. Pour tout o € Hy, il existe un

élément ov € Hf tel que :

(ov, yv)foHr =(0,e(v))y + (Divo,v)y Yv € Hy.
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En outre, si o est assez régulier (par exemple C!), nous avons la formule

(o, yv)ngHr = Lav -vda ¥v € Hy.
Donc, pour ¢ assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(0,e(v))y + (Divo,v)g = Lov-vda Vv € Hy. (2.3)

Nous introduisons au présent un sous-espace fermé de H;, dont la définition est
donnée ci-apres

V={veH;;v=0 surlp}.

De plus, nous définissons I’ensemble des déplacements admissibles par

Via={veV;v, <gsurlc}.

Soit mesI > 0. Alors il existe une constante cx > 0 dépendant uniquement de () et

I'p vérifie 'inégalité suivante, dite inégalité de Korn
le@)llgzcx lvllg, YveV. (2.4)

Une preuve de cette inégalité peut étre trouver dans [17]

Nous considérons sur l’espace V, le produit scalaire donné par
(u,v)y = (e(u),e(v))y Yu,veV.
Soit || - ||y la norme associée, i.e.
lviv=lle@)lly — YveV. (2.5)

Par I'inégalité de Korn et (2.2), il vient que || - ||y, et || - |l sont des normes équivalentes
sur V et ainsi (V, || - |lv) est un espace de Hilbert.
En effet, d’apres (2.2)
(u,v)g, = (u,v)g + (e(u), e(v))y.
Alors

1
2 2\2
llr, = (Il +lle@)I3, )

En utilisant (2.4) et (2.5), il résulte
cklvlle, <llvliv=Ile@)liy <llvlg,-
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Alors ||+ ||, équivalent ||-[|.
En outre, d’apres le théoréme de trace de Sobolev, on trouve qu’il existe une constante

¢o > 0 dépendante uniquement de Q, I et I telle que :

v 2y collv v Vv eV.

2.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principaux résultats sur les fonctions défi-
nies sur un intervalle de temps et a valeurs dans un espace de Banach réel. Soit 0 < T < o0

et soit (X, ||-||x) un espace de Banach réel.

Définition 2.3.1. Une fonction u : [0, T] — X est dite mesurable s’il existe un sous-ensemble
E C [0,T] de mesure nulle et une suite (u,),cn de fonctions appartenant a C.(0,T;X) telle

que |lu,(t) — u(t)llx — 0 quand n — +oo, pour tout t € [0; T|/E.

Définition 2.3.2. Une fonction u : [0, T| — X est dite intégrable s’il existe une suite (u,),eN

de fonctions appartenant a C.(0, T; X) telle que

lim f () = u(t)lxdt =
n—+00

Théoreme 2.3.1. (Bochner). Une fonction u : [0, T| — X mesurable et intégrable si et seule-

ment si t — |lu(t)llx : [0, T] = R, est intégrable. Dans ce cas

||f Dty < fuu Mxdt.

2.3.1 Espace de Lebesgue LP(0,T;X)

Soit 1 < p < oco. Lespace de Lebesgue LP(0,T;X) est Uensemble des classes de fonctions
u : [0, T] = X mesurables, telles que I'application t — ||\u(t)||x appartient a LP(0,T). On sait

que LP(0, T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

T 1
lullon = [ luele)si1<p<co
0
oo = infle >0/ u(tllx <c pp. t€(O,T) si p=eo

Proposition 2.3.1. 1. LP(0,T;X) (1 < p < o) est un espace de Banach.
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2. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)x, alors LZ(O, T; X) est aussi un

espace de Hilbert avec le produit scalaire
T

(1, 0)1200,755) = J (u(t),v(8)) .

0
3. L"(0,T;X) € L9(0, T; X), avec injection continue, 1 < q <r < co.

4. Si X est un espace de Hilbert, alors
, . 1 1
LP(0,T;X) =L%0,T;X), si 1<p,g<oco, —+-=1,
p q
L'(0,T; X) = L*®(0, T; X),
ou LP(0, T; X)’ représente le dual de l'espace LP(0,T;X),1 < p < oo.

Définition 2.3.3. Soit u,w e L! (0, T; X). La fonction w s’appelle la dérivée généralisée d’ordre

nde usur (0,T) si

T T
f <P(")(t)tt(t)dt=(—1)”f p(Hw(t)dt, Yo eCZ(0,T)
0 0

C(0,T) étant I'espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables a support compact dans

(0, T). Nous écrivons w = 1i pour n =1 et w = u"™ pour n > 2.

Lemme 2.3.1. Soit 1 <r < oco. Alors les opérateurs linéaires p, : L"(J,V) — L"(J, V) (n € IN)
sont uniformément bornés de norme 1 et p,v — v dans L'(], V) lorsque n — oo pour tout

vel(],V).

Pour plus des détails sur ce lemme nous renvoyons le lecteur, par exemple, a [6].

2.3.2 Espace de Sobolev Wk'p(O, T; X)

Définition 2.3.4. Soit 1 < p < co. L'espace de Sobolev WP (0, T; X) est I'espace des fonction
u:[0,T] — X telles que u € LP(0,T;X) et 1 € LP(0,T;X). WYP(0,T; X) est un espace de

Banach muni de la norme

Nl o,7;x) = ltllzeo,1;x) + eillze o, 7;x)-

En particulier, W2(0, T; X) est un espace de Hilbert pour la norme précédente.
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Définition 2.3.5. Une fonction u : [0;T] — X est dite absolument continue si quelque soit
e > 0, il existe 0 = O(¢) tel que pour toute suite d’intervalles (a;, b;) disjoints, inclus dans

[0;T), tels que Y (b;—a;)<dona) |u(b;)—u(a)|y <e.
i i

Théoréme 2.3.2. Soit 1 < p < co0, X un espace de Banach réflexif et soit u € LP(0,T;X). Les

propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ue WhP(0,T; X).
2. u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant la dérivée
forte dans LP(0, T; X).
3. Il existe uy € X et g € LP(0, T; X), telles que

u(t)=ug+ J:g(s)ds Vte[0,T].

Théoréme 2.3.3. Si la fonction u appartient d I'espace WP (0, T;X), p € [1,c0]. Nous avons

alors :

t
1. ||u(t)—u(s)||X§J [lu(r)llxdr 0<s<t<T,
N

2. sideplusp < oo, 0ona
t
||u(t)—u(s)||§( < (t—s)pJ. ||Ll(r)||§(dr 0<s<t<T,
S

3. sip=oco,0na

lu(t) —u(s)llx <llullpoor;x) 0<s<t<T.

Lemme 2.3.2. (a) Soit 1 < p < oo, soit V un espace de Banach, u,,u € WLP(0,T; V), et u,, —
u faiblement dans WP (0, T; V). Alors u,(t) — u(t) faiblement dans V pour tout t € [0, T].

Pour plus des détails sur ce lemme nous renvoyons le lecteur, par exemple, & [16]

2.4 FEléments d’analyse non linéaire dans un espace de Hil-

bert

Nous commongons ce paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortement
monotones et de Lipschitz. Pour cela, on considere un espace de Hilbert H muni du
produit scalaire (.,.)y et la norme associée || - ||y et H I’espace dual de H en notant par

()i’ g POUr le produit de dualité entre H et H .
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Définition 2.4.1. Lopérateur A: H — H’ est dite :

1. monotone si

(Au—-Av,u—v)gywg =0 VYu,veH,
2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au—Av,u —v) g = mllu — vll%{ Yu,v € H;
3. de Lipschitz s’il existe L > 0

|[Au — Av||g» < L|ju —v||g VYu,veH.

4. hemicontinu si pour toute suite numérique (A,) C R telle que A,, — A lorsque n — +oo
ona

(A(u+A,0), Wy — (Al + Av), W)« quand n — +oo.
En utilisant la définition précédente, on a le résultat suivant :
Proposition 2.4.1. Tout opérateur de Lipschitz est hemicontinu.

Théoreme 2.4.1. Soit H un espace de Hilbert. Soit A : H — H un opérateur lipschitzien et
fortement monotone. Alors, pour chaque f € H, il existe un élément unique u € H tel que

Au=f.

Le théoréeme (2.4.1) montre que si A: H — H un opérateur lipschitzien et fortement
monotone défini sur un espace H de Hilbert, alors A est inversible. Les propriétés de son

inverse, noté A™1, sont données par le résultat suivant.

Proposition 2.4.2. Soit H un espace de Hilbert. Soit A: H — H un opérateur lipschitzien et

fortement monotone. Alors, A™' : H — H est un opérateur lipschitzien et fortement monotone.

Théoréme 2.4.2. Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz, K un
convexe fermé non-vide de H et f € H. Alors l'inéquation variationnelle elliptique de premiére

espéce admet une solution unique.

Définition 2.4.2. Soit une fonction j: H — R.

1. La fonction j est dite propre si elle n’est pas identiquement d +oo, cest-d-dire s’il existe

24



Chapitre 2 Outils Mathématiques

u € H tel que j(u) < +oo, et si elle ne prend jamais la valeur —oo.

2. La fonction | est dite convexe si
jtu+(1=t)v) <tj(u)+(1-1)j(v), Yu,veH, Yt €[0,1].

3. La fonction | est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) en u de l'espace H, si pour toute
suite (u,,), d’éléments de H convergeant vers u dans H, elle vérifie

liminfj(u,) > j(u).

n—oo

4. La fonction j est dite s.c.i. sur H si elle est s.c.i. pour tout point de H.

Proposition 2.4.3. Si la fonction j : X — R est convexe, propre et semi-continue inférieure-

ment alors elle faiblement semi-continue inférieurement et réciproquement.

Théoreme 2.4.3. Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et j
une fonction convexe, propre et semi-continue inférieurement et f € H. Alors I'inéquation

variationnelle elliptique de seconde espéce admet une solution unique.

Soit H un espace de Hilbert doté du produit scalaire (.,.)y et la norme associé ||.||.
Soit maintenant un opérateur A: H - H,K C H, j : H — ]—o0, +00] une fonction propre
et f € H. Plusieurs problémes aux limites des équations aux dérivées partielles en mé-
canique des milieux continus conduisent a une probléme mathématique ayant la forme

suivantes : Trouver u tel que
ueH (Au,v—-u)g+jw)—ju)>(f,v—u)gy YveH.
Ce probléme est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espece sur H.

Théoréme 2.4.4. Soit A : H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et j
une fonction convexe, propre et semi-continue inférieurement et f € H. Alors l'inéquation

variationnelle elliptique de seconde espéce admet une solution unique.

Les démonstrations de ces théorémes de cette section peut étre trouvée par exemple

dans [7, 10, 13].

Sous différentiabilité.

Si X désigne un espace de Hilbert et K un sous ensemble de I'espace X. Considérons la
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fonction g définie par
0 si uek,
i (u) =

+o00  Si uék,

on appelle ¢ fonction indicatrice. Nous savons que ’ensemble K est fermé, non vide et
convexe si et seulement si sa fonction indicatrice g est une fonction propre, convexe et

semi-continue inférieurement.

Définition 2.4.3. Soit une fonction j: X — R et u un élément de U'espace X tel que j(u) # oo.

Le sous-différentiel de la fonction j en u, noté dj(u), est 'ensemble défini par
dj(u)={u’" € X'/j(v) = j(u)+{u',v —u)xx, Yv € X}.

Rappelons que le crochet (.,.)x«x désigne le produit de dualité entre X’ et X. Tout élément
u’ de Uensemble dj(u) est appelé sous gradient de la fonction j en u. La fonction j est dite
sous-différentiable en u si dj(u) = 0. Elle est dite sous-différentiable si elle U'est en tout point
u de lespace X. Soit K un sous-ensemble convexe non vide de I'espace X. Considérons la
fonction indicatrice Yy de l'ensemble K, nous avons de suite que si u = K alors dipg(u) = 0.
Supposons alors que u € K, il vient que si u’ € dpg(u) alors (u’,v —u)xwx < 0, pour tout
v € K. Nous pouvons ainsi caractériser le sous-différentiel dipyg (u) d’une fonction indicatrice

g d'un ensemble convexe K non vide en u € K par

Py (u)={u" € X';¢u’,v—u)yx <0,Yv e K}.

2.5 Dérivées fractionnaires

Fonctions spéciales

2.5.1 Fonction Gamma

Définition 2.5.1. Soit z € C tel que Re(z) > 0. La fonction Gamma I'(z) est définie par :

+00
[(z) = j el
0

Proposition 2.5.1. Pour tout z> 0 et pour tout n€IN, on a:

1. T(z+ 1) =zI(2).
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2. T(n+1)=nl
1y _ (2n)
303 )= Ve

Quelques valeurs particuliéres de la fonction Gamma :

+00
— T(1) :f e 't0dt =1.
0

2.5.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.5.2. (L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville).
Soit X un espace de Banach et (0, T) un intervalle de temps fini. L'intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville d’ordre a > 0 pour une fonction f € L'(0, T; X) est définie par :

JOf(t) = ﬁfo (t—s)*"'f(s)ds, Vte(0,T).

Pour compléter la définition, on pose oI0 = I, o1l I est opérateur d’identité, ce qui signifie
que

oI°f (1) = f(1), p.p.te(0,T).

Définition 2.5.3. Soit a € R, et n € IN* tels que n—1 < a < n. La dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville d’ordre a d’une fonction f est définie par :

_ 1 ar et
D:ff(x) = DnIan af(x): I‘(n——CZ)WJ- (X—t) 1f(t)dt, x> 0.
n _ dn
D" = W

En particulier :

1. Poura=0,0ona:
DJf(x)=DI, f(x) = If (x).

2. Poura=melN,ona:

D;'f(x) = D" I f(x) = D", f (x) = D" f (x).
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Ainsi, pour a € N, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville coincide avec la

dérivée usuelle.

Exemple 2.5.1. Soit f(x)=(x—a)” avecv>-leta <0telquen—1<a<n. Alors,ona:

TF(v+1)

D7 f(x)=D"I;7“f(x) = Ttn—a+l)

Dn(x _ a)n+v7a.

Cas particulier :

— Si(a¢—-v)elN, alorson a:
D¢ f(x)=0, pour(a—-v)=1,2,...,n

— Par ailleurs, si (« —v) ¢ IN, alors :

I(v+1)

m(x - (l)v_a.

D7 f(x) =

Proposition 2.5.2. Soit @ > 0 et n = |a |+ 1. Alors, pour tout entier m € IN* tel que m > a,

ona:
D¢ f(x)=D"IL"% f(x).

Preuve 1. Comme m>n,ona:
DmIam—af(x) — Dan—nIam—nIan—af(x)
=D"I;"" f(x)

=D f(x),

car DM = ],

Théoreme 2.5.1. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville existent. Alors, pour tous ¢;,c, € R, ona:

D¢ (c1 f (x) + c28(x)) = 1 D f (x) + ¢, DG g(x).

Remarque 2.5.1. Supposons que f € C(0,1)NLY(0,1) tel que D*f € C(0,1)NL*(0,1). Alors :

I°DYf(x) = f(x)= ) Ckt*™, CreR, n=laj+1.
k=1

Lemme 2.5.1. Soit a >0et f € L'[a,b]. Alors, ona :
DI f(x) = f(x), (2.6)

pour presque tout x € [a, b].
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Preuve 2. En utilisant la Définition 2.5.3, on a :
D15 f(x) = D", I f (x)
=D"I;'f (x)
= f(x).
Théoréme 2.5.2. Soient a,f>0et n,meN*telsquen—1<a<netm-1<p<m. Alors:
1. Sia>p>0,alors pour f € L'[a,b]:
DY(IEf)x) =1 P f(x),
presque partout sur [a, b].
2. S’il existe une fonction ¢ € L[a,b] telle que f = J% ¢, alors :
I D f(x) = f(x),
pour presque tout x € [a, ).

3. Pour a >0 et k € IN*, si les dérivées fractionnaires D f et DX*% f existent, alors :
DX(Dg f(x)) = DE £ (x).

4. Si > a >0 etsila dérivée fractionnaire Df_af existe, alors :
DE(18f)(x) = D~ f (x).

Preuve 3. En utilisant la Définition 2.5.3, on obtient :

a) Pour a > >0,alorsn>m,ona:
DY (18 f)(x) = D"1 P (18 £ )(x)
=D"" P f(x)
=D"1 (1 7P f) )
=1 P f (),

presque partout sur [a,b].

b) Par la relation (2.6), on obtient :
18D f(x) = I3 (DS IS p(x)
=1 p(x)
= f(x).
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¢) En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville :
DY f(x)=D"I}7%f(x), avecn=[a],

on obtient :
DX(Dg f (x)) = DE £ (x).

Ce qui montre que la composition d’une dérivée entiére d'ordre k avec une dérivée frac-

tionnaire d’'ordre a donne une dérivée fractionnaire d’ordre k + av.
d)Ona:
DY (18 f)(x) = D1 P (18 £ )x) = D" 1" P () = DE F (),
existe pouri—-1<f-a<ieti<m.

Théoréme 2.5.3. Si f € L'[a,b], avec b > 0. La transformée de Riemann-Liouville de f est :

—_

n—

L(D§f)s) =5 (Lf)) - ) [DFf )],

0

o~
Il

avec n—1 < a < n cette transformée de Laplace est bien connue.

Preuve 4. D’apres la Définition 1.2.21, on a:

£(Dif)(s) = £(D"I £ )(s

=
,_.

1—

(In af) Sk—n—l [Dk(IOn—af)(t)]t:O

0

H
T

=s%(Lf)(s)— Y gk-n- 1[Dk In afy(t ]t
0

0’

>~
Il

2.5.3 Deérivée fractionnaire de Caputo

Définition 2.5.4. (La dérivée Caputo de l'ordre ,0 <a <1).
Soit X un espace de Banach, 0 < a <1 et (0, T) un intervalle de temps fini. Pour une fonction

f €L%(0,T;V*), la dérivée fractionnaire de Caputo de f est définie par :

t
OCDtaf( = ol TOf(t I'(l;—)‘fo ~f'(s)ds, Vte(0,T).
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I1 est évident que si @ = 1, la dérivée de Caputo se réduit a la dérivée classique du

premier ordre, c’est-a-dire que nous avons

SDIf(=If"(t)=f'(t), p.p.te(0,T).

De plus, nous rappelons le critére de compacité analogue au lemme d’Aubin-Lions,

pour l’existence de solutions faibles aux EDP fractionnaires en temps.

Théoréme 2.5.4. Soit T > 0, a € (0,1) et p € [1,00). Soient V, L?(0,T; V) et V* des es-
paces de Banach tels que : V — L2(0, T;V) (compactement) et LZ(O,T;V) < V* (continii-
ment).Supposons que W C L} ((0,T); V) vérifie :

loc
1. Ilexiste r| € [1,00) et ¢ > 0 tels que pour tout u € W :

1 (! .
sup (oI&ull}}) = sup —f (t=s) " Yu(s)| ds < c.
te(O,T)( t V) te(O,T)r(a) 0 v

2. Il existe py € (p,o0] tel que W est borné dans LP1((0, T);LZ(O, T;Q)).

3. There existe r € [1,00) et ¢; > 0 tels que pour tout u € W, il existe une affectation de la

valeur initiale u0 telle que la d ‘eriv “ee faible de Caputo satisfasse :

<c

15 D1t 2 0,7y < 5

Alors, W est relativement compact dans LP((0, T);LZ(O, T;V)).

Proposition 2.5.3. Soit X un espace de Banach et a,p > 0. Les énoncés suivants sont alors

valables :

1. Poury e Ll(O, T;X), nous avons :
oI oI y(t) = oI Py(t), pp.te(0,T).
2. Pour y € AC(0,T;X) et @ € (0,1], nous avons :
oIf G Dfy(t) =y(1)=9(0), p.p.te(0,T).
3. Pour y € L!(0, T; X), nous avons :

SDEoIfy(t) =y(t), p.p-te(0,T).
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Maintenant, nous “etablissons le comportement global suivant de I'EDO fraction-

naire.

Proposition 2.5.4. [15] Soit 0 < & < B < 1. Supposons f :[0,1) x (a, ) — R est continue
et localement lipschitzienne par rapport a la seconde variable. En d’autres termes, pour tout
A >0 et tout K C (a, ) compact, il existe une constante L g > 0 telle que :

sup |f(t,v1) = f(t,vo)| S Laklvr —val,  Yvy,vp €K

0<t<A

Soit 0 <y <1 etvge(a,p). Alors, le probleme a valeur initiale :
DYu(t) = f(t,v(t),  v(0) = vy,
admet une solution continue unique v(-) sur [0, Tp), oui
Ty, =sup{h>0:v e C[0,h), v(t) € (a,B) Yt €[0,h)}

est le temps maximal d’existence, avec Ty, € (0, +00].
Si Ty < +o0, alors :

liminfv(t) =, limsupv(t) = p.
t—Tp, t>T,

2.6 Espaces de Bochner

Pour l'étude des problemes d’évolution, comme c’est le cas de notre probleme de
contact viscoélastique, il est indispensable d’introduire les espaces de fonctions dépen-
dant du temps a valeurs dans des espaces de Banach. Ces espaces, appelés espaces de
Bochner, permettent de définir la mesurabilité et I'intégrabilité des champs de déplace-
ment et de contrainte par rapport au temps [7].

Soit V un espace de Banach muni de la norme ||-||y et I = [0, T] un intervalle de temps

fini (T > 0). L'espace de Bochner LP(0,T; V) pour 1 < p < oo est défini par :
LP(0,T;V) = {u :[0,T] — V mesurable;||ullp(o,;v) < oo}

ou la norme est donnée par :

— Pour1 <p<oo:
1/p

T
lllir o1y = (L ||u<t>||’;dt)
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— Pourp=00:
lellLes(o,7;v) = ess sup,eqo,yllu(t)llv
Dans le cadre de notre étude, nous utilisons 1’espace LZ(O, T;V) qui est un espace de

Hilbert, ce qui est essentiel pour appliquer les méthodes de discrétisation temporelle

comme la méthode de Rothe [5].

2.7 Classification des équations aux dérivées partielles

Considérons la forme générale d’'une EDP d’ordre 2 :

0*u 2’u 2°u ou _du
Aﬁ+Bm+CW+D$+E9_y+FM =G

ou A,B,C,D,E,F et G sont considérés constants pour simplifier. Le type de 'EDP dépend
du signe de B> —4AC :

— Si B2-4AC <0, alors 'EDP est dite elliptique.
— Si B> —4AC =0, alors 'EDP est dite parabolique.

— Si B> —4AC > 0, alors I'EDP est dite hyperbolique.

Exemple 2.7.1. [20]

2 92
— L'équation de Laplace : 27 8—;2[ = 0 est elliptique car B> —4AC = -4 < 0.
)l . e du ,d%u ) )
— Léquation de diffusion : i dﬁ =0 avec d > 0 est parabolique car B- —4AC = 0.
L’équation des ondes : o —c? o _ 0 avec ¢ > 0 est hyperbolique car B> — 4AC =
q ‘ ayz axz - yp q -

4¢% > 0.

2.8 Principe de la méthode des différences finies

La méthode des différences finies est une technique courante de recherche de solu-
tions approchées d’équations aux dérivées partielles. Elle consiste a résoudre un systéme
de relations (schéma numérique) liant les valeurs des fonctions inconnues en certains

points suffisamment proches les uns des autres [20].
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Développement de Taylor

Soit u(x,t) une fonction de I'espace et du temps. Le développement de Taylor de u au
voisinage de x s’écrit :
du h? 9%u h® Pu h" 9"u .
u(x+ h,t) = u(x, t)+h$(x, t) + Ew(x, t) + aﬁ(x, t)"r R EW(?C, t) +O(hn+ )
du h? 9%u h d3u

u(x—h,t) :u(x’t)_h_(x’tHEa_xZ(x’t -3

n+l
Ep (x,t)+---+O(R"™)

Schémas aux différences finies

En tronquant le développement au premier ordre, on obtient le schéma d’ordre 1 :

du\ Ui —u
(Z)i i — +0O(h)

ox h

Le schéma centré d’ordre 2 s’obtient par soustraction des deux développements :

du\ _ uip— i 2
(ax )i == ToW)

(8u) _ Ui Ui Lo

Pour la dérivée seconde, on obtient le schéma centré d’ordre 2 :

*u Uit —2U; + Uiy
Zry 1 1 h2
(5] - o

2.9 La meéthode de Rothe

La méthode de Rothe est une technique de semi-discrétisation temporelle particulie-
rement efficace pour résoudre les probléemes d’évolution. Contrairement aux méthodes
de discrétisation totale, elle consiste a discrétiser uniquement la variable temps tout en

conservant la structure variationnelle dans ’espace de Hilbert [11].

Discrétisation temporelle

Soit un pas de temps h = T/M pour un entier M € IN*. On définit une partition de
I'intervalle [0, T] par les points t,, = m-h pour m = 0,..., M. On remplace la dérivée

temporelle y; par le quotient de différences :

m _ ,,m—1
opy™ = %, pourm=1,...,.M

34



Chapitre 2 Outils Mathématiques

avec la condition initiale y° =y, .

Fonctions d’interpolation

On définit deux types de fonctions d’interpolation [11]:

— Une interpolation affine par morceaux :

t—mh
vn(t) =™ + p " -y

m=1) " pour t € [(m —1)h, mh]

— Une interpolation constante par morceaux :

A m

ou(t)=v", pour te€[(m—1)h mh]

Convergence

Sous les hypotheses de Lipschitzianité et de monotonie, la suite des solutions ap-
prochées converge vers la solution forte du probléme initial dans I'espace de Bochner

L%(0,T; H'(Q)) lorsque h — 0 .

2.10 Meéthodes de discrétisation numerique

Dans ce chapitre, nous présentons les outils numériques nécessaires pour transfor-
mer notre probléme de contact viscoélastique fractionnaire, défini dans le Chapitre 1,

en un systeme d’équations résolvables numériquement.

2.10.1 Approximation par la méthode des différences finies

La méthode des différences finies (MDF) consiste a approcher les opérateurs diffé-
rentiels par des rapports de différences utilisant les valeurs de la fonction sur une grille
discrete.

Développement de Taylor et opérateurs de dérivation

Soit u(t) une fonction de classe C". Pour un pas de temps k > 0, les schémas décen-

tralisés sont obtenus par le développement de Taylor :

(L;—I:) =~ % +O(k) (Schéma décentré arriere)
n
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Pour les dérivées spatiales dans l’espace de Sobolev V, on utilise souvent le schéma cen-
tré d’ordre 2 :

- > +O(h?)

Ces opérateurs sont fondamentaux pour discrétiser I’équation d’équilibre micanique

2
(8 u) Wi = 2ui+ Ui
i

Div 0 + fy = 0 introduite au Chapitre 1 [20].

2.10.2 La meéthode de Rothe pour les problemes d’évolution

Pour résoudre notre inéquation variationnelle fractionnaire, nous utilisons la mé-
thode de Rothe (semi-discrétisation temporelle). Elle permet de traiter la dépendance
temporelle induite par la loi de comportement viscoélastique [11].

Discrétisation temporelle du probléme de contact

Soit k = T/N le pas de temps. On définit t, = n-k pour n = 0,...,N. Le probleme
de contact évolutif est transformé en une suite de problémes statiques. A chaque pas 1,

nous cherchons le champ de déplacement u,, € K satisfaisant :
a(uy,,v—u,)+ (B(Cle‘un),v —uy=L,(v-u,), VYvek

ou CD,f‘ u, représente l’approximation de la dérivée de Caputo au temps ,,.

Interpolation de Rothe et Convergence
On définit la fonction de Rothe iy () comme une fonction constante par morceaux :
in(t) =u,, Vte(t, tn]

Sous les conditions de Lipschitzianité des opérateurs A et B (définies a la section 2.3),
la suite (ify) converge vers la solution unique u dans l'espace de Bochner L?(0,T;V)

[11, 20].

2.10.3 Application au modele viscoélastique (Substitution de la cha-

leur)

Contrairement au cas parabolique classique de la chaleur, notre modéle integre une

mémoire fractionnaire. La discrétisation de la loi de Kelvin-Voigt fractionnaire o = Ae(u)+
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BEDZe(u) nécessite I'utilisation des schémas de quadrature pour I'intégrale singuliére

de Caputo.

Exemple 2.10.1 (Discrétisation de l'opérateur fractionnaire). Pour 0 < a < 1, la dérivée de

Caputo est approchée par le schéma L1 :

k@ n-1
“Dffu(t,) ~ 2-a) aj(Up_j—tp_j1)
=0

—

oul les coefficients aj sont définis par :
. 1- - .
aj=(j+1) “—j 7% j=0,1,...,n—-1

Cette discrétisation permet de coupler la méthode de Rothe avec les propriétés de convexité

du domaine K pour garantir Uexistence de la solution approchée.

Théoréme 2.10.1. Supposons que O est hémicontinue et satisfait la condition (LSC); sup-
posons en outre que ¢ est soit uniformément monotone au sens de (3.5), soit uniformément
monotone par rapport d la semi-norme [-] au sens de (3.6), (3.7). Supposons que f,, — f
dans L'(J,H) N LP'(J,X*) (n,v — o) et que K, > K (v > o), 0 K =g+ C, K, = g, + C,
(v eIN); g, — g dans X; C, C,, sont des cones convexes fermés dans X, respectivement dans

X, (veNN).

A) Alors la suite {G,, , },,ye posséde des points limites par rapport d la convergence faible dans
LP(],X) et a la convergence faible* dans L*(], H). Tout tel point limite appartient a LP(J,K)
et satisfait (2.4), I'inégalité variationnelle de (P2).

B) Supposons en outre que la fonction @ est continue par rapport a sa deuxiéme variable
sur LP(],X) et admet un potentiel convexe continu F : X — IR,. Supposons également que
Uy, — Uy (v — o) dans X et f, , — f dans L*(J,H) (n,v — co). Alors la suite (vl nveN
converge vers la solution unique u de (P1) fortement dans C[],H], et la suite {4}y veN
converge vers u fortement dans L*(J, H). De plus, on a : Gn,y — udans LP(], X) et 044, — Jsu

dans L*(J, H).

C) Si de plus ¢ est uniformément monotone au sens de (3.5), alors §G,,,, converge fortement

vers u lorsque n,v — oo dans LP(], X) également.[6]
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2.11 Méthode de Galerkin pour un probleme variationnel

Soit V un espace de Hilbert séparable. D’aprés le lemme de densité, il existe une fa-
mille libre dénombrable {v;};cpy d’éléments de V telle que les combinaisons linéaires des
v; sont denses dans V. On définit les sous-espaces de dimension finie V,,, = vect{vg, vy,...,v,,}

qui forment une suite croissante [14].
Formulation du probléme de Galerkin
Soit b(-,-) : V x V — R une forme bilinéaire continue et coercive (V-elliptique) :
b(u,v)| < Mllullyllvlly, Yu,veV,
b(u,u)>mlull},, VueV.
Pour f € V’, le probléme continu consiste a trouver u € V tel que
b(u,v)=f(v), VYveV.

Le probleme de Galerkin consiste a trouver uy € Vi (sous-espace de dimension finie
de V) tel que
b(ug,vi) = f(v), Vv € Vi

Lemme de Céa

Soit u la solution du probleme continu et uy la solution du probléeme de Galerkin.

Alors l'erreur d’approximation satisfait l’estimation suivante :

” || < i f ” ”\/
u-—u — 1n u-v
kitv m vieVy k ’

ou M est la constante de continuité et m la constante de coercivité [19].
Ce lemme montre que l’erreur est contrdlée par la meilleure approximation de 1 dans
M

Vi, a un facteur o pres.

Projection orthogonale
Soit V;, un sous-espace de dimension finie de V. Le projecteur orthogonal I1y, sur V,
est défini par

My, (u) =arg min [|u —v,[ly.
v, €V,
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Dans le cas ou V est muni du produit scalaire a(-,-) associé a une EDP coercive, la

solution du probleme de Galerkin u,, € V,, satisfaisant
a(u,,v,) =bv,), Yv,eV,

est précisément la projection orthogonale de la solution exacte u sur V,, [?].
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CHAPITRE 3

PROBLEME DE CONTACT VISCOELASTIQUE AVEC
FROTTEMENT A DERIVEE FRACTIONNAIRE EN TEMPS

Ce chapitre est consacré a 'analyse du probléme couplant les effets mécaniques.
Nous établissons la formulation variationnelle adaptée a l’aide de la formule de Green
et des conditions de contact. Sous des hypothéeses convenables sur les données, nous dé-
montrons un résultat d’existence de solution en utilisant des arguments de monotonie,

de pseudomonotonie, de compacité et la méthode de Rothe.

3.1 Formulation mécanique du probleme

Le probléme peut se formuler de la maniére suivante :
Probléme P. Trouver un champ de déplacements u : Qx[0, T] — R¥, et qu’ un champ

de contraintes 0 : Q x [0, T] — $4 tels que
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o(t) = Ae(§ D u(t)) + Be(u(t), dans Q x (0,T) (3.1)
Divo(t)+ fi(t) = 0, dans Q x (0, T) (3.2)
u=0, sur Iy x (0, T) (3.3)
o(t)y = f (1), sur Ty x (0, T) (3.4)
u(0) = u,, dans Q (3.5)
0,(1) <0, u,(t) < g 0y (1)1, (t) =) =0 sur Ic x (0, T) (3.6)

lloll < ullulDlloyll
lloell < ulluclDlloy || = u.(£) =0, sur T x (0, T) (3.7)

lloell = ulllucIDlloy || = FA # 0, o(t) = —Au(t)

L’équation (3.1) correspond a la loi constitutive viscoélastique de Kelvin-Voigt a dé-
rivée fractionnaire en temps de type Caputo. Ici, A = (A; i) et B = (B;jx) désignent res-
pectivement le tenseur de viscosité et le tenseur d’élasticité, qui sont tous deux des ten-
seurs d’ordre quatre. L’équation (3.2) représente la condition d’équilibre des contraintes.
Les relations (3.3) et (3.4) décrivent les conditions aux limites mécaniques. De plus, la
condition initiale est donnée par I’équation (3.5). La relation (3.6) modélise le contact
avec frottement sur [c avec les conditions de Signorini. En outre, I’équation (3.7) repré-

sente la loi de frottement de Coulomb, ou y désigne le coefficient de frottement.

3.2 Formulation variationnelle du probleme

Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme P, on introduit le sous-espace
fermé V de H'(Q)? défini par(??). Nous énongons des hypothéses sur les données. Pour

cela, nous supposons que :
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(HP1)

(1) Le tenseur de viscosité A : Q x$% — &9 et le tenseur d’élasticité B: Q x $¢ — &4

présentent la propriété standard de symétrie :
Aijkr = Ajirt = Aikij €L¥(Q),  Bjjii = Bjixi = Bixij € L™ (Q).
(2) Les formes a,b satisfont la propriété d’ellipticité :
a(u,u) = mgllully,  blu,u) > myllullf,
ou my,, my > Opourtoutu € V.
(3) Les opérateurs a,b respectent la propriété conventionnelle de bornitude :
la(u, v)| < Mllullvlivlly, b, )] < Mpllully ]l

ou M,, My, > 0,pourtousu,ve V.
(HP2)

(1) Les forces et les tractions satisfont les conditions suivantes :
fi €L%(0,T;LX(Q)),  fy € L2(0, T; L (Iy)Y).
(2) La fonction écart et la condition initiale vérifient les conditions suivantes :
g>0, gel™(I¢), uge Vy.

(HP3)

Le coefficient de frottement p : Ix x R — R satisfait :

(1) Il existe L, >0, ¥x1,x, € R™ :
lu(x1) = p(,x2) < Lylxy —xa|  p.p. sur Ic.

(2) Lapplication z > p(z, x) est mesurable sur I'-, pour tout x € R*.
(3) Lapplication z - p(z, x) est bornée par y* p.p. sur Iz, ol

w = sup ||p()llro(re)-
t€[0,T]
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(HP4)

L'application j satisfait :
(1) j est mesurable sur I.
(2) j estlocalement lipschitzienne sur I..

(3) Pour tout u € V, l'application v  j(u,v)

est convexe, propre et semi-continue inférieurement.
(4) Tl existe c; > 0 tel que [|dj(u,v)[ly- < c]-(l + ||v||V), pour tout u € V
On suppose aussi que les forces de corps et les tractions de surface satisfont
AELX0,T;L%(Q),  fy € LX(0, T; L3 (Ty)) (3.8)

Ensuite, nous définissons les applications f : [0,T] > V,j: VxV — R par

(F()v)y = L fitwdx +L fu(thvda, (3.9)

Comme o dépend de u par la loi constitutive (3.1), la composante normale o, est

également fonction de u.
ju,v) =L pllluel)lloy ()lllvellda, (3.10)
c
Pour tout u#,v € V. On remarque que la condition (3.8) implique
f eL*0,T; V). (3.11)

Pour tout u,v € V, nous définissons les formes bilinéaires suivantes :

a(u,v)=(Ae(u), e(v))n, b(u,v) = (Be(u),e(v))y- (3.12)

Pour la formule variationnelle dépendante des deux variables mécanique u et o, la

formule de Green (2.3) permet de donner, pour u € V

(0,e(v—u))y+(Divo,v—u)y = J ov-(v—u)daVvevV,
r

ou encore d’apres (3.2)

(o, e(v—u))y—(fr,v—u)g = J-raw(v—u)da YveV.
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Mais on a

Lav-(v—u)da:LDGV-(v—u)da+LNOV-(v—u)da+Lcm/-(v—u)da.

En utilisant (3.3) et (3.4), il devient

jav-(v—u)da: fn-(v— uda+j ov-(v—u)da.
r

Ic

La formule (??) donne
J ov-(v—u)da= [0y(v, — 1)+ 0 (U —uy)]da.
Ic Ic

La loi de constitutive (3.1) donne :

Las(v u) da—f [Ae(§ Dfu) + Be(u)|.e(v - u)da.
On a d’apres (3.12):

a(w,z) = (A J Ae(w).e(z)da,

b(w,z) = (Be(w), &(z))y = J Be(w).e(z)da,
Q
on obtient :

j o.e(v—u)dx = a(OCDt“u,v —u)+b(u,v—u).
Q
En utilisant (3.9), il vient

(f,v—u)VZJQfl-(v—u)da+ fn-(v-u)da VYveV.

Ainsi, la formulation variationnelle

a(ng‘u,v—u)+b(u,v—u):(f,v—u)v+ oy« (vy, —uy,)+0r - (Ve —ug)]da. (3.13)
Ic

D’aprés la condition de contact de Signorini (3.6), on peut montrer que pour tout

veVavecv,<g,ona:

oy (Vy —1y) 20, 0, € (oo 0](thy — g)

En effet :
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— Siu, <g,alors 0, =0, donc o, - (v, —u,,) = 0.
— Siu, =g, alors 0, <0etv, —u, =v, —g <0, donc leur produit est positif ou nul.

Ainsi, on obtient :

J- oy, (vy,—u,)dl >0 (3.14)
Ic

0 Ve 2 —[locll[vell
D’apres (3.7)

0 - Ve 2 —pif|oy [ [|vell
On va démontrer que

—0g -ty = plloy [[Ju|l
Si

lloell < plloyll = 1 = 0
Si

||UT||:M||GV||33/\>O, Or :—/\u_[

lloyluell = lloelllull
== (llolfucl) (3.15)
= —0¢-Ug
et

0 - (Vr —te) = 07 - Vg — 0 - whe 2 —pl[[uclDloy [llvell + pelllaec Dl oy [[|aa

f oT-(vT—uadazf ulwDllo (el - v da (3.16)
Ic

Te
En additionnant (3.14) et (3.16), on obtient

fr (0, - (v — tty) + 0 - (vg — 4] da > f slleDllo ()l |~ v )

Ic
D’apres (3.10)
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. [Gv : (Vv - le) +o;- (v’c - u’c)]da 2 j(uru) —j(u,v).
C
Et d’apres (3.13)

a(OCDt“u,v—u)+b(u,v—u) >(f,v—u)y+juu)—juv).

Enfin, on obtient la formulation variationnelle du probléeme P

a(§ Df u,v —u) + b(u,v —u) + j(u,v) - j(u,u) > (f,v—u)y.

Probléme variationnel (PV) : Trouver un champ de déplacements u : Q x (0, T) — R? et

un champ de contraintes o : Q x (0, T) — $¢ tels que pour tout v e V :

a:AE(ng‘u)+Be(u), (3.17)
a(§Dfu,v —u) + b(u,v —u)+j(u,v) - j(u,u) > (f,v —u), (3.18)
u(0) = ug. (3.19)

3.3 Résultat d’existence

Dans cette section, nous présentons et démontrons un résultat d’existence.

Théoreme 3.3.1. Sous les hypothéses (HP1)-(HP4) ainsi que (3.10)-(3.12), le probléme

(PV) admet au moins une solution telle que :
(u,0) € WH2(0,T; V) x L*(0, T; L*(Q; S%)).

La démonstration du théoréme 3.3.1 repose sur l’application d’arguments faisant in-
tervenir un opérateur non linéaire, la dérivée de Caputo, ainsi que la méthode de Rothe.
Etant donné que y(t) = OCD;"u(t) et u(t)= oI y(t)+ug, I'inégalité (3.18) et 'hypothese
(HP4) peut étre reformulée comme suit :

On rappelle la formulation variationnelle du probléme :

a(OCDf‘u,v—u)+b(u,v—u)+j(u,v)—j(u,u) >(f,v—u), VYveV.
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En substituant dans I'inégalité variationnelle u(t) et y(t) , on obtient :
a(y(t), v —u(t))+b(uo + oIf p(t), v —u(t) + j(u(t), v) = j(u(t), u(t)) = (f(£),v - u(t)).
Par définition du sous-différentiel de j Définition 2.4.3, on a :
Aj(u(t)) ={& € V| j(u(t),v)— jlu(t), u(t)) = (& v—u(t)), Yve V}.

Ainsi :
f(t)=a(y(t) = blug + oI (1)) € j(ug + oI y(t)).

Par le théoréme de représentation de Riesz, nous définissons les opérateurs

a,b:V — V* par
(a(u),v) =a(u,v), (b(u),v) =b(u,v), Yu,veV.
En réorganisant les termes, on obtient finalement

a(p(0)+ b( () + o) + (T p(1) + 1) 3 £ (). (3.20)

Soit maintenant N € IN un entier fixé, et posons At =6 = %

Nous considérons ensuite 'approximation suivante de l'opérateur d’intégrale fraction-

ot}/ ZJ (t,—s)* Ly (tj)ds

D [(n=j+1)% = (n=j)?]

naire oI p(f) :

.o (3.21)
—Zy(t]-n(n—;ﬂ)“—(n—j)a]

o ) .
= Taa ) LYW=+ 1 = =]
j:]

ou ty = k6. De plus, nous définissons la fonctionnelle fal comme suit :

ti

pour i=1,...,N.
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En appliquant la méthode de Rothe a I’équation (3.20), nous obtenons le probleme
fractionnaire de Rothe suivant :
On subdivise l'intervalle [0, T] en N sous-intervalles de longueur 6 = T/N, avec t; = k9,
k=0,1,...,N.

Approximation de I'intégrale fractionnaire.

Ot,,y( n a+1 Zy [ —i+1)a—(n—i)a].

Soient ylg une approximation de y(f;) et ulg une approximation de u(fy). La relation

u(ty) = ug +o It“ky(tk) devient :

uk=u QHZ%[ —i+ 1) = (k=i)7]. (3.22)

Avec fék définie précédemment, on obtient le probléme de Rothe fractionnaire (PRF) :

a(y¥) + b(uk) + dj(uf) > £, (3.23)
k=1,..N.

Lemme 3.3.1. Il existe une constante positive S telle que, si 0 € (0, 5), alors le probléme

(PRF) admet au moins une solution.

Preuve 5. Supposons que {yb}” L soient donnés, et cherchons Va € V satisfaisant (3.22)—(3.23).
Pour cela, nous introduisons les opérateurs multivoques suivants : I1: V -V,
[Ty : V — V*: définis par

I(y) := o + 9j(y),

et
n-1 5%

n—i+1)*—=(n—1i)*]— +ug|.
Y 0

1:1
Nous montrons maintenant que I1 est un opérateur surjectif.
Dans un premier temps, nous établissons la coercivité de U'opérateur Il.

A cet effet, soit ¢, > 0 une constante définie par :
5% n=1 . .
i = m;nygn[m—w D= (=), (3.24)
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En utilisant les hypothéses (HP4) et I"équation (3.24), on obtient :

-1 N
8][ Ma+1) Z [ —-i+1) (n—i)“]+ﬁ+uo]v

SC]'[ o IbeIIv[ —i+1)" (—i)"‘]+ (3.25)

éa
la+1) 4 m||y||v+1+|luol|v]

6(1
< 1 _— .
= C]( +C+ T(1+ a)”y”V)
En se basant sur I’hypothése (HP1) et I'équation (3.12), nous obtenons que : On rappelle
que :

n—1

5 N o
H(y) (y)+b[uo+m;yé[ —1+1) ( Z) ]+my]

(3.26)
. 6a © 1 a o 60(
+8][u0+ Mi+a) L vs[(n—i+ 1) —(n—1i)"] I +a)y)
En évaluant (I1(y),v), on obtient :
5% n=1 5%
((y),y) = a(y,y)+<b[uo Y Tira) Y yiln—i+ 1) —(n-i)*]+ I +a)y],y>
R o (3.27)
+<8j[u0+ fi+a) y n—i+1)* (n—i)“]+my],y>.
z:l
D’aprés (HP1)(2) :
a(y,9) = mglylly- (3.28)
D’apres (HP1)(3) :
[b(w, )| < Myl[wllvlylly,
d’oul
o? S i . a S\ o?
<b[u0+ fi+a) ;}’5[(”—” D= (n—i)%]+ m?]ﬁ»
= (3.29)
5% n—1 ) . . 5%
>-M, [””0 + T +a) v5l(n—i+ 1) =(n—1)]|ly + m”?”v]“lfﬂv-
i=1
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en additionnant les trois inégalités (3.25) et (3.28) et (3.29) :

Y24 S

2 _ _on _c, _o"
[1(3.3) = mlyll Mb(Ct+r(1+a)||y||v Iyl = Cj{1+ e+ gy 911

(Sa(Mh-i-Vj) 2 C]'(Sa
> (mu - w)”})”v —(Mth + m)“?”v —¢j(L+¢).

T(1+a)m, . »s . C y
My re)) afin d’établir la coercivité de I'opérateur T1.

Par la suite, nous utilisons les hypothéses relatives d a et b pour en déduire que :

Nous définissons 6 =

0" M, 2
Moty ) (- oo iyl

Par conséquent, l'opérateur I est pseudomonotone.
Il est maintenant nécessaire de démontrer que Uopérateur V : V. — V* défini par

n—

[ s Sy - 5@
\p(y);:a][m' 1[(n—z+1) —(n—1) ]+my+uo],

i=

pour tout y € V, est pseudomonotone.

En effet: On pose

54 n-1 - a n-1 i . i
YT T+ a) Zzlyfl’[(”_l”)a‘(”‘l) J=uo F(l+a);% (nmi e 1) ==
5% n-1 l ' . i 5@
W) =uo+ fgy 2 Yelln =it DT = (n =i+ =y

(3.30)
Ainsi W(y) = dj(w(y)).
1. Non vide : Puisque j est convexe, propre et semi-continue inférieurement, on a dj(u) =0
pour tout u € V (cf. [[7], Proposition 2.17]).

2. Convexe : Le sous-différentiel d'une fonction convexe est toujours convexe (cf. [[7],

Proposition 2.16]).

3. Faiblement compact : dj(w(y)) est convexe, fermé et borné dans V*. D’aprés le théo-

réme de Banach-Alaoglu, il est faiblement compact.

4. Borné : D'apres I'hypothése (HP4), il existe c; > 0 tel que pour tout & € W(y) :
Ellv< < ¢;j(X+[[w@)llv).
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Comme [w(v)lly < luo + ey LAt 94 001+ 1)@ = (=) ly + ez 9y,
on obtient ||E|ly+ < C(1 + ||yl ). Donc W est borné.

5. Monotonie forte de y — w(yp) :

a

(W)~ w(y2) 91— 92) = (‘5 Sl =l

Lapplication y — w(p) est affine, continue et fortement monotone.

6. Maximal monotone de dj : La fonction j est convexe, propre et semi-continue inférieu-
rement. D’aprés [[7], Théoréme 2.8], son sous-différentiel dj est un opérateur maximal

momnotone.

7. Maximal monotone de \V : La composée d'un opérateur maximal monotone avec une
application affine fortement monotone est encore maximale monotone (cf. [[16], Propo-

sition 3.21]). Par conséquent, \V est maximal monotone.

8. Pseudomonotonie : Tout opérateur maximal monotone est pseudomonotone (cf. [[7],

Théoréme 2.8]). Donc \V est pseudomonotone.

Par conséquent, WV est pseudomonotone.

En d’autres termes, soit {y,,} C V telle que y,, — v faiblement dans V, lorsque m — oo, et
= RO 12
Bm € ( Td+a) ; n—i+1)*—(n-1i) ]+mym+u0].
Comme lopérateur dj est borné, la suite {,,} est bornée dans V*.
Par conséquent, en considérant une sous-suite si nécessaire, on observe que v,, — v faible-
ment dans V* lorsque m — oo.

Etant donné que le graphe de Uapplication multivoque

n-1 ‘ 5%
Y= ][ 1+0( Z[ —l+1 (n—z)“]+m+u0]

i=1
est fermé pour la topologie V x V* (voir [[16], Proposition 3.23(v)]).

Par conséquent, nous concluons que :

n-1 a 59
ﬂe [ l+a Z}]b —l+1 ( )] m?'ﬁ‘uo].

i=1
Par la suite, il devient évident que p € I1(p), et nous définissons

<ﬁm:ym> - <ﬁ;y>v* xy lorsque m — oo.
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En utilisant le Lemme A.1, nous déduisons la pseudomonotonicité de l'opérateur I, ce qui
permet d’établir qu’il est pseudomonotone. Par conséquent, 'opérateur Il est pseudomonotone.
Ainsi, le probléeme (PRF) admet au moins une solution.

Ensuite, nous présentons la suite des solutions du probléme de Rothe fractionnaire (3.23).

Lemme 3.3.2. Sous les hypothéses (HP1)—(HP4) et I'équation (3.24), il existe 6 > 0 et une

constante positive c indépendante de S telle que 0 < 6 < §; la solution de (3.23) satisfait :
k k k
mI?XH}?TH‘*‘mI?XHuTH+mI§iX||ﬁr||SC; (3.31)
pourk=1,...,N et /3’(; € aj(yg), et

a(yf)+b(uk) + gk = £, (3.32)

Preuve 6. Pour tout 1 <n <N, en multipliant I'équation (3.32) par yg, nous obtenons :

a(ys,ys)+aug,ys) +{Bs, s v-xv = {fs" y5)v xv .

En se référant a(??), (HP1) et (HP4), nous en déduisons que :

(fs 95 2 mally3IIs = Myllulivivsily = c;(1+1uliv)liyslly
S

> manygnv—Mb[nuonw ﬁZH%@HV[(”—H D= (1= )" 1]||y v

[1+||140||v+ Fita le%”v[ -1 (—i)“]]uysuv

M,o®
mallyrlly - r(1jLa)Ilyg’;“ll%/—MblluollvII}JSII%/
S (X

cc‘)
—cillysllv —cjlluollvllyslly - T+ >|bellv

n—1

M,5° -

- ﬁa Y L=+ 1) = =)l vl
i=1

e Z[ S 1) — (=Dl Il

Ainsi, en s‘appuyant sur U'analyse précédente, nous concluons que :
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oM .
Iy + ( ||yb||v Z[ n—i+1)% = (n=i)"]+¢;+ (c; + My)lluolly
6a(Mb +Cj)
> __ 7 7
> (m M )n il
; 59(M,
En choisissant & = ( 2(1\5(1)1;0‘))) , nous déduisons que m, — % > 55 pour tout 0 <6 < 4.
Ainsi,
||f5n||v Lo +cjlluolly + Mpllully
g mg
Mb-f-C n-l . .
] ;n%uv (n—i+1)" ~(n=i)]
> [lysllv-

En utilisant les hypothéses (HP1), pour tout 6 > 0 et n € IN, il existe une constante positive
cr > 0 telle que |f'ly < cy.
Pour alléger écriture, posons ¢ = m%, (cf +cjllully + Mplluolly + c]-).
En appliquant I'inégalité de Gronwall discréte généralisée donnée dans le Lemme A.1, nous

observons que :

26%(My +¢j)
||f5"||VScoexp[MZ[(n—i+1)“—(n—i)"‘]]

r1+a)
= (3.33)
26%(My +cj)
< - -
= Coexp I'(l+a)
En combinant les équations (3.33) et (3.22), nous obtenons le résultat suivant :
0 . .
luglly = ||uo + Ti+a) Z}Jé [(n—i-1)"—(n-1i)%]
i=1 174
o cT®
<““0”+Z it ) <lhwolly + oy <
Finalement, d’apreés ’hypothése (HP1), nous obtenons Uestimation suivante pour /5(’; :
1By < ¢ (1 +1lufllv) < cj(1+0). (3.34)
Ainsi, le Lemme A.1 est démontré.
La solvabilité du Probléeme (PV) découle du résultat suivant. O
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Preuve du Théoreme 3.3.1 Considérons une suite {9, } telle que 6,, — 0 lorsque n —
)
D’aprés l'estimation (18), les suites {5}, {is} et {Bs}, qui s’interpolent respectivement en
{vs), {us} et {Bs}, sont bornées pour k=1,...,N.

Par conséquent, il existe ye V,u e Vet f € V" tels que :

s — v faiblement dans V' lorsque 6 — 0, (3.35)
iis — u faiblement dans V lorsque v — 0, (3.36)
Bs— B faiblement dans V* lorsque T — 0. (3.37)

En utilisant [ [16], Lemme 4 (a)], nous déduisons que :

olf7s 20 Iy faiblement dans V lorsque 6 — 0

En utilisant I’équation (3.31), et pour tout t € (0, T), on obtient :
ll25(t) = 1o — oI 95 (2l

o% n i e - 1 tt N
F(0c+1);,%[(”_l+ )7 - (n=i) _WJ;( —5)" s(s)ds

S t (3.38)
< (@) J; (ty—s)* Lds+ J; ((t —s) (¢, —s)“‘ll ds
< ﬁ [(t, =) +t% + (1, — )" =t ],
pour t € [t,_1,t,]. Alors,
iig(t) —ug—o I Ps(t)) > 0 fortement dans V  lorsque T — 0.
En combinaison avec ’équation (3.38), cela conduit a :
ii5(t) = ug+9 I ys(t) > 0 faiblement dans V  lorsque 6 — 0. (3.39)

En considérant l'application u + dju, qui est semi-continue supérieurement de V

vers V*, et en utilisant (3.37) ainsi que le Théoreme 3.13 de [6], on obtient :

B(t) € Bj(uo +0 If‘yé) pour presque tout t € (0, T).
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Chapitre 3  Probléme viscoélastique avec frottement a dérivée fractionnaire en temps

Nous définissons maintenant les opérateurs de Nemytskii a et b associés aux fonc-

tions a et b par :

(@y)(t) =ap(t),  (by)(t) = blug +o I{y(1)),

pour tout w € V et presque tout t € (0, T).
Sous I’hypothése (HP1)(iii), ainsi que les équations (3.34) et (3.35), nous obtenons
pour tout
te(0,T):
ays — a(y) faiblement dans V, lorsque v — 0, (3.40)

b(ug +o If 9s(t)) = b(ug +9 IFy(t)) faiblement dans V, lorsque t — 0.

D’aprés I’hypothése (HP1) et ’équation (18), nous obtenons :

T
L 1b(o I8 9(1) + uo)lly dt

Mm,c (T,
< tYdt+TM 3.41
< F(a+1)_[) + T Mplluglly (3.41)

B MbCToH—l
- T(a+2)

+ TMylluolly
En appliquant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on peut écrire :
T
i b(75,0) = i [ blal{Folt) + 0, (0
0—0 0—0 Jo
T
= [ m b1 70+ o, vt
0 0—0
T
= | " blalyto)+ o v ar = biy, o),

Au contraire, d’aprées le Lemme 3.3 de [25], nous savons que :

fr = f fortement dans V  lorsque T — 0.

Enfin, en utilisant les équations (3.39), (3.40) et (3.41), on peut passer a la limite
dans I’équation (3.20), ce qui implique que y € L?(0, T; V) est une solution du probléme
(PRF).

Par conséquent, on déduit que u € W'2(0,T; V), avec u(t) = ug +o I*y(t),

pour presque tout ¢ € (0, T),est une solution du probléeme (PV).
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail, nous avons étudié un probléme de contact quasi-statique pour un
matériau viscoélastique a comportement fractionnaire de type Kelvin—Voigt, avec frot-
tement de Coulomb et conditions de contact unilatéral. Le probleme a été formulé de
maniére variationnelle appropriée, en utilisant les espaces de Sobolev, les espaces de
Bochner et la dérivée fractionnaire de Caputo.

Le résultat principal démontré est I’existence d’une solution au probléme, obtenue
en appliquant la méthode de Rothe pour la semi-discrétisation temporelle, combinée
aux propriétés de monotonie et de compacité. Nous avons montré que des conditions
naturelles sur les données physiques garantissent 1’existence d’une solution unique dans
des espaces adaptés.

Cette étude ouvre plusieurs perspectives pour des travaux futurs, notamment : I’étude
de problémes de contact plus complexes (usure, endommagement), ou la réalisation de
simulations numériques par la méthode des éléments finis ou des différences finies, en

particulier pour I'approximation numérique de la dérivée fractionnaire.
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