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Introduction générale

Dans la plupart des études sur la stabilité des systemes thermoélastiques, la propagation

de la chaleur est donnée par loi de Fourier suivant

q+ Vo =0, (1)
Ceci avec I’équation constitutive
donne 1’équation de la chaleur

Qt = —KAQ

Il est bien connu que cette équation prévoit le paradoxe de vitesse infinie, ce qui signifie
qu'une perturbation a un point du milieu aura un effet immédiat en un point a 'infini, qui
est physiquement incorrect.

Pour éviter ce paradoxe plusieurs théories ont été développées, parmi ces théorie on note

la théorie de Gurtin et Pipkin qui suggerent au lieu de (1) la loi

q(t) = —(kx Vo) (t) = — /OO k(s)VO(t — s)ds, (2)
0
ou k(s) est une fonction de relaxation qui représente la conductivité du milieu. La présence
du terme de convolution dans (2) implique une vitesse de propagation finie des perturbations
thermiques.

Dans ce mémoire on va considérer des systemes en thermoélasticité dont la propagation
de la chaleur est donnée par la loi (2) et on étudie le comportement de ces systemes lorsque
le temps t tend a 'infini.

Dans le premier chapitre, nous allons présenter quelques notions de base de I’analyse

fonctionnelle et de la théorie de semi-groupe qui seront utilisées dans les chapitres ultérieurs.

Ensuite nous donnons la notions de stabilité (voir [1,4,7,8,9,10,11,16]).



Le deuxieme chapitre sera consacré a la stabilité d’'un systeme thérmoélastique linéaire
qui était étudié par Pata et Vuk [15], ot nous détaillons la démonstration.

Enfin, dans le troisieme chapitre, nous allons étudier 'existence, I'unicité d’une solution
pour un systeme thermoélastique poreux dont la propagation de la chaleur et donnée par la
loi de Gurtin-Pipkin (2). Nous avons montré que la solution est exponentiellement stable,

Dans ce chapitre, nous sommes appuyés sur des articles [2,3,5,6,11,12,13,15].



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on va donner quelques notions générales de ’analyse fonctionnelle qui

seront utiles dans les chapitres qui suivent.

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1 (Un espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire (u,v) et qui
est complet pour la norme |u| = (u, u)'/?.

Soit E = L*(R™) l’espace des fonctions de carré sommable de R" a wvaleurs dans K(R

ou C). L’expression suivante

(frg)=[ flx)g(z)dx

R”
définit sur £ un produit scalaire.

1.2 Les espaces L*({)

Définition 1.2.1 [7] soit p € [1,00] et Q un ouvert de R™ on défini :

LP(Q2) = {f Q00— R ; f est mesurable et / |f(z)Pdx < oo}
0



On note

1/p
1l = ( / If(x)\pdx>

L>(Q) = {f : Q — R; mesurable et 3 C >0 t.q. |f(z)] < C p.p. sur Q}

On note

||f||L°°:in{C; If(x)] <C pp. sur Q }

Théoreme 1.2.1 [7] (Inégalité de Hélder)
Soient f € LP(Q) et g € LU(Q) avec 1 <p < +o0 ,1 <qg< 400 et%—i—%:l.
Alors on a fg € L'(Q) et
[ 17al <1l

Pour p = ¢ = 2 on arrive a l'inégalité de Cauchy-Schwarz

[ 1591 < 1$12lgl2
Q

Inégalité de Young

Soient p et ¢ deux réels conjugués : % + % = 1. Alors
P
¥(a,b) €RZ, ab< — +
p q

), alors

(Q

1
/|uv|§€/|u|2+—/|v|2, Ve > 0.
Q Q de Jq

1.3 Espaces de Sobolev

en partieulier si u,v € L?

Définition 1.3.1 : Soit ¢ une fonction, définie sur ) a wvaleurs dans R ou dans C. Le

support de ¢ est [’ensemble

supp(p) = {z € Q2 : p(x) # 0}.



Définition 1.3.2 :(L’espace des fonctions tests)
On appelle espace des fonctions tests sur S et on le note D(Q2) (ou CF°(Y) ) Uespace des
fonctions de classe C*°(Q2) a support compact inclu dans €.

Pour k € N, on note C*(Q) U'espace des fonctions de classe C* a support compact dans 2.

Remarque 1.3.1 : Une fonction de D(Q2) est nulle dans un voisinage du bord de ). Plus
précisément, si ¢ € D(Q), il existe K borné et fermé de R?, tel que p(x) = 0, pour tout
r e OQ\K.

Définition 1.3.3 :(Dérivée faible)
Une fonction f € LP(S2) admet une dérivée partielle généralisée (ou dérivée faible), par

rapport & xj, dans LP(S2) s’il existe une fonction g; € LP(Q) telle que
Yo € D(Q), / i(x)p(z)dr = / f(x 895]
On note alors g; = %fj la dérivée partielle généralisée de f par rapport a ;.
Définition 1.3.4 De la méme maniere on définit la dérivée généralisée d’ordre o par
veeD@), [ alep@is = ()" [ fa)r
dans ce cas g, sera notée par D f.
Définition 1.3.5 [16] Pour m € N, on pose
H™Q) = {ue L*(Q) : D*u € L*(Q),Va € N": |a| < m}

on désigne par :

olely
D= —Fr—F—,
Oxi* - - - OQxon
pour tout multi-indice & = (o, -+, v,) d’entiers positifs ou nuls. Ou |a| = ay + -+ + ay

est la longueur du multi-indice .

On munit H™(Q) par le produit scalaire

la norme associée sera
1/2



Définition 1.3.6 : Pour m € N, HJ*(Q2) désigne la fermeture de D(S2) dans H™(S2).

Pour m =1
H'(Q)

Hy(Q) = D(Q)
Proposition 1.3.1 : L’espace H}(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de
HY(Q).

Proposition 1.3.2 [16] Soit u € H(Q), alors u € H}(Q) si et seulement si u =0 sur OQ.

Le dual de HJ'(Q?) [1]
Le dual (H*(2)) de I'espace HJ*(Q2), s’identifie & un sous-espace de D'(€2) et se note par
H=(§).
H™Q) =T eD(Q):T= Y 0, facLQ)
laj<m
Sur cet espace nous considérons la norme suivante

1/2

. 2
ITlan = nf (S Il

la<m

Soit '€ H™ (), alors T définit une forme lineaire continue sur C§°(€2) muni de la norme

H™. En effet soit p € C§°(Q2); on a,

(T o) =] D (0far )| < D Wfar 0D < Y Mlfall2 1070 2

lo|<m || <m |a|<m
ainsi,
1/2 1/2
2 1o} 2
(Too)l < | D Ifallza > 10°ell7z e
la|<m |a|<m
don,
1/2
(o<, gt | 30 1l ) Dol = Tl (1)

Comme C5°(Q) est dense dans HJ*(Q),T se prolonge en une forme linéaire T continue
sur HJ(Q), i.e. T € (H()) . De plus I'inégalité (1.1) ci-dessus montre que ||T\|(Hm)/ <

0
|T||g-m. On a ainsi une application T+ T de H~™(2) dans (Hj*(Q))'



Proposition 1.3.3
L’application T — T est linéaire, bijective et bicontinue de H—™ () dans (H* ()"

Puisque 2(1) est dense dans H}(Q), on peut identifier le dual H~1(Q)de H}(2) & un

espace de distributions sur €2 :

H™(Q) = (Hy ()
H}(Q) C L*(Q) c HY(Q) c 2(Q)

De facon généralc, X' désigne le dual de X.

H™"(Q)

/
()
Proposition 1.3.4 (Inégalités de Poincaré et Poincaré- Wirtinger)

On suppose que §) est borné et de classe C*. Alors il existe une constante C = C(2) > 0

telle que pour tout u € HJ () on a
[ullz2@) < ClIVullr2(@)
Si de plus Q est connexe, alors pour tout u € H*(2), on a
lu =t 20y < Cl[Vul| 2o
ou U = ﬁ fQ udx désigne la moyenne de u sur €.

Proposition 1.3.5 [/] Pour m € N,u € L*(Q) et v € HJ(Q), on a

‘ / w(@)(z)da

< lull z-m@llv|l 7 @) (1.2)

1.4 L’espace L; (R",V)
On définit les espaces de Lebesgue a poids
+oo
LY (RY, L) =qu: QxRY — ]R;/ p(s)|[u(s)||?ds < oo
0
muni par le produit scalaire

<%¢MD=AMM$w@»w@ws



et la norme associée

loll2o = / u()llo(s)|2ds
et
+o00
Li (RtHé) = {u:QxR+ —>]R;/ IU’(S)”VU(S)H2dS<OO}
0

dont le produit scalaire est

(0= [ W) D(s), DU
et la norme est
lellZs = (@, @)
Il est clair que
L2 (RY, Hy) C L2 (RY, L?).

De plus en utilisant I'inégalité de Poincaré nous obtenons le résultat suivant :

w0 < Mo( )l -

1%

1.5 Injection continue et injection compacte

Définition 1.5.1 :/10] Soient deux espaces de Banach X et Y tels que Y C X. On dit que Y
s’injecte de maniére continue dans X ( en notation Y — X)) si et seulement si ['opérateur
identité

Id:Y - X:y—y
est continu. De méme, on dit que Y s’injecte de maniére compacte dans X ( en notation

Y <. X ) si et seulement si l'opérateur Id est compact de Y dans X.

Notations : Pour u et v appartenant a H'(Q) on posera

/ Oudvdx
et on appellera énergie de u la quantité

B(u) = Bu,u) = /Q Vu(z)Pdz.

La quantité E(u)'/? n’est pas une norme sur H'(Q), les constantes ayant une énergie nulle.

On a par contre le résultat suivant.



Corollaire 1.5.1 [10] Sur l'espace H(Y), la forme B(u,v) est un produit scalaire. et
E(u)'/? est une norme équivalente a la norme |u|y. En parliculier, H(Q) muni de B

est un espace de Hilbert. On a en effet
lullf = E(w) + [[ullz.
et, pour u € H}(Q), on a d’aprés l'inégalité de Poincaré
E(u) < lulli < (1+C?) E(u).

Théoréme 1.5.1 : (Formule de Green)
Soit Q, un ouwvert de R™ de classe C' par morceauz. Soit u € H*(Q) et v € H'(Q). On a

/Auvdm = —/Vu . Vvdx+/ @vda
Q Q a0 On

ot n désigne la normale extérieure sur €2 et do la mesure sur 0S2.

1.6 Théoreme de Lax-Milgram

Définition 1.6.1 Soit a: H x H — R une forme bilinéaire, on dit que a est

x continue sil existe C' > 0 t.q. pour tout (u,v) € H x H :
|a(u, v)] < Cllullfv]
x coercive s’il existe o > 0 t.q. pour tout u e H :
alu,u) > allul?.

Théoréme 1.6.1 [7] (Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert , a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive sur H.

Alors pour tout L € £ (H,R) il existe u € H unique tel que :

a(u,v) = L(v) Yv € H.



1.7 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.7.1 [9] Soit E un espace de Banach , une famille des opérateurs linéaires et

continu

{S(t),t >0} ,S(t) € L(E) est dite semi-groupe si elle verifie :
0 50)=1
O S(t; +ty) = S(t1)S(t2) Vi, ta >0
si de plus elle verifie :

® Pour chaque x € E, S(.)x : [0,00[— E est continue en t sur [0,00] : (c-a-d).
Ve € F, lim [|S(t)z — || =0,
t—0t
la famille {S(t),t > 0} est appellée Semigroupe fortement continu ou Cy-semigroupe.
Définition 1.7.2 Le générateur infinitésimal de S(t) est l'opérateur linéaire A de domaine

D(A) = {x €EFE: limw existe }

t—0
défini par
_ -
Az = lim Stz — _ 4 S(t)e : Vo € D(A).
t—0 t dt

t=0

Définition 1.7.3 Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné. On dit que :

1. A est dissipatif si
(Av,v) <0 Yv e D(A)

2. A est marimal si Im(I — A) = H i.e.

Vi€ H, FuecDA telque u—Au=f

3. A est monotone si —A est dissipatif i.e (Au,u) > 0 pour tout u € D(A).

10



1.7.1 Théoremes de Hille-Yosida et Lumer-Phillips

Théoréme 1.7.1 (Hille-Yosida)[5]
Soit A un opérateur mazimal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout

ug € D(A) il existe une fonction unique :
we C'([0,+00f; H) N ([0, +00l; D(A))

telle que :
&y Adu=0 sur [0,+o0]
u(0) =uog  (donnée initiale)

De plus on :

du

()] < |uo| et a(t)‘:\Au(t)\glAuol vt > 0.

Théoréme 1.7.2 (Lumer-Phillips)[7]

Soit A: D(A) C H — H wun opérateur linéaire et D(A) dense dans H. Alors, A est le
générateur infinitésimal d’'un Cy -semigroupe de contractions si et seulement si :

O A est dissipatif.

® [ existe A > 0 tel que Im (A — A) = H. (A est mazimal).

1.7.2 Stabilité exponentielle

Définition 1.7.4 [10](Stabilité exponentielle)

At

Le semigroupe S(t) = e est dit exponentiellement stable s’il existe deuz constantes

a>0et M >1 telle que
I1S#)]| < Me™™" WVt > 0.

Théoréme 1.7.3 [3] (Goirgi-Pata )
Soit S(t) = € un semigroupe de contractions sur un espace réel de Hilbert H de

généateur infinitésimal A. Si Uopérateur if — A est uniformément bornée inférieurement
3020 5 it - Al 2ol ¥ee DA
S

alors S(t) est exponentiellement stable.

11



1.8 Reégularité

Soit 2 = (0,¢), et notons par D la dérivée par rapport a la variable espace x € €. Avec
la notation usuelle, nous introduisons les espaces LP, H* et H} agissant sur Q. Soit {-,-) et
| - | respectivement le produit scalaire et la norme sur L2

Il est bien évident que lopérateur A = —D?  de domaine 2(A) = H? N H} avec les
conditions aux limites de Dirichlet, est auto-adjoint et positif sur L?. Ainsi, on peut définir
les puissances A% de A pour 0 € R. L’espace V, = I (A”/ 2) est aussi un espace de Hilbert

avec le produit scalaire

(u,v), = <A”/2u, A”/2v> :

et la norme [|ul|2 = (A7/%u, A7*u) .

En particulier, V., = H= 1,V = L2V} = H& et
(AY?u, AY?0) = (Du, Dv), Vu,v € Hy.
Lemme 1.8.1 Soit v € L?, alors, on a

D[l = [lv— o]

% /Ogv(a:)dx

o

ST
I

est la valeur moyenne de v.

Preuve En effet, si v =0

[Dv[|g-1 = sup [(Dv,u)| = sup [{v,Du)| < sup [jo][||Dull = v]
| Dull=1 | Dull=1 |Dull=1

u(z)
HUH/

Le cas général provient en remarquant que Dv = D(v — ).

et 'égalité est atteinte pour

Nous introduisons 1’espace

M, = L} (R*,V,)

12



a savoir, I'espace Hilbert de fonctions de R* & valeurs dans V,;, muni du produit scalaire

(o) p, = / " (5 (s), (5))ods

et la norme
el = (2 ©)m,-

Nous aurons aussi besoin de 1’espace :
H, (R, Hy) = {¢: ¢(s), Dsp(s) € Ly, (R*, Hy) } -

Lemme 1.8.2 (Forme différentielle de Grinwall)
Soient ¢,1 des fonctions integrables sur I C R. Si linégalité différentielle suivante est

vérifiée :
d¢

(1) < w(t)o()

alors on a linégalité :

6(8) < 6 (to) exp ( /t:w(s)ds>

pour t > tg.
Théoréme 1.8.1 Soit ¢ € L*(R™). On définit la fonction
¢ RT — R s+ p(s) = / e_%(s_r)go(r) dr,d,s >0,r >0
0

Alors p € L*(R") et
R 2
1Pl 2y < Slllzqes)-

Preuve On a pour tout s € Rt

Donc

13



Soit A > 0. On a alors

A A
[ s =3 [ o e - ¢
A A
=5 | et as—3 [ e as
=3 [ oot ds - L
<3 [ et s

Utilisons maintenant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

[ eterets) as < ([ e ds)% ([ retore dsf .

En simplifiant dans I'inégalité précédente, on obtient finalement

( /OA[sé(s)]Z d5)5 < % ( /OAMs)]? d$>; _ % ( /Ow[¢<8)]2 ds)é_

Ainsi ¢ € L*(R") et en faisant tendre A vers oo on a bien

. 2
1Pllz2mry < Sllellzas).

Lemme 1.8.3 [12] Soient p, h deux fonctions positives et integrables sur RT. telle que :
p(r+s) < Cu(s)e™ ,r > 0,5 > 0,6 >0,

et

/000 w(s)[h(s)]? ds < oco.

7wt [ty aras < e ([ o ds)é ([ wemesr ds)é.

Preuve On pose

Alors

o(5) = v/i()h(5) et f6)= [ 1)

14



On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le théoreme 1.8.1 on aura

| wts) [ ey as < ﬁ/w Vi)8(s) ds

<ve ([ us ) -

) ol

(L
(o) ([

(NI

| /\

Ih(s)F ds)

Lemme 1.8.4 (Lemme de Riemann-Lebesgue)

St f est une fonction intégrable sur un intervalle I de R, d wvaleurs réelles ou complexes.

Alors
lim / ft)e™dt = 0.

n——+o00 I

15



Chapitre 2

Stabilité exponentielle d’un probleme

thermoélastique linéaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions 'existence, I'unicité et le comportement asymptotique
de la solution d’un probleme un probleme décrivant 1’évolution d’une barre thermoélastique
linéaire a conduction thermique héréditaire, c’est-a-dire la propagation de la chaleur est
donnée par la loi de Gurtin-Pipkin.

Soit une barre unidimensionnel homogene occupant un intervalle Q = (0,¢) C R dans
la configuration de référencielle. On prend la densité de masse p = 1. Nous considérons de
petites variations de la température et de son gradient a partir des valeurs de I’état initial
(référenciel), et de petites déformations a partir de la configuration référentielle. De plus on
suppose que le stress o, la vitesse a laquelle la chaleur est absorbée par umité du volume A

et le flux de chaleur ¢ sont décrivent par les équations constitutives suivantes :
o(z,t) = Ce(z,t) — £d(z,1)
h(z,t) = veu(x, t) + cod(x, t) (2.1)
q(z,t) = =0 [ k(t — s)0,(z, s)ds
ol 0y est la température absolue, € = u, est la déformation, k est le noyau de mémoire de la
flux de la chaleur, et les constantes positives C, v, ¢y sont des constantes constitutives qui

seront supposées positives.
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Dans le cadre de la théorie linéaire de Gurtin-Pipkin pour le flux de chaleur, ent intro-

duisant les nouvelles variables :
I (z,s) = Iz, t —s), s >0,

et
n(z,s) =n'(z,s) = / 9 (x, 7)dT, s >0, (2.2)
0
On suppose que k(oo) = 0,7(x,0) = 0, une changement de variable et une intégration par

parties donnent

+o0o
q.(t) = —/0 k(s)0,,(t — s)ds

=— {k(s) /OS 9 (x, T)dT]:o + /0+00 K'(s) /08 0 (x,7) dr ds

=+ [ K Onals) ds
— [ K st .
On pose ji(s) = —k'(s), on a :
()=~ [ e )is

Le systeme fondamental des équations de champ pour la théorie de thermoélasticité linéaire

dans ’absence de terme source est donné par

g (z,t) = 0, (2, 1)
h(xz,t) = —q(x,t)

(2.3)

Pour simplifié les calculs on prend C' = v = 6y = ¢y = 1, et on substitue les équations (2.1)

dans (2.3) on obtient le systéme suivant

(s (£) =t (£) — 0, (1) dans (0, 0) x (0,00)
Vi(t) = —ug(t) + /Oou s)ynt (s)ds  dans (0,¢) x (0,00) (2.4)
\ ni(s) =9(t) —n'(s), s>0 dans (0,£) x (0, 00)
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On associe au systeme (3.1) les conditions initiales :

¢

u(0) = up()
O p—
w(0) = vofa) .
79(0) = 190(35)
n°(s) =no(s), s>0
et les conditions aux limites suivantes :
0,t) =u(l,t) =0, Vt € RT
u(0,t) = u(l,t) (2.6)

n'(0,s8) =n'(¢,s) =0, VteR" s>0.

Concernant le noyau du terme mémoire i dans (3.1), on suppose qu’elle vérifie les hypotheses

suivantes :

(h1) peCtRY)NLHRY),

(h2) n(s) >0 VseRT,

(h3) W(s) <0 VseR™,

(ha) ko= [ uls)ds > 0,

(h5) 1(s) +0u(s) <0 VseRt 5> 0.

On définie 'espace de Hilbert suivant
A = Hy(0,0) x L*(0,¢) x L*(0,¢) x M,

ol M1 = LZ(R+,H§)

Le produit scalaire dans 77 est

pour z = (u,v,ﬁ,n)T, ¥ = (U*7v*,19*ﬂ7*)T S
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En multipliant la premiere équation dans (2.4) par % et la deuxieme par ¥, la troisieme

par 7 dans L?(0,¢) puis on additionne, et on intégre par partie on obtient :

( l l
/ uylly dr = / Uga Uy — VU d
0 0

l l 00
/ Vip do = / —Up D + </ u(s)n;z(s)ds) P dx
0 0 0

l [
\/nﬁdmz/ﬁﬁ—nﬁdx, 5> 0
0 0

! I I I I
/ Uy dx + / 9,9 dx + / nint dw :/ Upa g dT — / V70 dx
0 0 0 0 0
l l )
—/ UgV) d + / (/ ,u(s)nfm(s)ds> 9 da
0 o \Jo
L L
+ / Int dx — / ntnt dx
0 0

Cela implique

1d [ ! Ly oo _
s |l + 10+ 1+ Juaf?) o = —/ el dx+/ (/ u(s)n;x(s)ds>19da:
0 0 0 0

On définit I'énergie associée au systeme (2.4) par :

1 l
B =5 | (el + 108+ P+ af?) de

On va maintenant éudier 'existence et I'unicité d’une solution au probleme (2.4).

2.2 Existence et unicité :

Pour écrire notre probleme dans le cadre de le théorie de semigroupe en introduit la

nouvelle variable v = wu; alors, le systeme (3.1) avec les doonées initiales s’écrit :

d
Ez(t) = Lz(t)

2(0) = 2z

(2.7)

ou L est 'opérateur défini par
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de domaine :

z €

\

Le resultat d’existence et unicité est donné par le théoreme suivant

Théoréme 2.2.1 Supposons que le noyau du terme mémoire satisfait les conditions (h1)-

(h5). Alors, lopérateur L engendre un Co—semigroupe de contractions S(t) = e'X, et par

suite le probleme (2.7) admet une solution unique

Preuve La démonstration se fait a I’aide du théoreme de Lumer-Phillips, pour cela il suffit

de montrer que L est dissipatif et maximal.

Nous montrons tout d’abord que L est dissipatif. En effet, pour chaque z = (u,v,9,n)T €

Z(L) nous avons

20
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<sz Z>9f = <Lu7 u>1 + <LU7U> + <L19779> + <L777 77>M1
= (v,u), + (D*u — DY, v) + (—Dv + /0 1(s)D*n(s)ds, )

+ <19 — Dgn, 77>/\/l1
= (Dv, Du) + (D*u,v) + (= D9, v) + (—Dv, )

+{ / " u()DPn(s)ds, 8) + (0, ) + (— Dt ),

= — (D, )\,

1 [~ . d )
~—5 | oL IDnkds

Une intégration par partie donne

oo d oo oo
/0 u(s) - 1Dn(s)Pds = u(s)|| Dn(s) [ —/0 1 ()| Dn(s)|[*ds. (2.8)
Notons que le premier terme dans le membre a droite est égale a zero, en effet, puisque
les deux termes p||Dn|| et p|[DDgn||* (comme fonctions de s) appartiennent & L' (R™) et
n(0) =0 on a

2
. 2 1:
lim pu(s)|[ D (s)||* = lim pa(s)

/ DDgn(r)dr
0

s 2
< limsup ( [ s 10D df)
0

s—0
et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
iy 1(5)|D1(s) | < limsups [ () [ D) dr =0 (2.9)
5—0 5—0 0

Il en résulte que

o

| ) 1D s = lim w( Do) - [ w@IDasIds (210

mais le membre de gauche de (2.10) est borné, d’autre part d’apres les (h2) et (h3) les deux
membres droite sont positivfs. II en résulte que la limite précédente existe et finie, donc elle

égale a zéro. En utilisant & nouveau (h3) on conclut que

1 [,
(L2 == (D, = [ () IDa()Pds <0
0
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et par suite est dissipatif.
Deuxiement, nous montrons que l'opérateur I — L est surjective. C’est-a -dire que pour toute

2 = (u*, 0%, 0%, %) € A il existe 2z = (u,v,9,n)T € D(L) tels que :

(I —L)z=2z". (2.11)
qui s’écrit en composantes
u—v=u" (2.12)
v — D*u+ DY = v* (2.13)
v+ Dv — /00 u(s)D*n(s)ds = ¥* (2.14)
0
n—9+Dm=n" (2.15)

En multipliant (2.15) par e¢®, On obtient
n(s)e® — e’ + Dyn(s)e® = e'n*(s).

Et aussi

n(s)e® + Dgn(s)e’ = e’ + e’n*(s). (2.16)

On integre sur (0, s)

Donc

Alors,
n(s) =n(s;9)=(1—e*)v —i—/ e’ n*(y) dy. (2.17)
0
En substituant (2.12) dans (2.13), puis (2.12) et (2.17) dans (2.14), on obtient le systeme

suivant
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u— D*u+ DY = u* 4 v*
%0 s (2.18)
¥ — ¢, D*9 + Du = 9* + Du* + / ,u(s)/ eV D*n*(y)dyds
0 0
oll on a posé

6 — /0 T uls) (1— ) ds

ou ¢, est une constante strictement positive.
Notons que l'intégrale dans la seconde équation de (2.18) appartient & H~'(0,¢). En
effet, soit ¢ € H}(0,£) telle que ||Dvy| < 1, alors

([T utor [[r@earasw) = |( ["uto) [ Dreyeriras. i)
_ /0 l ( /0 () /0 8 Dn*(T)eT_sdes) Dyda
_ /O " is)e /0 e /0 Dy (1) Didrdrds

< [ e [ e 1w

g/ e | D (r ||/ e~Sdsdr
0
< [ utoe 1oy te H/ ““dsdr
0

= [ w 1Dy )i < o

1 est clair que les autres termes appartiennent & H (0, /). Ainsi, en utilisant le théoréme
de Lax-Milgram, le probleme elliptique (2.18) admet une solution unique (@, 15) € H}(0,0) x
H (0, 0). Donc le vecteur z = (i, 9,9, 7)), avec & = & — u* et 7j = 1(s; ), 7(0) = 0, résourdre
le systeme (2.12)- (2.15).

Il reste & prouver que zZ € Z(L). D’abord, on a
¥ =1a—u" € Hy0,/0).

et d’apres (2.13) on a
D%*i = v* — o — DY € L*(0, ),

ce qui entraine @ € H%(0, /).
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D’autre part, 'hypothese (hl) donne

2

ds

=) pis [T Dty
0

1ill%,, <2 / u(s)
<2Dil} [ (- Putsas 2 [ aGs)| [ @Dy )y
0 0 0
9] s 2
< 2k DI +2 | ( / ey-sx/ms)nDn*(y)ndy) s
0 0

Utilisons maintenant le théoreme 1.8.1, on obtient

2

ds

~112 7 *
175, < 2koll DOII* + 2[ln* (134,
ce qui implique que 77 € M et par conséquence,
Dyj=1" =0 —ij € My.

D’apres (2.14) on a
/ u(s)D%i(s)ds € L.
0

Ce qui prouve que pour toute 2* = (u*, v*,9*, ") € il existe un unique z = (1, 7, v, T e

P(L) tel que (I — L)z = z*, ce qui termine la preuve que L est maximal.

2.3 Stabilité exponentielle

Dans ce paragraphe nous allons montrer que la solution du probléme (2.7) est exponen-

tiellement stable.

Théoréme 2.3.1 Soit 2 (x,t) = S(t)20 (z) la solution du probléme (2.7) ou S(t) = e'F,
et supposons que les hypotheéses (h1)-(h5) sont satisfaites, alors il existe deux constantes
w,& > 0 telles que

Iz ()]0 < &e™", t > 0.

Preuve D’apres le théoreme (1.7.3), il suffit de prouver que 'opérateur i3 — L est uni-

formément inférieurement borné.
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Supposons que I’assertion est fausse alors il existe une suite (3,,) C Ret 2, = (U, Vn, Up, )’ €

2(L) telle que

Iznll% = Nlunll? + loall® + 19117 + ()1 34, = 1 (2.19)
et
lim ||(iBy — L) zall,p = 0 (2.20)
n—00

ce qui est équivalent a

Bty — vy — 0 dans Hy(0,) (2.21)

iBavn — D*u, + DY, — 0 dans L*(0,/) (2.22)
18,0 + Duy, — /OO w(s)D*n,(s)ds — 0 dans L*(0,¢) (2.23)
1500 () —019n + Dy (s) — Odans M. (2.24)

Nous avons tout d’abord

/000 1 (8)|| D0 (s)||2ds = 2R(Lzy, 20) 0 = —2R{(iBn — L) 2, 2n) 0 — 0 (2.25)

n—oQ

en profitant de ’hypothese (h5) nous obtenons

I, = [ w1 Do) Pds < =5 [T weIDm ) Pds 0. (220

Remarquons que Uinjection L?(0,¢) < H~(0,¢) est continue, donc (2.22) reste vrai en
remplacant L?(0,¢) par H~1(0,), en utilisant (2.19) on obtient
D%ty — DIy |1 < [[D*un| -1 + || DVn|-1
< JJunlls + [[0n]] < V2
donc nous obtenons que
Bulllonll-1 = [liBavnll -1 =[iBavn + D*u,, — DV, — D*u +, +DUn -1
S ||Z./8nvn + D2un - Dﬁn”—l + ||D2un - Dqﬁn”—l (227)
<Ci+V2=k
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pour k; > 0 une valeur indépendante de n € N. D’une maniere analogue posons H (0, ()

au lieu de L?(0,¢) dans (2.23) et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on arrive a

“1 IDgli<t </0°° M(S)D2nn(s)d8’gp>'
g(AEAwu@ﬂMA$%2M>2 .
g(Amu@wﬁé(Amu@yAﬁD%@ﬂ%m%>2

1/2
= kg [1a(8) ]l 0y —— 0

| w0t

= sup

Ce qui implique
380t + Dvp||—1 — 0, (2.29)
n—oo

et comme Dv, est borné dans H~'(0, /) nous concluons que

8,91 = ||iB? + Dv, — Dy |-y
(2.30)
< ||iB + Dvp|—1 + || Dvp|-1 < ks

pour kg > 0 valeur indépendante de n € N. Nous montrons maintenant que ||, || — 0.
En utilisant injection continue de M; — M (2.24) reste vrai dans M. Alors, en définie

&n(s) = s, ainsi la suite &, appartient a M, et

6o = | o) stn 50} ds = [ (s)5 0.0, ds

< Hz?nH/ s?p(s) ds < / s*u(s) ds = kz < oo,
0 0
D’apres 'hypothese (h5) on a
/

() <=0 = pus)< R p—

p(s) sv00
Maintenant on prend le produit scalaire de (2.24) par &, on arrive &

<iﬁnnna §n>,u,,0 - <19n7 §n>u,0 + <Dsnn<s)7 €n>p,,0 m 0 (232)
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D’autre part on a

|wm%¢mwv4&|/ () (s €0} s

wu/ ) {7 02| ds

<18, [ s D140, | s
(2.33)
<16l [ sl D01
0
SMMWNAA (s14()2) (1a(3) /|| Do) dis
< kaky [l vty —— 0
une intégration par parties conduit a
—/ s*p/(s) ds = 2/ sp(s) ds = ky < 0. (2.34)
0 0

Ainsi on a

|<Dsnn(8)7 €n>u70| =

Awwwnu%@»mwu

AMM$Wdﬂﬂwd&+AmwM@mA@ﬁwds (2.35)
<AWMQMA@WB+Am—w%N%@wdS

Puisque ||9,|| < 1 pour tout n € N.
Les deux termes a droite tendent vers zéro, en effet, combinons les inégalités de Cauchy-

Schwarz et de Poincaré et (2.25) ,(2.26) et (2.34) nous obtenons ce qui suit :
/0 p(s)l[mn(s)|| ds < Xo/0 V1(8)V 1(8) |1 ()1 ds

SXD(AmMﬂﬁyﬁ(AmMQMA@ﬁd%UQ (2.36)

1/2
< xoko'? () | sty —— 0
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et

/OOO—SM'(S)||77n(S)||dS=Xo /Omswa V@)1 ds

< [t a) " ([ sl as) " e

) 00 1/2
<kt ([T -d@lmeIas) o
0

Par conséquant, le second terme de (2.32) tend vers zéro, et nous concluons que

2

Multipliant (2.21) par v, et (2.22) par w, nous obtenons

n—00
et

Additionnons les deux identités on trouve
[t = [Jon]|* — 0. (2.41)
n—oo

D’autre part on a d’apres (2.38) , (2.26) et (2.19) :

letnl I + vl —— 1, (2.42)
et par suite
1
[on||> — 5 (2.43)
n—oo 2

Par contre , puisque A™'Duv,, est borné dans H},

T Duy|l = % —Duy, % Dy,
A7 Du,||? =(A2 A" 'Dv,, A2A'D
:<A_71Dvn,A_71Dvn>

(Vn, vn) = [lon]* < 1
ceci avec (2.43) nous concluons que

(iBpy0n + Dvy, A2 Dv,) =(iB,0,, A" Dv,) + (A"Y2Du,, A=V2Du,,) 2.44)
2.44
=(iBy0n, A" Duvy,) + || Dy, —— 0.
n—oo
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En utilisant (2.27) et (2.38)
(iBn0n, A Dn) < | Bulllvn]l-1[[0n]] < Ki[[dn]] —— 0 (2.45)

Rappelons que

il est clair que

Dv,, = D(v, — v,)
car v, est une fonction constante. On remarque que
an - UnH2 = <Un — Un, Un — 6n>
= [Jva|* — v’n/ vp(z) do — v_n/ vp(x) dx + (v,
0 0

= [Jvn||* — C0p0, — L0, 0y, + £0, 0y,

= [[oal* — €l7a]*.
Rappelant la définition de ||Dv,||—; nous concluons que

[vall* = €15a]* = lvn — Tull* = [ Dvg 12, —— 0 (2.46)
n—oo

Une combinison de (2.46) et (2.43) donne

O] —— ——. (2.47)

o] = ——. (2.48)

D’apres ( 2.47), il est alors évident que @, converge vers la fonction constante v dans L?(0, ¢).

Nous distinguons maintenant deux cas :

Cas 1: (f,) n’est pas borné Dans ce cas, on peut extraire une sous suite qui converge
vers l'infini, |3, — oco.
D’apres (2.27), on a

v, — 0 dans H(0,¢).

De 'unicité de la limite, nous concluons que v = 0, et ceci est contradictoire avec (2.48).
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Cas 2 : (f3,) est borné D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass on peut extraire une

sous-suite de (3,,) qui converge vers une valeur 5 € R. Il est alors évident que
Tim [[(@3 = L) zn| o = 0

et de (2.19)-(2.48) reste vrai en remplacant /3, par . En particulier, de (2.19)-(2.21)

vnlls < |Jifun — valls + ||ifun |1
< liBun — valls + |8 wnly
< C+|p|

(puisque (ifSu, — v,) converge dans H} (0, ¢), elle est donc borné ). Donc v, est borné dans
H(0,0).

Ensuite, il existe v* € H}(0,¢) tels que v, — v* faiblement dans H}(0,¢) et d’apres
I'unicité de la limite nous arrivons a v* = o, ce qui est une contradiction, puisque de (2.48)
on sait que ¥ est une constante non nulle, et ne peut pas donc étre dans H}(0,¢), ce qui

termine la démonstration.
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Chapitre 3

Stabilité exponentielle d’un systeme
de type Timoshenko avec la loi de

Gurtin-Pipkin

3.1 Introduction

On considére le systeme suivant

;

puy = K (Upy + ©2) — PO, dans (0,4) x (0, 00)
Jou = e — K (Ug + @) + 00 — Ty dans (0,¢) x (0,00) (3.1)
cly + Ky + Pugy — oy =0 dans (0,4) x (0, 00)

[ q(t) = = (kxVO)(t) = — 0+Oo k(s)8,(t — s)ds, dans (0,¢) x (0,00)

ot u est la déplacement tranversale, ¢ est 'angle de filament d’un milieu solid unidimention-
nel de longeur ¢, @ la difference de température, g est le flux de chaleur. p, J, ¢,k et 7 sont

des constantes constitutives positives. k est le noyau de mémoire de la flux de la chaleur, et

+oo
/ k(s)ds < oo.
0

En introduisant les nouvelles variables :

on a

0'(z,s) = 0(z,t — s) s>0
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et
n(z,s) =n'(z,s) = /o 0" (z,7)dr >0 (3.2)

On obtient une nouvelle équation
ni(x,8) =0 — Dyn(x, s). (3.3)

On suppose que k(co) = 0,7(x,0) = 0, une changement de variable et une intégration par

parties donnent
q(t) = — ["k(s)0,(t — s)ds
= [—k(s)n'(z, 9)]" + [ K (s)nk(z, s)ds (3.4)
= Jo  —K(s)n(x, s)ds
On pose u(s) = —k'(s), on a :

q@%=Amu@MA%SM& (3.5)

On substitue 1’équation (3.5) dans (3.1) avec (3.3) on obtient le systeme suivant

ptiss = 1 (tigs + 02) — B0, dans  (0,£) x (0, 50)
Jou = e — K (Uy + @) + 00 — Ty dans (0,¢) x (0,00) (3.6)
by + k& [ (8o (2, 8)ds + Bug, — dpy =0 dans  (0,£) x (0, 00)
[ 7t(s) = 000) = i (s), 50 dans (0,€) x (0,0).
On associe au systeme (3.1) les conditions initiales :
[ u(2.0) = uolx)
u(w,0) = volz)
p(2,0) = polx)
pi(z,0) = ¢o(x)
0(z,0) = 0Og(x)
[ 1°(s) =mo(s) 520
et les conditions aux limites suivantes :
uw(0,t) = u(l,t) = ©.(0,t) = . (¢, 1) = 0(0,t) = 6(¢,t) =0, Vit e Rt (3.7)

7 (0,5) = (L, 5) = 0, Ve RY,s >0
Concernant le noyau du terme mémoire i dans (3.1), on suppose qu’elle vérifie les hypotheses

suivantes :
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(hl) p € C(R*) N L (RY)
(h2) pu(s) >0 VseR*
(h3) w/(s) <0 VseR*
(hd) ko = [ p(s)ds > 0

(h5) 4/ (s) +vu(s) <0 VseRT [ v>0

Remarque 3.1.1
Si w satisfait Uhypotheése (h5), la forme différentielle du lemme de Grénwall donne

p(r+s) <Ce™u(s), Yr>0ets>0,C>0
et par suite
w(s) =p((s —7)+7) < Ce™Epu(r), Vr>0ets>0,C>0. (3.8)
On définie 'espace de Hilbert suivant
H = H}(0,0) x L*(0,0) x H}(0,0) x L(0,¢) x L*(0,¢) x M;.

ou

HN0,0) = {UEHI(O,E) , /eu(:ﬁ) dx:O}

{uGLQ(O,f) , /éu(x) da::()}.

Y/
(2,2 ) = / (pvt* + Jdpd* + 0" + ap,@h + K (us + @) (@ + @) dz + £(n, n*) .-
0

et
L2(0,0) :

Le produit scalaire dans H est

Pour écrire notre probleme dans le cadre de la théorie de semigroupe on introduit les nou-

velles variables v = uy, ¢ = ¢, alors, le systeme (3.1) avec les données initiales s’écrit :

d
%Z(t) = Az(t) (39)

2(0) = zo
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ou A est 'opérateur défini par

U v 5
K
—(D?*u+ Dy) — =D6
v P ( 80) P
@ ¢
A - a 0 T
¢ —D*p — (Du+<,0)—|— -0 — —0¢
J J 5J <(]5
0 - fo s)ds — —D’U — Egb
n 9 - Dsn
de domaine :
ue H*0,0)N H&(O,K)
v € H0,0)
Dy € Hg(0,0)
P2(A) =] zeH 6€H1(O 6)
fo n(s)ds € L*(0, ()
n e H,i(W,Hé)
n(0) =0

3.2 Existence et unicité :
Le resultat d’existence et unicité est donné par le théoreme suivant

Théoreme 3.2.1
Supposons que le noyau du terme mémoire satisfait les conditions (h1)-(h5). Alors, l'opérateur

etA

A engendre un Co—semigroupe de contractions S(t) = , et par suite le probléme (3.9)

admet une solution unique

z(z,t) = S(t)z0(x).

Preuve Pour montrer I'existence d'une solution au probléme (3.9), on applique le théoreme

de Lumer-Phillips, pour cela il suffit de montrer que A est dissipatif et maximal.

34



Nous montrons tout d’abord que A est dissipatif. En effet, pour chaque z = (u, v, ¢, ¢,0,1n)" €

2(A) nous avons

(Az, 2) H—m/EDQ . dx—i—/i/eDgo o(a dx—B/EDG(x)F(x)dx
+a/ D?p( dx—/i/ Du(x dx—ﬁ/ggp(x)a(x)d:p
+5/ ()3 >d:c—ﬂ|¢u2+n/0 u(s)(D%n, 0)ds — 5 /Dv B(x)ds

0
¢ ¢
-0 gb )0 (z dx—l—n/ Dv(x)Du(x d:c+a/ D(x)Dy(z)dx

+/£/gz$ dx+/£/ Du(x d.r—l—/f/gzﬁ dx—l—n‘/ooo,u(s)(Dé’,Dmds
Dyn,n).

Une intégration par partie donne
¢
(Az, 2y = —/1/ Du(z)Dv(x )d[L’—/i/ o(x)Dv(z daH—B/ Du(z)dx
¢
- a/ Dy(x x)dr — Ii/ Du(x)¢(z)dx — /i/ o(x)p(x)dx

+6/0<>$<>dx—r||¢||2—n/o ()<D77D9ds—ﬁ/Dv B(x)da

(o)

/o£¢($)9(93)d9: r /OZ Do) Du(x)ds + a /0 Do(@)Dy(a)dz
/Oe o(x)P(x)dx + K /OZ Dv(z)p(x)dx + K /Of ¢(x) Du(z)dz

# [ 0(s)(D9. Dajds = (Dan.),

+
BN

¢ o ¢ o ¢
= —2ilm (/i i Du(x)Dv(z)dz + K i o(x)Dv(z)dx — B i 0(z)Dv(x)dx

+oz/0€D (z)Do(z dx+m/ Du(z)g( )dm—i—/i/oégo(x)a(a:)da:

=5 [yt +x [ o)y, DO)ds) ~ kD) = ol

Donc :

R(Az ) = (rllP + 5 [ LIPS
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Dans le deuxieme chapitre, nous avons montré que

K K

5 [T one s =5 [ i) IDats) s

Alors N
e (A ) == (7ol = § [ wo) IDncoas) <0 (3.10)
et par suite A est dissipatif.
Deuxiement, pour montrer la maximalité de A, nous supposons que :
2 = (u,v*, %, ¢*,0%,n*)T € H et on cherche Z = (1,7, ,¢,0,7)T € 2(A) solution de

I — A)z=z* ceci sécrit en termes de composantes, comme suit

(I—A)z==z" (3.11)
qui s’écrit en composantes
u—v=1u" (3.12)
K 2 6 )k
v—— (D*u+ Dy) + =D = v*. (3.13)
p p
p—p=¢" (3.14)
COpe, K PP
¢ JDg0+J(Du~|—90) J9+J¢—gb. (3.15)
o )
0 — E/ w(s)D*n(s)ds + EDU +-0p=0". (3.16)
c Jo c c
n—60+ Dm=n". (3.17)

L’intégration de ’équation (3.17) par la méthode de variation du constante donne

o) =nls0) = (1= o+ [ e (y)dy. (3.18)

En substituant (3.12) dans (3.13) et (3.14) dans (3.15), puis (3.12) et (3.14), (3.18) dans

(3.16), on obtient le systeme suivant

[ pu— K (D*u+ Dy) + BDO = p(u* + v*)

(J+m)p—aD*o+ K (Dutp) =60 = (J + ) " + J¢* (3.19)

| 0 — ¢, D*0 + SDu+ 0p = c0* + fDu* + 69" + £ [ u(s) [5 e *D*n*(y)dyds
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oll on a posé
[e.e]
Cy = / pu(s) (1 —e*) ds < oo
0
¢, est une constante strictement positive.

Notons que l'intégrale dans la seconde équation de (3.19) appartient & H~'(0,¢). En
effet, soit ¢ € HE(0,£) telle que ||Dvy| < 1, alors

‘</OOO 11(s)D? /O n*(r)ef—5d7d3,¢>’ = ‘</OOO (s) /O Dn*(r)eT_Sdrds,Dw>‘
_ /0 l ( /0 ) /0 S Dn*(T)eTSdeS) Disda

_ /0 ) /0 S /O Dy (r) Didadrds

< [Tuts) [ e 1pw ol aras
< [V [ e a0 (o) drds,

D’apres le lemme 1.8.1 on obtient

]< / " () D? / S n*mef-smds,@\ < Vhaln* sy < o0,

A ce stade, nous utilisons le théoréme de Lax-Milgram, le probleme elliptique (3.19) admet
une solution unique (i, ¢, 0)7 € HE(0,0)x H}(0,£)x H (0, £). Donc le vecteur (i, 0, ¢, ¢, 8, 7)"
avec ¥ = 0 — u* et ¢ = ¢ — ©*, 7 = 1(s;0),7(0) = 0, résoud I'équation (3.11)

Il reste & prouver que Z € Z(A).

o =1a—u* € Hy0,0) et ¢=¢— "€ H(0,0),

et d’apres (3.13) on a

1 ~
D*i + D@ = - (pa+u*+v*+ﬁD9>

ce qui entraine @ € H%(0, /).
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D’autre part, 'hypothese (hl) donne

2

ds

/ e’ Dn* (y)dy
0

il <210 [ (= Puts)ds +2 [ uts)
0 0
) S 2
< 2k DA +2 [ ( ey-smunmy)ndy) ds.
0 0

Utilisons le théoreme 1.8.1, on trouve que
~112 0 *
171, < 2koll DO + 2[l7* [, -
ce qui implique que 77 € M et par conséquent,
Dyj=1"—0—10 € M.
D’aprés (3.16) on a
/ 1(s)D%i(s)ds € L2(0,0).
0

Ce qui prouve que pour toute z* = (u*,v*, p* ¢* 0%, n*)T € H il existe un unique z =

(a,0,p, .0, T € 2(A) tel que (I — A) z = 2*, ce qui termine la preuve que A est maximal.

3.3 Stabilité exponentielle

Dans ce paragraphe nous allons montrer que la solution du probleéme (3.9) est exponen-

tiellement stable.

Théoréme 3.3.1 : Soit z (x,t) = S(t)z () la solution du probleme (3.9) ot S(t) = e,
et supposons que les hypothéses (h1)-(h5) sont satisfaites, alors il existe deux constantes
w, & >0 telles que

1z ()] < ge", t 2 0.

Preuve D’apres le théoreme (1.7.3), il suffit de prouver que l'opérateur i\l — A est uni-
formément inférieurement borné.
Supposons que 'assertion est fausse alors il existe une suite (A,) C Ret 2z, = (Un, Vn, ©ns Gy On, M (S)]

P2(A) telles que

I2all3 = Kl D +@nll* + plloall® + Tl @nll® +cl|0n]|* + al| Don]* + £ll0a(s) 34, = 1, Vn € N
(3.20)
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et
nlglgo | (iAn — A) Zn”;f =0

ce qui est équivalent a
iAnly, — v, — 0 dans H; (0, ¢)

AUy — % (DQun + Dgon) + %DGn — 0 dans L*(0, /)
iAnOn — ¢ — 0 dans H}(0, /)
iNy O — %D%pn + ; (Duy + o) — %Qn + §q5n — 0 dans L%(0,¢)
s

c

K

Al — —/ (s)D*n,,(s)ds +
0

)
. Duv,, + Eqbn — 0 dans L*(0,¢)

iIMin(8) — On + Dgnp(s) — 0 dans M;.

Nous avons tout d’abord

§R<Azn7 Zn),}f - _§R<(Z)\n - A>Zn7 Zn>)f — 0

n—oo

D’apres (3.10), nous concluons que

Joull =0t [ W) IDm)Ids —— 0.
n—,oo 0 n—oo

en profitant de I’hypothese (h5) nous obtenons

(o] 1 o0
@, = [ w PR < = [P )Pds = .

(3.21)

(3.22)
(3.23)
(3.24)

(3.25)
(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Remarquons qu’en vertu de l'injection continue L?(0,¢) — H~1(0,£), (3.23) reste vrai en

remplacant L?(0,¢) par H~1(0,¢), en utilisant (3.20) on obtient
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Hf (D*u, + D)~ Pp6,| = sup <f (D*u, + D) — Do, ¢>’
P P —1  IDyl<1 |\ P P
— sup <D [f (Duy, + p) — éen} ¢>'
|Dy|<1 P P
K B
= Ssup <_ (Dun+90n)__‘9naDw>‘
|Dyl<1| \P p
K
< ' K (Dun+¢) — 20| sup 100
P P | Dy||<1
K B
S H_ (Dun +§0n> - _Hn
p p

K B
< —||Duy, + @n| + =|0]]
p p

)

IN

Donc
: , K /o o) K, s
Dalllonllor = lidwonll 1 < [[idwon — & (D?un + Do) + 206, + || % (D*un + D) — 2 Do,
P p -1 P P -1
Donc nous obtenons
[Anlllvn]|-1 < ka (3.31)

pour k; > 0 une valeur indépendante de n € N. D’une maniere analogue en remplagant

L*(0,¢) par H~'(0,¢) dans (3.26) et en utilisant I'inegalité de Cauchy-Schwarz on arrive a

/OOO p(s)D*ny(s)ds </Ooo 11(8) D%, (s)ds, ¢>’
" Ipsl< </O°° M(S)Dn”(s)ds’D‘M

= </o£ / D77n 2 dx)é.;3p<1|Dw|
B ( [ woome 2 dx)
(

= sup
-1 [IDy[I<1

NI




Ce qui implique
— 0. (3.32)

n—oo

I\, 0, + éDvn
¢ -1

Remarquons que

1
| Dvy|| -1 < [vn]] £ —
VP

donc Du,, est borné dans H~1(0, /) et

|iAnOnll -1 = ||iNnOn + EDvn — éDvn
c c .
< |iNn O + éDvn + é||DUn||—1
c ., cC
s
<M+ —
o
C’est a dire
[Aalllnll-1 = liAnbnll-1 < ko, (3.33)

pour ks > 0 valeur indépendante de n € N. Nous montrons maintenant que [|6,| — 0.

Lemme 3.3.1 Soit (\,) est une suite dans R telle que N, — A\, et A\, € [—00,00] \ {0}.

Si > 0 dans R alors
/ pu(s) (1 —e %) ds — a # 0.
0

Preuve

1. Si A\, € {—00, 0}, d’aprés le lemme de Riemann-Lebesgue, nous obtenons

ap = / u(s) (1 —e %) ds — w(s) ds > 0.
0 n—oo 0
2. Si A\, € R\{0}
a, —> pu(s) (1 —e ™) ds et Ra, — p(s) (1 —cos As)ds > 0.
n—00 0 n—o0 0

Nous distinguons maintenant deux cas :
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Cas )\, » 0.

Alors, on peut extraire une sous-suite qui converge vers \, € [—oo,00] \ {0}, A, — ..

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la proposition 1.3.5, on obtient :

(i fo~ 1(8) (0a(5), On) ds| < [Aa] [5 1i(s) [(nn(s), 0n)] ds
< |An|||en||_1k5||nn<s>||M1 < Fokg () llaas —== 0.

On définit la suite (¢,) telle que

i)‘nnn(s) — O + Dsnn(s) - Cn(s) (3'34)

avec (, — 0 dans M,

L’intégration de I’équation (3.34) par la méthode de variation du constante donne

On
1

Mn(s) = > (1—e %) + /08 M=) (1) dr. (3.35)

Lemme 3.3.2 on a

10n]] —— 0.

Preuve Posant

= [ u(s) (T—e ™) ds, et b, =i\, [T pu(s) [y e (G, (r), 0,) dr ds.

Remarquons que
o0 971 S
Z)\ fO n 9 > ds :Z)\n fO ,U(S) <K (1 _ —lkns) +f iAp(r—s Cn( )dT’, 9n> ds
= a,||0n]]? + by

Alors

Il suffit de montrer que b, — 0. et a, — a # 0. En utilisant la propositionl.3.5, on

obtient

Bl <l [ ) [ 1601 ds < allulls [ us) [l ar as.
0 0
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Comme p satisfait (3.8). Alors, on applique le lemme 1.8.3 et (3.33), on aura

VkoC

v

170l —— 0.
n—00

D’autre part, en appliquant le lemme 3.3.1 sur (a,) on trouve a,, — a # 0. Alors
10n]] —— 0.

ce qui termine la démonstration de lemme 3.3.2.

Multipliant (3.22) par v, et (3.23) par u, dans L?*(0, ), en utilisant le lemme 3.3.2 et (3.29)

on obtient

i (U, V) — ||vn||2 —0 (3.36)
n—oo

et
, K 5 K
iAn (U, Up) + ;HDunH + ;((pn, Du,) — 0,

Additionnons les deux expressions précédente on arrive a

K (|| Dual® + (@n, Duy)) — pllva > — 0. (3.37)

De la méme maniére, en multipliant (3.24) par ¢,, et (3.25) par p,, dans L?(0, ¢), en utilisant
le lemme 3.3.2 et (3.29) On obtient

et
. (67 K K
iM{Dn, on) + 1D@all* + = {Dunn) + < llall* — 0.
J J J
Additionnons les deux expressions précédente on arrive a
£ (lloall® + (Dun, o0, ) + ol D] — 0. (3.38)
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On a

HDun + SOnHQ = <Dun + ©n, Dup + Spn> = HDunH2 + HSOnH2 + <90n: Dun> + <Dun7 Pns >

D’apres (3.37) et (3.38), nous obtenons :

KllDun + eall® = pllval* + all Dy |* — 0. (3.39)

D’apres (3.20), On obtient

1
nl? —— —. 3.40
loall* 2 3 (3.40)

Du chapitre précédent. On a A~ Duv,, est borné dans H{ (0, ()

D’apres (3.32) et la proposition 1.3.5 nous concluons que

B

‘<i)\n¢9n + éDvn, Alen>‘ < |iAn0,, + =Dy,
c c

y |A~ Du,|, — 0.

Qui entraine

<i/\n8n + EDvn, A_len> = <i/\n9n, A_len> + EHDvnHz_l — 0.
c c
En utilisant le lemme 3.3.2 et la proposition 1.3.5, (3.31) :
(M0, A7 Dun )| < [l [nl|-ll0all < Fr |60l — 0.

Rappelons que
il est clair que

car v, est une fonction constante.

Rappelant la définition de ||Dv,||—; nous concluons que

[oall? = €5al? = lJuw = all? = 1 Dea?, —= 0. (3.41)
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Une combinaison de (3.40) et (3.41) donne

1
by —— ——. 3.42
ol 2 T (3.42)
En passant a la limite dans |v,| on obtient
1
7] = — (3.43)

V2pl

D’apres ( 3.42), il est alors évident que ,, converge vers la fonction constante v dans L?(0, ¢).

Nous distinguons maintenant deux cas :

1) (\,) n’est pas borné Dans ce cas, on peut extraire une sous suite qui converge vers
l'infini, |A,| — oo.
D’apres (3.31),0n a
v, — 0 dans H~1(0, /).

De 'unicité de la limite, nous concluons que v = 0, et ceci est contradictoire avec (3.43).

Lemme 3.3.3 Soit (E,(-,-)) un espace de Hilbert, si une suite (u,) C E est bornée
alors il existe un élément u € E et une sous-suite (uy,,) avec u,, — u(la convergence

faible).

2) (A\,) est borné D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass on peut extraire une

sous-suite de (\,, ) qui converge vers une valeur A € R. Il est alors évident que
T (12 = 4) 2, = 0

et de (3.20)-(3.43) reste vrai en remplagant A\, par A. En particulier, de (3.20)-(3.22)

A
[onlly < lidun — vnll + lidun s < flidun = vnlls + [Alllunlly < €'+ |ﬁ
(puisque (iAu,, — v,) converge dans Hi (0, /), elle est donc borné )
Donc v, est borné dans H}(0,¢). D’apres le lemme 3.3.3, 1l existe un élément v* €
H}(0,¢) et une sous-suite (v, ) avec v,, — v* faiblement dans H; (0, £).

L’inégalités de Poincaré donne la convergence faible dans L?(0, £).

D’apres 'unicité de la limite nous arrivons a v* = ¥ . ce qui est une contradiction,
puisque de (3.43) on sait que ¥ est une constante non nulle, et ne peut pas donc étre

dans H}(0,0).
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Cas \, — 0

En utilisant (3.20), on obtient

liAnznll2 = [Anlllznll2 < [An] —— 0,
n—oo

ce qui est équivalent a

v, — 0 dans Hy(0,0) et ¢, — 0 dans H}(0, (). (3.44)
2 (Du, + D) — 5 Do, — 0 dans L2(0,¢) (3.45)
p p

a o, K o 9
jD Pn = (Duy, + pn) + jen — 0 dans L(0, ) (3.46)
/ 1(s)D*n,,(s)ds — 0 dans L*(0, 7). (3.47)

0

0, — Dsny(s) — 0 dans M. (3.48)

On considere les suite suivantes

by = /0 " () D (5)ds (3.49)
et
En = 0p — Dgnp(9) (3.50)

On integre (3.50) sur (0, s), On obtient

Nn(s) = sb, — /OS En(r) dr. (3.51)
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En utilisant 1 'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'intégration par parties, on obtient

[e.9]

p(8)(D*1u(s), 0) ds

'{AwM@[fD%A@da%>

= ||<@n>0n>|
< |0n]]- D]

[(7n(8), On) iy | =

Aﬁmmmm%mw

Multipliant (3.51) par 6,, dans M, nous obtenons
k3||9n||% +en = <7]n(8)7 971)/\41 — 0,

Ou
en:—/ooou(s)/os(sn()9> dr ds et kgz/ooos,u(s)ds<oo.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz , on obtient

ol < [ ts) [ 1t 8l drds <ol [ ) [0 dr ds,
0

Comme p satisfait (3.8). Alors, on applique le lemme 1.8.3, on aura

2/ Ck,
14

len] < 1€l 1En 1 A1, - (3.52)

On applique 'inégalité de Young sur 10n]1]|€x | A, on obtient

2y/Cky
1%

eal < il + 2 g, Ve > 0
et par suit
(ks — 0~ ol < Rollnl + e —
On choisi € > k3. Alors
10n |1 — 0,
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D’aprés I'inégalité de Poincaré, on obtient
161l < X10nlln —— 0. (3.53)
Multipliant (3.45) par u, et (3.46) par ¢, dans L?(0,¢), en utilisant (3.53) on obtien

fillunllY + K{pn, Dttn) —— 0,

n—o0

et

I*

@||90n||%+ﬁ<Duna(Pn>+’i||90n mo

Additionnons les deux identités on trouve
8l Dt + pul + o Degu |2 —— 0.

Donc z, — 0 dans H et ceci est contradictoire avec (3.20). ce qui termine la démonstration.
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/ Ce mémoire est consacré a : \

e l’étude de deux probleémes en therm élasticité linéaire dont la transfert de la chaleur est donnée par la loi de

Gurtin-Pipkin.

e Le premier probléeme est en théorie de porosité ou on a montré l’existence et 1'unicité d’une solution qui

décroit exponentiellement.

e Le deuxieme probléme est de type Timoshenko avec la loi de Gurtin-Pipkin. On a montré que le probleme

admet une solution unique qui décroit exponentiellement quant ¢ tend vers l’infini.

Mots clés : Stabilité exponentielle, la loi du Gurtin-pipkin, des systrmes thermoélastiques,le théoréme de semi-

Qroupes. /

Abstract

/ This memory is devoted to : \

e The study of two linear thermoelastic systems with heat transfer given by Gurtin-Pipkin law.

e The first problem is in porous theory, we prove the well-posedness and the exponential decay of the solution.

e The second problem is of Timoshenko type and thermoelasticity with Gurtin-Pipkin law. We use the spectral

theory to prove the exponential decay of the solution.

Qey words : Exponential stability, Gurtin-pipkin thermal law, Thermoelastic system ,Semigroups theory. /

e
/ :JWS;A\ oda \

wdad) Eolol Talae B L 62 B B Bl AL ) Bl gy 59y Bunlys o1
ST o 310 Ll bl Glate Ll (151N O Lt 2
Sl dulys (3 Goirgi-Pata % i ey | &sldey 5y 4nl)> 3 Lumer-Phillips % ki e bdeze! 23

&Y

-

oI olt] 3 i % 4 3,1 4 3udsY) 5,0 A Gurtin-pipkin 046 , V1 ) aeY) debill SLSI

J




	Introduction générale
	Préliminaires
	Espace de Hilbert
	Les espaces Lp()
	Espaces de Sobolev
	L'espace L2( R+, V) 
	Injection continue et injection compacte
	Théorème de Lax-Milgram
	Semi-groupe fortement continu
	Théorèmes de Hille-Yosida et Lumer-Phillips
	Stabilité exponentielle

	Régularité

	 Stabilité exponentielle d'un problème thermoélastique linéaire
	Introduction
	Existence et unicité:
	Stabilité exponentielle

	 Stabilité exponentielle d'un système de type Timoshenko avec la loi de Gurtin-Pipkin
	Introduction
	Existence et unicité:
	Stabilité exponentielle


