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Notations générales

Rd Espace euclidien de dimension d.

Ω Ouvert de Rd muni de la mesure de Lebesgue .

L (E,F ) Espace des opérateur bornés et linéairs de E dans F .

E ′ Le dual topologique de E.

C∞0 Espace des fonctions tests.

Lp Espace des fonctions dont la puissance p est intégrable au sens de Lebesgue.

L2(Ω) Espace des fonctions de carré intégrables sur Ω .

H1, H1
0 , H

2 Espaces de Sobolev.

D(A) Domaine de l’opérateur A.

C0-semigroupe Semi-groupe fortement continu.

〈·, ·〉 Produit scalaire.

‖ · ‖E Norme sur l’espace E.

| · |m,Ω Semi-norme de l’espace de Sobolev Hm(Ω) .

‖ · ‖m,Ω Norme de l’espace de Sobolev Hm(Ω) .

Dα Dérivée partielle par rapport au multi-indice α.

|α| Longueur du multi-indice.

ut Dérivée partielle de u par rapport á t.

∂ Opérateur de différentiation partielle.

∇ Opérateur gradient.

4 Opérateur de Laplace.
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Introduction générale

Dans la plupart des études sur la stabilité des systèmes thermoélastiques, la propagation

de la chaleur est donnée par loi de Fourier suivant

q + κ∇θ = 0, (1)

Ceci avec l’équation constitutive

θt +∇q = 0

donne l’équation de la chaleur

θt = −κ∆θ.

Il est bien connu que cette équation prévoit le paradoxe de vitesse infinie, ce qui signifie

qu’une perturbation à un point du milieu aura un effet immédiat en un point à l’infini, qui

est physiquement incorrect.

Pour éviter ce paradoxe plusieurs théories ont été développées, parmi ces théorie on note

la théorie de Gurtin et Pipkin qui suggèrent au lieu de (1) la loi

q(t) = −(k ∗ ∇θ)(t) = −
∫ ∞

0

k(s)∇θ(t− s)ds, (2)

où k(s) est une fonction de relaxation qui représente la conductivité du milieu. La présence

du terme de convolution dans (2) implique une vitesse de propagation finie des perturbations

thermiques.

Dans ce mémoire on va considérer des systèmes en thermoélasticité dont la propagation

de la chaleur est donnée par la loi (2) et on étudie le comportement de ces systèmes lorsque

le temps t tend à l’infini.

Dans le premier chapitre, nous allons présenter quelques notions de base de l’analyse

fonctionnelle et de la théorie de semi-groupe qui seront utilisées dans les chapitres ultérieurs.

Ensuite nous donnons la notions de stabilité (voir [1,4,7,8,9,10,11,16]).
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Le deuxième chapitre sera consacré à la stabilité d’un système thérmoélastique linéaire

qui était étudié par Pata et Vuk [15], où nous détaillons la démonstration.

Enfin, dans le troisième chapitre, nous allons étudier l’existence, l’unicité d’une solution

pour un système thermoélastique poreux dont la propagation de la chaleur et donnée par la

loi de Gurtin-Pipkin (2). Nous avons montré que la solution est exponentiellement stable,

Dans ce chapitre, nous sommes appuyés sur des articles [2,3,5,6,11,12,13,15].
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre on va donner quelques notions générales de l’analyse fonctionnelle qui

seront utiles dans les chapitres qui suivent.

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1 (Un espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire 〈u, v〉 et qui

est complet pour la norme ‖u‖ = 〈u, u〉1/2.

Soit E = L2(Rn) l’espace des fonctions de carré sommable de Rn à valeurs dans K(R

ou C). L’expression suivante

〈f, g〉 =

∫
Rn
f(x)g(x)dx

définit sur E un produit scalaire.

1.2 Les espaces Lp(Ω)

Définition 1.2.1 [7] soit p ∈ [1,∞[ et Ω un ouvert de Rn on défini :

Lp(Ω) =

{
f : Ω −→ R ; f est mesurable et

∫
Ω

|f(x)|pdx <∞
}

3



On note

‖f‖Lp =

(∫
Ω

|f(x)|pdx

)1/p

L∞(Ω) =
{
f : Ω −→ R; mesurable et ∃ C > 0 t.q. |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω

}
On note

‖f‖L∞ = inf
{
C ; |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω

}
Théorème 1.2.1 [7] (Inégalité de Hölder)

Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ +∞ ,1 ≤ q ≤ +∞ et 1
p

+ 1
q

= 1.

Alors on a fg ∈ L1(Ω) et ∫
Ω

|fg| ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Pour p = q = 2 on arrive à l’inégalité de Cauchy-Schwarz∫
Ω

|fg| ≤ ‖f‖L2‖g‖L2 .

Inégalité de Young

Soient p et q deux réels conjugués : 1
p

+ 1
q

= 1. Alors

∀(a, b) ∈ R2
+, ab ≤ ap

p
+
bq

q
,

en partieulier si u, v ∈ L2(Ω), alors∫
Ω

|uv| ≤ ε

∫
Ω

|u|2 +
1

4ε

∫
Ω

|v|2, ∀ε > 0.

1.3 Espaces de Sobolev

Définition 1.3.1 : Soit ϕ une fonction, définie sur Ω à valeurs dans R ou dans C. Le

support de ϕ est l’ensemble

supp(ϕ) = {x ∈ Ω : ϕ(x) 6= 0}.
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Définition 1.3.2 :(L’espace des fonctions tests)

On appelle espace des fonctions tests sur Ω et on le note D(Ω) (ou C∞0 (Ω) ) l’espace des

fonctions de classe C∞(Ω) à support compact inclu dans Ω.

Pour k ∈ N, on note Ck
c (Ω) l’espace des fonctions de classe Ck à support compact dans Ω.

Remarque 1.3.1 : Une fonction de D(Ω) est nulle dans un voisinage du bord de Ω. Plus

précisément, si ϕ ∈ D(Ω), il existe K borné et fermé de Rd, tel que ϕ(x) = 0, pour tout

x ∈ Ω\K.

Définition 1.3.3 :(Dérivée faible)

Une fonction f ∈ Lp(Ω) admet une dérivée partielle généralisée (ou dérivée faible), par

rapport à xj, dans Lp(Ω) s’il existe une fonction gj ∈ Lp(Ω) telle que

∀ϕ ∈ D(Ω),

∫
Ω

gj(x)ϕ(x)dx = −
∫

Ω

f(x)
∂ϕ

∂xj
(x)dx.

On note alors gj = ∂f
∂xj

la dérivée partielle généralisée de f par rapport à xj.

Définition 1.3.4 De la mème manière on définit la dérivée généralisée d’ordre α par

∀ϕ ∈ D(Ω),

∫
Ω

gα(x)ϕ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

f(x)Dαϕ(x)dx,

dans ce cas gα sera notée par Dαf.

Définition 1.3.5 [16] Pour m ∈ N, on pose

Hm(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω),∀α ∈ Nn : |α| 6 m

}
on désigne par :

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 · · · ∂xαnn

,

pour tout multi-indice α = (α1, · · · , αn) d’entiers positifs ou nuls. Où |α| = α1 + · · · + αn

est la longueur du multi-indice α.

On munit Hm(Ω) par le produit scalaire

(u, v)m,Ω :=
∑
|α|6m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx

la norme associée sera

‖u‖m,Ω :=

∑
|a|6m

∫
Ω

|Dαu(x)|2 dx

1/2

.

5



Définition 1.3.6 : Pour m ∈ N, Hm
0 (Ω) désigne la fermeture de D(Ω) dans Hm(Ω).

Pour m = 1

H1
0 (Ω) = D(Ω)

H1(Ω)

Proposition 1.3.1 : L’espace H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de

H1(Ω).

Proposition 1.3.2 [16] Soit u ∈ H1(Ω), alors u ∈ H1
0 (Ω) si et seulement si u = 0 sur ∂Ω.

Le dual de Hm
0 (Ω) [4]

Le dual (Hm
0 (Ω))′ de l’espace Hm

0 (Ω), s’identifie à un sous-espace de D′(Ω) et se note par

H−m(Ω).

H−m(Ω) =

T ∈ D′(Ω) : T =
∑
|α|≤m

∂αfα, fα ∈ L2(Ω)

 .

Sur cet espace nous considérons la norme suivante

‖T‖H−m = inf
T=Σ∂αfα

∑
|α|≤m

‖fα‖2
L2(Ω)

1/2

.

Soit T ∈ H−m(Ω), alors T définit une forme linèaire continue sur C∞0 (Ω) muni de la norme

Hm. En effet soit ϕ ∈ C∞0 (Ω); on a,

|〈T, ϕ〉| =

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|≤m

〈∂αfα, ϕ〉

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
|α|≤m

|〈fα, ∂αϕ〉| ≤
∑
|α|≤m

‖fα‖L2 ‖∂αϕ‖L2

ainsi,

|〈T, ϕ〉| ≤

∑
|α|≤m

‖fα‖2
L2

1/2∑
|α|≤m

‖∂αϕ‖2
L2(Ω)

1/2

d’où,

|〈T, ϕ〉| ≤ inf
T=Σ∂αfα

∑
|α|≤m

‖fα‖2
L2

1/2

‖ϕ‖Hm = ‖T‖H−m‖ϕ‖Hm (1.1)

Comme C∞0 (Ω) est dense dans Hm
0 (Ω), T se prolonge en une forme linéaire T̃ continue

sur Hm
0 (Ω), i.e. T̃ ∈ (Hm

0 (Ω))′ . De plus l’inégalité (1.1) ci-dessus montre que ‖T̃‖(Hm
0 )
′ ≤

‖T‖H−m . On a ainsi une application T 7→ T̃ de H−m(Ω) dans (Hm
0 (Ω))′
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Proposition 1.3.3

L’application T 7→ T̃ est linéaire, bijective et bicontinue deH−m(Ω) dans (Hm
0 (Ω))′ .

Puisque D(Ω) est dense dans H1
0 (Ω), on peut identifier le dual H−1(Ω) deH1

0 (Ω) à un

espace de distributions sur Ω : H−1(Ω) ≡ (H1
0 (Ω))

′

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω) ⊂ D ′(Ω)

De façon généralc, X ′ désigne le dual de X.

H−m(Ω) ≡
(
Hm

0 (Ω)
)′

Proposition 1.3.4 (Inégalités de Poincaré et Poincaré-Wirtinger)

On suppose que Ω est borné et de classe C1. Alors il existe une constante C = C(Ω) > 0

telle que pour tout u ∈ H1
0 (Ω) on a

‖u‖L2(Ω) ≤ C‖∇u‖L2(Ω)

Si de plus Ω est connexe, alors pour tout u ∈ H1(Ω), on a

‖u− ū‖L2(Ω) ≤ C‖∇u‖L2(Ω)

où ū = 1
|Ω|

∫
Ω
udx désigne la moyenne de u sur Ω.

Proposition 1.3.5 [4] Pour m ∈ N, u ∈ L2(Ω) et v ∈ Hm
0 (Ω), on a∣∣∣∣∫ u(x)v̄(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖u‖H−m(Ω)‖v‖Hm
0 (Ω) (1.2)

1.4 L’espace L2
µ (R+, V )

On définit les espaces de Lebesgue à poids

L2
µ

(
R+, L2

)
=

{
u : Ω× R+ −→ R;

∫ +∞

0

µ(s)‖u(s)‖2ds <∞

}
muni par le produit scalaire

〈ϕ, ψ〉µ,0 =

∫ ∞
0

µ(s)〈ϕ(s), ψ(s)〉ds

7



et la norme associée

‖ϕ‖2
µ,0 =

∫ ∞
0

µ(s)‖ϕ(s)‖2ds

et

L2
µ

(
R+, H1

0

)
=

{
u : Ω× R+ −→ R;

∫ +∞

0

µ(s)‖∇u(s)‖2ds <∞

}
dont le produit scalaire est

〈ϕ, ψ〉µ,1 =

∫ ∞
0

µ(s)〈Dϕ(s), Dψ(s)〉ds

et la norme est

‖ϕ‖2
µ,1 = 〈ϕ, ϕ〉µ,1.

Il est clair que

L2
µ

(
R+, H1

0

)
⊂ L2

µ

(
R+, L2

)
.

De plus en utilisant l’inégalité de Poincaré nous obtenons le résultat suivant :

‖ϕ‖2
µ,0 6 λ0(Ω)‖ϕ‖2

µ,1.

1.5 Injection continue et injection compacte

Définition 1.5.1 :[10] Soient deux espaces de Banach X et Y tels que Y ⊂ X. On dit que Y

s’injecte de manière continue dans X ( en notation Y ↪→ X) si et seulement si l’opérateur

identité

Id : Y → X : y → y

est continu. De mème, on dit que Y s’injecte de manière compacte dans X ( en notation

Y ↪→c X ) si et seulement si l’opérateur Id est compact de Y dans X.

Notations : Pour u et v appartenant à H1(Ω) on posera

B(u, v) =
∑
i

∫
Ω

∂iu∂ivdx

et on appellera énergie de u la quantité

E(u) = B(u, u) =

∫
Ω

|∇u(x)|2dx.

La quantité E(u)1/2 n’est pas une norme sur H1(Ω), les constantes ayant une énergie nulle.

On a par contre le résultat suivant.
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Corollaire 1.5.1 [10] Sur l’espace H1
0 (Ω), la forme B(u, v) est un produit scalaire. et

E(u)1/2 est une norme équivalente à la norme ‖u‖1. En parliculier, H1
0 (Ω) muni de B

est un espace de Hilbert. On a en effet

‖u‖2
1 = E(u) + ‖u‖2

L2

et, pour u ∈ H1
0 (Ω), on a d’après l’inégalité de Poincaré

E(u) ≤ ‖u‖2
1 ≤

(
1 + C2

)
E(u).

Théorème 1.5.1 : (Formule de Green)

Soit Ω, un ouvert de Rn de classe C1 par morceaux. Soit u ∈ H2(Ω) et v ∈ H1(Ω). On a∫
Ω

∆uvdx = −
∫

Ω

∇u · ∇vdx+

∫
∂Ω

∂u

∂n
vdσ

où n désigne la normale extérieure sur Ω et dσ la mesure sur ∂Ω.

1.6 Théorème de Lax-Milgram

Définition 1.6.1 Soit a : H ×H → R une forme bilinéaire, on dit que a est

∗ continue s’il existe C > 0 t.q. pour tout (u, v) ∈ H ×H :

|a(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖

∗ coercive s’il existe α > 0 t.q. pour tout u ∈ H :

a(u, u) ≥ α‖u‖2.

Théorème 1.6.1 [7] (Lax-Milgram)

Soit H un espace de Hilbert , a(u, v) une forme bilinèaire continue et coercive sur H.

Alors pour tout L ∈ L (H,R) il existe u ∈ H unique tel que :

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H.

9



1.7 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.7.1 [9] Soit E un espace de Banach , une famille des opérateurs linéaires et

continu

{S(t), t > 0} ,S(t) ∈ L (E) est dite semi-groupe si elle verifie :

¶ S(0) = I

· S(t1 + t2) = S(t1)S(t2) ∀t1, t2 ≥ 0

si de plus elle verifie :

¸ Pour chaque x ∈ E, S(.)x : [0,∞[−→ E est continue en t sur [0,∞[ : (c-ã-d).

∀x ∈ E, lim
t−→0+

‖S(t)x− x‖ = 0,

la famille {S(t), t > 0} est appellée Semigroupe fortement continu ou C0-semigroupe.

Définition 1.7.2 Le générateur infinitésimal de S(t) est l’opérateur linéaire A de domaine

D(A) =

{
x ∈ E : lim

t→0

S(t)x− x
t

existe

}
défini par

Ax = lim
t→0

S(t)x− x
t

=
d+S(t)x

dt

∣∣∣∣
t=0

, ∀x ∈ D(A).

Définition 1.7.3 Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur linéaire non-borné. On dit que :

1. A est dissipatif si

(Av, v) ≤ 0 ∀v ∈ D(A)

2. A est maximal si Im(I −A) = H i.e.

∀f ∈ H, ∃u ∈ D(A) tel que u−Au = f

3. A est monotone si −A est dissipatif i.e (Au, u) ≥ 0 pour tout u ∈ D(A).
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1.7.1 Théorèmes de Hille-Yosida et Lumer-Phillips

Théorème 1.7.1 (Hille-Yosida)[8]

Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout

u0 ∈ D(A) il existe une fonction unique :

u ∈ C1
(

[0,+∞[;H
)
∩ C

(
[0,+∞[;D(A)

)
telle que :  du

dt
+Au = 0 sur [0,+∞[

u(0) = u0 (donnée initiale)

De plus on :

|u(t)| 6 |u0| et

∣∣∣∣dudt (t)

∣∣∣∣ = |Au(t)| 6 |Au0| ∀t > 0.

Théorème 1.7.2 (Lumer-Phillips)[7]

Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur linéaire et D(A) dense dans H. Alors, A est le

générateur infinitésimal d’un C0 -semigroupe de contractions si et seulement si :

¶ A est dissipatif.

· Il existe λ > 0 tel que Im (λI −A) = H. ( A est maximal).

1.7.2 Stabilité exponentielle

Définition 1.7.4 [16](Stabilité exponentielle)

Le semigroupe S(t) = eAt est dit exponentiellement stable s’il existe deux constantes

α > 0 et M ≥ 1 telle que

‖S(t)‖ ≤Me−αt ∀t ≥ 0.

Théorème 1.7.3 [3] (Goirgi-Pata )

Soit S(t) = etA un semigroupe de contractions sur un espace réel de Hilbert H de

généateur infinitésimal A. Si l’opérateur iβ −A est uniformément bornée inférieurement

∃σ > 0 ; inf
β∈R
‖(iβ −A)z‖ ≥ σ‖z‖ ∀z ∈ D(A)

alors S(t) est exponentiellement stable.
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1.8 Régularité

Soit Ω = (0, `), et notons par D la dérivée par rapport à la variable espace x ∈ Ω. Avec

la notation usuelle, nous introduisons les espaces Lp, Hk et Hk
0 agissant sur Ω. Soit 〈·, ·〉 et

| · | respectivement le produit scalaire et la norme sur L2.

Il est bien évident que l’opérateur A = −D2, de domaine D(A) = H2 ∩ H1
0 avec les

conditions aux limites de Dirichlet, est auto-adjoint et positif sur L2. Ainsi, on peut définir

les puissances Aσ de A pour σ ∈ R. L’espace Vσ = D
(
Aσ/2

)
est aussi un espace de Hilbert

avec le produit scalaire

〈u, v〉σ =
〈
Aσ/2u,Aσ/2v

〉
.

et la norme ‖u‖2
σ =

〈
Aσ/2u,Aσ/2u

〉
.

En particulier, V−1 = H−1, V0 = L2, V1 = H1
0 et

〈
A1/2u,A1/2v

〉
= 〈Du,Dv〉, ∀u, v ∈ H1

0 .

Lemme 1.8.1 Soit v ∈ L2, alors, on a

‖Dv‖H−1 = ‖v − v̄‖

où

v̄ =
1

`

∫ `

0

v(x)dx

est la valeur moyenne de v.

Preuve En effet, si v̄ = 0

‖Dv‖H−1 = sup
‖Du‖=1

|〈Dv, u〉| = sup
‖Du‖=1

|〈v,Du〉| ≤ sup
‖Du‖=1

‖v‖‖Du‖ = ‖v‖

et l’égalité est atteinte pour

u(x) =
1

‖v‖

∫ x

0

v(y)dy

Le cas général provient en remarquant que Dv = D(v − v̄).

Nous introduisons l’espace

Mσ = L2
µ

(
R+, Vσ

)
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à savoir, l’espace Hilbert de fonctions de R+ à valeurs dans Vσ, muni du produit scalaire

〈ϕ, ψ〉Mσ =

∫ ∞
0

µ(s)〈ϕ(s), ψ(s)〉σds

et la norme

‖ϕ‖2
Mσ

= 〈ϕ, ϕ〉Mσ .

Nous aurons aussi besoin de l’espace :

H1
µ

(
R+, H1

0

)
=
{
ϕ : ϕ(s), Dsϕ(s) ∈ L2

µ

(
R+, H1

0

)}
.

Lemme 1.8.2 (Forme différentielle de Grönwall)

Soient φ, ψ des fonctions integrables sur I ⊂ R. Si l’inégalité différentielle suivante est

vérifiée :
dφ

dt
(t) ≤ ψ(t)φ(t)

alors on a l’inégalité :

φ(t) ≤ φ (t0) exp

(∫ t

t0

ψ(s)ds

)
pour t ≥ t0.

Théorème 1.8.1 Soit ϕ ∈ L2(R+). On définit la fonction

ϕ̂ : R+ −→ R+, s 7−→ ϕ̂(s) =

∫ s

0

e−
δ
2

(s−r)ϕ(r) dr, δ, s > 0, r ≥ 0

Alors ϕ̂ ∈ L2(R+) et

‖ϕ̂‖L2(R+) ≤
2

δ
‖ϕ‖L2(R+).

Preuve On a pour tout s ∈ R+

ϕ̂′(s) = −δ
2
ϕ̂(s) + ϕ(s).

Donc

ϕ̂(s) =
2

δ
[ϕ(s)− ϕ̂′(s)] .
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Soit A > 0. On a alors∫ A

0

[ϕ̂(s)]2 ds =
2

δ

∫ A

0

ϕ̂(s) [ϕ(s)− ϕ̂′(s)] ds

=
2

δ

∫ A

0

ϕ̂(s)ϕ(s) ds− 2

δ

∫ A

0

ϕ̂(s)ϕ̂′(s) ds

=
2

δ

∫ A

0

ϕ̂(s)ϕ(s) ds− [ϕ̂(A)]2

δ

≤ 2

δ

∫ A

0

ϕ̂(s)ϕ(s) ds.

Utilisons maintenant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient∫ A

0

ϕ̂(s)ϕ(s) ds ≤
(∫ A

0

[ϕ̂(s)]2 ds

) 1
2
(∫ A

0

[ϕ(s)]2 ds

) 1
2

.

En simplifiant dans l’inégalité précédente, on obtient finalement(∫ A

0

[ϕ̂(s)]2 ds

) 1
2

≤ 2

δ

(∫ A

0

[ϕ(s)]2 ds

) 1
2

≤ 2

δ

(∫ ∞
0

[ϕ(s)]2 ds

) 1
2

.

Ainsi ϕ̂ ∈ L2(R+) et en faisant tendre A vers ∞ on a bien

‖ϕ̂‖L2(R+) ≤
2

δ
‖ϕ‖L2(R+).

Lemme 1.8.3 [12] Soient µ, h deux fonctions positives et integrables sur R+. telle que :

µ(r + s) ≤ Cµ(s)e−δr, r ≥ 0, s > 0, δ > 0,

et ∫ ∞
0

µ(s)[h(s)]2 ds <∞.

Alors ∫ ∞
0

µ(s)

∫ s

0

h(r) dr ds ≤ 2
√
C

δ

(∫ ∞
0

µ(s) ds

) 1
2
(∫ ∞

0

µ(s)[h(s)]2 ds

) 1
2

.

Preuve On pose

ϕ(s) =
√
µ(s)h(s) et ϕ̂(s) =

∫ s

0

e−
δ
2

(s−r)ϕ(r) dr,
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On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le théorème 1.8.1 on aura∫ ∞
0

µ(s)

∫ s

0

h(r) dr ds ≤
√
C

∫ ∞
0

√
µ(s)ϕ̂(s) ds

≤
√
C

(∫ ∞
0

µ(s) ds

) 1
2

‖ϕ̂‖L2(R+)

≤ 2
√
C

δ

(∫ ∞
0

µ(s) ds

) 1
2

‖ϕ‖L2(R+)

≤ 2
√
C

δ

(∫ ∞
0

µ(s) ds

) 1
2
(∫ ∞

0

µ(s)[h(s)]2 ds

) 1
2

.

Lemme 1.8.4 (Lemme de Riemann-Lebesgue)

Si f est une fonction intégrable sur un intervalle I de R, á valeurs réelles ou complexes.

Alors

lim
n→+∞

∫
I

f(t)eintdt = 0.
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Chapitre 2

Stabilité exponentielle d’un problème

thermoélastique linéaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions l’existence, l’unicité et le comportement asymptotique

de la solution d’un problème un problème décrivant l’évolution d’une barre thermoélastique

linéaire à conduction thermique héréditaire, c’est-à-dire la propagation de la chaleur est

donnée par la loi de Gurtin-Pipkin.

Soit une barre unidimensionnel homogène occupant un intervalle Ω = (0, `) ⊂ R dans

la configuration de référencielle. On prend la densité de masse ρ = 1. Nous considérons de

petites variations de la température et de son gradient à partir des valeurs de l’état initial

(référenciel), et de petites déformations à partir de la configuration référentielle. De plus on

suppose que le stress σ, la vitesse à laquelle la chaleur est absorbée par umité du volume h

et le flux de chaleur q sont décrivent par les équations constitutives suivantes :

σ(x, t) = Cε(x, t)− γ
θ0
ϑ(x, t)

h(x, t) = γεt(x, t) + c0ϑt(x, t)

q(x, t) = −θ0

∫ t
−∞ k(t− s)ϑx(x, s)ds

(2.1)

où θ0 est la température absolue, ε = ux est la déformation, k est le noyau de mémoire de la

flux de la chaleur, et les constantes positives C, γ, c0 sont des constantes constitutives qui

seront supposées positives.
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Dans le cadre de la théorie linéaire de Gurtin-Pipkin pour le flux de chaleur, ent intro-

duisant les nouvelles variables :

ϑt(x, s) = ϑ(x, t− s), s ≥ 0,

et

η(x, s) = ηt(x, s) =

∫ s

0

ϑt(x, τ)dτ, s ≥ 0, (2.2)

On suppose que k(∞) = 0, η(x, 0) = 0, une changement de variable et une intégration par

parties donnent

qx(t) = −
∫ +∞

0

k(s)ϑxx(t− s)ds

= −
[
k(s)

∫ s

0

ϑtxx(x, τ)dτ

]∞
0

+

∫ +∞

0

k′(s)

∫ s

0

ϑtxx(x, τ) dτ ds

= − [k(s)ηxx(s)]
∞
0 +

∫ +∞

0

k′(s)ηxx(s) ds

= −
∫ ∞

0

−k′(s)ηxx(x, s)ds.

On pose µ(s) = −k′(s), on a :

qx(t) = −
∫ ∞

0

µ(s)ηxx(x, s)ds.

Le système fondamental des équations de champ pour la théorie de thermoélasticité linéaire

dans l’absence de terme source est donné par utt (x, t) = σx (x, t)

h (x, t) = −q (x, t)
(2.3)

Pour simplifié les calculs on prend C = γ = θ0 = c0 = 1, et on substitue les équations (2.1)

dans (2.3) on obtient le système suivant
utt(t) = uxx(t)− ϑx(t) dans (0, `)× (0,∞)

ϑt(t) = −uxt(t) +

∫ ∞
0

µ(s)ηtxx(s)ds dans (0, `)× (0,∞)

ηtt(s) = ϑ(t)− ηts(s), s ≥ 0 dans (0, `)× (0,∞)

(2.4)
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On associe au système (3.1) les conditions initiales :

u(0) = u0(x)

ut(0) = v0(x)

ϑ(0) = ϑ0(x)

η0(s) = η0(s), s ≥ 0

(2.5)

et les conditions aux limites suivantes :

u(0, t) = u(`, t) = 0, ∀t ∈ R+

ηt(0, s) = ηt(`, s) = 0, ∀t ∈ R+, s ≥ 0.
(2.6)

Concernant le noyau du terme mémoire µ dans (3.1), on suppose qu’elle vérifie les hypothèses

suivantes :

(h1) µ ∈ C1 (R+) ∩ L1 (R+) ,

(h2) µ(s) ≥ 0 ∀s ∈ R+,

(h3) µ′(s) ≤ 0 ∀s ∈ R+,

(h4) k0 =
∫∞

0
µ(s)ds > 0,

(h5) µ′(s) + δµ(s) ≤ 0 ∀s ∈ R+ , δ > 0.

On définie l’espace de Hilbert suivant

H = H1
0 (0, `)× L2(0, `)× L2(0, `)×M1

où M1 = L2
µ(R+, H1

0 ).

Le produit scalaire dans H est

〈z, z∗〉H = 〈u, u∗〉1 + 〈v, v∗〉+ 〈ϑ, ϑ∗〉+ 〈η, η∗〉M1

pour z = (u, v, ϑ, η)T , z∗ = (u∗, v∗, ϑ∗, η∗)T ∈H .
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En multipliant la première équation dans (2.4) par ut et la deuxième par ϑ, la troisième

par ηt dans L2(0, `) puis on additionne, et on intègre par partie on obtient :

∫ l

0

uttut dx =

∫ l

0

uxxut − ϑxut dx∫ l

0

ϑtϕ dx =

∫ l

0

−uxtϕ+

(∫ ∞
0

µ(s)ηtxx(s)ds

)
ϕ dx∫ l

0

ηttη
t dx =

∫ l

0

ϑηt − ηtsηt dx, s ≥ 0

∫ l

0

uttut dx+

∫ l

0

ϑtϑ dx+

∫ l

0

ηttη
t dx =

∫ l

0

uxxut dx−
∫ l

0

ϑxut dx

−
∫ l

0

uxtϑ dx+

∫ l

0

(∫ ∞
0

µ(s)ηtxx(s)ds

)
ϑ dx

+

∫ l

0

ϑηt dx−
∫ l

0

ηtsη
t dx

Cela implique

1

2

d

dt

∫ l

0

(
|ut|2 + |ϑ|2 + |ηt|2 + |ux|2

)
dx = −

∫ l

0

uxutx dx+

∫ l

0

(∫ ∞
0

µ(s)ηtxx(s)ds

)
ϑ dx

On définit l’énergie associée au système (2.4) par :

E(t) =
1

2

∫ l

0

(
|ut|2 + |ϑ|2 + |ηt|2 + |ux|2

)
dx.

On va maintenant éudier l’existence et l’unicité d’une solution au problème (2.4).

2.2 Existence et unicité :

Pour écrire notre problème dans le cadre de le théorie de semigroupe en introduit la

nouvelle variable v = ut alors, le système (3.1) avec les doonées initiales s’écrit :
d

dt
z(t) = Lz(t)

z(0) = z0

(2.7)

où L est l’opérateur défini par
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L


u

v

ϑ

η

 =


v

D2u−Dv

−Dv +
∫∞

0
µ(s)D2η(s)ds

ϑ−Dsη


de domaine :

D(L) =


z ∈H

u ∈ H2(0, `) ∩H1
0 (0, `)

v ∈ H1
0 (0, `)

ϑ ∈ H1
0 (0, `)∫∞

0
µ(s)D2η(s)ds ∈ L2(0, `)

η ∈ H1
µ (R+, H1

0 )

η(0) = 0


Le resultat d’existence et unicité est donné par le théorème suivant

Théorème 2.2.1 Supposons que le noyau du terme mémoire satisfait les conditions (h1)-

(h5). Alors, l’opérateur L engendre un C0−semigroupe de contractions S(t) = etL, et par

suite le problème (2.7) admet une solution unique

z (x, t) = S(t)z0(x).

Preuve La démonstration se fait à l’aide du théorème de Lumer-Phillips, pour cela il suffit

de montrer que L est dissipatif et maximal.

Nous montrons tout d’abord que L est dissipatif. En effet, pour chaque z = (u, v, ϑ, η)T ∈

D(L) nous avons
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〈Lz, z〉H = 〈Lu, u〉1 + 〈Lv, v〉+ 〈Lϑ, ϑ〉+ 〈Lη, η〉M1

= 〈v, u〉1 + 〈D2u−Dϑ, v〉+ 〈−Dv +

∫ ∞
0

µ(s)D2η(s)ds, ϑ〉

+ 〈ϑ−Dsη, η〉M1

= 〈Dv,Du〉+ 〈D2u, v〉+ 〈−Dϑ, v〉+ 〈−Dv, ϑ〉

+ 〈
∫ ∞

0

µ(s)D2η(s)ds, ϑ〉+ 〈ϑ, η〉M1 + 〈−Dsη, η〉M1

= −〈Dsη, η〉M1

= −1

2

∫ ∞
0

µ(s)
d

ds
‖Dη(s)‖2ds

Une intégration par partie donne∫ ∞
0

µ(s)
d

ds
‖Dη(s)‖2ds = µ(s)‖Dη(s)‖2

∣∣∞
0
−
∫ ∞

0

µ′(s)‖Dη(s)‖2ds. (2.8)

Notons que le premier terme dans le membre à droite est égale à zero, en effet, puisque

les deux termes µ‖Dη‖ et µ‖DDsη‖2 (comme fonctions de s) appartiennent à L1 (R+) et

η(0) = 0 on a

lim
s→0

µ(s)‖Dη(s)‖2 = lim
s→0

µ(s)

∥∥∥∥∫ s

0

DDsη(τ)dτ

∥∥∥∥2

≤ lim sup
s→0

(∫ s

0

µ(s)1/2 ‖DDsη(τ)‖ dτ
)2

et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz

lim
s→0

µ(s)‖Dη(s)‖2 ≤ lim sup
s→0

s

∫ s

0

µ(τ) ‖DDsη(τ)‖2 dτ = 0. (2.9)

Il en résulte que∫ ∞
0

µ(s)
d

ds
‖Dη(s)‖2ds = lim

s→∞
µ(s)‖Dη(s)‖2 −

∫ ∞
0

µ′(s)‖Dη(s)‖2ds (2.10)

mais le membre de gauche de (2.10) est borné, d’autre part d’après les (h2) et (h3) les deux

membres droite sont positivfs. II en résulte que la limite précédente existe et finie, donc elle

égale à zéro. En utilisant à nouveau (h3) on conclut que

〈Lz, z〉H = −〈Dsη, η〉M1
=

1

2

∫ ∞
0

µ′(s)‖Dη(s)‖2ds ≤ 0
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et par suite est dissipatif.

Deuxièment, nous montrons que l’opérateur I−L est surjective. C’est-à -dire que pour toute

z∗ = (u∗, v∗, ϑ∗, η∗) ∈H il existe z = (u, v, ϑ, η)T ∈ D(L) tels que :

(I − L)z = z∗. (2.11)

qui s’écrit en composantes

u− v = u∗ (2.12)

v −D2u+Dϑ = v∗ (2.13)

ϑ+Dv −
∫ ∞

0

µ(s)D2η(s)ds = ϑ∗ (2.14)

η − ϑ+Dsη = η∗ (2.15)

En multipliant (2.15) par es, On obtient

η(s)es − ϑes +Dsη(s)es = esη∗(s).

Et aussi

η(s)es +Dsη(s)es = ϑes + esη∗(s). (2.16)

On intègre sur (0, s)∫ s

0

(η(y)ey +Dyη(y)ey) dy =

∫ s

0

ϑey dy +

∫ s

0

eyη∗(r). dy

= ϑ

∫ s

0

er dy +

∫ s

0

eyη∗(y) dy.

Donc

η(s)es = ϑ
[
eiλny

]s
0

+

∫ s

0

eyη∗(y) dy

= (es − 1)ϑ+

∫ s

0

eyη∗(y) dy.

Alors,

η(s) = η(s;ϑ) =
(
1− e−s

)
ϑ+

∫ s

0

ey−sη∗(y) dy. (2.17)

En substituant (2.12) dans (2.13), puis (2.12) et (2.17) dans (2.14), on obtient le système

suivant
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
u−D2u+Dϑ = u∗ + v∗

ϑ− cµD2ϑ+Du = ϑ∗ +Du∗ +

∫ ∞
0

µ(s)

∫ s

0

ey−sD2η∗(y)dyds
(2.18)

où on a posé

cµ =

∫ ∞
0

µ(s)
(
1− e−s

)
ds

où cµ est une constante strictement positive.

Notons que l’intégrale dans la seconde équation de (2.18) appartient à H−1(0, `). En

effet, soit ψ ∈ H1
0 (0, `) telle que ‖Dψ‖ ≤ 1, alors

∣∣∣∣〈∫ ∞
0

µ(s)D2

∫ s

0

η∗(τ)eτ−sdτds, ψ

〉∣∣∣∣ =

∣∣∣∣〈∫ ∞
0

µ(s)

∫ s

0

Dη∗(τ)eτ−sdτds,Dψ

〉∣∣∣∣
=

∫ l

0

(∫ ∞
0

µ(s)

∫ s

0

Dη∗(τ)eτ−sdτds

)
Dψdx

=

∫ ∞
0

µ(s)e−s
∫ s

0

eτ
∫ `

0

Dη∗(τ)Dψdxdτds

≤
∫ ∞

0

µ(s)e−s
∫ s

0

eτ ‖Dη∗(τ)‖ dτds

≤
∫ ∞

0

eτ ‖Dη∗(τ)‖
∫ ∞
τ

µ(s)e−sdsdτ

≤
∫ ∞

0

µ(τ)eτ ‖Dη∗(τ)‖
∫ ∞
τ

e−sdsdτ

=

∫ ∞
0

µ(τ) ‖Dη∗(τ)‖ dτ <∞.

ll est clair que les autres termes appartiennent à H−1(0, `). Ainsi, en utilisant le théorème

de Lax-Milgram, le problème elliptique (2.18) admet une solution unique (ũ, ϑ̃) ∈ H1
0 (0, `)×

H1
0 (0, `). Donc le vecteur z̃ = (ũ, ṽ, ϑ̃, η̃), avec ṽ = ũ− u∗ et η̃ = η(s; ϑ̃), η̃(0) = 0, résourdre

le système (2.12)- (2.15).

Il reste á prouver que z̃ ∈ D(L). D’abord, on a

ṽ = ũ− u∗ ∈ H1
0 (0, `).

et d’après (2.13) on a

D2ũ = v∗ − ṽ −Dϑ̃ ∈ L2(0, `),

ce qui entraine ũ ∈ H2(0, `).

23



D’autre part, l’hypothèse (h1) donne

‖η̃‖2
M1
≤ 2

∫ ∞
0

µ(s)

∥∥∥∥(1− e−s)Dϑ̃+

∫ s

0

ey−sDη∗(y)dy

∥∥∥∥2

ds

≤ 2‖Dϑ̃‖2

∫ ∞
0

(1− e−s)2µ(s)ds+ 2

∫ ∞
0

µ(s)

∥∥∥∥∫ s

0

ey−sDη∗(y)dy

∥∥∥∥2

ds

≤ 2k0‖Dϑ̃‖2 + 2

∫ ∞
0

(∫ s

0

ey−s
√
µ(s)‖Dη∗(y)‖dy

)2

ds.

Utilisons maintenant le théorème 1.8.1, on obtient

‖η̃‖2
M1
≤ 2k0‖Dϑ̃‖2 + 2‖η∗‖2

M1

ce qui implique que η̃ ∈M1 et par conséquence,

Dsη̃ = η∗ − ϑ̃− η̃ ∈M1.

D’après (2.14) on a ∫ ∞
0

µ(s)D2η̃(s)ds ∈ L2.

Ce qui prouve que pour toute z∗ = (u∗, v∗, ϑ∗, η∗)T ∈H il existe un unique z = (ũ, ṽ, ϑ̃, η̃)T ∈

D(L) tel que (I − L) z = z∗, ce qui termine la preuve que L est maximal.

2.3 Stabilité exponentielle

Dans ce paragraphe nous allons montrer que la solution du problème (2.7) est exponen-

tiellement stable.

Théorème 2.3.1 Soit z (x, t) = S(t)z0 (x) la solution du problème (2.7) où S(t) = etL,

et supposons que les hypothèses (h1)-(h5) sont satisfaites, alors il existe deux constantes

ω, ξ > 0 telles que

‖z (t)‖H ≤ ξe−ωt, t ≥ 0.

Preuve D’après le théorème (1.7.3), il suffit de prouver que l’opérateur iβ − L est uni-

formément inférieurement borné.
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Supposons que l’assertion est fausse alors il existe une suite (βn) ⊂ R et zn = (un, vn, ϑn, ηn)T ∈

D(L) telle que

‖zn‖2
H = ‖un‖2

1 + ‖vn‖2 + ‖ϑn‖2 + ‖ηn(s)‖2
M1

= 1 (2.19)

et

lim
n→∞

‖(iβn − L) zn‖H = 0 (2.20)

ce qui est équivalent à

iβnun − vn −→ 0 dans H1
0 (0, `) (2.21)

iβnvn −D2un +Dϑn −→ 0 dans L2(0, `) (2.22)

iβnϑn +Dvn −
∫ ∞

0

µ(s)D2ηn(s)ds −→ 0 dans L2(0, `) (2.23)

iβnηn(s)− ϑn +Dsηn(s) −→ 0dans M1. (2.24)

Nous avons tout d’abord∫ ∞
0

µ′(s)‖Dηn(s)‖2ds = 2<〈Lzn, zn〉H = −2<〈(iβn − L)zn, zn〉H −−−→
n→∞

0 (2.25)

en profitant de l’hypothèse (h5) nous obtenons

‖ηn(s)‖2
M1

=

∫ ∞
0

µ(s)‖Dηn(s)‖2ds ≤ −1

δ

∫ ∞
0

µ′(s)‖Dηn(s)‖2ds −−−→
n→∞

0. (2.26)

Remarquons que l’injection L2(0, `) ↪→ H−1(0, `) est continue, donc (2.22) reste vrai en

remplaçant L2(0, `) par H−1(0, `), en utilisant (2.19) on obtient

‖D2un −Dϑn‖−1 ≤ ‖D2un‖−1 + ‖Dϑn‖−1

≤ ‖un‖1 + ‖ϑn‖ ≤
√

2

donc nous obtenons que

|βn|‖vn‖−1 = ‖iβnvn‖−1 =‖iβnvn +D2un −Dϑn −D2u+n +Dϑn‖−1

≤ ‖iβnvn +D2un −Dϑn‖−1 + ‖D2un −Dϑn‖−1

≤ C1 +
√

2 = k1

(2.27)
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pour k1 > 0 une valeur indépendante de n ∈ N. D’une manière analogue posons H−1(0, `)

au lieu de L2(0, `) dans (2.23) et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on arrive à

∥∥∥∥∫ ∞
0

µ(s)D2ηn(s)ds

∥∥∥∥
−1

= sup
‖Dϕ‖≤1

∣∣∣∣〈∫ ∞
0

µ(s)D2ηn(s)ds, ϕ

〉∣∣∣∣
≤

(∫ `

0

∣∣∣∣∫ ∞
0

µ(s)Dηn(s)ds

∣∣∣∣2 dx
) 1

2

≤
(∫ ∞

0

µ(s)ds

) 1
2
(∫ ∞

0

µ(s)

∫ `

0

|Dηn(s)|2 dxds
) 1

2

= k
1/2
0 ‖ηn(s)‖M1

−−−→
n→∞

0

(2.28)

Ce qui implique

‖iβnϑn +Dvn‖−1 −−−→
n→∞

0, (2.29)

et comme Dvn est borné dans H−1(0, `) nous concluons que

‖iβnϑ‖−1 = ‖iβnϑ+Dvn −Dvn‖−1

≤ ‖iβnϑ+Dvn‖−1 + ‖Dvn‖−1 ≤ k2

(2.30)

pour k2 > 0 valeur indépendante de n ∈ N. Nous montrons maintenant que ‖ϑn‖ → 0.

En utilisant injection continue de M1 ↪→ M0 (2.24) reste vrai dans M0. Alors, en définie

ξn(s) = sϑn ainsi la suite ξn appartient à M0 et

‖ξn‖2
µ,0 =

∫ ∞
0

µ(s)〈sϑn, sϑn〉 ds =

∫ ∞
0

µ(s)s2〈ϑn, ϑn〉 ds

≤ ‖ϑn‖
∫ ∞

0

s2µ(s) ds ≤
∫ ∞

0

s2µ(s) ds = k3 <∞,
(2.31)

D’après l’hypothèse (h5) on a

µ′(s)

µ(s)
≤ −δ =⇒ µ(s) ≤ e−sδ −−−→

s→∞
0

Maintenant on prend le produit scalaire de (2.24) par ξn on arrive á

〈iβnηn, ξn〉µ,0 − 〈ϑn, ξn〉µ,0 + 〈Dsηn(s), ξn〉µ,0 −−−→
n→∞

0 (2.32)
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D’autre part on a

|iβn〈ηn, ξn〉µ,0| = |βn|
∣∣∣∣∫ ∞

0

µ(s)〈ηn, ξn〉 ds
∣∣∣∣

= |βn|
∫ ∞

0

sµ(s)|〈ηn, ϑn〉| ds

≤ |βn|
∫ ∞

0

sµ(s)‖Dηn(s)‖‖A−1/2ϑn‖ ds

≤ |βn|
∫ ∞

0

sµ(s)‖Dηn‖|ϑn‖−1ds

≤ |βn||ϑn‖−1

∫ ∞
0

(
sµ(s)1/2

) (
µ(s)1/2‖Dηn‖

)
ds

≤ k2k
1/2
3 ‖ηn‖M1 −−−→

n→∞
0

(2.33)

une intégration par parties conduit à

−
∫ ∞

0

s2µ′(s) ds = 2

∫ ∞
0

sµ(s) ds = k4 <∞. (2.34)

Ainsi on a

|〈Dsηn(s), ξn〉µ,0| =
∣∣∣∣∫ ∞

0

sµ(s)Ds〈ηn(s), ϑn〉 ds
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ ∞
0

µ(s)〈ηn(s), ϑn〉 ds+

∫ ∞
0

sµ′(s)〈ηn(s), ϑn〉 ds
∣∣∣∣

6
∫ ∞

0

µ(s)‖ηn(s)‖ ds+

∫ ∞
0

−sµ′(s)‖ηn(s)‖ ds

(2.35)

Puisque ‖ϑn‖ 6 1 pour tout n ∈ N.

Les deux termes à droite tendent vers zéro, en effet, combinons les inégalités de Cauchy-

Schwarz et de Poincaré et (2.25) ,(2.26) et (2.34) nous obtenons ce qui suit :∫ ∞
0

µ(s)‖ηn(s)‖ ds ≤ χ0

∫ ∞
0

√
µ(s)

√
µ(s)‖ηn(s)‖1 ds

≤ χ0

(∫ ∞
0

µ(s)ds

)1/2(∫ ∞
0

µ(s)‖ηn(s)‖2
1 ds

)1/2

≤ χ0k
1/2
0 ‖ηn(s)‖M1 −−−→

n→∞
0

(2.36)
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et ∫ ∞
0

−sµ′(s)‖ηn(s)‖ ds = χ0

∫ ∞
0

s
√
−µ′(s)

√
−µ′(s)‖ηn(s)‖1 ds

≤ χ0

(∫ ∞
0

−s2µ′(s) ds

)1/2(∫ ∞
0

−µ′(s)‖ηn(s)‖2
1 ds

)1/2

≤ χ0K
1
2
4

(∫ ∞
0

−µ′(s)‖ηn(s)‖2
1 ds

)1/2

−−−→
n→∞

0

(2.37)

Par conséquant, le second terme de (2.32) tend vers zéro, et nous concluons que

‖ϑn‖2 =
2

K4

〈ϑn, ξn〉µ,0 −−−→
n→∞

0. (2.38)

Multipliant (2.21) par vn et (2.22) par un nous obtenons

iβn〈un, vn〉 − ‖vn‖2 −−−→
n→∞

0 (2.39)

et

iβn〈vn, un〉+ ‖un‖2
1 −−−→
n→∞

0. (2.40)

Additionnons les deux identités on trouve

‖un‖2
1 − ‖vn‖2 −−−→

n→∞
0. (2.41)

D’autre part on a d’après (2.38) , (2.26) et (2.19) :

‖un‖2
1 + ‖vn‖2 −−−→

n→∞
1, (2.42)

et par suite

‖vn‖2 −−−→
n→∞

1

2
. (2.43)

Par contre , puisque A−1Dvn est borné dans H1
0 ,

‖A−1Dvn‖2
1 =〈A

1
2A−1Dvn, A

1
2A−1Dvn〉

=〈A
−1
2 Dvn, A

−1
2 Dvn〉

=〈vn, vn〉 = ‖vn‖2 ≤ 1

ceci avec (2.43) nous concluons que

〈iβnϑn +Dvn, A
−1Dvn〉 =〈iβnϑn, A−1Dvn〉+ 〈A−1/2Dvn, A

−1/2Dvn〉

=〈iβnϑn, A−1Dvn〉+ ‖Dvn‖2
−1 −−−→

n→∞
0.

(2.44)
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En utilisant (2.27) et (2.38)

〈iβnϑn, A−1Dvn〉 ≤ |βn|‖vn‖−1‖ϑn‖ ≤ K1‖ϑn‖ −−−→
n→∞

0 (2.45)

Rappelons que

vn =
1

`

∫ `

0

vn(x) dx,

il est clair que

Dvn = D(vn − v̄n)

car v̄n est une fonction constante. On remarque que

‖vn − vn‖2 = 〈vn − vn, vn − vn〉

= ‖vn‖2 − v̄n
∫ `

0

vn(x) dx− v̄n
∫ `

0

vn(x) dx+ `v̄nv̄n

= ‖vn‖2 − `v̄nv̄n − `v̄nv̄n + `v̄nv̄n

= ‖vn‖2 − `|v̄n|2.

Rappelant la définition de ‖Dvn‖−1 nous concluons que

‖vn‖2 − `|v̄n|2 = ‖vn − v̄n‖2 = ‖Dvn‖2
−1 −−−→

n→∞
0 (2.46)

Une combinison de (2.46) et (2.43) donne

|v̄n| −−−→
n→∞

1√
2`
. (2.47)

En passant à la limite dans |v̄n| on obtient

|v̄| = 1√
2`
. (2.48)

D’après ( 2.47), il est alors évident que v̄n converge vers la fonction constante v̄ dans L2(0, `).

Nous distinguons maintenant deux cas :

Cas 1 : (βn) n’est pas borné Dans ce cas, on peut extraire une sous suite qui converge

vers l’infini, |βn| → ∞.

D’après (2.27), on a

vn → 0 dans H−1(0, `).

De l’unicité de la limite, nous concluons que v̄ = 0, et ceci est contradictoire avec (2.48).
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Cas 2 : (βn) est borné D’après le théorème de Bolzano-Weierstrass on peut extraire une

sous-suite de (βnk) qui converge vers une valeur β ∈ R. Il est alors évident que

lim
n→∞

‖(iβ − L) zn‖H = 0

et de (2.19)-(2.48) reste vrai en remplaçant βn par β. En particulier, de (2.19)-(2.21)

‖vn‖1 ≤ ‖iβun − vn‖1 + ‖iβun‖1

≤ ‖iβun − vn‖1 + |β|‖un‖1

≤ C + |β|

(puisque (iβun − vn) converge dans H1
0 (0, `), elle est donc borné ). Donc vn est borné dans

H1
0 (0, `).

Ensuite, il existe v∗ ∈ H1
0 (0, `) tels que vn → v∗ faiblement dans H1

0 (0, `) et d’après

l’unicité de la limite nous arrivons à v∗ = v̄, ce qui est une contradiction, puisque de (2.48)

on sait que v̄ est une constante non nulle, et ne peut pas donc être dans H1
0 (0, `), ce qui

termine la démonstration.
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Chapitre 3

Stabilité exponentielle d’un système

de type Timoshenko avec la loi de

Gurtin-Pipkin

3.1 Introduction

On considére le système suivant

ρutt = κ (uxx + ϕx)− βθx dans (0, `)× (0,∞)

Jϕtt = αϕxx − κ (ux + ϕ) + δθ − τϕt dans (0, `)× (0,∞)

cθt + κqx + βuxt − δϕt = 0 dans (0, `)× (0,∞)

q(t) = −(k ∗ ∇θ)(t) = −
∫ +∞

0
k(s)θx(t− s)ds, dans (0, `)× (0,∞)

(3.1)

où u est la déplacement tranversale, ϕ est l’angle de filament d’un milieu solid unidimention-

nel de longeur `, θ la difference de température, q est le flux de chaleur. ρ, J, c, κ et τ sont

des constantes constitutives positives. k est le noyau de mémoire de la flux de la chaleur, et

on a ∫ +∞

0

k (s) ds <∞.

En introduisant les nouvelles variables :

θt(x, s) = θ(x, t− s) s ≥ 0
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et

η(x, s) = ηt(x, s) =

∫ s

0

θt(x, τ)dτ s ≥ 0 (3.2)

On obtient une nouvelle équation

ηt(x, s) = θ −Dsη(x, s). (3.3)

On suppose que k(∞) = 0, η(x, 0) = 0, une changement de variable et une intégration par

parties donnent

q(t) = −
∫ +∞

0
k(s)ϑx(t− s)ds

= [−k(s)ηtx(x, s)]
∞
0 +

∫∞
0
k′(s)ηtx(x, s)ds

=
∫∞

0
−k′(s)ηtx(x, s)ds

(3.4)

On pose µ(s) = −k′(s), on a :

q(t) =

∫ ∞
0

µ(s)ηx(x, s)ds. (3.5)

On substitue l’équation (3.5) dans (3.1) avec (3.3) on obtient le système suivant



ρutt = κ (uxx + ϕx)− βθx dans (0, `)× (0,∞)

Jϕtt = αϕxx − κ (ux + ϕ) + δθ − τϕt dans (0, `)× (0,∞)

cθt + κ
∫∞

0
µ(s)ηxx(x, s)ds+ βuxt − δϕt = 0 dans (0, `)× (0,∞)

ηtt(s) = θ(t)− ηts(s), s ≥ 0 dans (0, `)× (0,∞).

(3.6)

On associe au système (3.1) les conditions initiales :

u(x, 0) = u0(x) ,

ut(x, 0) = v0(x) ,

ϕ(x, 0) = ϕ0(x) ,

ϕt(x, 0) = φ0(x) ,

θ(x, 0) = θ0(x) ,

η0(s) = η0(s) s ≥ 0.

et les conditions aux limites suivantes :

u(0, t) = u(`, t) = ϕx(0, t) = ϕx(`, t) = θ(0, t) = θ(`, t) = 0, ∀t ∈ R+

ηt(0, s) = ηt(`, s) = 0, ∀t ∈ R+, s ≥ 0
(3.7)

Concernant le noyau du terme mémoire µ dans (3.1), on suppose qu’elle vérifie les hypothèses

suivantes :
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(h1) µ ∈ C1 (R+) ∩ L1 (R+)

(h2) µ(s) ≥ 0 ∀s ∈ R+

(h3) µ′(s) ≤ 0 ∀s ∈ R+

(h4) k0 =
∫∞

0
µ(s)ds > 0

(h5) µ′(s) + νµ(s) ≤ 0 ∀s ∈ R+ , ν > 0

Remarque 3.1.1

Si µ satisfait l’hypothèse (h5), la forme différentielle du lemme de Grönwall donne

µ(r + s) ≤ Ce−νrµ(s), ∀r ≥ 0 et s > 0, C > 0

et par suite

µ(s) = µ((s− r) + r) ≤ Ce−ν(s−r)µ(r), ∀r ≥ 0 et s > 0, C > 0. (3.8)

On définie l’espace de Hilbert suivant

H = H1
0 (0, `)× L2(0, `)×H1

∗ (0, `)× L2
∗(0, `)× L2(0, `)×M1.

où

H1
∗ (0, `) :=

{
u ∈ H1(0, `) ,

∫ `

0

u(x) dx = 0

}
et

L2
∗(0, `) :=

{
u ∈ L2(0, `) ,

∫ `

0

u(x) dx = 0

}
.

Le produit scalaire dans H est

〈z, z∗〉H =

∫ `

0

(
ρvv̄∗ + Jφφ̄∗ + cθθ̄∗ + αϕxϕ̄

∗
x + κ (ux + ϕ) (ū∗x + ϕ̄∗)

)
dx+ κ〈η, η∗〉M1 .

Pour écrire notre problème dans le cadre de la théorie de semigroupe on introduit les nou-

velles variables v = ut, φ = ϕt alors, le système (3.1) avec les données initiales s’écrit :
d

dt
z(t) = Az(t)

z(0) = z0

(3.9)
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où A est l’opérateur défini par

A



u

v

ϕ

φ

θ

η


=



v
κ

ρ
(D2u+Dϕ)− β

ρ
Dθ

φ
α

J
D2ϕ− κ

J
(Du+ ϕ) +

δ

J
θ − τ

J
φ

κ

c

∫∞
0
µ(s)D2η(s)ds− β

c
Dv − δ

c
φ

θ −Dsη


de domaine :

D(A) =


z ∈ H

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u ∈ H2(0, `) ∩H1
0 (0, `)

v ∈ H1
0 (0, `)

Dϕ ∈ H1
0 (0, `)

θ ∈ H1
0 (0, `)∫∞

0
µ(s)D2η(s)ds ∈ L2(0, `)

η ∈ H1
µ(R+, H1

0 )

η(0) = 0



3.2 Existence et unicité :

Le resultat d’existence et unicité est donné par le théorème suivant

Théorème 3.2.1 :

Supposons que le noyau du terme mémoire satisfait les conditions (h1)-(h5). Alors, l’opérateur

A engendre un C0−semigroupe de contractions S(t) = etA, et par suite le problème (3.9)

admet une solution unique

z (x, t) = S(t)z0(x).

Preuve Pour montrer l’existence d’une solution au problème (3.9), on applique le théorème

de Lumer-Phillips, pour cela il suffit de montrer que A est dissipatif et maximal.
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Nous montrons tout d’abord queA est dissipatif. En effet, pour chaque z = (u, v, ϕ, φ, θ, η)T ∈

D(A) nous avons

〈Az, z〉H = κ

∫ `

0

D2u(x)v(x)dx+ κ

∫ `

0

Dϕ(x)v(x)dx− β
∫ `

0

Dθ(x)v(x)dx

+ α

∫ `

0

D2ϕ(x)φ(x)dx− κ
∫ `

0

Du(x)φ(x)dx− κ
∫ `

0

ϕ(x)φ(x)dx

+ δ

∫ `

0

θ(x)φ(x)dx− τ‖φ‖2 + κ

∫ ∞
0

µ(s)〈D2η, θ〉ds− β
∫ `

0

Dv(x)θ(x)dx

− δ
∫ `

0

φ(x)θ(x)dx+ κ

∫ `

0

Dv(x)Du(x)dx+ α

∫ `

0

Dφ(x)Dϕ(x)dx

+ κ

∫ `

0

φ(x)ϕ(x)dx+ κ

∫ `

0

Dv(x)ϕ(x)dx+ κ

∫ `

0

φ(x)Du(x)dx+ κ

∫ ∞
0

µ(s)〈Dθ,Dη〉ds

− κ〈Dsη, η〉.

Une intégration par partie donne

〈Az, z〉H = −κ
∫ `

0

Du(x)Dv(x)dx− κ
∫ `

0

ϕ(x)Dv(x)dx+ β

∫ `

0

θ(x)Dv(x)dx

− α
∫ `

0

Dϕ(x)Dφ(x)dx− κ
∫ `

0

Du(x)φ(x)dx− κ
∫ `

0

ϕ(x)φ(x)dx

+ δ

∫ `

0

θ(x)φ(x)dx− τ‖φ‖2 − κ
∫ ∞

0

µ(s)〈Dη,Dθ〉ds− β
∫ `

0

Dv(x)θ(x)dx

− δ
∫ `

0

φ(x)θ(x)dx+ κ

∫ `

0

Dv(x)Du(x)dx+ α

∫ `

0

Dφ(x)Dϕ(x)dx

+ κ

∫ `

0

φ(x)ϕ(x)dx+ κ

∫ `

0

Dv(x)ϕ(x)dx+ κ

∫ `

0

φ(x)Du(x)dx

+ κ

∫ ∞
0

µ(s)〈Dθ,Dη〉ds− κ〈Dsη, η〉.

= −2iIm

(
κ

∫ `

0

Du(x)Dv(x)dx+ κ

∫ `

0

ϕ(x)Dv(x)dx− β
∫ `

0

θ(x)Dv(x)dx

+ α

∫ `

0

Dϕ(x)Dφ(x)dx+ κ

∫ `

0

Du(x)φ(x)dx+ κ

∫ `

0

ϕ(x)φ(x)dx

−δ
∫ `

0

θ(x)φ(x)dx+ κ

∫ ∞
0

µ(s)〈Dη,Dθ〉ds
)
− κ〈Dsη, η〉 − τ‖φ‖2.

Donc :

< (〈Az, z〉H) = −
(
τ‖φ‖2 +

κ

2

∫ ∞
0

µ(s)
d

ds
‖Dη(s)‖2ds

)
.
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Dans le deuxième chapitre, nous avons montré que

−κ
2

∫ ∞
0

µ(s)
d

ds
‖Dη(s)‖2 ds =

κ

2

∫ ∞
0

µ′(s) ‖Dη(s)‖2ds.

Alors

<e (〈Az, z〉H) = −
(
τ‖φ‖2 − κ

2

∫ ∞
0

µ′(s) ‖Dη(s)‖2ds

)
≤ 0 (3.10)

et par suite A est dissipatif.

Deuxièment, pour montrer la maximalité de A, nous supposons que :

z∗ = (u∗, v∗, ϕ∗, φ∗, θ∗, η∗)T ∈ H et on cherche z̃ = (ũ, ṽ, ϕ̃, φ̃, θ̃, η̃)T ∈ D(A) solution de

(I −A) z = z∗, ceci s’écrit en termes de composantes, comme suit

(I −A)z = z∗ (3.11)

qui s’écrit en composantes

u− v = u∗ (3.12)

v − κ

ρ

(
D2u+Dϕ

)
+
β

ρ
Dθ = v∗. (3.13)

ϕ− φ = ϕ∗ (3.14)

φ− α

J
D2ϕ+

κ

J
(Du+ ϕ)− δ

J
θ +

µ1

J
φ = φ∗. (3.15)

θ − κ

c

∫ ∞
0

µ(s)D2η(s)ds+
β

c
Dv +

δ

c
φ = θ∗. (3.16)

η − θ +Dsη = η∗. (3.17)

L’intégration de l’équation (3.17) par la méthode de variation du constante donne

η(s) = η(s; θ) =
(
1− e−s

)
θ +

∫ s

0

ey−sη∗(y)dy. (3.18)

En substituant (3.12) dans (3.13) et (3.14) dans (3.15), puis (3.12) et (3.14), (3.18) dans

(3.16), on obtient le système suivant



ρu− κ (D2u+Dϕ) + βDθ = ρ(u∗ + v∗)

(J + µ1)ϕ− αD2ϕ+ κ (Du+ ϕ)− δθ = (J + µ1)ϕ∗ + Jφ∗

cθ − cµD2θ + βDu+ δϕ = cθ∗ + βDu∗ + δϕ∗ + κ
∫∞

0
µ(s)

∫ s
0
ey−sD2η∗(y)dyds

(3.19)
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où on a posé

cµ =

∫ ∞
0

µ(s)
(
1− e−s

)
ds <∞

cµ est une constante strictement positive.

Notons que l’intégrale dans la seconde équation de (3.19) appartient à H−1(0, `). En

effet, soit ψ ∈ H1
0 (0, `) telle que ‖Dψ‖ ≤ 1, alors∣∣∣∣〈∫ ∞

0

µ(s)D2

∫ s

0

η∗(τ)eτ−sdτds, ψ

〉∣∣∣∣ =

∣∣∣∣〈∫ ∞
0

µ(s)

∫ s

0

Dη∗(τ)eτ−sdτds,Dψ

〉∣∣∣∣
=

∫ l

0

(∫ ∞
0

µ(s)

∫ s

0

Dη∗(τ)eτ−sdτds

)
Dψdx

=

∫ ∞
0

µ(s)

∫ s

0

eτ−s
∫ l

0

Dη∗(τ)Dψdxdτds

≤
∫ ∞

0

µ(s)

∫ s

0

eτ−s ‖Dη∗(τ)‖ dτds

≤
∫ ∞

0

√
µ(s)

∫ s

0

eτ−s
√
µ(τ) ‖Dη∗(τ)‖ dτds.

D’après le lemme 1.8.1 on obtient∣∣∣∣〈∫ ∞
0

µ(s)D2

∫ s

0

η∗(τ)eτ−sdτds, ψ

〉∣∣∣∣ ≤√k0‖η∗‖M1 <∞.

A ce stade, nous utilisons le théorème de Lax-Milgram, le problème elliptique (3.19) admet

une solution unique (ũ, ϕ̃, θ̃)T ∈ H1
0 (0, `)×H1

∗ (0, `)×H1
0 (0, `).Donc le vecteur (ũ, ṽ, ϕ̃, φ̃, θ̃, η̃)T

avec ṽ = ũ− u∗ et φ̃ = ϕ̃− ϕ∗, η̃ = η(s; θ̃), η̃(0) = 0, résoud l’équation (3.11)

Il reste à prouver que z̃ ∈ D(A).

ṽ = ũ− u∗ ∈ H1
0 (0, `) et φ̃ = ϕ̃− ϕ∗ ∈ H1

∗ (0, `),

et d’après (3.13) on a

D2ũ+Dϕ̃ = −1

κ

(
ρũ+ u∗ + v∗ + βDθ̃

)

ce qui entraine ũ ∈ H2(0, `).
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D’autre part, l’hypothèse (h1) donne

‖η̃‖2
M1
≤ 2‖θ̃‖2

∫ ∞
0

(1− e−s)2µ(s)ds+ 2

∫ ∞
0

µ(s)

∥∥∥∥∫ s

0

ey−sDη∗(y)dy

∥∥∥∥2

ds

≤ 2k0‖Dθ̃‖2 + 2

∫ ∞
0

(∫ s

0

ey−s
√
µ(s)‖Dη∗(y)‖dy

)2

ds.

Utilisons le théorème 1.8.1, on trouve que

‖η̃‖2
M1
≤ 2k0‖Dθ̃‖2 + 2‖η∗‖2

M1
.

ce qui implique que η̃ ∈M1 et par conséquent,

Dsη̃ = η∗ − θ̃ − η̃ ∈M1.

D’aprés (3.16) on a ∫ ∞
0

µ(s)D2η̃(s)ds ∈ L2(0, `).

Ce qui prouve que pour toute z∗ = (u∗, v∗, ϕ∗, φ∗, θ∗, η∗)T ∈ H il existe un unique z̃ =

(ũ, ṽ, ϕ̃, φ̃, θ̃, η̃)T ∈ D(A) tel que (I −A) z = z∗, ce qui termine la preuve que A est maximal.

3.3 Stabilité exponentielle

Dans ce paragraphe nous allons montrer que la solution du problème (3.9) est exponen-

tiellement stable.

Théorème 3.3.1 : Soit z (x, t) = S(t)z0 (x) la solution du problème (3.9) où S(t) = etA,

et supposons que les hypothèses (h1)-(h5) sont satisfaites, alors il existe deux constantes

ω, ξ > 0 telles que

‖z (t)‖H ≤ ξe−ωt, t ≥ 0.

Preuve D’après le théorème (1.7.3), il suffit de prouver que l’opérateur iλI −A est uni-

formément inférieurement borné.

Supposons que l’assertion est fausse alors il existe une suite (λn) ⊂ R et zn = (un, vn, ϕn, φn, θn, ηn(s))T ∈

D(A) telles que

‖zn‖2
H = κ‖Dun+ϕn‖2 +ρ‖vn‖2 +J‖φn‖2 + c‖θn‖2 +α‖Dϕn‖2 +κ‖ηn(s)‖2

M1
= 1, ∀n ∈ N

(3.20)
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et

lim
n→∞

‖(iλn −A) zn‖H = 0 (3.21)

ce qui est équivalent à

iλnun − vn −→ 0 dans H1
0 (0, `) (3.22)

iλnvn −
κ

ρ

(
D2un +Dϕn

)
+
β

ρ
Dθn −→ 0 dans L2(0, `) (3.23)

iλnϕn − φn −→ 0 dans H1
∗ (0, `) (3.24)

iλnφn −
α

J
D2ϕn +

κ

J
(Dun + ϕn)− δ

J
θn +

τ

J
φn −→ 0 dans L2

∗(0, `) (3.25)

iλnθn −
κ

c

∫ ∞
0

µ(s)D2ηn(s)ds+
β

c
Dvn +

δ

c
φn −→ 0 dans L2(0, `) (3.26)

iλnηn(s)− θn +Dsηn(s) −→ 0 dans M1. (3.27)

Nous avons tout d’abord

<〈Azn, zn〉H = −<〈(iλn −A)zn, zn〉H −−−→
n→∞

0 (3.28)

D’après (3.10), nous concluons que

‖φn‖ −−−→
n→∞

0 et

∫ ∞
0

µ′(s)‖Dηn(s)‖2ds −−−→
n→∞

0. (3.29)

en profitant de l’hypothèse (h5) nous obtenons

‖ηn(s)‖2
M1

=

∫ ∞
0

µ(s)‖Dηn(s)‖2ds ≤ −1

ν

∫ ∞
0

µ′(s)‖Dηn(s)‖2ds −−−→
n→∞

0. (3.30)

Remarquons qu’en vertu de l’injection continue L2(0, `) ↪→ H−1(0, `), (3.23) reste vrai en

remplaçant L2(0, `) par H−1(0, `), en utilisant (3.20) on obtient
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∥∥∥∥κρ (D2un +Dϕn
)
− β

ρ
Dθn

∥∥∥∥
−1

= sup
‖Dψ‖≤1

∣∣∣∣〈κρ (D2un +Dϕn
)
− β

ρ
Dθn, ψ

〉∣∣∣∣
= sup
‖Dψ‖≤1

∣∣∣∣〈D [κρ (Dun + ϕn)− β

ρ
θn

]
, ψ

〉∣∣∣∣
= sup
‖Dψ‖≤1

∣∣∣∣〈κρ (Dun + ϕn)− β

ρ
θn, Dψ

〉∣∣∣∣
≤
∥∥∥∥κρ (Dun + ϕn)− β

ρ
θn

∥∥∥∥ . sup
‖Dψ‖≤1

‖Dψ‖

≤
∥∥∥∥κρ (Dun + ϕn)− β

ρ
θn

∥∥∥∥
≤ κ

ρ
‖Dun + ϕn‖+

β

ρ
‖θ‖

≤ 1

ρ

(√
κ+

β√
c

)
= %.

Donc

|λn|‖vn‖−1 = ‖iλnvn‖−1 ≤
∥∥∥∥iλnvn − κ

ρ

(
D2un +Dϕn

)
+
β

ρ
Dθn

∥∥∥∥
−1

+

∥∥∥∥κρ (D2un +Dϕn
)
− β

ρ
Dθn

∥∥∥∥
−1

≤M + % = k1.

Donc nous obtenons

|λn|‖vn‖−1 ≤ k1 (3.31)

pour k1 > 0 une valeur indépendante de n ∈ N. D’une manière analogue en remplaçant

L2(0, `) par H−1(0, `) dans (3.26) et en utilisant l’inegalité de Cauchy-Schwarz on arrive à∥∥∥∥∫ ∞
0

µ(s)D2ηn(s)ds

∥∥∥∥
−1

= sup
‖Dψ‖≤1

∣∣∣∣〈∫ ∞
0

µ(s)D2ηn(s)ds, ψ

〉∣∣∣∣
= sup
‖Dψ‖≤1

∣∣∣∣〈∫ ∞
0

µ(s)Dηn(s)ds,Dψ

〉∣∣∣∣
≤

(∫ `

0

∣∣∣∣∫ ∞
0

µ(s)Dηn(s)ds

∣∣∣∣2 dx

) 1
2

. sup
‖Dψ‖≤1

‖Dψ‖

≤

(∫ `

0

∣∣∣∣∫ ∞
0

µ(s)Dηn(s)ds

∣∣∣∣2 dx

) 1
2

≤
(∫ ∞

0

µ(s)ds

) 1
2
(∫ ∞

0

µ(s)

∫ `

0

|Dηn(s)|2 dxds
) 1

2

≤ k
1
2
0 ‖ηn(s)‖M1 −−−→

n→∞
0.

40



Ce qui implique ∥∥∥∥iλnθn +
β

c
Dvn

∥∥∥∥
−1

−−−→
n→∞

0. (3.32)

Remarquons que

‖Dvn‖−1 ≤ ‖vn‖ ≤
1
√
ρ

donc Dvn est borné dans H−1(0, `) et

‖iλnθn‖−1 =

∥∥∥∥iλnθn +
β

c
Dvn −

β

c
Dvn

∥∥∥∥
−1

≤
∥∥∥∥iλnθn +

β

c
Dvn

∥∥∥∥
−1

+
β

c
‖Dvn‖−1

≤M ′ +
β

c
√
ρ

= k2

C’est à dire

|λn|‖θn‖−1 = ‖iλnθn‖−1 ≤ k2, (3.33)

pour k2 > 0 valeur indépendante de n ∈ N . Nous montrons maintenant que ‖θn‖ → 0.

Lemme 3.3.1 Soit (λn) est une suite dans R telle que λn −→ λ? et λ? ∈ [−∞,∞] \ {0}.

Si µ > 0 dans R+ alors ∫ ∞
0

µ(s)
(
1− e−iλns

)
ds −→ a 6= 0.

Preuve

1. Si λ? ∈ {−∞,∞}, d’aprés le lemme de Riemann-Lebesgue, nous obtenons

an =

∫ ∞
0

µ(s)
(
1− e−iλns

)
ds −−−→

n→∞

∫ ∞
0

µ(s) ds > 0.

2. Si λ? ∈ R\{0}

an −−−→
n→∞

∫ ∞
0

µ(s)
(
1− e−iλ?s

)
ds et <an −−−→

n→∞

∫ ∞
0

µ(s) (1− cosλ?s) ds > 0.

Nous distinguons maintenant deux cas :
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Cas λn 9 0.

Alors, on peut extraire une sous-suite qui converge vers λ? ∈ [−∞,∞] \ {0}, λn −→ λ?.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la proposition 1.3.5, on obtient :∣∣iλn ∫∞0 µ(s)〈ηn(s), θn〉 ds
∣∣ ≤ |λn| ∫∞0 µ(s) |〈ηn(s), θn〉| ds

≤ |λn|‖θn‖−1k
1
2
0 ‖ηn(s)‖M1 ≤ k2k

1
2
0 ‖ηn(s)‖M1 −−−→

n→∞
0.

On définit la suite (ζn) telle que

iλnηn(s)− θn +Dsηn(s) = ζn(s). (3.34)

avec ζn −→ 0 dans M1,

L’intégration de l’équation (3.34) par la méthode de variation du constante donne

ηn(s) =
θn
iλn

(
1− e−iλns

)
+

∫ s

0

eiλn(r−s)ζn(r) dr. (3.35)

Lemme 3.3.2 on a

‖θn‖ −−−→
n→∞

0.

Preuve Posant

an =
∫∞

0
µ(s)

(
1− e−iλns

)
ds, et bn = iλn

∫∞
0
µ(s)

∫ s
0

e−iλn(s−r) 〈ζn(r), θn〉 dr ds.

Remarquons que

iλn
∫∞

0
µ(s)〈ηn(s), θn〉 ds = iλn

∫∞
0
µ(s)

〈
θn
iλn

(
1− e−iλns

)
+
∫ s

0
eiλn(r−s)ζn(r) dr, θn

〉
ds

= an‖θn‖2 + bn.

Alors

an‖θn‖2 + bn −−−→
n→∞

0.

Il suffit de montrer que bn −→ 0. et an −→ a 6= 0. En utilisant la proposition1.3.5, on

obtient

|bn| ≤ |λn|
∫ ∞

0

µ(s)

∫ s

0

|〈ζn(r), θn〉| dr ds ≤ |λn|‖θn‖−1

∫ ∞
0

µ(s)

∫ s

0

‖ηn(r)‖1 dr ds.
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Comme µ satisfait (3.8). Alors, on applique le lemme 1.8.3 et (3.33), on aura

|bn| ≤ 2k2

√
k0C

ν
‖ηn‖M1 −−−→

n→∞
0.

D’autre part, en appliquant le lemme 3.3.1 sur (an) on trouve an −→ a 6= 0. Alors

‖θn‖ −−−→
n→∞

0.

ce qui termine la démonstration de lemme 3.3.2.

Multipliant (3.22) par vn et (3.23) par un dans L2(0, `), en utilisant le lemme 3.3.2 et (3.29)

on obtient

iλn〈un, vn〉 − ‖vn‖2 −−−→
n→∞

0 (3.36)

et

iλn〈vn, un〉+
κ

ρ
‖Dun‖2 +

κ

ρ
〈ϕn, Dun〉 −→ 0,

Additionnons les deux expressions précédente on arrive à

κ
(
‖Dun‖2 + 〈ϕn, Dun〉

)
− ρ‖vn‖2 −→ 0. (3.37)

De la même maniére, en multipliant (3.24) par φn et (3.25) par ϕn dans L2(0, `), en utilisant

le lemme 3.3.2 et (3.29) On obtient

iλn〈ϕn, φn〉 −→ 0

et

iλn〈φn, ϕn〉+
α

J
‖Dϕn‖2 +

κ

J
〈Dunϕn〉+

κ

J
‖ϕn‖2 −→ 0.

Additionnons les deux expressions précédente on arrive à

κ
(
‖ϕn‖2 + 〈Dun, ϕn, 〉

)
+ α‖Dϕn‖2 −→ 0. (3.38)
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On a

‖Dun + ϕn‖2 = 〈Dun + ϕn, Dun + ϕn〉 = ‖Dun‖2 + ‖ϕn‖2 + 〈ϕn, Dun〉+ 〈Dun, ϕn, 〉.

D’après (3.37) et (3.38), nous obtenons :

κ‖Dun + ϕn‖2 − ρ‖vn‖2 + α‖Dϕn‖2 −→ 0. (3.39)

D’après (3.20), On obtient

‖vn‖2 −−−→
n→∞

1

2ρ
. (3.40)

Du chapitre précédent. On a A−1Dvn est borné dans H1
0 (0, `)

D’après (3.32) et la proposition 1.3.5 nous concluons que∣∣∣∣〈iλnθn +
β

c
Dvn, A

−1Dvn

〉∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥iλnθn +
β

c
Dvn

∥∥∥∥
−1

∥∥A−1Dvn
∥∥

1
−→ 0.

Qui entrâıne〈
iλnθn +

β

c
Dvn, A

−1Dvn

〉
=
〈
iλnθn, A

−1Dvn
〉

+
β

c
‖Dvn‖2

−1 −→ 0.

En utilisant le lemme 3.3.2 et la proposition 1.3.5, (3.31) :

∣∣〈iλnθn, A−1Dvn
〉∣∣ ≤ |λn|‖vn‖−1‖θn‖ ≤ k1‖θn‖ −→ 0.

Rappelons que

v̄n =
1

`

∫ `

0

vn(x) dx

il est clair que

Dvn = D(vn − v̄n)

car v̄n est une fonction constante.

Rappelant la définition de ‖Dvn‖−1 nous concluons que

‖vn‖2 − `|v̄n|2 = ‖vn − v̄n‖2 = ‖Dvn‖2
−1 −−−→

n→∞
0. (3.41)
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Une combinaison de (3.40) et (3.41) donne

|v̄n| −−−→
n→∞

1√
2ρ`

. (3.42)

En passant à la limite dans |v̄n| on obtient

|v̄| = 1√
2ρ`

. (3.43)

D’après ( 3.42), il est alors évident que v̄n converge vers la fonction constante v̄ dans L2(0, `).

Nous distinguons maintenant deux cas :

1) (λn) n’est pas borné Dans ce cas, on peut extraire une sous suite qui converge vers

l’infini, |λn| → ∞.

D’après (3.31),on a

vn → 0 dans H−1(0, `).

De l’unicité de la limite, nous concluons que v̄ = 0, et ceci est contradictoire avec (3.43).

Lemme 3.3.3 Soit (E, 〈·, ·〉) un espace de Hilbert, si une suite (un) ⊂ E est bornée

alors il existe un élément u ∈ E et une sous-suite (unk) avec unk ⇀ u(la convergence

faible).

2) (λn) est borné D’après le théorème de Bolzano-Weierstrass on peut extraire une

sous-suite de (λnk) qui converge vers une valeur λ ∈ R. Il est alors évident que

lim
n→∞

‖(iλ−A) zn‖H = 0

et de (3.20)-(3.43) reste vrai en remplaçant λn par λ. En particulier, de (3.20)-(3.22)

‖vn‖1 ≤ ‖iλun − vn‖1 + ‖iλun‖1 ≤ ‖iλun − vn‖1 + |λ|‖un‖1 ≤ C +
|λ|√
κ
,

(puisque (iλun − vn) converge dans H1
0 (0, `), elle est donc borné )

Donc vn est borné dans H1
0 (0, `). D’après le lemme 3.3.3, Il existe un élément v∗ ∈

H1
0 (0, `) et une sous-suite (vnk) avec vnk ⇀ v∗ faiblement dans H1

0 (0, `).

L’inégalités de Poincaré donne la convergence faible dans L2(0, `).

D’après l’unicité de la limite nous arrivons à v∗ = v̄ . ce qui est une contradiction,

puisque de (3.43) on sait que v̄ est une constante non nulle, et ne peut pas donc être

dans H1
0 (0, `).
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Cas λn −→ 0

En utilisant (3.20), on obtient

‖iλnzn‖H = |λn|‖zn‖H ≤ |λn| −−−→
n→∞

0,

ce qui est équivalent à

vn −→ 0 dans H1
0 (0, `) et φn −→ 0 dans H1

∗ (0, `). (3.44)

κ

ρ

(
D2un +Dϕn

)
− β

ρ
Dθn −→ 0 dans L2(0, `) (3.45)

α

J
D2ϕn −

κ

J
(Dun + ϕn) +

δ

J
θn −→ 0 dans L2

∗(0, `) (3.46)∫ ∞
0

µ(s)D2ηn(s)ds −→ 0 dans L2(0, `). (3.47)

θn −Dsηn(s) −→ 0 dans M1. (3.48)

On considère les suite suivantes

υ̃n =

∫ ∞
0

µ(s)D2ηn(s)ds (3.49)

et

ε̃n = θn −Dsηn(s) (3.50)

On intègre (3.50) sur (0, s), On obtient

ηn(s) = sθn −
∫ s

0

ε̃n(r) dr. (3.51)
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En utilisant l ’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’intégration par parties, on obtient

|〈ηn(s), θn〉M1 | =
∣∣∣∣∫ ∞

0

µ(s)〈ηn(s), θn〉1 ds
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ∞
0

µ(s)〈D2ηn(s), θn〉 ds
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣〈∫ ∞
0

µ(s)

∫ `

0

D2ηn(s) ds, θn

〉∣∣∣∣
= ‖〈υ̃n, θn〉|

≤ ‖θn‖.‖υ̃n‖

≤ 1√
c
‖υ̃n‖ −−−→

n→∞
0.

Multipliant (3.51) par θn dans M1, nous obtenons

k3‖θn‖2
1 + en = 〈ηn(s), θn〉M1 −→ 0,

Où

en = −
∫ ∞

0

µ(s)

∫ s

0

〈ε̃n(r), θn〉1 dr ds et k3 =

∫ ∞
0

sµ(s) ds <∞.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz , on obtient

|en| ≤
∫ ∞

0

µ(s)

∫ s

0

|〈ε̃n(r), θn〉1| dr ds ≤ ‖θn‖1

∫ ∞
0

µ(s)

∫ s

0

‖ε̃n(r)‖1 dr ds,

Comme µ satisfait (3.8). Alors, on applique le lemme 1.8.3, on aura

|en| ≤
2
√
Ck0

ν
‖θn‖1‖ε̃n‖M1 . (3.52)

On applique l’inégalité de Young sur
2
√
Ck0

ν
‖θn‖1‖ε̃n‖M1 on obtient

|en| ≤ ε‖θn‖2
1 +

Ck0

εν2
‖ε̃n‖2

M1
,∀ε > 0.

et par suit

(k3 − ε)‖θn‖2
1 −

Ck0

εν2
‖ε̃n‖2

M1
≤ k3‖θn‖2

1 + en −→ 0,

On choisi ε > k3. Alors

‖θn‖1 −−−→
n→∞

0,
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D’aprés l’inégalité de Poincaré, on obtient

‖θn‖ ≤ χ‖θn‖1 −−−→
n→∞

0. (3.53)

Multipliant (3.45) par un et (3.46) par ϕn dans L2(0, `), en utilisant (3.53) on obtien

κ‖un‖2
1 + κ〈ϕn, Dun〉 −−−→

n→∞
0,

et

α‖ϕn‖2
1 + κ〈Dun, ϕn〉+ κ‖ϕn‖2 −−−→

n→∞
0.

Additionnons les deux identités on trouve

κ‖Dun + ϕn‖2 + α‖Dϕn‖2 −−−→
n→∞

0.

Donc zn −→ 0 dansH et ceci est contradictoire avec (3.20). ce qui termine la démonstration.
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Résumé

Ce mémoire est consacré à :

• l’étude de deux problèmes en therm élasticité linéaire dont la transfert de la chaleur est donnée par la loi de

Gurtin-Pipkin.

• Le premier problème est en théorie de porosité où on a montré l’existence et l’unicité d’une solution qui

décroit exponentiellement.

• Le deuxième problème est de type Timoshenko avec la loi de Gurtin-Pipkin. On a montré que le problème

admet une solution unique qui décroit exponentiellement quant t tend vers l’infini.

Mots clés : Stabilité exponentielle, la loi du Gurtin-pipkin, des systrmes thermoélastiques,le théoréme de semi-

groupes.

Abstract

This memory is devoted to :

• The study of two linear thermoelastic systems with heat transfer given by Gurtin-Pipkin law.

• The first problem is in porous theory, we prove the well-posedness and the exponential decay of the solution.

• The second problem is of Timoshenko type and thermoelasticity with Gurtin-Pipkin law. We use the spectral

theory to prove the exponential decay of the solution.

Key words : Exponential stability, Gurtin-pipkin thermal law, Thermoelastic system ,Semigroups theory.

ملخص
: لــ خصصت المذكرة هذه

البعد. أحاديتي مسامية مرنة ية حرار واخرى خطية مرنة ية حرار لمسألة الحل ووحدانية وجود دراسة .1
الذاكرة. حد لنواة المعرف بالتابع متعلق للمسألتين الأسي الاستقرار ان أثبتنا .2

الاستقرار دراسة في Goirgi-Pata ية نظر وعلى الحل وحدانية وجود دراسة في Lumer-Phillips ية نظر على اعتمدنا .3
الاسي

الزمر. أشباه ية نظر المرنة, ية الحرار الانظمة للحرارة, Gurtin-pipkin قانون , الأسي الاستقرار المفتاحية: الكلمات
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