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Introduction

Introduction generale

De puis la nuit des temps, ’homme s’est intéressé aux problémes de contact entre deux
corps. Ces problémes de contact, avec ou sans frottement, entre deux corps déformables
ou entre un corps déformable et une fondation rigide, abondent en industrie et dans la
vie de tous les jours. Le simple contact du sabot de frein avec la roue, d’une roue de
voiture avec la route, du piston avec la chemise, I’enfoncement progressif dans un pouf ou
un fauteuil lors d’une posture assise, les multiples frottements entre plaques tectoniques ou
encore 1’écoulement de la lave lors d’une éruption volcanique, ne sont que quelques exemples
qui font partie d’une liste non exhaustive de problémes de contact. Vu I'importance du
phénomeéne, des éfforts considérables ont été consacrés a la modélisation, ’analyse ainsi
que l'approximation numérique des processus physiques provenant des contacts entre des
corps déformables. Par conséquent, une théorie mathématique générale de la mécanique du
contact (Mathematical Theory of Contact Mechanics: MTCM) a fait récemment un progrés
impréssionant, voir par exemple [[19], [27]] et les références qui y sont incluses.

L’objectif de Cet mémoire est de proposer une certaine contribution & 1’étude d’un prob-
lémes aux limites en mécanique du contact. Nous considérons un loi de comportement pour
des matériaux ayant des propriétés mécaniques ainsi que des propriétés électriques (matéri-
aux piézoélectriques), prenant en considération 'influence de 'endommagement interne du
matériau. L’adhésion entre les surfaces de contact, lorsqu’une colle est ajoutée pour éviter
aux surfaces un mouvement relatif.

Le sujet de 'endommagement est extrémement important dans les conceptions en in-
génierie puisqu’il y influence directement sur la vie usuelle de la structure ot la composante
concue. Il existe une littérature tres riche sur ce sujet. Les modeéles prenant en considéra-
tion I'influence de I’endommagement interne du matériau sur le processus de contact ont été
étudiés mathématiquement. L’analyse mathématique des problémes unidimentionnels peut
étre trouvée dans [14]. Les premiers modeéles de I'endommagement mécanique provenant
des considérations thermodynamiques sont apparus dans [24] . Des modeéles généraux ré-
cents dans [21] sont issus du principe de la puissance virtuelle. Dans tous ces travaux,
I’endommagement du matériau est décrit par une fonction d’endommagement, ayant des

valeurs entre zéro et un. Lorsque S = 1, il n’y a pas d’endommagement dans le matériau,
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lorsque 8 = 0, le matériau est complétement endommagé et lorsque 0 < § < 1, il y a un
endommagement partiel et le systéme a une capacité réduite. Certains problémes quasista-
tiques de contact avec endommagement ont été étudiés dans [27].

Les matériaux piézoélectriques sont extémement utilisés comme interrupteurs et actua-
teurs dans beaucoup de systémes d’ingénierie, en radioélectronique, 1’électroacoustique et la
mesure des équipements. Ils sont caractérisés par le couplage des propriétés mécaniques et
électriques. Ce couplage conduit a ’apparition d’un potentiel électrique suite & une déforma-
tion mécanique et, inversement, une déformation mécanique est générée lorsqu’un potentiel
électrique est appliqué. Les matériaux piézoélectriques, pour lesquelles les propriétés mé-
caniques sont élastiques, sont appelés imatériaux électroélastiquesiet ceux pour lesquelles les
propriétés mécaniques sont viscoélastiques sont appelés imatériaux électroviscoélastiquesi.
Des modeéles généraux pour des matériaux élastiques ayant un effet piézoélectrique peuvent
étre trouvés dans [26] et plus récemment dans [3]. Des problémes de contac statiques avec
frottement pour des matériaux électroélastiques ont été étudiés dans [17], sous ’hypothése
que la fondation est isolante. Un probléme de contact avec iSlip-dependanti pour les matéri-
aux éléctro-élastiques a été étudié dans [17] et des problémes pour les matériaux électro-
viscoélastiques ont été considérés dans [25]. Actuellement, un intérrét considérable est porté
aux problémes de contact avec frottement impliquant les matériaux piézoéléctriques (voir
par exemple [23] et les références qui y sont incluses). Cependant, il n’existe virtuellement
pas de résultats mathématiques & propos des problémes de contact pour de tels matériaux
et on a besoin de développer la théorie mathématique du contact mécanique (MTCT) pour
inclure le couplage entre les propriétés mécaniques et électriques.

Les processus d’adhésion sont importants en industrie lorsque des parties, souvent non
métaliques, sont collées ensemble. Pour cette raison, le contact adhésif entre les corps,
lorsquéune colle est ajoutée pour empécher les surfaces d’'un mouvement relatif, a récem-
ment regu, de plus en plus, une grande attention dans la littérature. Des modeéles généraux
avec adhésion peuvent étre trouvés dans [[27], [21]]. Des résultats sur l’analyse mathéma-
tiques de plusieurs problémes de contact avec adhésion peuvent étre trouvés dans [[24],[26]].

Récemment, les matériaux composites ont atteint le sommet, puisqu’ils sont trés solides
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et trés légers, et par conséquent, une importance considérable en aviation et en industrie
automobile. Cependant, les matériaux composites peuvent subir, sous des contraintes, une

délamination dans laquelle plusieurs couches se décollent et se déplacent relativement
les unes par rapport aux autres. Pour modéliser le processus lorsque le collage n’est pas
permanant et un décollage peut avoir lieu, nous avons besoin de décrire I’adhésion et le
contact ensemble. Un nombre de publications récentes traite de tels modeles, voir par
exemple [[18], [3], [20]] et les références comprises. L’idée est d’introduire une variable
de surface interne, le champ d’adhésion o € [0,1] , qui décrit la densité fractionnelle des
adhésifs actifs sur la surface de contact. En un point de la surface de contact adhésive,
lorsque o« = 1, I’adhésion est compléte et tous les adhésifs sont actifs ; lorsque o = 0 tous
les adhésifs sont inactifs, séveres et il n’y a pas d’adhésion. Lorsque 0 < o < 1 I’adhésion
est partielle et seulement une fraction des adhésifs est active.

Ce mémoire comporte deux chapitres et est structurés de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, le but est d’introduire les éléments nécessaires pour une bonne
compréhension de la suite du probléme traité. Nous commencons par décrir le cadre physique
dans lesquels nous travaillons ainsi que le modéle mathématique correspondant, tout en
donnant la loi de comportement et conditions aux limites qui apparaissent dans mémoire.
Ensuite, nous aborderons le cadre fonctionnel permettant I’analyse mathématique des prob-
lémes ainsi considérés. Nous terminerons ce chapitre en passant en revue quelques résultats
fondamentaux d’analyse fonctionnelle concernant les in’quations variationnelles, équations
et inéquations variationnelles d’évolution et enfin les lemmes de Gronwall.

Dans le deuxiéme chapitre, est consacré a ’étude d’un probléme de contact sans frotte-
ment pour des matériaux électro-viscoélastiques avec mémoire longue et endommagement
dans un processus dynamique. Le probléme se formule par un systéme qui comporte une
équation varitionnelle par rapport au champ de déplacement, une inéquation variationnelle
du type parabolique par rapport au champ d’endommagement, une équation

variationnelle par rapport au champ électrique et une équation différentielle déordre
un par rapport au champ d’adhésion. On établit un résultat d’existence et d’unicité de
la solution. La démonstration est basée sur des arguments d’équations variationnelles, un

résultat classique concernant les inéquations paraboliques et des arguments de point fixe.



Notations générales

Notations générales

Notations diverses

N

R

c

ie
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Div ¥
ov

(z,y)
Sd
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11l x
(0 x
() xrex
p.p.

¢

Ensemble des entiers naturels,
Ensemble des nombres réels,
Constante réelle strictement positive,
C’est a dire,

ov
ox;’

yeme

La dérivée partiellede ¥ parrapport a la i composante x : O;¥ =
Gradientde 'application ¥ : V¥ = (04, ..., 0,¥),

Divergencede ’application,¥ : Div ¥ = o,V + ... + 9, ¥,
Sous-diérentiel de 'application W,

Paire d’un espace produit X x Y,

Espace des tenseurs symetriques du seconde ordre sur R? : S = R%*¢,
Produit scalaire sur R? ou S¢,

La norme euclidienne sur R? ou S¢,

La norme sur ’espace X,

Le produit scalaire sur ’espace X,

Le produit dual entreX’ et X,

Presque partout,

Ouvert de R?, parfois domaine Lipchitzien,

L’adhérence de QF,

La frontiére de QF,

Les parties de frontiere I'', (i = 1,2,3),

Mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de I'¢,
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drt Mesure superficielle sur T'%,
nt Normale extérieure unitaire a I'’,
vf;, vt Les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel v* défini sur €/,

ct (Qz) L’espace des fonctions réelles contintiment diffirentiables sur QF,

D (QZ) L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et & support compact,
D' (QE) Espace des distributions sur €2,

L?(Q)  Espace des fonctions u’ mesurables sur QO telles que [, }uqz dr < 400,

H‘HL?(QZ) La norme de L? (Q') définie par HUZ”L2<QE) = (fm !uq2 dQZ>5 :

L*> (Qe) Espace des fonctions u mesurables sur QF telles que 3¢ > 0 : |uz} < ¢, p.p., sur QF,
H2 ( Ff) L’espace de Sobolev d’ordre % sur 'Y,

Hre L’espace (H% ( Fe))d,

H 2 ( FZ) L’espace dual de H? ( FZ) ,

r¢ Le produit de dualité entre H 3 ( FK) et H2 ( FK) ,
(T.0) 11 e

_1 = sup 2,
H 2(rz) ¢6H%(FZ) Hd)”H%(rl)

La norme de H~2 (T*) définie par | ¥||

Hy, L’espace dual de Hre, i.e, Hl, = (H*% ( FZ))d.
Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +00, on note par
C(0,T;H) L’espace des fonctions continues de [0, 7] dans H,

C'(0,T;H)  L’espace des fonctions continiment dérivables sur [0,7] dans H,
LP(0,T;H) L’espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H,

- oo,y La norme de L? (0,T; H),

WHP(0,T; H) L’espace de Sobolev de paramétres k et p,

I-lwerr.ary Lanorme de WP (0,75 H).
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Notations en élasticité

O 02 Les domaines occupés par les corps déformables,

It La frontiére de Qf : I'* = 99,

I4 T5 T3 Les parties de I'* = m,

Iy L’interface de contact entre les corps 0, 2,

u Vecteurs des déplacements dans le domaine Q, on écrit u}

les composantes du vecteur dans la base canonique,
o Tenseur des contraintes correspondant au déplacement uf, on écrit o
les composantes du tenseur dans la base canonique,

Valeurs des potentiels électriques dans le domaine €2,

Q Vecteurs d’adhésion sur la surface de contact I's,

Dt Valeurs des déplacements électriques dans le domaine ),

ut, it Les dérivées premiére et seconde de 1’ par rapport au temps,

e (u) Tenseur linéarisé des déformations: (e (ug))ij =1 (&Luf + 0juf),

ot Produit tensoriel (matriciel) de u’ par o* : (ag.uz)i = afj.ug,

ol Composante normale des contraintes & la frontiére du domaine: !, = (o‘2/*) .1/*
ou /' est la normale unitaire sortante sur le bord du domaine ¥,

ot Vecteur composante tangentielle des contraintes a la frontiére du domaine,

ul Composante normale du déplacement u‘sur le bord du domaine: u! = u’.",

ubpt Vecteur composante normale du déplacement u® : (uf,.v"), = ul.vf,

ul Vecteur composante tangentielle du déplacement u’ : uf = uf — u’.v/*.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on commence par définir le cadre physique, une loi de comportement d’un
matériau électro-élasto-viscoplastique, les conditions aux limites ainsi que la formulation
électro-mécanique de probleme a étudier. Ensuite, nous passons en revue quelques résultats
concernant les espaces fonctionnels, les équations et inéquations variationnelles, les lemmes

de Gronwall et quelques théorémes qui seront d’une grande utilité pour les démonstations.

1.1 Formulation mathématique d’un probléme de con-

tact

1.1.1 Cadre physique

Dans cette section, nous allons introduire le cadre physique et une modéle mathématique
de probléme utilisés dans ce mémoire. Ensuite, nous indiquerons les formulations mathé-
matiques pour le probléme de contact avec adhésion et endommagement entre deux corps
électro-élasto-viscoplastiques.

Nous considérons deux corps matériels déformables qui occupent des domaines bornes
Of ¢ RY (0 =1,2;d=2,3), avec une frontiére réguliere I'Y = 9Q° partitionnée en trois
parties mesurables I'{, '}, I'§, correspondant aux conditions aux limites mécaniques, d'une

part, et en deux parties mesurables I' et 't | correspondant aux conditions aux limites
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électriques, d’autre part, telles que mes (l"f) > 0 ,mes (Ff;) > 0. On note par v* la normale
unitaire sortante a I'*. Le corps ¢ est encastre sur I'{ dans une structure fixe. Sur I'j
agissent des tractions surfaciques de densite f5 et agissent des forces volumiques de densite
f& et des charges électriques de densité volumiques qo. Nous supposons que f5 et f§ varient
trés lentement par rapport au temps. Les corps sont soumis a ’action de potentiel nul sur la
partie I's et ils sont en contact avec adhésion sur I's. Soit 7" > 0 et soit [0, 7’| intervalle de
temps en contact avec une fondation sur la partie I'3. Les mathériaux peut étre endommager

durant le contact.

1.1.2 Modéle mathématique

Notons que le point au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport au
temps, i.e:
odut , dPu
U =—,1U = —.
dt’ dt?
Les fonctions inconnues du probléme sont les champs des déplacements @¢ : Qfx [0, 7] —
R? et les champs des contraintes o : Qf x [0, 7] — S?, ¢ = 1,2.Notons la densité de la masse

pt: QF — R, et la densité des forces volumiques ft : Qf x [0,T] — R? Pévolution du corps

est décrite par I’équation du mouvement de cauchy:
Div o* + f§ = ptii* dans QF x [0,7], (1.1.1)

ou i’ représente 'accélération et @ la vitesse du corps.

Les processus d’évolution modelés par I’équation précédente s’appellent processus dy-
namiques. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simplifier: par exemple
dans le cas o u° = 0, il s’agit d’un probléme d’équilibre (processus statiques), ou bien dans

L

le cas ou le champ des vitesse 1 varie trés lentement par rapport au temps, c’est-a-dire que

le terme p‘ii’ peut étre néglige (processus quasistatiques). Dans ces deux cas I'équation du
mouvement devient:

Div o' + ff = 0 dans Q° x [0, T]. (1.1.2)

L’équation équivaut a d relation scalaires, et mathématiquent cette équation ne suffit
par & modéliser le probléme d’équilibre du corps car, par exemple les d composantes uf du

champ de déplacement ne figurent pas dans cette équation.
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A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du probléme, a savoir le champ de
déplacement électrique les potentiels électriques ¢f : Qf x [0,7] — R et les champs des
déplacements électriques D¢ : QF x [0,7] — R? L’évolution du corps piézoélectrique est

décrite par I’équation d’équilibre pour le champ de déplacements électriques:
div D* — g5 = 0 dans Q° x [0, T7, (1.1.3)

ot "div" est Popérateur de divergence pour les vecteurs, div D = (Df l-), et gf représente

la densité des charges électriques volumiques sur §2°.

1.1.3 Loi de comportement piézoélectrique

Nous considérons deux corps piézoélectriques qui occupent des domaines bornés Qf ¢ R¢
(¢ =1,2;d = 2,3) avec une surface frontiére réguliére et de Lipschitz I'* subdivisée en trois
parties mesurables 'Y, TS et TS d'une part et de deux parties mesurables I'Y et T} | telles
que mes (Ff) > 0 ,mes (Ff;) > 0.et T4 C . Soit 7" > 0 nous étudions I’évolution du corps
due a 'application de force de volume et de tractions de surfaces dans 'intervalle de temps
[0,T]. Dans ce qui suit, pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la
dépendance des fonctions par rapport & x C Q*UT et t € [0,T].

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur
des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et
réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matéri-
aux unidimensionnels constituent le point de départ dans I’établissement des lois de com-
portement. Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides [1] : essais de chargement
monotone, essais de charge-décharge, essais de fluage et essais de relaxation.

Dans la description des phénoménes purement électro-mécanique, par loi de comporte-
ment (ou loi constitutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des
contraintes of, le tenseur des déformations infinitésimales € et leurs dérivées temporelles
ot et . Cette d’énition se modifie légérement dans la description des phénomeénes élec-
tromécaniques, car ici nous devons aussi prendre en considération le champ de déplacement
électrique DY = (Df) ainsi que le champ électrique EY = —V¢*. Nous présentons par la

suite les lois de comportement de matériau : matériaux électro-élasto-viscoplastique.
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Loi de comportement des matériaux électro-élastiques.

Nous considérons ici une catégorie de matériaux oil le tenseur des contraintes o et le vecteur

des déplacements électriques D sont reliés par la loi de comportement:

ot = Ale (ut) — (£%)" E,

D = &'e (u*) + B'EY, (1.1.4)
EE = _VSOZ7
ou A : Qf x S? — S? est I'opérateur d’élasticité non linéaire, E¢ = —V¢' est le champ

électrique, £ = (efjk) est le tenseur piézoélectrique qui traduit la proportionnalité entre la

charge et la déformation & champ constant ou nul et B* = (ij) est le tenseur diélectrique
*

a déformation nulle qui constitue un tenseur symétrique défini positif. Par ailleurs (54)

0 \* 0 \x _ ¢ 2 A L .
(eijr)* o (€5,)" = ep,; , dénote le transposé du tenseur E° tel que:

Elolw =o' (€)Y Vol € S% 0 € RY (1.1.5)

Lois de comportement des matériaux électro-viscoélastiques.

Un matériau est dit électro-viscoélastique si sa loi de comportement est de la forme:

ot = Ale (i) + Gl (uf) — (£9) Y,

Dt = &' (uf) + BEY, (110

dans laquelle interviennent I’opérateur de viscosité A’ : Qf xS? — S?, I'opérateur d’élasticité
G’ , non linéaires.
Nous présentons maintenant la loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques

avec endommagement . Dans ce cas la loi de comportement est donnée par:

ol — Ale (uf) 1+ gt (s (uz) 766792) _ (gz)* EL

D' = &' (u') + B'E". (4D

La température 0 est définie par une équation parabolique, que représente la conservation

de I’énergie comme suit:

W (e (u), B0) + ¢ =0 — KEAE, (1.1.8)

10
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ot ¥ est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par les
forces intérieures. Ici et ci-dessous ké est une constante strictement positive et ¢* une donnée,
qui représente la source de chaleur du volume.Ou ¢ est une variable internes d’état définie
dans Qf x [0,7)], avec 0 < B < 1: L’évolution du champ d’endommagement utilisée au

deuxiéme chapitre est modélisée par I'inclusion du type parabolique donnée par la relation:
S (e (u),B,0°) € B — KA + 00 (8°) dans QO x [0,T], (1.1.9)

ou k est une constante positive, S est la fonction source de 'endommagement, OV, est le
sous-différentiel de la fonction indicatrice Wy, et K est I'ensemble des endommagements

admissibles défni par:

K'={¢eH (Q);0<¢<1,ppdans Q}.

Loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques avec mémoire longue.

Dans ce cas la loi de comportement est donnée par:

ol = Ale (@) + G (= (uf), B°,0°) + [if M*(t —s)e (u’ (s)) ds — (E°)" EY,

D! = gl (u') + B'E", —

ou M* = (ij) est un tenseur de relaxation. Si M‘ = 0, on retrouve la loi électrovisco

élastique donnée par (1.1.7)-(1.1.9).

1.1.4 Conditions aux limites

D’énissions maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de I'‘.

La condition aux limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie I'Y x [0, T, le champ des déplace-

ments u’ est par conséquent nul:

u’ =0, sur I'{ x [0,77]. (1.1.11)

11
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La condition aux limites de traction.

Une traction surfacique de densité f5 agit sur I'y x [0,7] et par conséquent le vecteur des

contraintes de Cauchy o'’ satisfait:

oVt = fi, sur T x [0,7]. (1.1.12)

Les conditions aux limites électriques.

Ces conditions sont déterminées & partir des deux équations:
@' =0, sur T, x [0,7T7, (1.1.13)

D vt = g5, sur T x [0,T7. (1.1.14)

Conditions contine aux limites de contact .

On définit le déplacement normal relatif d’un corps par rapport a l'autre sur la zone de
contact I's par [u,] = ul + u2, ot ¥ est la normale unitaire extérieure a Q.

La continuité des contraintes sur l'interfaces I'sse traduit par :

o,=0=0, 0r=—0-=o0,, sur; (1.1.15)

Les conditions de contact avec compliance normale et adhésion.

.On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur I's x [0, 77,
on introduit une variable interne d’état définie sur I's x [0,7], qui représente l'intensité
d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 < a < 1. Quand o = 1 & un point
x € I's ,J’adhésion est compléte et tous les liens sont actifs, quand o = 0 tous les liens sont
désactivés et il n’ya pas d’adhésion, et quand 0 < v < 1 c’est le cas d’'une adhésion partielle
et mesure la fraction des liens. Pour plus détails sur ce section, on renvoit par exemple
[9]. On suppose que la contrainte normale satisfait la condition de compliance normale avec
adhésion:

o, = —p, ([u,)) +7v,0*R, ([u,]) sur I's x [0,7], (1.1.16)
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ou o, est le déplacement normal, 7, est un coefficient positif, p, : I's x R — R, est une
fonction donnée appelée fonction de compliance normale, et la fonction R, : R — R, est

I'opérateur de troncature donné par:

L sis<—L,
R,(s)=4q —s si —L<s<0, (1.1.17)
0 si s >0,

Ici L > 0 est longeur caractéristique des liens. La condition (1.1.16) indique que chaque
corps exerce une action sur autre corps en fonction de sa pénétration [u], ou le deuxiéme
terme de 'égalité est la contribution de I'adhésion a la tension de surface. Notons que la
condition de compliance normale avec adhésion (1.1.16) a été déja utilisée dans [[8], [13],
28]].

Quand le champ d’adhésion « est nul, (1.1.16) devient:

o, = —p, ([w,]) sur T's x [0,T7], (1.1.18)

qui représente la condition de compliance normale.

On suppose que la contrainte tangentielle satisfait la condition suivante:
or = —pr (@) Ry ([u,y]) sur I's x [0, 77, (1.1.19)

ol p, : I's x R — R, est la fonction de contact tangentiel et R, : RY — R‘i est 'opérateur

de troncature donné par:

si |jv]| < L,

R, (v) !
T v) =
L si ||v]| > L,

(1.1.20)

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage des composites
comme étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures diéffrentes. Pour
modéliser les phénomenes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a
la description du contact.

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation diéffrentielle de la forme:

a=—(ay, (R (W) +v, B ([u])* = &]), sur Ty x [0, 7], (1.1.21)

13



1.1. Formulation mathématique d’un probléme de contact

a(0) = ag sur I's, (1.1.22)

ol 7,,7, et €, sont coefficients d’adhérence positifs, et [u,] = ul +u?2 le déplacement tangent
relatif de corps Q'par rapport l'autre corps Q2 sur la zone de contact, et g ’adhésion
initiale, tel que:

0<ay<1,ppsurls. (1.1.23)

Sous les conditions (1.1.21)-(1.1.23), on a la remarque suivante :

Remark 1.1.1 Nous remarquons que sous les trois conditions précedentes le champ
d’adhésion vériéfie la restriction 0 < o < 1. En effet, puisque & < 0 donc a < ag < 1. En
outre, si a = 0 quand t = ty; donc & = 0 pour tout t > tg, et d’ott a = 0 pour tout ¢ > tg,

p.p.x € I's. Alors, nous concluons que 0 < a < 1 pour tout t € [0,7] p.p.x € I's.

1.1.5 Formulation mathématique des problémes de contact

On considére ici le probleme mécanique qu’on va étudier dans le chapitre 2 .
ProblémeP (Probléme de contact avec adhésion en électro-viscoélasticité avec
mémoire longue).

Pour ¢ = 1,2, Trouver le champ de déplacement u’ : Q° x [0,7] — R?, le champ de
contrainte of : Qf x [0,T] — S¢, le potentiel électrique * : Q° x [0,T] — R, le champ de
déplacement électrique D¢ : Qf x [0, T] — R?, le champ d’endommagement 5 : Q¢ x [0, T] —
R, le champs de temperature §° : Q¢ x [0, 7] — R, et le champ d’adhésion o : T3 x [0, 7] — R,

tels que:
t
ot = Ale (i) +G* (e (u), B, 6°) +/ M (t—s)e (u'(s)) ds+ (56)* v’ dans Q° x [0,T],
0

D' = &' (u*) — B¢’ dans QF x [0,T7] ,
Wl (2 (uf) , B5,0°) + ¢ = 0" — KEAG dans QF x 0,77,
S (e (ut), B,0") € B — kAR + 00 (') dans O x [0,T],
plii* = Div o' + f§ dans Q° x [0, 77,
¢y = div D* dans Q° x 0,77,

u' =0 sur I'{ x [0,77],
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1.2. Rappels d’analyse

o'Vt = ffsur TY x (0,77,

ol =0%=0,
sur I's x [0,77,
o, = —py ([u]) + 7uo‘2Rv (]
ol=—-02=o0,
sur I's x [0, 77,
72 = —p, (o) e ([ur

a=—(a [y, (R (W) +7, R ([u]))]* = &]), sur Ty x [0, 77,

(00 ¢ ¢
kow—l—ce =0sur ' x [0,77,

B’
ovt

' =0sur I x [0,77],

—= 0 sur I'* x [0,7],

D' = g5 sur Ty x [0,7],

u*(0) = ub, u*(0) = v§, B (0) = B dansQ’,

a (0) = ag sur I's,

1.2 Rappels d’analyse

1.2.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)g un produit scalaire sur H c’est-a-dire (.,.)y :
H x H — R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par ||.||,; I'application de H — R définie par:
%
lully = (0, ) 12.)
et on rappelle que ||.||; est une norme sur H qui vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwartz:

(w.0)i < lullg ol Vo,v € H. (1.2.2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défnie par (1.2.1).
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Soit H' I'espace dual de H c’est a dire I’espace des fonctionnelles linéaires et continues

sur H muni de la norme:

<77,U> !
HU”H = Ssup ~ LA
veH—{0} HUHH

ou (.,.) gy g représente la dualité entre H' et H.

1.2.2 Espaces de Sobolev

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur 'espase de Sobolev H* () défini
par:

H () ={uel*Q)|0uecLl’Q)i=1,..,d}.

D’abord, on note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L? (Q)d pour tout
uwe H (Q).

On sait qui H! () est un espase de Hilbert pour le produite scalaire:
(u, U)Hl(Q) = (u, U>L2(Q) + (O, aﬂ’)m(ﬂ) )
et la norme associée:
1
HuHHl(Q) = (u, U)?ql(g) , et on écrit ”uHill(Q) = HUHiQ(Q) + HVUHiQ(Q)d -
On a les résultats suivants:
C" () est dense dans H' ().
Theoreme 1.2.1 (Rellich )
H'(Q) € L?(Q) avec injection compacte.

Theoreme 1.2.2 (trace de Sobolev)
11 existe une application linéaire et continue § : H* (Q) — L*(T') telle que du = u|p pour

tout u e C* (Q) .

Remark 1.2.1 L’espase L2 (T') ci-dessus represénte I'espase de fonctions réelles sur T’
qui sont L? pour la mesure superficielle dT. L’applications § s’appelle application de trace;

elle est définie comme le pronlongement par densite de 'appliication v — w | définir pour

weCh(9).
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remark 1.2.1 On note que l'application de trase § : H' (Q) — L?(T') est un opérateur

compacte.

1.2.3 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section les espaces de type Sobolev utilisés en mécanique et associés
aux opérateurs divergence et déformation, on montre leurs principales propriétés, notam
ment les théorémes de trace. On rappelle aussi quelques espaces de fonctions définies sur un
intervalle réel et a valeurs dans ’espace de Hilbert. Toutes les notations ainsi que les espaces
fonctionnels utilisés dans ce memoire sont introduits dans cette section. Nous désignons par
S? I’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R? |(d = 2,3), (.,.) et |.| représentent

le produit scalaire et la norme euclidienne sur R¢ et S¢, respectivement. Ainsi,
3 d
wv = u.v;, v = (v,v)2,Yu,v € RY

1
0.7 = 0.7y, |7|=(7,7)2,Vo,7 €S~
Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques v’ et 7¢:

vf) ol € 22 ()} = (L2 (2))°
);

(
(vf) ol € H' ()} = (1 ()"
(
(

(

0
i
0
i

(1.2.3)

)Tl =i e L2 (@)} = (L2 (2))",
)T e HE(QY) (div 7t € H} .

v

'
={v
{7
[ Hi =

Les espaces H®, H, H', H{ sont des espaces réels de Hilbert munis des produits calaires

donnés par:

)
(u‘/, UZ)HL, = /ué.véda:;
(94
(vavz)Hz = /Uz.vzdw + /Vuf.vadx;
1
o o (1.2.4)
(O’Z,TK)H[ = /UZ.nga:;
(914
(J£>T£)Hz = /U€.76d$+/div ot. div rtdx.
1
\ Q¢ Q¢
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1.2. Rappels d’analyse

¢ et div sont les opérateurs de déformation et de divergence, définis par:
1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ AR ¢
Vu' = (u”) ce () = (e (W), ey (u) = 5 (u” + ujz) ;Vu" € Hy,
divo’ = (afj,j) , Yo' € HE.

Les normes sur les espaces H', H{, H‘, H!, sont notées par ||.|;, HHH{ o llage H-Hnga
respectivement. Puisque la frontiére I'* est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur a la
frontiére est défini p.p. Pour tout champ de vecteur v* € H! nous utilisons la notation v*

pour désigner la trace de v* sur I'* et nous notons par vf, et vf les composantes normales et

tangentielles de v’ sur la frontiére données par:

Soit Hy, est un dual de Hre = H 2 (Fé)d et soit (.,.)_ 11 désigner I'appariement de dualité

entre Hy, et Hre. Pour chaque élément ot € HY, soit 0! est un élément HJ,, donne par:

(UKI/,UK) re = (O'Z,6 (vg))HZ + (divag,vé)m

11
2727
Désigne par v/, et v’ la trace normale et la trace tangential de o* € H{ |, respectivement.

Si 0 est contintiment différentiable sur Qf U T, tel que:

ol = (Uéuf) Vool =o' — ol

000 _ AN
(O‘I/,U)_ IZ—/O’I/.UdCL,
(944
pour tous v* € HY, ot da est un élément de mesure de surface. Pour obtenir la formulation

variationnelle du probléme (2.1.1)-(2.1.17), nous introduisons pour la domaine de lient de

I’ensemble:
Z={9eL>*(0,T,L*(I'3));0< () <1,Vt€[0,T],p.p, sur ['s}.
'espace des déplacements admissibles V¢ est un sous-espace fermé de H{ défini par:

V= {vz € Hf;vz =0, sur Fg} :
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1.2. Rappels d’analyse

Puisque mes (l"f) > 0, 'inégalité de Korn s’applique sur V' il existe une constante ¢, > 0

dépendant uniquement de Qf et I'* telle que:
e ()], = Huf||Hle, vt € VE (1.2.5)
Sur V* nous considérons le produit scalaire donné par:
(u',0%) 0 = (e (uf) e (), , Vu', 0" € VE, (1.2.6)
et soit ||.||, la norme associée, i.c.
e ()|, = WHHf, Vot € V° (1.2.7)

Par l'inégalité de Korn, il vient que |||y et ||.]|,;c sont des normes équivalentes sur V*
et ainsi (V*,].][;¢) est un espace de Hilbert réel. En outre, par le théoréme de trace de

Sobolev, il existe une constante ¢y > 0, dépendant uniquement de Q° ,T'Y et I's telle que:
1o gy < o l[o[lye s W07 € V5 (1.2.8)

Pour le potentiel électrique et le champ de déplacement électrique nous utilisons les

espaces:
Ey=L*(Q) By =H"' (),

W= {y'e H' (Q) ;9" =0sur I},
W' ={D" = (Df);Df e L* (?) ;divD" € L* (9) }.

respectivement. Puisque mes (Fﬁ) > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré montre qu’il

existe une constante c% > 0 dépendant uniquement de Q° et I'’, telle que:
“v¢£“L2<QZ)d Z CEF HwZHHZ<Q£) ) v¢£ € WE- (129)

Sur léespace W* nous considérons le produit scalaire donné par:
(") = [V Vutda,
0¢

et soit |||/, la norme associée. En utilisant (1.2.9) on peut vérifier que HHHZ(QZ) et [|.|lyye

sont deux normes équivalentes sur W* . Il en résulte que (W*, ||.||;¢) est un espace de Hilbert
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réel. En outre, par le Sobolev trace théoréme, il existe une constante ¢, ne dépendant que

de QF, T et T3 telle que:

HféHp(ps) < G HfZHWe , Vet e W (1.2.10)

L’espace W' est un espace de Hilbert réel avec le produit scalaire:

(D', E"),, / D*.E'dx + / div D*. div E'dz,
(914
ou div D’ = (Df;) ,, et la norme associée ||.[|;y.

Afin de simplifier les notations , nous définissons les espaces produits:
V=V'xV? H=H'x H?> H, =H!xH? H=mH"xH>
Hy =H} x H2, By = E} x EZ, B, = FEf x E?,
W=W'xW? W=WxW?

les espaces V', Ey, W, WV sont des espaces de Hilbert réel dotés des produits scalaires canon-
iques notée (., .)v, (-, )&y, (- )w, (-, - )w,- Les normes associés seront désignés par |||y, ||| g, ;
I-Ilw > II-Ily » respectivement. On rappelle les principaux résultats sur les fonctions définies
sur un intervalle de temps et & valeurs dans un espace de Banach réel. Nous notons par
C([0,T],X) et C*([0,T], X) les espaces des fonctions continues et contintiment différen-
tiables sur [07] avec valeur sur X , respectivement, avec les normes:

IFleqory o = mas I1F ()l

I llexgom.x = s 1 O+ s | 0]

Nous notons par C.([0,T], X') 'ensemble des fonctions continues & support compact dans

[0,7] a valeurs dans X .

Definition 1.2.1 Une fonction f : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous ensem-
ble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (f,)nen de fonctions appartenant a C.([0,T], X)
telle que || fn (t) — f ()|l x — 0 quand n — +o0, pour tout t € [0, T]\E.
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1.2.4 Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert
I- Opérateurs fortements monotones

Definition 1.2.2 Soient A : H — H wun opérateur non linéaire. On dit que ['opérateur A

est:

1. monotone si

(Au — Av,u —v)y >0, Yu,v € H,
2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au —v,u —v)g >mllu—ovl|3, Yu,v € H,

3. Lipschitz sl existe L > 0 tel que

||AU - AU“H < ||U - U||H> VU,U S Hv

4. hémicontinu si
Vu,v € H, Uapplication t — A(u+ tv) : R — H' est continue.
Theoreme 1.2.3 (Théoréme du point fire de Banach):

Soit K une partie non vide et fermé de l’espace de Banach X et soit A : K — K une

contractante, i.e,3k €]0,1[ tel que :
A (u) = A )]l < llu—vlx, Yu,veX.

Alors il exists un unique élément u € K tel que A(u) = u; i.e, possé de un point fixe

unique dans K.

Nous allons ainsi utiliser une version du théoréme de point fixe de Banach que nous
présentons ci-dessus.
Pour cela, nous rappelons que les puissances de I'opérateur sont définies récursivement

par A" = A(A"!) pour n > 2.

Theoreme 1.2.4 Sous les mémes conditions du Théoréme 1.2.1, on suppose que A" est

une contractante pour un certain entier n > 2. Alors A admet un point fize unique dans K.
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Definition 1.2.3 Une forme bilinéaire a : H x H — R est continue s’il existe un réel
M > 0 tel que:
la (u, v)llg < M [lully vl Yu,v e H.

Definition 1.2.4 Une forme bilinéaire a : H x H — R est dite coercive s’il existe une
constante m > 0 telle que:

a(u,u) > m|ul’, Yu e H.

Theoreme 1.2.5 (Théoréme du Laz-Milgram):

Soit X un espace de Hilbert, a : X x X — R une forme bilinéaire continue et coercive.
Soit | : X — R une forme linéaire continue.Alors, il existe une solution unique v € X qui
satisfait:

a(u,v)=1(), Yve X. (1.2.11)

De plus, si af.,.) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété:

a(v,v) —(v,v)y,, Yv e H. (1.2.12)

N | —

§a (u,u) = (u,u) y <

II- Sous diéffirentiabilité

Nous considérons dans tout cette section que X est un espace de Hilbert et K un sousensem-

ble de I'espace X .

Definition 1.2.5 On appelle fonction indicatrice de K, la fonction Vg définie par:

0 st ue kK,
Uk (u) = (1.2.13)
+oo si u ¢ K.

Definition 1.2.6 Soit une fonction j : X — R et u un élément de l’espace X tel que
j(u) # +oo. Le sous-diffirentiel de la fonction j en u, noté 0j(u) est l’ensemble défini par:

dj(u)={u' € X" |j(v) > ju)+ (u',v—u) YveX}. (1.2.14)

Le crochet (.,.) désignant la dualité entre X'et X .
Tout élément v’ de léensemble Jj(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en u. La
fonction j est dite sous-différentiable en wu si dj(u) # 0. Elle est dite sous-différentiable si

elle I'est en tout point v de ’espace X .
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Nous pouvons caractériser le sous-différentiel OV g d’une fonction indicatrice Wy d’un

ensemble convexe non vide:

W ={ueX"|(u,v—u)>0 YveX}. (1.2.15)

I1I- Equation différentielle ordinaire

Theoreme 1.2.6 (Théoréme de Cauchy- Lipschitz):
Soit F(t,.) : X — X est un véritable espace de Banach et soit F(t,.) : X — X un
opérateur défini p.p. sur [0,T] qui satisfait les propriétés suivantes :

.

(a) il existe Lp > 0 tel que
IF(t2) - F (bl < Lr |l — gl Yoy € X,ppt € 0,T],
(b) il existe 1 < p < oo tel que
F(t,.) e L*([0,T], X), Vx € X.

\

Alors, pour tout xg € X, il existe une fonction unique, v € W?([0,T], X) tel que
i(t) = F(t,z(t)) ,p-pt € [0,T7,
z(0) = xo.

Definition 1.2.7 S’il est l'inclusion de (V, ||.||\,)dans (H, ||.||;;) est continue et V est dense
dans H |, le triplet
VcHcCV,

s’appele le triplet de Gelfand, ou V' ’espace dual de V.

VI- Equation aux dérivées partielles d’évolution

Theoreme 1.2.7 Soit V C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A :'V — V' un opérateur

hemicontinu et monotone satisfaisant :
(Av,v)y 0 > wo]5 + A, Yo eV, (1.2.16)

| vy, < C(llolly +1). Vo e V. (1.2.17)
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pour des constantes w > 0, C > 0 et A € R. Etant donné ug € H et f € L*([0,T],V’), il

existe une fonction unique u qui satisfait:
ue L*([0,T],V)nCY([0,T],H), u e L*([0,T], V"),
w(t)+ Au(t) = f(t), pptel0,T],
u(0) = up.
Definition 1.2.8 Soit u* € H{. Alors e (u’) =0 si u* € R, i.e
R' = {u’ € H{/e (u") = 0}. (1.2.18)

Theoreme 1.2.8 (inégalité de Korn ):

Soit V* un sous-espace fermé de HY tel que :
VINRE = {0}. (1.2.19)

Alors I'négalité de Korn est vérifiée sur V¢, c’est a dire existe C' > 0 ne dépendant que
OF et V* tel que:

e (u)]],, = Cu vut e V- (1.2.20)

¢
HY

V- Inéquation variationnelle d’évolution

Theoreme 1.2.9 Soit V C H C V' est un triplet de Gelfand, K est un sous-ensemble
fermé non vide et convexe de V , et soita : V x V' — R est une forme bilinéaire symétrique

et continue qui satisfait
il existe ¢, > 0 et cq tel que a (u,v) + ool > e 0]}, Yo € V.
Alors, pour tout ug € K et f € L*([0,T], H), il existe une unique fonction u qui satisfait:
uw € H([0,T], H)n L*([0,T),V), u(t) € K,vt €[0,T],

(u(t),v—u(t))v,xv—l—a(u(t),v—u(t)) >
(f(t),v—u(t)y, Yue K,te[0,T],

u(0) = up.
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1.2.5 Lemmes de Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom

breux problémes de contact, en particulier pour établir leéunicité de la solution.

Lemma 1.2.1 Soient m,n € C([0,T],R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t €
[0,T], a > 0 uneconstante, et ¢ € C([0,T],R):

1. Si:
o(t) <a+ /Otm(s)ds - /Otn(s)gb(s) ds,¥t € (0,77,
alors
o(t) < <a + /Otm(s)ds> exp </Ot n(s)ds) vt e [0,T].
2. 5i
o) < mit)+a [ 6()ds.vt e 0.7],
alors

t t
/ ¢ (s)ds < e“T/ m(s)ds,Vt € [0,T],
0 0
Pour le cas particulier m = 0 la partie (1)de ce lemme devient.

corollary 1.2.1 Soit n € C([0,T],R) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit a > 0.5i
‘0 € C([0, T],R) est une fonction telle que:

o) <a+ /Otn(s)gb(s) ds,Vt € [0, 7],

alors

(1) < aexp (/Otn(s)ds) vt e [0,7].

Lemma 1.2.2 Soient m,n € C([0,T],R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t €
0,7], a >0 .5i ¢ € C([0,T],R) est une fonction telle que:

) < a +/ m(s ds~|—/0t (s)¢? (s)ds,Vt € [0,T7],

6(1)] < (a+ / tm(s)ds) exp ( / tn(s)ds) Ve,
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Chapitre 2

Probléme de contact avec adhésion en
Thermo-électro-viscoélasticité avec

mémoire longue et endommagement

Dans ce chapitre, on considére un probléme de contact sans frottement avec compliance nor-
male et adhésion dans un processus dynamique. Le matériau est électro-viscoélastique avec
mémoire longue et endommagement. Le processus d’adhésion sur la surface de contact est
modélisé par une variable interne de surface appellée champ d’adhésion. L’endommagement
causé par les déformations élastiques du matériau est modélisé par une variable interne du
corps appellée champ d’endommagement.

Le probléme est formulé par un systéme d’équations et d’inéquations aux dérivées par-
tielles contenant 1’équation de mouvement ou d’équilibre du corps, la loi de comportement
du matériau avec endommagement, une inclusion du type parabolique modélisant le champ
d’endommagement, une équation différentielle modélisant le champ d’adhésion et les condi-
tions aux limites auxquelles il est soumis.

Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la premiére section, nous présentons le
probléme mécanique, puis nous indiquons les hypotheses sur les données. Dans la deuxiéme
section, nous décrivons la formulation variationnelle du probléme mécanique. Enfin, dans
la troisiéme section, nous étudions 'existence et 'unicité d’une solution faible du probléme

mécanique.
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2.1. Formulation du probléme

Les techniques employées sont basées sur les résultats des équations variationnelles et la

théorie des opérateurs monotones, suivi par les arguments du point fixe les inéquations.

2.1 Formulation du probléme

ProblémeP. Pour ¢ = 1,2, Trouver le champ de déplacements u’ : Qf x [0,7] — R4, le
champ de contrainte of : Qf x [0,T] — S% le potentiel électrique ¢* : Q° x [0,7] — R,
le champ de déplacement électrique D : Qf x [0,7] — R% le champ d’endommagement
BE: Q8 x [0,T] — R, le champ de temperature 6° : Qf x [0,7] — R, et le champ d’adhésion
a:T3x[0,T] — R, tels que:

t
ot = Ale (i) +G* (¢ (u) o 64) +/ M (t—s)e (u'(s)) ds+ (8’2)* ve! dans Q° x [0,T7],
0
(2.1.1)
D' = &' (u*) — B'y¢" dans Q° x [0,T7] , (2.1.2)
W (e (uh) , B5,0%) + ¢ =0 — kLA dans QF x [0, 7], (2.1.3)
S (e (uf), B,0") € B — kAR + 00y (BY) dans O x [0,T], (2.1.4)
pliit = Div o' 4 f§ dans Q° x [0, 77, (2.1.5)
gy = div D* dans Q° x (0,77, (2.1.6)
u’ =0 sur T'{ x [0,77], (2.1.7)
o'Vt = ffsur TS x (0,77, (2.1.8)
ol =0l=o0,
sur I's x [0,77, (2.1.9)
o, = —py ([w]) +7,0° Ry ([u)])
ol=—-02=0,
sur I's x [0,77], (2.1.10)
o = —p, (a]) Rr ([u)
& = — ([, (R (@ ]))? + 7, Re (]} — 2a]), sur Ty x [0, (2.1.11)
(09 ¢ ¢
k‘ow +cf" =0sur IV x [0,77], (2.1.12)
oB" ¢
9= 0 sur I'* x 0,77, (2.1.13)
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2.1. Formulation du probléme

f=0sur ' x 0,77, (2.1.14)

D' =g sur T'p x [0,7], (2.1.15)

u*(0) = ub, u*(0) = vf, B (0) = B dans QF, (2.1.16)
a(0) = g sur I's, (2.1.17)

Les équations (2.1.1) et (2.1.2) représentent la loi de comportement du corps avec mé-
moire longue ot M = (M;;) est le tenseur de la relaxation. L’équation (2.1.3) représente la
conservation d’énergie ot ¢ est une fonction non linéaire constitutive qui représente la tem-
perature générée par le travail des forces internes et ¢ ¢ est une source de chaleur volumique
donnée . L’évolution du champ d’endommagement est modelisée par 'inclusion du type
parabolique donnée par la relation (2.1.4) ot S est la fonction source de ’'endommagement.
L’équation (2.1.5)représente ’équation du mouvement, la relation (2.1.6) représente I’équation
de conservation de la charge, tandis que les conditions (2.1.7)et (2.1.8)sont respectivement,
des conditions aux limites de déplacement traction. Les conditions (2.1.9) et (2.1.10) et
(2.1.11) représentent les conditions aux limites de contact avec compliance normale et adhé-
sion, (2.1.12) représente respectivement une condition de frontiére de Fourier pour la tem-
pérature et une condition de frontiére de Neumann homogeéne pour 13 champ de dommage

sur I'* | la relation (2.1.13) représente la condition de Newmann, représente la dérivé

¢
normale de (. Les équations (2.1.14)et (2.1.15) sont les conditionsa ];ux limites électriques
et pour finir (2.1.16) et (2.1.17) représentent les conditions initiales.

On considére maintenant les hypothéses suivantes:

L’opérateur de viscosité A’ : Qf x S — S? satisfait:

;

(a) Tl existe MA", M3 > 0 tels que

| A (z,¢)| < M |e| + M Ve € S ppa € Q.

b) Il existe m 4¢ > 0 tels que

(®) A 4 ; (2.1.18)
(AZ z,e1) — A (iU,ng)) (61— €9) > mae|er — o], Ve, 82 € S ppr € QF

(c)
(d)

(
A’ (. €) est Lebesgue mesurable sur Q¢ pour tout ¢ € S%.
AE

\ (7,.) est continu sur S%, p.p.x € QF.
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2.1. Formulation du probléme

L’opérateur d’élasticité G* : Qf x S x R x R — S? satisfait:
( (a) Il existe Mge > 0 tels que
|G (21, B1,61) — G (x, 62, B, 02)| < Mge (Jer — o] + 18y — Ba| + 01 — 62])
Vei, 60 €S V6,8, €R, V0,0, € R, p.p.x € QL.
(b) G*(.,&,[3,0) est Lebesgue mesurable sur Q° pour tout ¢ € S¢ ;3 € Ret 6 € R.
L () G°(.,0,0,0) € H".

(2.1.19)
Le tenseur diélectrique B® = (BY;) :Q° x R? — R? satisfait :

(

(a) BY(x;E) = (Bj;(z)E;), VE = (E;) € RY, p.p.x € Q.
(b) B, = B, e L~ (Q) ,1<i,j <d.

(¢) Il existe Mpe > 0 telle que B'E.E > My |E|?,

| VE = (E;) € RY, p.p.x € Q.

(2.1.20)

Le tenseur piézoélectrique £ = (ef;,) : Qf x §* — R vérifie:

(a) E (1) = (e, (#) Tj) , V7 = (1) € S, p.p.w € QL.

PR Z h (2.1.21)
(b) e’ijk — e’ik‘j € L (Q ) ,1 S 1, k:,'] S d.

La fonction constitutive non linéaire ¥¢ : Qf x S¢ x R x R — R satisfait:

( (a) Il existe M. > 0 tels que

0 (2,21, B1,01) — ¥ (2,82, 85, 02)| < Mye (lex — e2] + |81 — Bof + 101 — 03])
Vei,e0 € S4, VB, B, €R, VO, 05 € R, p.p.x € Q.

(b) ' (.,e,5,0) est Lebesgue mesurable sur Qf, pour tout e € S* .3 € Ret # € R.
(c)y*(.,0,0,0) € L*(QF).

\

(2.1.22)

La fonction source d’endommagement S* : Qf x S x R x R — R satisfait:

( (a) Il existe Mge > 0 tels que

|8t (2,61, 81, 01) — S (w82, B3, 02)| < Mgt (Jey — 2] 4 |8y — Bl + |01 — 02])

Vey, 60 € 84, VB, B8, €R, VO, 0, € R, pp.x € QL

(b) S(.,e,,0) est Lebesgue mesurable sur Qf, pour tout ¢ € S? ,3 € Ret # € R.
[ () 8°(.,0,0,0) € L* (©2) .

(2.1.23)
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2.1. Formulation du probléme

La fonction de compliance normale p, : I's x R — R, satisfait:

( (a) Tl existe M, > 0 tels que |p, (x,r1) — p, (z,79)| < M, (|r1 — 1a])
Vri,res € R, p.p.x € I's.

(2.1.24)
(b) p,(.,r) est Lebesgue mesurable sur I's pour tout r € R.
L (¢) po(x,7)=0 Vr <0,ppxecTls.
La fonction de contact tangentiel p, : I's x R — R satisfait:
( (a) 11 existe M, > 0 tels que |p, (z,7r1) — pr (x,72)| < M, (Jr1 —72])
Vri,re € R, p.p.x € T's.
(b) 1l existe m, > 0 tels que |p; (z,7)] < m, ¥Vr € R, pp.x €T}j. (2.1.25)
(¢) pr(.,7) est Lebesgue mesurable sur I'; pour tout r € R.
\ (d> br (‘7 0) < L? (F?:) :
Le tenseur de la relaxation M* = (ij) satisfait:
M e C(0,T;H) (2.1.26)

La densité de masse p’ satisfait :
pte L™ (QE) il existe p§ > 0 telle que pf (z) > pb, ppx € QL =1,2. (2.1.27)

On suppose que les forces volumiques f¢ et les tractions surfaciques fi ,et les charges

électriques volumiquesont g et surfaciques ¢5 ont les régularités:

fre 120, 1:0), fie1?(0,7;L2 ()", (2.1.28)
g€ L* (0,75 L% (Q)), ¢5e L*(0,T;L*(T})), (2.1.29)
g5 (t) =0 sur I's, Vt € [0,T7. (2.1.30)

Les coefficients d’adhésion v, ,v, et g, vérifient:

Yo vr € L (T3), €0 € L*(T3), €4,7,,7, > 0,p.p. sur [s. (2.1.31)

Le champ initial des déplacements satisfait:

uy € V4 v € H, (2.1.32)
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2.1. Formulation du probléme

et le champ initial d’adhésion satisfait :
ap € L*(T3), 0<ap <1, p.p. sur 3. (2.1.33)

Enfin, le champ initial d’endommagement vérifie:
(2.1.34)

8o € K*.
Nous énongons maintenant quelques définitions qu’on utilise dans la suite de ce chapitre

D’abord, nous définissons la forme bilinéaire a : H* (QZ) x HY (Qe) — R

( a(€,0) = K [, VEN @,

2 2
a0 (§,9) = 3oko Jou VELVldr + Xe [ € (2.1.35)
= ) =
ar (&,0) = Sk [, VE . Vida.
0 =1
Nous utiliserons le produit scalaire modefié sur H = L? (Qé) donné par
(2.1.36)

2
Zpuv He,‘v’quH

=1

et soit |||.|||; la norme associée, c’est-a-dire
2 1
vl = (0, 0)m = ) (o0 Je, Yo € H
=1
De (2.1.27) il vient que |||.|||; et ||.||; sont des normes équivalentes sur H . D’autre part,
'application d’inclusion de (V/ ||.||y,) dans (H, ||.||;;) est continue et dense. Nous notons par

V' le dual de V' . Identifiant le dual de H avec lui méme, donc, nous pouvons écrire le triplet

de Gelfand
VcHCV.

La notation (.,.),. désigne le produit de dualité entre V' et V', nous notons par ||.||,.
nous avons
(2.1.37)

la norme sur V' |
(u,v)vixy = ((u,v))g, Yu € H ,Yv € V.

On définit la fonction f(t) € V' par
wfda, Yo €Vt €10,T),  (2.1.38)

(f (), v)vixy = fg (t) ldr + ff (t) v
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2.2. Formulation variationnelle

et la fonction ¢ : [0,7] — W par

(4 (0), 0w = Z | dbte) o Z J @ a0 woewicnT, @13
Les conditions(2.1.28) et (2.1.29) impliquent
feL*0,T;V"), g C(0,T;W). (2.1.40)
Soit Juq : L (I'3) x V x V' — R la fonctionnelle d’adhésion

Jad (0, u,v) = / Py ([uy]) - [v,] da + / (—7,0°R, ([w)]) . [v,] + pr (@) R, ([u,]) . [v,]) da,
r r
’ ’ (2.1.41)
conditions(2.1.24) et (2.1.25) entrainant que 'intégrale (2.1.41) est bien définie.

2.2 Formulation variationnelle

A Taide des formules de Green on voit directement que si u, o et a sont des fonctions suffe
samment régulieres qui satisfont (2.1.5),(2.1.7), (2.1.9) et (2.1.10) avec (2.1.41) pour tout
t € [0,7] on déduit que:

¢ ¢ N AN 00 ¢ ¢
) 4 ) 4 . , .
(J 8(@))H+(D’w0 U)H—/quda Yo' € Hy
T¢
On a
/aee(vé)dx—k
Q¢

La formule de Green pour ¢ =1:

/ ole (vl) dm+/ Div ot vldr = / Ulul.vlda—l—/
oX! 01 r! r

La formule de Green pour ¢ = 2 :

/ ole (v2) dr+
QZ

Div ot vldr = /

vt otda+ | o viotda+ | oviatda, Yot e VY
¢ s r
1 2

£ £
Q 3

Jll/l.vlda—l—/ clvtolda , Yol e VI
3 ry

(2.2.1)

02u2.02da—|—/ a?v?vida , Yo e V2,
r

Div o2 v?%dx = /

2
F1

02u2.v2da+/

ot r3 :

(2.2.2)
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2.2. Formulation variationnelle

a addition (2.2.1) et (2.2.2)

0 (0 o0

oe(v)dx + Div o"v'dr =
YRGS
2 2 2
Z/ aéué.veda—i—Z/ aeyz.vzdajLZ/ o't vlda , Yo' e V¥,
= /T4 =1 715 =1 /1%

d’apreés (2.1.5), et (2.1.7)-(2.1.10)on a:

2 2
Z/ o'e (v°) dz + Z/ (plii* — f5) W'dx =
=1 7 =1 7

2 2
Z/ fyvtda + Z/ o'vttda , Yot € VA
=1 /T% =1 /T3

Alors: ) ) )
Z (O’g, € (vg))He + Z/ plitt vtde — Z/ fevtdr =
=1 (=1 /9 (=1 7
2 2
Z/ fyotda + Z/ o'vtatda , Yo't € VA
=1 /T5 =1 /T%
Donc:

2 2 2
Z (aﬁ,s (vé))H,_, + Z (pez’le, UZ)HZ — Z fg.vgdx =
=1 =1 =1 79

2

2
Z fyotda + Z ot vtda , W' e VY,
rs —1 /T4

=1
d’aprés les définition de produit scalaire on a:

2
> (Pl 0") e = ((11,0) e = (i6,0) 1, Vil € H V0 € V.
Donc:

2 (058 (V) + (0 0) =

=1

2 2 2
Z/ fé.vgdx + Z/ fiatda + Z/ ot utda, Wt e VY,
=1 7 =1 /T% —1 7%

d’aprés (2.1.38)

V)yixy = L(t) fda £ (t) vda.
G =3 [ S+ 3 [ 0
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2.2. Formulation variationnelle

En suite:

2 2
ol e (V9) 0+ (i1,0) ey = (f (1), 0) vy + o'viatda , Yo't € VA
H VIxV r
=1 /T3

/=1

2
000
On calcule 4—21 fr3 ctvtvtda =7 :

2

E /ng/.vfda:/ o't vtda +/ a?v? v?da
I's s I's

(=1

— [ o= ad)das [ o (e o) do
F3 FS

:/FaaT[vT]dajL/Fsay[vy]da

- / pr (@) Ry ([u]) - [0s] da + / (1,02, () — p ([0) - [0n]) da

alors:
2
Z/F o' vt vtda = —Jug (o, u,v).
¢=17Ts
Donc:
2
> (' (i, 0) sy + Jaa (0 (1)) (8),0) = (F (£) 0y, Yo €V, (22.3)
=1

et de (2.1.1), on obtient:

2
(i, v) V,XV-I—Z AZ HZ+Z 5Z 96) ( ))Hri—
=1

(=1

g(/otW(t—s)e(uM)dse ) +§l(sf vele () +

HL

Jaa (a ((t)),u(t),v) = (f (t),v)yixy, YveV. (2.2.4)

En utilise la formule de Green pour les inconnues électrique du probléme ainsi que les

conditions (2.1.6), (2.1.15) et la définition (2.1.39) on a:

(D", V¢'),,. + (Div D", ¢") . :/ DY ¢tda, Yo' € HY,
T¢
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2.2. Formulation variationnelle

D'N¢'de + | Div D .¢tdx = /

Qf Q¢ ¢

DYV ¢fda + / DY ¢'da, Yo' e HY.

T,
La formule de Green pour/ =1
D' V¢'dx+ | Div D'.¢'dv = | D%W'.¢'da+ | D'w'.o'da, Vo' € HI. (2.2.5)
Q1 o rl r!
La formule de Green pourl{ = 2

D?>N¢*dr + | Div D*.¢*dx = /

D*2.¢%da + / D*2.¢*da, V¢* € H?. (2.2.6)
02 02 r2

2
Fb

Pour ¢ =1,2, on a d’aprés (2.1.14) :
DV . ¢fda = 0,
rf

a addition (2.2.5) et (2.2.6) on a:

2 2 2
> | D'Vede+ ) / Div D'.¢'dx =) / DY ¢ da.
=1 79 =1 79 =1 7T}

On a d’aprés (2.1.6) et (2.1.15) :

2 2 2
> De.V¢edx+Z/ . dldr = Z/ ¢.¢'da,
af =179 —1 /T4

/=1
2
(

2 2
> D{V&)HﬁZ/ qg.a%dx—Z/ ¢-¢'da = 0.
—1 —1 /9 =1 7T

On a d’aprés (2.1.39) :

2 2
2. ed _ g‘ gd _ .
> [ dottr =3 [ dhotdn= (). o

Donc:

2
Z <D£7 ngZ)HZ + (q (t) ’ gb)w =0.
=1

De (2.1.2) , on obtient:

> (B (1), V) e = Y (€ (u' (1), V) o =

(=1 (=1

(q(t),d)y Vo € Wt e0,T]. (2.2.7)
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2.2. Formulation variationnelle

Enfin, pour tout t € [0, 7] et de (2.1.3) et (2.1.12), on obtient:

B (1), 0"
( ®) >L2(Q ‘)
(77ng (E (ué (t)> aﬁe (t) 70£ (t>) 7UZ>L2(QZ) + (qﬁ(t)a Ue) Lz(ge) 7V,U£ € Vzv

en utilisant la formule de Green avec et (2.1.35), on trouve:

— K (A6°(t), v )Lz(m)— e (6°(), v )p(w):

() 0 00 -

(v (e (u* (), B°(1),0°(t) ,v Z)LQ(Q 0 + (qg(t),vg)m(m) ot e V2 (2.2.8)

Enfin, soit 8°(¢) € K* et pour tout ¢ € [0,7]. De la définition (1.2.15) de 9W .« (3°) et
de (2.1.4), on obtient:

(B0 =8 1) 0~ KBS0, = 8(0) o

L2(Qf)
> (8" (= (u (1) 8 (), 0" (1) € = B (1) oy VE" € K,

en utilisant la formule de Green avec (2.1.13) et (2.1.35), on trouve:

(Bw.e =80) . —ar (BO.E =B

L2(af)
> (S (e (u' (1)),8°(),0° (1)), = B (t))LZ(W) Vel e K. (2.2.9)

De (2.2.4),(2.2.8) et (2.2.9), (2.1.11) et (2.1.16) ,(2.1.17), on obtient la formulation
variationnelle du probléme P.

Probléme PV. Trouver le champ de déplacements u = (u',u?) : [0,T] — V, le champ
des contrainte o = (o', 02) : [0,T] — H, le potentiel électrique ¢ = (p', ©?) : [0,T] — W, le
champ de déplacement électrique D = (D!, D?) : [0,T] — W, le champ d’endommagement
B= (B3 :[0,T) — H' (), le champs de temperature § = (6',6%) : [0,7] — H' (Q"),
et le champ d’adhésion « : [0, 7] — L*(T'3), tels que:

(

(1(0) Oy + 32 (A% (0 () o2 (o)) + 30 (67 (e (0 (1) 507) o2 (1)) +

(9"
> (o M 0 = )= (0 () doe (0)) 32 (6" 9 (00, () +
| Jaa (@ (1)), u(t),v) = (f(t),v)vxv, Vv eV, tel[0,T],

(2.2.10)
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2.3. Existence et unicité de la solution

|
IS
(=)
—~
D
—~
~
N—r
<
~—
~
N
—~
2
B
N—
I

(F0.6 = 5'0) gy~ 1 (BO-E = 5 2)

> (8" (= (W ). 8" (),0" (1) € = B (1) oy V" € K,

2

z (B¢ (1), V) 0 — 32 (€% (u! (1)), V'), =

/=1

(q(t),d)y Vo e Wt e[0,T],

&= —(a [, (R (W) +7, B ([u )] = a])  pp- £ € 0,77,

ug(()) = ug,ﬂz(O) = Ugv o’ (0) = O‘gvﬁf (0) = Bg? 0" (0) = Qé

2.3 Existence et unicité de la solution

(2.2.11)

(2.2.12)

(2.2.13)

(2.2.14)

(2.2.15)

Notre intéret principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité

pour le probléme variationnel PV.

Theoreme 2.3.1 Sous les hypothéses (2.1.18)-(2.1.34), le probléme PV admet une solution

unique {u,o,p,a, 3,0, D} ayant la régularité suivante:
we H (0, T;V)NC'(0,T; H), i€ L*0,T;V"),
peC(0,T;W),
B € H"(0,T;Eo) N L*(0,T; Ey),
0 c H (0,T;FEy)NL*0,T; E),

a € WhH(0,T;L*(T3)) N Z.

(2.3.1)

(2.3.2)
(2.3.3)
(2.3.4)

(2.3.5)

Les fonctions (u,o0,¢,a, 3,0, D) qui satisfaisant (2.1.1)-(2.1.2) et (2.2.10) — (2.2.15)

s’appellent une solution faible du probléme P. Nous concluons que sous les hypothéses
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2.3. Existence et unicité de la solution

(2.1.18)-(2.1.34), le probléme mécanique (2.1.1)- (2.1.17) a une solution faible unique qui
satisfait (2.3.1)-(2.3.5). La régularité de la solution faible est donnée par (2.3.1)-(2.3.5) et

en termes de contraintes:
occ L*(0,T;H), DivoecL*(0,T;V'), (2.3.6)

DeC0,T;W). (2.3.7)

En effet, de (2.2.10) et (2.2.13), il vient que p%ii* = Div o'(t) + f§ (t), div D*(t) = ¢f(t)
pour tout t € [0,T], De la réqularité (2.3.1)et (2.3.2) de u et v combinée avec (2.1.1)- (2.1.2)
et (2.1.18)-(2.1.29), on obtient (2.3.6) et (2.3.7) .

Preuve. La démonstration du théoréme 2.3.1 sera faite en plusieurs étapes, elle est
basée sur les résultats des inéquations variariationnelles, les opérateurs monotones et les
arguments du point fixe. Nous supposons dans la suite de cette section que (2.1.18)-(2.1.34)
sont vériéfis,C' désigne une constante positive qui dépend de Qf T'{,T's,p,, pr, Y., Voret L
dont la valeur peut changer d’un endroit & un autre.

Dans la premiére étape nous considérons le probléme auxiliaire suivant pour le champ
de déplacement, dans lequel n € L?(0,T; V") est donné.

1,2

Probléme PV} .Trouver le champ des déplacements u, = (un,un) 1 [0,T] — V tels

que:

(i (£) V) ey + Z (A (“f; (1) e (Uz))ne + (), 0)yry

=1
= (f (t) 7U)V’><V ) Vo € ‘/Yappt S [OvT] ’ (238}
uf7 (0) = up, uf; (0) = v§, sur Q. (2.3.9)

Nous avons le résultat suivant d’existence et d’unicité.
Lemma 2.3.1 [l existe une unique solution du probléeme PV qui satisfait (2.3.1).

Preuve. Nous définissons l'opérateur A : V' — V' par:

(Au,v)y v = D (A% (uy) e (v')),,» Yu,v V. (2.3.10)

2
/=1
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2.3. Existence et unicité de la solution

En utilisant maintenant (2.3.10) et 2.1.18 (a), il séensuit que:

2
| Au — Av|?, < Z ||.A£5 (uf) — Ale (v9) H?ﬂ < Cllu -} ,Yu,v €V, (2.3.11)

=1
ce qui implique que A : V' — V' est continu. Maintenant, par (2.3.10) et (2.1.18) (b), on
obtient:

(Au— Av,u — )y, > mlu—ol} ,Yu,v €V, (2.3.12)

ol m = min {my1,my2};i.e. A:V — V' est un operateur monotone. On prend v = 0 dans

(2.3.12) et on obtient:

2 2
(A, w)y e > [l ~ [ Aol ully Y €V,

1 2 1 2
(A )y > ol — o Al v € V.
Ainsi A satisfait la condition (1.2.14) avec w = fm et A = —5- | 4o||? . De plus a I'aide

de (2.3.11) nous déduisons que:
[ Aully, < C lull, +C?, Vu e V.

Cette inégalité implique que l'opérateur A satisfait la condition (1.2.17). Finalement,
nous rappelons que par (2.1.28),(2.1.29) et (2.1.32),(2.1.33), (2.1.34) nous avons f —n €

L2(0,T;V") et vy € H. 1l vient du Théoréme 1.2.6 qu’il existe une unique fonction qui

satisfait:
v, € L*(0,T;V)NC(0,T;H), ©,€ L*(0,T;V"), (2.3.13)
0y (8) + Avy () + 1 (8) = f (1) ,pop £ € [0, T, (2.3.14)
vy (0) = vp. (2.3.15)

Soit u, : [0,7] — V est une fonction définie par:
t
u, (t) = / vy (s)ds + ug, Vt € [0,T7]. (2.3.16)
0

On déduit de (2.3.10) et (2.3.13)-(2.3.16) que u,, est la solution unique du probléeme PV}
tel que (2.3.1) est vériéfie. Ceci conclut la partie d’existence du Lemma 2.3.1. La partie
unicité découle de l'unicité de la solution du probleme (2.3.13)-(2.3.15), guarantie par le

Théoréme 1.2.6.
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2.3. Existence et unicité de la solution

Dans la deuxiéme étape, nous utilisons aussi le champ de déplacement wu, obtenu dans
le lemma2.3.1 pour construire le probléme variationnel suivant.

Probléme PVy.Trouver le potentiel électrique ¢, = (gp}w go%) [0, T] — W tels que:

> (B, (1), V) = > (& ) Vo)

/=1 /=1

[\
()

(q(t), @)y Vo € Wt €10,T]. (2.3.17)

Nous avons le résultat suivant.

Lemma 2.3.2 Le probléme PV posséde une solution unique qui satisfait la régularité

(2.3.2).

Preuve. Soit b(.,.) : W x W — R la forme bilinéaire donnée par:

2
=Y (B'v¢, V') ., Vo0 € W. (2.3.18)
/=1

Nous utilisons (2.3.18), (1.2.9) et (2.1.20) pour déduire que b(., .) est continue, symétrique
et coercive. En outre, nous appliquons le théoréme de représentation de Riesz pour définir

la fonction g, : [0, 7] — W tel que:

2
(q(t), 0w = (a5 (), )y + D (E (uf (1)) , V') ;0. Yo € Wit €[0,T].
/=1

En appliquant le théoréme de Lax-Milgram on obtient I'existence et I'unicité ¢, (t) € W

tel que:
b, (1), 9) = (q(t) . @)y, Vo € W. (2.3.19)

Nous concluons que ¢, () est une solution du Probleme PV¥ . Pour t,,t, € [0, T],en

utilisant des arguments basés sur (2.3.17) nous trouvons:

o (0 + 0, ()] < € (g (t2) + 10y () + g (0) +a(®)ll) . (23.20)

Comme u, € C*(0,T;H) et ¢ € C(0,7;W) nous déduisons de I'inégalité (2.3.20) que
¢, € C0,T;W).
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Probléme PV¢. .Trouver le champ de température 0, = (0},63) : [0,T] — Eq tel que:

WE

Z <0i(t)’ Ue) m(m) — o (HA(t)’ U>L2(Q£)

(=1

(@) + q‘(t),vﬁ)m(m) Wl e VE (2.3.21)
0,(0) = 6y, (2.3.22)

Lemma 2.3.3 pour tout A\ € H'(0,T; E}), Le probléme PV5 admet une solution unique
0, qui satisfait :

0y € H' (0,T; E) N L*(0,T; Ey),

9)\<0) — 90.

Preuve. L’application d’inclusion de (Ei, |||, ) dans (Ey, |||z, ) est continue et a
image dense. Notant par E] l'espace dual de Ejet identifiant le dual de Ey avec lui-méme,

nous pouvons écrire le triplet de Gelfand
E, C Ey= E, C F].

Nous utilisons la notation (., .) B{xE, Pour désigner le produit de dualité entre Ejet F4, nous

avons:

(0,) gy, = (0.€), - V0 € By, € € By, (2.3.23)

Pour tout ¢, & € Ey, on a:
Qo (¢7 5) = Qo (57 ¢) :

Nous utilisons (2.3.23) et la définions (2.1.35), en utilusant 'inégalité de Holder et pour
tout ¢, & € Eq, on a:

lao (&, N < ko VOl IVEN g + E2 |01 L2my €N 2y » (2.3.24)

Gardant en téte théoréme (trace de sobolev),l'inégalité (2.3.24) devient:

lao (&, )l g, < C" M1l g, 1€, - (2.3.25)

donc, ag est continue et donc hemicontinu.

D’aprés la définions (2.3.23) on vérifie:

ao (¢, ¢) 2 0,
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2.3. Existence et unicité de la solution

i,e, que ag est monotone.

D’autre part, moyennant (2.3.24), comme ky; > 0 et pour tout £ € Ej, on a:

Qo (¢7 ¢) > ko ||V¢||H=

et d’ou
ao (¢, 9) > ko l|ol|5, — ko ll¢ll%, -

Alors, a satisfait la conditions (1.2.16) du théoréme 1.2.7 avec C' = kg et A = —kq ||qz$||2EO .
Ensuite, de (2.3.25) nous déduisons que g conditions (1.2.17).
Il s’ensuit maintenant de la régularité (2.1.40) et 6y € Ey, A € H* (0,T; E}) que ¢ =
A+qe H (0,T; Ey) .
Finalement, nous remarquons que toutes les condtions du théoréme 1.2.7 sont vérifiées,

donc nous concluons qu’il existe une unigee fonctions 0, qui satisfait:

0, € H' (0,T; E) N L*(0,T; Ey),

Ox(t) + aofx(t) = qa(t),

Dans la quatrieme étape, soit ¢ € C(0,7; Ey). On considére alors pour le champ
d’endommagement le probléme variationnel suivant.

Probléme PV’ Trouver le champ d’endommagement 3. = (63, 6?) : [0,T] — Ep tel

que:
; (Bf(t), ¢ -8 (t))L2 ) " (B.(1),€ — B (1))
2 (0).¢ =5 <t>)L2(Qe) NE=(€,€7) € K\pp t € (0,77, (2.3.26)
Bg (0) = 50

Ou K =K' x K2

On a le résultat suivant.

Lemma 2.3.4 Le probléeme PV? admet une solution unique telle que:

B.€ H' (0,T; Eo) N L*(0,T; Ey) .
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Preuve. L’application d’inclusion de (Ey, |||, ) dans (Eo, |||z, ) est continue et a
image dense. Notant par E] l'espace dual de Ejet identifiant le dual de Ej avec lui-méme,

nous pouvons écrire le triplet de Gelfand
E, C Ey=FE, C E].

Nous utilisons la notation (., .) Bl xE, POUr désigner le produit de dualité entre Ejet Ey, nous

avons:
(/675)Ei><E1 = (/Baf)an VB € EO;f S El-

On sait que I'ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble non
vide, fermé et convexe dans Fj;. Ainsi, le champ d’endommagement initial 5, € K. Main-

tenant, en utilisant la définition (2.1.35) de la forme bilinéaire a, pour tout ¢,& € Ej, on

a:
a1 (¢,€) = a1 (£, 9)
et
lar (&, ) < 3k [V [IVE
alors

lax (@, )1 < cll@ll g 1€l 1,

donc, a; est continue et symétrique. Ainsi, pour tout ¢ € E7, nous avons:

lax (6, )| < kr [IVOII3;
et d’ou
a1 (¢, @) + co ||¢||?30 > ¢ ||¢||3, . avec co = ki +1,¢1 = ki
Nous remarquons que toutes les conditions du théoréme 1.2.9 sont vérifices. Ce qui

conclut la preuve du lemma 2.3.4.

Dans la prochaine étape, nous utilisons encore la solution u, obtenue dans le Lemma
2.3.1, notons par u,, et u,, ses composantes normales et tangentielles, respectivement, et
construisons le probléme de Cauchy suivant pour le champ d’adhésion.

Probléme PV .Trouver le champ d’adhésion ay, : [0,7] — L? (I's) tel que:

i (6) = = (0 () [3 (R ([ D) + 35 [Be (e (D = 2], opp. t € (0,77, (2.3.27)
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2.3. Existence et unicité de la solution

a, (0) = . (2.3.28)

Nous avons le résultat suivant d’existence et d’unicité.

Lemma 2.3.5 [l existe une solution unique du Probleme PV, et cela satisfait:
oy, € W (0,T;L* (T3) N Z).

Preuve. Pour la simplicité, nous supprimons la dépendance de diverses fonctions sur

I's, et notée que les égalités et inégalités ci-dessous sont valables p.p. sur I's. Considérer

application F, : [0,T] x L*(T'3) — L? (T'3) défini par:

Fy (t,0) = — (o [, (R (g () + 7, Be (e () = 20])., (2.3.29)

pour tout ¢ € [0,T] et a € L? (T'3). Il résulte des propriétés de 'opérateur de troncature
R, et R. que F}, Lipschitz est continue par rapport a la seconde variable, de maniére uniforme
dans le temps. En outre, pour tous a € L?(I'3), lapplication t — F, (t,«) appartient
a L>(0,T;L*(T'3)). Ainsi, en utilisant le théoréme de Cauchy-Lipschitz donné dans le
théoréme 1.2.6 on en déduit qu'il existe une fonction unique a,, € W1 (0,7 L*(T'3))
solution au probléme PV}, Aussi, les arguments utilisés dans la remarque 1.1.1 montrent
que 0 < o, (t) < 1 pour tout ¢ € [0, 77, p.p. sur I's. Par conséquent, & partir de la définition
de I'ensemble Z nous trouvons que «, (t) € Z , qui conclut la preuve du lemme.

Maintenant, pour chaque (n,¢) € L?(0,T;V’' x Ey) et A € H'(0,T; E}), nous notons
par u, la solution du probleme PV} fournie dans le Lemma 2.3.1, par ¢, la solution du
probléme PV? fournie dans le Lemma 2.3.2, par 60, la solution du probléme PV fournie
dans le Lemma 2.3.3, et par 3 _ la solution du probléme PV fournie dans le Lemma
2.3.4, par «, la solution du probleme PV} fournie dans le Lemma 2.3.5.

En outre, nous appliquons le théoréeme de représentation de Riesz pour définir la fonction

A:L*(0,T;V' x Ey x Ey) — L*(0,T; V' x Ey X E) par:
A, A ¢) (8) = (A% (1, A, 0) (8) , A (m, A\, 6) (8) , A (1, A, <) (t)) € V! x Eg x Ey,  (2.3.30)

avec:

2

(A (1, A, 0) (1) ,0) = Z (G (e (uf (1)), £0Y) e (M))HZ + Jad (o ((8)) , uy () ,0)

/=1
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2.3. Existence et unicité de la solution

+22: (/Ot M (t = s)e (uy (s)) ds, e (M)) +22: <(51)*V905, (1) e (Uz>>m VeV

= o (2.3.31)
AT (0, A,9)) (1) = 0° (e (ul (1), BE (1), 65 (1)) (2.3.32)
A (1,0, 0) (6) = S° (= (1)) B (0), 5 1) (2.3.33)

Lemma 2.3.6 L’opérateur A a un unique point fize (n*, \*,¢*) € C'(0,T;V' x Ey x Ey) tel
que:

A(n*’)\*7g*) — (77*7)\*’g*) .

Preuve. Nous montrons que pour un nombre entier positif m, la puissance m iéme
de lopérateur, notée A™ est une contraction de C' (0,7 V' x Ey x Ey). Soient (1, A1,¢1),
(N9, A2,62) € C(0,T;V' x Ey x Ey) et par simplicité, nous utilisons les notations u,; =
Ui, Ui = Vi, Py = ©;, 0% = 0;, B = By = o pour 7 = 1, 2.

En utilisant (2.1.19)et(2.1.21)-(2.1.26), nous obtenons:

”AO (7717)\1,9)( ) A (772,)\2,§2 , < ZHgé 61’93) g£ (5 (ug (t)) aﬂgaeg)”i//
D3 [ate-aeth - b a| +3 e vdn - € v,
‘= HY =

C'llpw ([ O)) = po ([uze OD 1720y + C |0 (8) Ry ([ (8)]) = 03 (6) Ry (2 (DD F2(r,
+C |lp- (a1 (1) Br ([urr (1)) = pr (a2 (1)) Br ([uzr (DI 720y - (2.3.34)

et en utilisant la définition de R, et R,, on a:

||A0 (nlv )‘17 §1) (t) —A° (772a )‘Qa CZ) (t” f// < C(/O Hul (S) — U2 (S)H%/ ds+

lur (£) = uz (O3 + llpy (1) = 02 ()l + e (2) = a2 (D72,
118y (6) = Bz (D, + 101 (1) = 02 (1)[3,)- (2.3.35)

D’aprés 'hypotheés (2.1.22) /il s’ensuite:
2
HAl (7]17 )‘17 §1> (t) - Al (7727 /\27§2) (t)HEO =

16 (e (ud (£)) L B (1), 05 (1)) — & (< (uh (1)), B (1) .05 (1)) |,
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< Cllur (8) = uz (Ol + 1181 (8) = Bz (), + 1161 (1) = 02 (B)[I2,)- (2.3.36)
Nous rappelons que uf;uet uf;T représentent les composantes normale et tangentielle de la

fonction ! respectivement. Maintenant, de (2.3.33) et (2.1.23), on obtien:

HA2 (71, A1,61) (t) — A? (19, A2, S2) (t)HJQEO _

|5 (< (uf 1)) 85 (1), 06 1)) = 8" (= (u (1) . 85 (). 05 D),
< O (£) — un (B + 16y (6) — Ba (D11, + 1162 (£) — 62 (D)]1%). (2.3.37)

Alors, depuis (2.3.34)-(2.3.37), on a:
t
1A (715 Aty 1) (8) = A (03, A2, 62) (D1 gy < C(/ s (5) = s (s)|[5, ds+
0
[l (£) = ua (DI + Nl () = @2 ()3 + len () = a2 () 72(ry)
+ 1181 (t) = Ba (0)II75, + 1161 (t) — b2 ()II,)- (2.3.38)
D’autre part, de (2.3.8), nous trouvons:

2
(01 = 02,01 = va)yryy + Y (A'e (01) = Ae (05) 2 (o] —v3))
/=1

+ (1 — Mgy 01 — U2)V’xV = 0.
Nous intégrons ’égalité précédente par rapport au temps cette relation et, en utilisant

les conditions initiales,v;(0) = v2(0) = 0 et de (2.1.18), nous trouvons:
t ) t
mae [ () = @) ds < = [ () = 19,00 (5) = 12 )y s
0 0
En utilisant I'inégalité 2ab < ma_2[ + m 4 b?, pour tout ¢ € [0, 7], on a:
A

[ i@ =@l as <0 [ @) =n @l e .11 (2.3.39)

Nous intégrons maintenant (2.3.27) avec I’état initial (2.3.28) pour obtenir:

@i (t) = ao — /O (i (s) [y, By ([wiv (5)]) = 7 B ([uir (s)])] — €a) + ds.

Alors:

lovs () = 2 () 2qryy < 0/0 [(er () [y B ([uaw ($)]) = v B ([uar ($)DD g2 ry ds+
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C/O (2 (s) [y, By ([uzw (8)]) = 77 Br ([u2r ($)DDI p2(ry) ds-

En utilisant la définition des opérateurs de troncation R, et R, et en écrivant que

a1 — Qg + a, apres quelques calculs élémentaires nous trouvons:
lon () — az (D)l 2y <

C </Ot lvs (8) = 2 (8)[| 2y ds + /Ot [ua (8) = w2 (8) ]| L2y ds) : (2.3.40)

Il s’ensuit maintenant d’un argument de type Gronwall que:
t
o (1) = a2 () < €[l (5) = 2 (5] ey 0.
0
et, en utilisant (1.2.8), nous obtenons
2 ! 2
o 1) = a2 (0 < € [ s (5) = wa (5] s, (23.41)
0
En utilisant maintenant (2.3.17), (1.2.9), (2.1.20)et (2.3.17), il en découle:
oy (8) = @2 (Dl < O llua (8) = ua (B)II5 - (2.3.42)
De (2.3.21), nous déduisons que:
(91 — 92, 6)1 — 92)[,2(9) + Qo (91 — 92, 81 — 02) = ()\1 — )\2, 91 — 62>L2(Q) ,P.D. t e [O,T] .
En intégrant I'inégalité précédente avec les conditions initiales:
(91 (O) = 90 et (92 (O) = 90,

et en utilisant 1'inégalité:

ag (01 — 02,0, — 03) > 0,

on obtient:

310000 = 0 Ol < [ O ()= 2a(5),01 (5) = 02 5)) g .

Il vient alors que

161 (1) — 02 (1) / 1 (5) = Ao ()22 ds + / 161 (5) — 02 (5) 220 ds.
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Nous combinons I'inégalité précédente avec le lemme de Gronwall, pour trouver:

t
161 (6) = 02 )y < € [ 1) = X0 (5] gy (2:3.43)

De (2.3.26), nous déduisons que:

<B1 - 62751 62) "‘@1 (81 = Ba, B1 — Ba) < (61— 62,81 — 52)L2 ,pp- t€[0,T7.

En intégrant 1'inégalité précédente avec les conditions initiales:

B4 (0) = By et By (O> = o,
et en utilisant 'inégalité:
ao (81 — Ba, 81 — By) > 0,
on obtient:

31810 = B Ol < [ (61 =2(5). 1 (5) = B () gy

Il vient alors que
190 0= 52 ey < [ 610) =52 Oy s + [ 194 6) = 52 9
Nous combinons I'inégalité précédente avec le lemme de Gronwall, pour trouver:

18, ()= B2 Ol < € [ 1 () =<2 ()l . (23.44)

On sait que:
w; (t) = /Ot v; (8) ds + uy,
donc: t
o ()= <€ [ o) = @)l ds, e 0.7 (2345)
Nous combinons (2.3.41)-(2.3.45) avec (2.3.38) pour obtenir:

t
1A G, My <) (8) = A (12, Az, <2) (Dl < C(/O s () — uz (s)ly- ds+

fur (8) =z (O[5 + 1181 (8) = Ba (D), + 1161 (1) — b2 ()15,
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donc:
t
1A (1, A1, 61) (8) = A (19, Az, 62) (D)1 Pr s gy < C(/O o1 (s) = v (s)]I7 ds

118y (6) = B2 (D, + 161 (1) = 02 (1)[7,)-

Nous combinons les inégalités (2.3.39), (2.3.43) et (2.3.44) pour obtenir:
HA (7717 >‘17 gl) (t) —A (7727 )‘27 §2) (t)H%/’xonEo <

t
c / 1071252, A1) (5) — (2620 A2) ()2 e, 15

En réitérant m fois I'inégalité on obtient:

m m 2
[A™ (11, Avss1) (8) — A™ (12, A2, S2) (t)HL?(O,T;V’xEOXEg) <

Cme
m)!

2
H (7717 )\17 gl) - (7727 )\27 §2) HL2(O,T;V/><EOXED) . (2346)

Comme nll_r)noo% = 0, cela implique pour m assez grand, 'opérateur A™ est une con-
traction sur I'espace de Banach L? (0, T; V' x Ey x Ey). Il existe donc un unique (n*, ¢*, \*) €
L?(0,T; V' x Eg x Ey), tel que A™ (n*, \*,¢*) = (n*, \*,¢*) et (n*, \*,¢*) est aussi 'unique
point fixe de A.

Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théoréme 2.3.1.

Démonstration du Théoréme 2.3.1.
Existence. Soit (n*,¢*,\*) € L?(0,T;V’ x Ey X Ejy) est un point fixe de A et soit qui est
deéfini par (2.3.30)-(2.3.33), nous adobtons les notations:

Ui = Uy Py = Ppoy Qx = Qey B = By 0 =0+, (2.3.47)
et pour tout t € [0, 7], on pose:

ol (t) = Ale (@l (8)) + G (e (ul (1)), BL (1), 0% (1)) +

Ot M (t—s)e (ufi (s)) ds + (55)* vl (t) (2.3.48)

Dt = &% (ul (1)) — B'v¢t (t) dans Q° x [0,T] , (2.3.49)
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Nous montrons que le quadruplet (u.,,,ax, 5,0.) satisfaisant (2.2.10)-(2.2.15) et la
régularité (2.3.1) -(2.3.5). En effet, nous écrivons (2.3.8) pour = n* et en utilisant (2.3.47),

on obtient:
2
(ﬂ* (t) 7U)V/><V + Z (Agg (ui (t)) € (/UZ))HZ + (77* (t) >U)V/><V
=1
=(f(t),v)vxv ,YveV,pptel0T]. (2.3.50)
En outre, nous écrivons(2.3.21) pour A = A\* et en utilisant (2.3.47), on obtient:

(02, ") ey~ 90 00V sa(ar) = (N0 + 0 (1),0) oy W0 €V, (2.350)

En outre, nous écrivons(2.3.26) pour ¢ = ¢* et en utilisant (2.3.47), on obtient:

B0 € KD (BL0.6 = 5L0) oy — 0 (B.0,6 = 5.0)
=1
> D (10,6 =B (8) oy ¥ € K pp £ € [0,T], (2.3.52)
/=1

Nous combinons les égalités A% (9, A, <) (t) = n*, A (n,\,6) (t) = X\* et A% (n,\,¢) () =
¢*.avec (2.3.31),(2.3.32) et (2.3.33) pour obtenir

2

(™ (1) 0) oy = > (G (e (u (1), B°0) e (v))0 + Jaa (0 (1)) s (£) ,0)

(=1

3 ([ e G e (09)

+Z ((gﬁ)* V‘Pﬁ (t),e (M))HL] Vv eV, (2.3.53)
Xt = (= (uf (1), B8 (1), 63, (1)) (2:354)
(1) =S (e (u' (1), B2 (1),0° (1)) (2.3.55)

De (2.3.53) et (2.3.50), on a:

(b (£) ,0) ey + 3 (A2 (@6 (1)) e (v)),0 + D (G (e (u (1), B, 0°) e (v1)),e
/=1
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2.3. Existence et unicité de la solution

ot —s)e (ul(s)) ds, e (v* 2 EN 7ot (1), e (v
Jad (s (1)), us (8) ,0) = (f () ,0)yixy , Yo € Vip.pt €10,T]. (2.3.56)

Ainsi, de (2.3.54) et (2.3.51), on a:
(6.0.0")

(v (= (u (1), B (1), 05 () + 0 (), 0") oy . VO €V, (2.3.57)

Ainsi, de (2.3.55) et (2.3.52), on a:

Lz(ﬂé) — Qo (0* (t), U)L2(Q£) _

BLO €KV E 0TS (B0.€ = A10) ) = 0 (0.6 = 5. 1)
/=1
Z ﬁe ( ) (t)) 7€€ - Bi (ﬂ)p(m) 7V£Z S KE; (2.3.58)

(=1

Nous écrivons (2.3.17) pour n = n* et en employant (2.3.47), on obtient:

2 2
> (Bl (1), V") e — > (E (ul (1), V) e
=1 (=1
(q(t),d)y Vo€ Wt €[0,T]. (2.3.59)

Aussi, nous écrivons (2.3.27) pour 1 = n* et en utilisant (2.3.47), on obtient:

e (£) = = (00 (8) [y (Ro ([t () 5 | Ry (far () — a]), 9o £ €(0,7], (23.60)

Maintenant, de (2.3.56)-(2.3.60) avec les conditions initiales (2.2.15) et d’aprés les lemmes
(2.3.2),(2.3.3),(2.3.5) , (2.3.4)et (2.3.6), nous trouvons que (ux, ,, @, 3,0, ) satisfait (2.2.10)-
(2.2.15) et la régularité (2.3.1)-(2.3.5). Puisque (u., ¢,) satisfait (2.3.1)-(2.3.2) et de (2.3.48),
on a:

0. €L*(0,T;H). (2.3.61)

Pour tout v* € D (QZ), on pose v = (v!,v?) avec v*7¢ = 0 dans (2.3.56), ainsi que
(2.3.47) et (2.1.38), on obtient:

plilt = Div ot + fi, pp. t €[0,T],0=1,2.
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2.3. Existence et unicité de la solution

En utilisant maintenant (2.1.27), (2.1.28)et (2.3.61), on a alors:
(Div oy, Div 03) € L* (0,T; V).

pour ty,ty € [0,7], d’aprés (1.2.7),(1.2.9) avec (2.3.49) et (2.1.20)-(2.1.21), nous déduisons
que:

| Dx (t1) — D (t2)ll,, < C (llps (t1) — @ ()l + 1w (T1) — s (E2) 1) -

de la régularité de (u., ¢,) donnée par (2.3.1)-(2.3.2), nous impliquons que:
D. € C(0,T; H). (2.3.62)
En prenant ¢ = (¢1, ¢2) ong¢’e D (Qf)d et ¢*~* = 0 dans (2.3.59) et de (2.1.39) il vient:
gy (t) = div DL (t), YVt € [0,T],0=1,2.
Déapres (2.1.29) et (2.3.62), on a:
D. e C(0,T;W).

Enfin, nous concluons que (uy, 04, ¢,, Dy, o, 5,0,) est une solution faible du probléme
PV ayant la régularité (2.3.1)-(2.3.7), en ce qui termine la preuve de la partie d’existence
du théoréme 2.3.1.

Unicité. L’unicité de la solution est une conséquence de l'unicité du point fixe de

I'opérateur qui est défini par (2.3.30)-(2.3.33) .
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Conclusion générale

Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a étudié I'existence et I'unicité de la solution d’un probléme de
contact avec compliance normale et adhésion entre deux corps électro-viscoélastique en
piézoélectricité et avec 'endommagement et temperature.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de ce prob-
leme. Comme la frontiére des corps et donné de probléme ont de bonne régularitée.Donc,
la solution du probléme électro-mécanique et du probléeme variationnelle est la méme.

On amontré I'existence et 'unicité de la solution de probléme précédent par I'utilisation
des arguments suivants: équation variationnelle dépendant du temps, équation variationnelle
d’évolution, inéquation variationnelle d’évolution du type parabolique, équation différentielle

et point fixe.
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/ Résumé \

Cette mémoire contient une Etude théorique d'un probléme de contact avec frottement entre deux
corps piezoélectricité. Cette étude se compose en deux chapitres, Le premier chapitre considere la
formulation mathématique de probléme de contact et rappel d'anayse. Le deuxieme chapitre est
divisé en trois sections. Dans la premiére section considére la forme mathématique cet probleme
noté par P, par I'utilisation de la forme de Green on obtient auss une forme variationnelle PV
dans le deuxieme section,. Enfin, dans la troisiéme section, nous étudions I'existence et I'unicité
d'une solution faible du probléme.

Mots-Clés:

piézoélectricité, compliance normale, adhésion, inéquation d’évolution, point fixe,

Qndommagement , existence, unicité. /
/ Abstract: \

This memory contains a study theoretically with friction contact enter two piezoelectricity body.
This study consists of two chapters, The first chapter considers the mathematical formulation of
contact problem and return analysis. The second chapter is divided into three sections. The first
section considers the mathematical form this problem noted by P, by using the form of Green is
also obtained a variationa form PV in the second section ,. Finally, in the third section , we study
the existence and uniqueness of aweak solution of the problem.

Key-words:

piezoelectricity, normal compliance, adhesion, evolutionary inequality, fixed point, damage,

Kexistence, uniqueness, /
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