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Abstrait

Dans ce mémaire,nous avons présenté de la définition des espaces métriques partiels, et de 1'étude de
l'existence et de l'unicité des points fixes .
Dans le premier chapitre, nous avons mentionné l'espace métrique et le théoréme du point fixe de Banach.
Dans le deuxiéme chapitre, nous avons étudi¢ les définitions et prep des espaces suivants : espace b-métrique,
espace métrique partials et espace b-métrique partials
Le troisiéme chapitre examine les théories de l'existence et de l'unicité des points fixes communs dans les es-
paces métriques partiels.
Nous avons fait des généralisations pour ces théorémes dans le quatriéme chapitre et nous avons donné des
exemples illustratifs et appliqué 1'un de ces théorémes pour prouver l'existence et I'unicité de la solution com-

mune a un systéme de résolution d'équations en porte-a-faux
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Résume

Dans ce Mémoire, nous généralisons a la fois les concepts de b-métrique et de espaces métriques en intro-
duisant I'espace b-métrique partiel. Un analogue du principe de contraction de Banach ainsi que du théoréme
du point fixe de type Kannan dans les espaces b-métriques partiels est également démontré. Quelques exemples
sont inclus qui illustrent les résultats obtenus dans un nouvel espace.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé 1'espace métrique et la théorie de Banach du un point fixe.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons étudi¢ les définitions et prep des espaces suivants : espace b-métrique,
espace métrique partials et espace b-métrique partials

nous avons examiné les théories de I'exesent et de l'unicité des Points Communes répare dans les espace b-
métrique partials

. Nous avons fait des généralisations de ces théorémes dans les troisiéme et quatriéme chapitres, et nous avons
appliqué l'un de ces théorémes pour étudier I'exesent et 1'unicité de La commune a dissous le systéme de plani-

fication interne.

Mots clés : espace métrique, espace métrique partials, espace b-métrique partials et théorémes du point fixe

Résoudre un ensemble de deux équations de rayons propres.
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Introduction

Les théorémes du point fixe constituent un aspect important et intéressant des mathématiques ap-
pliqués et fournissent des solutions a plusieurs problémes linéaires et non linéaires qui se posent dans
les sciences biologiques, d'ingénierie et physiques.

Les origines des principes de contraction métrique et, par conséquent, la théorie métrique du point
fixe elle-méme, reposent sur la méthode des approximations successives pour prouver l'existence et
l'unicité des solutions d'équations différentielles Cette méthode est associée aux noms de mathémati-
ciens célébres du xixe siecle tels que Cauchy, Liouville, Lipschitz, Peano et, surtout, Picard.
L'origine de la théorie du point fixe est une méthode d'approximations successives utilisée pour prou-
ver la existence de solutions d'équations différentielles introduites par Picard en 1890.

Cependant c'est le mathématicien polonais Stefan Banach, dans sa these (1922), qui est crédité en
placant les idées sous-jacentes a la méthode dans un cadre abstrait adapté a une large applications bien
au-dela de la portée des équations différentielles et intégrales élémentaires.

Dans cette thése, nous nous intéressons a la théorie du point fixe de Banach La théorie métrique
du point fixe est une discipline mathématique importante en raison de ses applications dans différents
domaines tels que les inégalités variationnelles et linéaires, la théorie de I'optimisation, les problemes
aux limites, etc.

Dans le contexte de la théorie du point fixe métrique, de nombreux chercheurs ont travaillé sur la
généralisation du théoréme du point fixe de Banach en :

1) Généralisant le type de contraction.

2) en étendant l'espace métrique lui-méme :
* espaces b-métriques

* espaces p-métriques

* Espaces D-métriques

* Espaces G-métriques
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* espace métrique rectangulaire
* espaces quasimétriques
* Espaces métriques probabilistes, etc...

et il existe maintenant une littérature considérable sur toutes ces généralisations des espaces métriques.

L'objet de ce mémoire est de présenter quelques résultats avancées et récentes de cette théorie,
dans les espaces b-métriques partiels.
Notre mémoire est composé de quatre chapitres : Le premier chapitre est intitulé Concepts et résultats
Les introductions traitent des définitions les espaces métriques, les parties ouvertes, fermées et finies,
la convergence et la continuité, I'espace métrique complet, et méme et théorrémes du point fixe mé-
trique (de Banach).
Les espaces métriques généralisés est le titre du deuxiéme chapitre ou nous discuterons de la défini-
tion, des propriétés et des exemples d'espaces métriques partiels, d'espaces b-métriques et d'espaces
b-métriques partiels.
Dans le troisiéme chapitre, nous avons également introduit les théorémes du point fixe dont le type
de Kannan dans les sous-espaces b-métriques. Quelques exemples illustrant les résultats obtenus sont
inclus dans un nouvel espace.
Et dans le quatriéme chapitre, nous avons traité de la généralisation des théorémes du point fixe dans
l'espace métrique partiel. Nous avons présenté deux théories avec des exemples et une application qui

'illustrent.
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Notions et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous mentionnerons pour un espace métrique et certaines de leurs propriétés, et donnerons
quelques exemples. Enfin, nous parlerons également du théoréme du point fixe de Banach et de sa preuve

vois [3,4,7,10,22]

1.1 Espace métrique

Définition 1.1.1.
On appelle distance sur un ensemble non vide E une application d : E x E — RT
possédant les propriétés suivantes :
1. Vx,y€e E,d(z,y) =0z =y.
2. Va,y € E,d(x,y) =d(y,x) & x =y (symétrie).
3. Vr,y,z € E d(x,y) < d(x, z) + d(z,y) (inégalité triangulaire).
Définition 1.1.2.

Un espace métrique est un couple (E; d) ou E est un ensemble non vide et d est une distance sur E.

Exemple 1.1.1.
1. L’ensemble des réels muni de la distance d(x,y) = |z — y| est un espace métrique.

2. soit E = R™ et soit X = (x1;29;...;25) et Y = (y1;92;...;Yn) deux éléments de E chacune des

expressions suivantes définit une distance sur F.

i di(z;y) = 20 7 — vl
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i da(w;y) = (0 o — yil®)'/2.
i, dy(z;y) = O |z — yi|p)1/p§ (p=1).

1i. La distance discréte sur un ensemble E quelconque est définie par :

1 six#y
d(z,y) =

0 siz=y

1.2 Boules, Spheres
Soit (E; d) un espace métrique, soit xg € £ etr € RY.

Définition 1.2.1.

On appelle boule ouverte(resp boule fermé) de centre xo et de rayon r ’ensemble.
B (zo,7) ={z € E,d(x,x0) <r}.

(resp)

B (zg,r) ={z € E,d(x,x0) <T}.

On appelle sphere de centre xg € E et de rayon r [’ensemble
S (xo,r) ={x € E,d(x,x9) =1} .

Exemple 1.2.1.

Dans espace métrique (R;].|) on a

B (zg,r) ={z € R,d(z,z0) <}
={zeR,|x—xo| <r}
={reR,—r<z—z9<r}

={zeR,—r+axg<zx<r+ax}

alors

B(:L’o,?“) :] — T—i-.%'o;T'-i—:L’o[.

la boule fermée est B (zo,r) = [—7 + w057 + 0]
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Définition 1.2.2.

Une partie k de E est un ouvert de E si pour tout xg € k il existe r > 0 tel que :
B(zg,r) C k.

Une partie F' de E est un fermé de E si et seulement si son complémentaire Cg dans E est ouvert.

Proposition 1.2.1.

Toute boule ouverte est un ouvert.

Preuve.

Soit B(z,r) un ensemble ouvert dans E. Soit y € B(x;r) ;on a d(x;y) < r On pose :

Alors B(y;r') est inclus dans B(x;r) En effet pour z € B(y;r’) on a :

r—dl@y) rtday)

2 2

d(z;2) < d(x;y) +d(y; 2) < d(x;y) +

Corollaire 1.2.1.
Un ensemble ouvert A dans E est une union de boules ouvertes.
Proposition 1.2.2.
1. Toute intersection des fermés est un fermé.
2. Une réunion finie des fermés est un fermé.
3. @ et E sont des fermés. .

Définition 1.2.3.

Un voisinage d’un point a € E est une partie de E contenant une boule ouverte centrée en a c-a-d :

veV(a) e I >0,B(a,e) Cw.

Proposition 1.2.3.

Un ouvert de E est une partie de E qui est voisinage de tous ses points.
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1.3 le Suites

Soit (zy, )nen une suite d’éléments de I’espace métrique (E, d).
Définition 1.3.1.
On dit que la suite (zy)nen converge vers x € E :

Ve > 0,IN. e NNVn € Nyn > N, d (zy,2) < €.

On note x,, — x ( ou limy,_ 400 Ty, = T).

Proposition 1.3.1.
(Uunicité de la limite dans un espace métrique) Si la suite (xp)nen converge dans un espace métrique

(E, d) alors la limite est unique.
Preuve.

Si on a x1;x2 dans E tel que

Ve > 0,IN. e N,Vn € Nyn > N, d (zp,x1) <

| ™

Ve > 0,IN. e N,Vn € N;n > N. d (x,, 13) <

DN ™

Alors, pour n > sup{Ng, N} ; on a :

d(z1,22) < d(zp,x1) +d(Tn,22) < €.

et donc Ve >0 ;d(x1,x2) < e.
Do
d(xl,a:g) =0.

ce qui donne
T = Ia.
1.4 la Continuité

Définition 1.4.1.

Soit (E, d), (E’, d’) deuz espaces métriques et soit a € E, on dit que une application f: E —— E’ est
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continue au point a St :

c’est a dire

Ve > 0,30 > 0,Vx € E,d(z,a) < § = d'(f(a), f(z)) <e&.

Définition 1.4.2.

On dit que f : E — E’ est continu sur (E, d) si elle est continue en tout point de E.

Définition 1.4.3.

Une application [ : E — E’ est dite uniformément continue sur E si elle vérifier :

Ve > 0,35 > 0,Va;y € E,d(x,y) < = d(f(zx), fly)) <e.

Définition 1.4.4.

On dit que f : E — E' est Lipschitzienne de rapport k € RY sur E (K- Lipschitzienne) si :

Voyy € E,d(f(z), f(y) < Kd(z,y).

Proposition 1.4.1.

f Lipschitzienne = f uniformément continue = f continue .

1.5 Espaces métriques complets

Définition 1.5.1. (Suite de Cauchy) [13]

On dit qu’une suite (zy)nen d’un espace métrique (E, d) est de Cauchy si elle vérifier :

Ve > 0,3N. € N,Vp;q > N.,d(zp,xzq) < €.

Exemple 1.5.1.
Dans (R;|.|) la suite définie par :

Up = —.

S

est de Cauchy.
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soitp;q €N :p>q L
q—p
d(zp,2q) == — =| =[—
p q bq

1
= lim d(zp;zy) < lim - =0.
pig—+00 pig—+o0 q

Donc (xy,) est de Cauchy.

Proposition 1.5.1.

Dans un espace métrique (E, d) on a :
1) Toute suite convergente est une suite de Cauchy; L’inverse est généralement fauz.
2) Toute suite de Cauchy est bornée

3) Toute suite de Cauchy admettant une sous suite convergente converge.

Preuve.

-1) Soit (xy,) une suite convergente vers x dans (E; d) on a :

Ve > 0,3N: € N,Vn > N, = d (zp,x) <

| ™

Pour toute p;q € N tels quep 2N, et ¢q>=N. ona:

d(xp,zq) < d(xp,x) +d(xq,).

| ™

p>N5:>d($P,LU)§ .

[N ORI

p>N€ :>d($(bx) S

dou p,q=>N.=d(xp,xy) <e€

La suite (z,,) est donc de Cauchy.

n
Pour linverse on prend la suite (x,,) tel que x, = e dans lespace métrique (R — {1};].])
n

limp—4o0tn =1 ¢ R —{1}. donc (z,,) diverge.

soit p;q €EN;p>gq

d(wpizg) = |- — | = | LT
p+1 qg+1 (p+1)(g+1)
p
< £
~plg+1)
1
Si
g+1
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alors
1

d(xy;xy) < ——
(i) € =

lim —— =0.
pig——+oo g + 1

Alors limy,.g— 400 d(xp; 24) = 0. donc (x,,) est de Cauchy.

-2)Choisissons € = 1 ;il existe ng € N tel que :

Vn = ng; d(zp;;24) < 1.

En particulier

Vn 2= no; d(zp; ; Tn,) < 1.

Ce qui montre que la suite est bornée.

-8.80it (xy)nen une suite de Cauchy et soit (xz(n))nen la suite extraire qui converge vers x.
Soit e > 0;AN. € N Tel que :

Vn € N;Vn > Ng;d(ze,; ) <

DN ™

comme (Tn)nen est de Cauchy il existe un rang N tel que :

V(piq) € N* (Vp > ND)et(Vq > NL)sd(ap; zq) < %
en particulier, si n > max(Ng, N.), on en déduit que :
£ €
d(l‘p; l‘q) < d(xn’ $E(n)) + d(xs(n)a x) < 5 + B =E€.

ce qui preuwve la convergence de la suite (zp)neN vers .

Définition 1.5.2. (Espace complet)

Un espace métrique (E, d) est dite complet si tout suite de Cauchy (xy)nen dans E converge dans E.

Exemple 1.5.2.

1.) (R;].]) ;(R™; da) sont comple.

E(2"v2 -1
2.) (Q,|.]) n'est pas complet, car il existe dans Q une suite (zy)nen définit par x, = (\2{) est
de Cauchy, mais ne converge pas.
2"y/2 —1
En effet ,on a —on < xp < V2 d’oti x, — V2 dans R Donc (xp)nen est une suite de Cauchy.

Parailleurs, /2 ¢ Q  L'unicité de la limite implique que (xy)ncq ne converge pas dans Q.
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Proposition 1.5.2.
On a
1. Dans un espace métrique (E, d), toute partie compléte est fermée.

2. Dans un espace métrique (E, d), les parties fermées sont des parties complétes

1.6 Contraction

Définition 1.6.1.

Soit (E; d) espace métrique complet et lapplication T : E — E; on dit T est une application
U’pchitzienne s’il existe une constante positive k > 0 , telle que pour tout couple d’éléments x;y € E
on a linégalit

d(Tz; Ty) < kd(x;y)

- St k <1 Uapplication est une contraction

- Si k =1 lapplication est appelée une application non expansive.

Exemple 1.6.1.

1
Soit X =R et T : R — R une application définie par : Tx = PR +1; zeR
Alors T est une contraction.

- Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour qu’une fonction soit uniformément continue.

Proposition 1.6.1.

Une application T : E — E qui k-lipchitzienne est uniformément continue.

Preuve.

Sachant que d(Tx;Ty) < kd(x;y) pour un k > 0 donné, il suffit de prendre n = % ;i s’ensuit que.

Ve > 0,3n = —,d(z,y) < % = d(Tz,Ty) < kd(z,y)

=
k?
= d(Tz,Ty) < k%

= d(Txz,Ty) <e

Donc T est uniformément continue.

Remarque 1.6.1.
- La composition de deux applications Lipschitziennes est une application Lipschitzienne.
- Si T est une application Lipschitzienne, T™ la composition n fois de T avec elle-méme est aussi

Lipschitzienne.

10
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1.7 Théoréme de Banach du point fixe

Ce théoréme donne I'existence et 'unicité d'un point fixe pour une contraction sur un espace métrique com-

plet. Soient E un espace métrique et f une fonction de E dans E.

Définition 1.7.1.

La fonction T : E — E est dite de type Lipschitz s’il existe une constante k > 0 telle que :

d(f(z), fly)) < kd(x,y);z;y € E.

Définition 1.7.2.

La fonction T : E — E de type Lipschitz est appelée fonction contractante si 0 < k < 1.

Définition 1.7.3.

soit T : E— E une application On dit que x est un point fize de f si f(z) = x.

Exemple 1.7.1.

1
La fonction f : R - R; z — isinx est contractante définie sur R de constante k alors f admet un
point fixe unique.

-En effet il suffit d’appliquer le théoréme des accroissements finis.

Théoréme 1.7.1. (Banach(1922)) [12]
Soit E un espace métrique complet, f une application contractante définie sur E de constante K alors

f admet un point fixe unique.

Preuve.
Unicit
Soient x1 et xo deux points fize de f alors f(x1) = x1; f(x2) = x2 et

d(f(z1); f(we) < kd(z1;22) = d(21;22) < kd(21;22) = d(21;22) = 0 = 21 = 0.

L’existence

Soit xg € E ; déffinissons par réccurence la suite (xn)nen par Tnt1 = f(xn) et montrons que la suite
(n)nen est de Cauchy dans espace métrique complet E, d’ou limy_ o ¢y, = € E et comme f est
continue il viendra limg_, 4 oo Tnt1 = flimy— 100 n) = = = f(2)

() est une suite de Cauchy de E.

En effet, soient p; q deux entiers tels que q > p alors.

d(wp;mq) < d(Tp; Tps1) + d(Tpi15 Tpt2) + oo + d(Tg-152¢)

11
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Sachant que

d(xp; xpy1) = d(f(zp-1; f(2p)) < kd(zp_1; 7))
S k‘Qd(J}p_Q;wp_l) S ksd(xp_g;xp_g) S S k"d(:ro;xl).

d’ou
d(zp; 2g) < (kP + KPP 4 BPF2 4 4 k97 Y d(2g; 2)

p=+00
< KPd(xo;x1) Z kP
p=0
< ]de(.%'o; .%'1) .
- 1-k
) .
st d(zo;x1) = 0 alors x1 = xg = f(x0) et xg est le point fixe sinon d(zg;z1) > 0 et W

st p = ng entier convenablement choisi.

Exemple 1.7.2.

1. f:R—=>R:2 — o+ 1 posséde un unique point fize.
1+ \/5)

2. f:1]0;1] =]0;1] : = — g ne posséde pas de point fize : [0; 1] n’est pas un Banach. (on prend

(en occurence

1
n= — ;1.
x - 0 ¢]0;1].)
3. fiR—=R:x— Va2 +1 ne posséde pas de point fize; elle n'est pas contractante
(méme si vz # y; | f(z) — fy)] <|z—y])

4. [:]0;1] = Ryz — g + 1 ne posséde pas de point fize; on n'a pas f([0;1]) C [0;1].

Remarque 1.7.1.
a. Si f est une application Lipschitzienne pas nécessairement une contraction mais l'une de ces itérées
fP est une contraction, alors f a encore un point fize et un seul. Ceci résulte de l'unicité. En effet, soit

x unique point fixe de fP on a

fP(f(2) = f(fP (@) = [(=).
ce qui convient dire que f(x) est aussi un point fize de fP et grice a l'unicité f(x) = x. Donc ce
résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent l'unicité du point fize.

b. Il se peut que f ne soit pas une contraction sur tout l’espace E mais juste dans le voisinage d’un
point donné.

Dans ce cas on a le résultat suivant qui est la version local du théoréme de Banach.

12



Préliminaries(Espace métrique)

Théoréme 1.7.2.

Soit (E, d) un espace métrique complet et f : B(xg,r) — E une contraction de constante k avec

d(f(wo);z0) > (1 —K)r.

Alors f admet un unique point fixe dans B(xg,r).

Preuve.

On a d(f(zo);x0) > (1 — k)r donc il existe ro tel que 0 < 1o <1 et d(f(xo);x0) > (1 —k)ro

On montre que f : B(zo;70) = B (z0;70)

Soit x € B'(xg;70) alors

d(f(z);20) < d(f(z); f(wo)) + d(f(z0); 7o)
< kd(z;20) + d(f(z0); z0)
< k"l”() + (1 — k)?“(]

=T0.

Donc Uapplication f : B(xo;ro) — B'(x0;70) est contractante avec B'(xo;10) est un espace complet.

Par suite lapplication le théoréme de Banach a f assure qu’elle admet un unique point fixe dans B(zg; 1)

commeB’(xo;19) C B(zo;7) et f contractante sur B(xo,r) ce point fize reste unique dansB(zg,T).

1.8

Signification du théoréme de point fixe

L'application de ce théoréme nous donne des résultats qui sont d'une importance fondamentale dans I'analyse

non linéaire. Citons quelques un :

1.
2.

Existence de la solution.

Unicité de la solution.

. Stabilité de la solution sous une petite perturbation de l'équation.

Existence de la convergence des méthodes d'approximation.

. Stabilité des méthodes d'approximation.

13



hapiter 2

Espaces b-métriques partiels

Dans ce chapitre, on donne quelques défnitions et propriétés sur les espaces métriques partiels, les espaces

b-métriques et les espaces b-métriques partiels.

2.1 Espaces métriques partiels

Définition 2.1.1. [20]
Soit X un ensemble non vide. Un métrique partiel sur X est une application p: X x X — R telle que
pour tous x;y;2 € X On a :

p1 p(w;x) < p(a;y).

p2 =y <= plx;x) = p(z;y) = p(y; y)-

p3 p(ziy) = ply; ©).

p4 plz;y) < p(x;2) +p(zy) — p(z2).

Un espace métrique partiel est une paire (X ; p) tel que X est un ensemble non vide et p est un

métrique partiel sur X.

Exemple 2.1.1. [20]
la fontion p: X x X — RT définie par p(z;y) = d(z;y) +a; oua >0

est un métrique partiel dans X.

Preuve. 1. p(x;y) =d(x;y) +a

plr;z) =d(z;x) +a=a

14
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et
p(r;y) = d(z;y) +a
p(r;z) = d(x;z) + a < d(z;y) + a.
car
0 =d(z;7) < d(z;y).
donc

p(z;x) < p(a;y).

2. x =y <= p(x;7) = p(z;9) = p(y; y)

p(z;x) = d(z;z) +a=d(@;y) +a=d(y;y) +a

dlz;y) ta=a=d(z;y) =0=z=y.

La 2°™¢ condition est satisfie.

plxsy) = d(x;y) + a = d(y;z) + a = p(y; )

p(x;y) = p(y; ).

plzyy) =d(z;y) +a < d(xz;z) + d(z;y) + 2a — a
< p(@;2) + p(z59) — p(y3 ).
La 4°™¢ condition est satisfie.
Exemple 2.1.2.

a. la fontion p: R~ x R~ — RT définie par p(x;y) = —min{x;y} pour tout x;y € R~ ;le paire (R™; p)

est un espace métrique partiel.
b. la fontion p: RY x RT — RT définie par p(x;y) = max{xz;y} pour tout z;y € R ;le paire (RT; p)
est un espace métrique partiel.

Preuve.

b. En effet, pour tous x;y;z € RT :

P1: max{z;y} >y donc p(z;y) = p(z;x).

15
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P2: on pose p(z;y) = p(x;y) = p(y;y) ;donc x = y.
P3: C’est évident que p(z;y) = p(y; ).
PJ: on vérife que :

max{z; z} < max{x;y} + max{y; 2z} — max{y;y}.

En considérant les casy <z <zetx<y<zetx<z<y; dou

p(z;2) < plasy) + p(25y) — p(Y;y)-

Les boules ouvertes sont les B:(x) de la forme

B:(z) = {y € RT : max{x;y} < e} = B(0;¢).

avec x < e autrement, if x > € ; alors Bs(x) .on pose que y € Be(x)

Alors max{z;y} < e qui implique que y < €.
a. De la méme maniére, on retrouve la solution de l’exemple (a).

Définition 2.1.2.

i Une suite (x,,) dans un espace métrique partiel (X, p) converge vers x € X si et seulement si
p(x,x) = limy 400 p(z, T4).
it Une suite (x,) dans un espace métrique partiel (X, p);est dite de Cauchy si et seulement si

limy,m—s 400 P(Tn, Tm) existe (et finie).

it un espace métrique partiel (X, p) est complet si toute suite de Cauchy (xy)dans X converge vers un

point x € X tel que p(x, ) = liMym— 400 P(Zn, Tm).

w () est dite de Cauchy dans X si

Ja > 0;Ve > 0; 3. € N;Vn;m > ne; |p(zn; 2m) — a < e.

Lemme 2.1.1.

a Une suite (x,) est de Cauchy dans un espace métrique partiel (X, p) si et seulement si (xy,) est de

Cauchy dans l’espace métrique (X, p®).

b Un espace métrique partiel (X, p) est complet si et seulement si l'espace métrique (X, p®) est com-
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plet.De plus ;

nEI—iI-loop (:En,x) =0+ p(SU, ‘T) = ngr_{_loop(fmx) = n;mh—rg—oop(xn’ l‘m)

Lemme 2.1.2.
Soit (X ; p) un espace métrique partial complet alors
1.si p(x;y) =0 alors © = y.

2.5t x # 1y alors p(x;y) > 0.

Preuve.

1.Soit p(x;y) =0, de (P1); on a

p(z;x) < p(z;y) = 0.

et

p(y;y) < p(z;y) = 0.

on trouve et

p(xsx) = ply;y) = p(a;y) = 0.

de (P1) ona x=uy.
2.0n pose x # y ; par définition p(x;y) = 0; Vo;y € X ; on pose p(z;y) =0 de (1); z = y.

contradiction, d’ou p(z;y) > 0; donc x # y.

Définition 2.1.3. (continue)
soit (X ; p) est un espace métrique partiel. F une application F : X —— X

est dite continue en x € X, st pour tout € > 0, il existe p > 0 tel que :

F(By(z;¢)) C Bp(F(z);¢).

Définition 2.1.4. (suite de 0-Cauchy) )
la soit (xy,) dans Uespace métrique partiel(X ;p). est dite 0-Cauchy :
lim  p(zp;xm) =0.

n;m——+oo

lespace métrique partiel (X; p) est dit pour étre 0-Complet si toute suite 0-Cauchy converge a un
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point x € X en ce qui concerne la topologie T, :tel que

p(z;x) = 0.

on note que chaque suite 0-cauchy dans (X; p) est de Cauchy dans (X;p®) et que chaque espace

métrique partiel complet est 0-complet.

Lemme 2.1.3.

Si (X; p) est un espace métrique partiel, alors les fonctions définies par :

p%ip™m i X x X »— R,

p’(z;y) = 2p(x;y) — p(z;2) — p(Y;9)

et

p"(x;y) = max{p(x;y) — p(x;2); p(w;y) — p(Y;9) }-

définies le métrique équivalant dans X.

2.2 Espaces b-métriques

Définition 2.2.1.
Soit X un ensemble non vide. Soit d: X x X — R*
On suppose qu’il existe un nombre réel s > 1 tel que les conditions suivantes soient vérifées pour tout
x;y; 2 € X.
B1. d(x;y) =0 si et seulement si x = y.
B2. d(z;y) = d(y; x).
B2. d(z;y) < sld(x; 2) + d(z;y)]-
le couple (X; d) est un espace b-métrique Notez que tout espace métrique est un espace b-
métrique de base s = 1. Certains auteurs ont établi des espaces b-métriques qui ne sont pas des
espaces métriques. Suivant Boriceanu et al , nous avons les définitions et remarques suivantes.

Maintenant, nous présentons la définition des espaces b-métriques.

Exemple 2.2.1.
Soit (X, d) un espace métrique, et p(x,y) = [d(z,y)]?, ot p > 1 est un nombre réel. on montre que est

une b-métrique avec s = 2P~% évidemment les conditions (b1) et (b2) de la Définition sont satisfaites.
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Si 1l < p < oo, alors la convexité de la fonction f(x) = P ; (x > 0) implique :

a+b
2

%(a”—kb”).

(

)P <

et done, (a + b)P < 2P~L(aP + bP) est vérifice.

Ainsi, pour chaque x,y,z € X on obtient :

p(z,y) = [d(z,y)]’ < [d(z,2) +d(2,9)]

< 227 d(z, 2)P + d(z,y)]

=277 p(z, 2) + p(z,9)].

Donc la condition (b3) de la Définition 1.1 est satisfaite et p est une b-métrique. Cependant, si (X,
d) est un espace métrique, alors (X, p) n’est pas nécessairement un espace métrique.

Par exemple, si X = R est l’ensemble des nombres réels et d(x,y) = |z—y| est la métrique euclidienne
usuelle, alors p(x,y) = (x—y)? est une b-métrique sur R avec s = 2, mais n’est pas une métrique

surR Aussi l’exemple suivant d’un espace b-métrique est donné dans R.

Exemple 2.2.2. [16]

Soit X l’ensemble des fonctions mesurables de Lebesgue sur [0, 1] tel que :

/1 | (2)[2dz < oo,
0

Definiere D : X x X—[0,00) par :

1
D(f:g) = /0 (@) — g(x) .

Alors D satisfait les propriétés suivantes :
B1. D(f;g) =0 si et seulement f = g.
B2. D(f;g9) = D(g; f)pourtoutf;g € X.
B3. D(f;g) <2[D(f;h)+ D(h;g)] pour tout f;g;h € X est un espace b-métrique. Remarquez que
s =2.
Nous allons maintenant présenter les notions de convergence, compacité, fermeture et complé-

tude dans un espace b-métrique.

Définition 2.2.2.

Soit (X, d) un espace b-métrique. Alors une suite (x,)nendans X est appelé :
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a. convergente si et seulement si il existe v € X tel que d(xp,x) — 0 comme n — +oo. Dans ce
cas, on écrit limy 4 oo T = .

b. Cauchy si et seulement si d(xy, xy) — 0 comme m,n — +00.

Définition 2.2.3.

L’espace b-métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy en X converge.

Remarque 2.2.1.

Remarquez que dans un espace b-métrique (X, d) les assertions suivantes sont vraies :
i) une suite convergente a une limite unique .
it) chaque suite convergente est Cauchy .
iii) en général, une b-métrique n’est pas continue.

i) en général, une b-métrique n’induit pas de topologie sur X.

Définition 2.2.4.

Soient (X;d) et (X';d') des espaces b-métriques de constante s et s’ respectivement. Alors Uapplication
T: X — X' est dite continue si chaque fois que (x,,) est une suite de X converge vers un certain x € X

par rapport a d, alors (T'xy) converge vers Tx par rapport a d'.

Maintenant, nous définissons les espaces b-métriques partiels.

2.3 Espaces b-métriques partiels

Définition 2.3.1.
Soit X un ensemble non vide. Soit b: X x X — R*
On suppose qu’il existe un nombre réel s > 1 tel que les conditions suivantes soient vérifées pour tout
xyy;z € X

pbl. x =y si et seulement si b(x;x) = b(x;y) = by;y).

pb2. b(z;z) < b(x;y).

pb3. b(z:;y) = b(y; x).

pb4. b(xsy) < sb(w;z) + b(z;y)] — b(z; 2).

le couple (X; b) est un espace b-métrique partiel tel que X est un ensemble non vide et b est

une b-métrique partielle sur X. Le nombre s est appelé coefficient de (X, b).

Remarque 2.3.1.
Dans un espace b-métrique partiel (X, b) si x;y € X Il est clair que, si b(z;y) = 0, alors, d’aprés (pl)

et (p2), v =y. Mais si x =y, b(x;y) # 0.
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Remarque 2.3.2.
il est clair que tout espace métrique partiel est un espace b-métrique partiel de coefficient s = 1 et
tout espace b-métrique est un espace b-métrique partiel de méme coefficient et d’autodistance nulle.

Cependant, 'inverse de ce fait n’a pas besoin d’étre vérifié.

Exemple 2.3.1.

Soit X =RT,p > 1 une constante et b: X x X — R* défini par :

b(z;y) = [max{z;y}|P + |z — y[P.

pour tous x;y € X Alors (X, b) est un espace b-métrique partiel de coefficient s = 2P > 1, mais ce
n’est ni une b-métrique ni un espace métrique partiel. En effet, pour tout x >0 on a b(z;x) = aP #0;
donc, b n'est pas une b-métrique sur X. Aussi, pour x = 5;y = 1;2 = 4 on a b(x;y) = 5P + 4P et
b(x;2) +b(z;y) —b(z;2) =5P + 14 4P + 3P — 4P = 5P + 1 4 3P alors b(x;y) > b(x;2) + b(z;y) — b(z; 2)

pour tout p > 1; par conséquent, b n’est pas une métrique partielle sur X.

Quelques exemples supplémentaires de b-métrique partielle peuvent étre construits avec la I'aide des pro-

positions suivantes.

Proposition 2.3.1.
Soit X un ensemble non vide tel que p est un partiel et d est un b-métrique de coefficient s > 1 sur
X. Alors la fonction b: X x X — RT défini par b(x;y) = p(x;y) + d(x;y) pour tout x;y € X est une

b-métrique partielle sur X, c’est-a-dire que (X, b) est une espace b-métrique partielle.

Preuve.
Soient (X, p) un espace métrique partiel et (X, d) un espace b-métrique avec coefficient s > 1. Alors
(Pb1), (Pb2) et (Pb3) sont évidents pour la fonction b. Soient x;y;z € X arbitraires, alors, comme p

est partiel et d est b-métrique sur X, on a :

b(w;y) = pla;y) + d(z;y)
< p(@;2) + p(z3y) — p(252) + s[d(x; 2) + d(z;y)]
< slp(w; 2) +p(z;y) — p(2; 2) + d(x; 2) + d(z;y)]
= s[b(x; 2) + b(2;y) — b(z; 2)]

< slb(z;2) + b(2;y)] — b(z; 2).
Par conséquent, (Pb4) est également satisfaite et donc (X, b) est un espace b-métrique partiel.
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Proposition 2.3.2.
Soit (X, p) un espace métrique partiel, ¢ > 1, alors (X, b) est un espace b-métrique partiel de coefficient
s =291 ou b est défini par :

b(z;y) = [p(z;9)]".

Preuve.
Soient (X, p) un espace métrique partiel Alors (Pb1), (Pb2) et (Pb3) sont évidents pour la fonction b.

Soient x;y; 2z € X arbitraires, alors, comme p est partiel , on a La preuve de cette proposition découle

a+b)q< (aq+bq

q
du fait que ( ) et (b—c)? < (b7 — %) ot ¢ > 1 est un nombre réel et a;b;c € R*

avec b > c :
b(x;y) = [p(z;y)])9b(x;y) < [p(a; 2) + p(2;y) — (25 2)]7

g P(z2)!

2¢—1
p(z;2)7

241

b(z; 2)
2¢—1

< [p(w; 2) +p(z;9)]

< 297 p(z; 2)T + p(z; )7 —

< 297 b(x; 2) + b(z; )] —
<2771 b(x; 2) + b(2; )] — b(2; 2)-

Par conséquent, (Pb4) est également satisfaite et donc (X, b) est un espace b-métrique partiel.

Exemple 2.3.2.

Soit (X, d) un espace métrique et py(x,y) = 1+ d(z,y) ot & : [0,400) — [0,+00) est une fonction
continue strictement croissante avec t < £(t) pour t € [0,400) et £(0) = 0. Nous allons montrer que
pp est une p-métrique partielle avec Q(t) = £(t). évidemment, les conditions (p1)—-(p3) de la Définition

2.10 sont satisfaites. D’autre part, pour chaque x,y,z € X on obtient :

pp(x;y) — pp(w;2) = 1+ &(d(z39)) — 1
< &(d(z;2) +d(z;9))
< £(&(d(x;2)) + £(d(z39)))
=81 +&(d(w;2)) +1+&(d(zy)) —1-1)
= Q(pp(x;2) + pp(2;9) — pp(a;2) — Pp(y; 9))-
Ainsi, la condition (p4) de la Définition 2.10 est remplie et p, est une p-métrique partielle sur X.

Donc py, est une b-métrique partielle sur X. En particulier, on peut prendre £(t) = e'—1. Alors,

pp(z3y) = e¥@Y) est une p-métrique partielle avec Q(t) = e!—1.

Définition 2.3.2.
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Soit X un ensemble (non vide) et §2 : [0,00) — [0, 00) une fonction continue strictement croissante avec
Q7 Ht) <t < Qt) pourt € [0,+00). Une fonction p, : X x X — R est appelée b-métrique partielle
étendue, ou p-métrique partielle si, pour tout x;y;z € X les conditions suivantes sont satisfaites :
pl. x =y si et seulement si py(z;x) = pp(z;y) = Pp(y; v).
p2. pp(z;2) < pp(T59).
p3. pp(w:y) = pp(y; ).
P4 pp(;y) — pp(w;x) < Qpp(; 2) + pp(23y) — pp(2; 2) — pp(; ).
La couble (X,p,) est appelée un espace p-métrique partiel, ou un espace b-métrique partiel
étendu.
Notez que la condition (p4), avec (p3), implique que ce qui suit est également vrai pour tout

z,y,2,€ X :

pp(5y) — Pp(y;y) < Qpp(x;2) +0p(25y) — Pp(2;2) — Pp(y; v))-

1l convient de noter que la classe des espaces p-métriques partiels est considérablement plus grande que
la classe des espaces b-métriques partiels, puisqu’une b-métrique partielle est une p-métrique partielle
avec Q(t) = st, tandis qu’une métrique partielle est une p-métrique partielle, avec)(t) = t. Nous
présentons des exemples qui montrent qu’une p-métrique partielle sur X peut n’étre ni une métrique

partielle, ni une b-métrique partielle sur X.

Exemple 2.3.3.

Soit (X, d) un espace métrique et py(x;y) = 1 + sinh[d(z;y)?]. Nous allons montrer que p, est une
p-métrique partielle avec Q(t) = 2 x coshtsinht = sinh 2t évidemment, les conditions (p1)-(p3) de
la Définition 2.10 sont satisfaites. En utilisant I’inégalité élémentaire (a + b)? < 2(a® + b%) pour tout

a,b >0, on obtient que, pour chaque z,y,z € X ce qui suit est vrai.

pp(;y) — ppla; z) = 1+ sinh(d(z;9)%) - 1
< sinh((d(z; 2) + d(2;9))?)
< sinh[2(d(x; 2)* + d(2;9)?)]
< 2sinh[sinh(d(z; 2)? + sinh d(z; )?)] x cosh[sinh(d(z; 2)? + sinh d(z; y)?)]
< 2sinh[1 + sinh(d(z; 2)%2 + 1 4 sinh d(z;9)?) — 1 — 1] x cosh([1 + sinh(d(x; 2)? 4+ 1 + sinh d(z; y)

= Q(pp(; 2) + pp(23y) — pp(25 2) — pp(z; 2)).
Ainsi, la condition (p4) de la Définition 2.10 est remplie et p, est une p-métrique partielle sur X.donc
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pp est une b-métrique partielle étendu sur X.

Corollaire 2.3.1.

Chaque b-métrique partielle ”b” sur un ensemble X non vide géneére une topologie 7, sur X dont la
base est la famille des b-boules ouvertes By(z;¢€) ot 1, = Byp(x,e) :x € X,e >0 et By(zr;e) =y € X :
b(z;y) < e+ b(z; z).

évidemment, lespace topologique (X ;1) est Ty, mais n’a pas besoin d’étre T;.

Définition 2.3.3.

Une fonction v : [0,00) — [0,00)est appelée fonction de distance altérante si les propriétés suivantes
sont satisfaites .

1. ¢ est continu et non décroissant .

2. (t) =0 si et seulement sit = 0.

D’autre part, Mustafa[17] modifie la Définition 2.3.1 afin que chaque b-métrique b partielle génére une

b-métrique dp comme suivante.

Définition 2.3.4. [17]
Soient X un ensemble non vide et s > 1 un nombre réel donné. Une fonction b: X x X — [0,00) est
une b-métrique partielle si pour tout x,y,z € X les conditions suivantes sont satisfaites :
i. x =y si et seulement si b(x,z) = b(x,y) = b(y,y).
it. 0 <b(z,x) <b(z,y).
iii. b(z,y) = b(y, ).
o, bz, ) < slb(e,2) + bz )bz 2] + (T ) (bla, ) + by, )
Le couple (X, b) est appelé un espace b-métrique partiel. Le nombre s > 1 est appelé le coefficient de

(X, b).

Exemple 2.3.4. (voir aussi[17])

Soit X = R l’ensemble des nombres réels. Considérons ['espace métrique (X, d) ot d est la métrique
de distance euclidienne d(z,y) = |v—y| pour tout x,y € X Définissons b(x,y) = (z—y)? + 5 pour
tout x,y € X. Alors b est une b-métrique partielle sur X avec s = 2, mais ce n’est pas une métrique
partielle sur X. Pour le voir, Soit x =1,y =4 et z = 2.

Alors b(1,4) = (1—4)2 +5 =14 £ b(1,2) + b(2,4)—b(2,2) = 6 + 9—5 = 10.

Aussi, b n’est pas une b-métrique puisque b(x,x) # 0 pour tout x € X.

Maintenant, nous définissons la suite de Cauchy et la suite convergente en partie espaces b-métriques.
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2.3.1 le suites de cauchy et convergence

Définition 2.3.5.
Soit (X, b) un espace b-métrique partiel de coefficient s. Laisser (x,) une suite quelconque de X et
x € X. Alors :
i. La suite (x,,) est dite convergente par rapport a T, et converge vers z, si :
limy, 400 b(2p, ) = b(x, ).
ii. La suite (z,,) est dite suite de Cauchy dans (X, b) st limy.m—sio00 O(Tn, Tm) eziste et est fini.
iii. (X, b) est dit un espace b-métrique partiel complet si pour toute suite de Cauchy (x,) dans X
il existe x € X tel que :

nmllanroo (X, Tm) = ngrfoo b(xn,x) = b(x, ).

Notez que dans un espace b-métrique partiel la limite de la suite convergente peut ne pas étre unique.

Exemple 2.3.5.

Soit X =R";a > 0 une constante quelconque et définissons: b: X x X — R™ par :
b(x,y) = max{z,y} + a pour tout x,y € X.

Alors (X, b) est un espace b-métrique partiel de coefficient arbitraire s > 1.
Maintenant, définissons une suite (x,) dans X par x, =1 pour tout n € N.

Notons que, siy>1, ona b(zp,y)=y+a=>bly,vy).

donc

lim b(zn,y) = b(y,y).

n—-+0o00
pour tout y > 1. Ainsi, la limite de séquence convergente dans l’espace b-métrique partiel nécessite ne
pas étre unique.

Lemme 2.3.1.

1. Toute suite de Cauchy dans l’espace b-métrique est aussi Cauchy dans l’espace b-métrique partiel et

vice Versa.

2. L’espace b-métrique partiel est complet si et seulement si l’espace b-métrique (espace b-métrique

induit) est complet.

Remarque 2.3.3.
1) Espace b-métrique =1, Espace métrique.

b(z;2)=0 .
2) Espace métrique partiel & FEspace métrique.
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3) Espace b-métrique partiel =1, Espace métrique partiel.

b(z;2)=0 L
4) Espace b-métrique partiel & Espace b-métrique.

11 existe plusieurs autres définitions de l'espace b-métrique partiel .
En conclusion de cette section, nous introduisons ce que nous appelons l'ultra-métrique partielle et conjecturons

que la construction de Frink pourrait étre utilisée pour obtenir une métrique modulaire a partir d'une métrique

ultramodulaire.

S'inspirant de la théorie de I'espace ultra-métrique et de celle de la métrique espaces de types, on peut définir.

Définition 2.3.6. ( espace ultra-métrique partiel)
une ultra-métrique partielle sur l'ensemble X est une fonction p : X x X—|0,00) tel que :
i. x =y si et seulement si b(x,x) = b(z,y) = b(y,y).
it. 0 <b(z,z) <b(x,y).
iii. b(z,y) = by, ).
. b(z,y) < smax[b(z, z) + b(z,y)]—b(z, 2).
Le couple (X, b) est appelé un espace ultra-métrique partiel. Le nombre s > 1 est appelé le coefficient

de (X, b).

Définition 2.3.7. (Espaces by,(s)métriques partiels )
Soient E un ensemble non vide et p : E x E — [0,00) une application et v € N. Alors (E, p) est dit
un espace by (s)métrique partiel s’il existe un nombre réel s > 1 tel que les conditions suivantes soient
vérifiées pour tout u,w, 21, 29, ..., 2y € B :

i. u=w si et seulement si p(u,u) = p(u,w) = p(w,w).

it. 0 < p(u,u) < p(u,w).

iii. p(u,w) = p(w,u).

iv. p(u,w) < smax{p(u, 21) + plz1, 22) + o+ plav13 20) + P03 Y= Sy bz, 2).
Il est facile de voir que tout espace by(s) métrique est un espace by(s) métrique partiel.

Cependant, l'inverse n’est pas vrai en général.

Remarque 2.3.4. Dans la Définition (2.5.7)
(1) si nous prenons v = 2, alors nous dérivons un espace b-métrique rectangulaire partiel.
(2) si nous prenons v =1, alors nous dérivons un espace b-métrique partiel.

(8) si nous prenonsv = s = 1, alors nous dérivons l’espace métrique partiel.

[ existe plusieurs définitions par les radiologues des espaces b-métriques partiels et I’étude des points

fixes qu’ils contiennent, ce qui nécessite une recherche approfondie et une thése a étudier en détail.
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hapiter 5

Théoremes de point fixe dans

les espaces b-métriques partiels

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous parlerons d'autres théorémes de point fixe dans les espaces b-métriques partiel, qui
sont considérés comme une généralisation des théorémes du deuxiéme chapitre,et Le théoréme suivant est un
analogue au principe de contraction de Banach dans I'espace b-métrique partiel et en donnant quelques exemples
pour montrer leur importance [20] .

Nous en parlerons en détail dans ce chapitre.

3.2 Théoremes de point fixe

Théoréme 3.2.1. [18] Soit (X, b) un espace b-métrique partiel complet de coefficient s > 1 et

T : X — X une application vérifiant la condition suivante :
b(Tx, Ty) < Ab(z,y). (3.1)

pour tout x,y € X, ou X € [0,1). Alors T a un unique point fize uw € X et b(u,u) = 0.

Preuve.

Montrons d’abord que si point fixe de T existe, alors il est unique. Laisser u,v € X deux points fizes
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distincts de T, c’est-a-dire Tu = u, Tv = v. Il résulte de (3.1) que :

b(u;v) = b(Tu; Tv) < Ab(u;v)

< b(u;v).

Une contradiction. Par conséquent, nous devons avoir b(u,v) = 0, ¢’est-a-dire u = v. Ainsi, si le point
fixe de T existe alors il est unique.

De plus, si u est un point fize de T et b(u,u) > 0 alors d’aprés (3.1) on a

b(u,u) = b(Tu, Tu) < Ab(u,u) < b(u,u)

une contradiction. Donc b(u,u) = 0.

Pour l’existence de point fixe as, A € [0,1) on peut choisir ng € N tel que, pour 0 < e <1 donné on a

€
A< —
4s
Soit T™ = F et FFxy = 1, pour tout k € N, ot xo € X est arbitraire.
Alors, pour tout x,y € X ona b(Fx;Fy) =b(T"x;T™y) < \N"b(x,y) Maintenant, pour tout ;k € N
on a b(xpyr;zr) = b(Fap; Frp_1) < X0b(xg;wp_1) < A0b(z1;20) — 0; comme k — oo On peut

donc choisir | € N tel que :

g
b(xig1527) < 1

Maintenant, laisse

€ £
Bylxy; 5] ={ye X:b(z;;y) < 5 + b(x;xp) }-

€ €
Nous allons montrer que F applique Byp[zy, 5] sur lui-méme. Il est évident que x; € Byl 5] donc

Bylzy, g] # (0. Soit z € B[y, g] arbitraire, alors en utilisant (3.2) on a :

b(Fz; Fxy) = A"b(z; 1)

< IS+ bla )]

€
4s
€

< 1s [1 + b(xl; $l)]

ausst

13
b(Fay; 1) = blarsas 1) < -
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Donc
b(Fz;x;) < s[b(Fz; Fxp) + b(Fxy; xp)] — b(ay; xp)

19 13
< S[Zs(l + (3 x) + Zs) — b(xy; )

< =[1 4 b(z27) + Z] — b(xy;27)

+ (Z — 1)b(zy; 21)

MmN =M

< B + b(xy; xp).

€ €
Donc,Fz € Byly, 5] Ainsi, F mappe Byplzy, 5] sur lui-méme.
€ € €
Notons que, x; € Bylxy, 5] donc Fx; € Byly, 5] et répétition de ce processus donne F"x; € Bylxy, 5]

€
pour tout n € N, soit x,, € By, 5] pour tout m = 1. Ainsi, on obtient que,
€
b(xp; Tm) < 3T b(xy; ).
pour tous nym > 1 et la suite {xn} est la suite de Cauchy. Aussi comme

€
b(ap;xy) < bz m) < P <

| ™

On a b(z;x;) < % et donc :

b(xn; ) < €.

pour tous m;m > 1 par complétude de X il existe u € X tel que :

lim b(xp;u) = lim  b(xp;zm) = b(u;u) = 0. (3.2)

n—-+o00 n;m—-+00

Nous allons montrer que u est un point fixe de T.

Pour tout n € N on a :

b(u; Tu) < s[b(u; xpt1) + b(zpt1; Tu)] — b(Tpg1; Toyr)
< S[b(u; -Tn-i-l) + b(Txn; TU)]

< sb(u; Tpg1) + sSAb(zp; u).

En utilisant (3.8) dans Uinégalité ci-dessus, nous obtenons b(u,Tu) = 0, c¢’est-a-dire Tu = u. Ainsi u

est un point fixe de T et c’est l'unique point fize de T.
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Exemple 3.2.1. Soit X ={1;2;3;4} et b: X x X — R défini par :

(

|z — y|?> + max{z;y} siz#y.

b(z;y) = { z six=y#1.

0 sitx=19y=1.

Alors (X,b) est un espace b-métrique partiel complet de coefficient s =4 > 1.
Définissons T : X - X par : T1=1,T2=1,T3=2,T4=2.

3
Alors, T satisfait toutes les conditions du théoréme 8.1, avec A € [1’ 1).

Maintenant, d’aprés le théoreme 3.1, T a un unique point five a savoir 3.1 est l'unique point fixe de
T.
Notons que, puisque b(2,2) =2 # 0 il s’ensuit que b n’est pas une b-métrique.

De plus, b n’est pas une métrique partielle. En effet,
b(4,1) =13 >9="5(4,3) + b(3,1)—b(3, 3).

Par conséquent, les résultats de [9] et [11] ne sont pas applicables alors que le théoréme 1 est applicable.
Le théoréme suivant est un analogue au théoréme du point fivre de Kannan (voir [8]) dans ’espace

b-métrique partiel.

3.2.1 Théoréme de Kannan

Théoréme 3.2.2. [20/((R. Kannan 1968)
Soit (X, b) un espace b-métrique partiel complet de coefficient s > 1 et T : X — X wune application

vérifiant la condition suivante :
b(Tz, Ty) < Alb(z,Tz) + b(y, T'y)]- (3.3)

1 1
Pour tout z,y € X, ou X\ € [0,5), A#E— .
s

Alors T a un unique point fire u € X et b(u,u) = 0.
Preuve.
Montrons d’abord que si T admet un point fixe, alors il est unique. Nous allons montrer que, si u € X
est un point fire de T, c’est-a-dire Tu = u, alors b(u,u) = 0. De (3.4) on obtient :
b(uyu) = b(Tu; Tu) < A[b(w; Tu) + b(u; Tu)] = 2Mb(u;u) < b(u;u).
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Une contradiction. Par conséquent, nous devons avoir b(u,u) = 0.
Supposons u,v € X deux points fixes distincts de T, c’est-a-dire Tu = u,Tv = v.

Alors on a b(u,u) = b(v,v) =0, et il résulte de (3.4) que :

b(u;v) = b(Tu; Tv) < A[b(u; Tw) + b(v; Tv)] = A\[b(u; u) + b(v;v)] = 0.

Par conséquent, nous devons avoir b(u,v) = 0, c’est-a-dire u = v.

Donc si le point fixe de T existe, alors il est unique.

Pour existence de point fize, soit o € X arbitraire; posons x, = T"xq et by, = b(Tp, Tny1).

On peut supposer by, > 0 pour tout n = 0, si non x, est un point fize de T pour au moins un n = 0.

Pour tout n € N, il résulte de (3.4) que :

bp = b(xn; Tpt1) = b(Txp—1;Txy)
< Ab(xn—1;Txn—1) + b(xpn; T2y)]

= Ab(zp—1;20) + b(2n; Tpy1)]

= Abn—1 + by].
. A 1
Donc by, < pby—1, 0t p = T < 1 comme X € [0, 5)
En répétant ce processus on obtient :
bn < ,U'nbO-

Donc, limy,_, 4o bn = 0.

Maintenant, nous allons montrer que {x,} est un suite Cauchy . Il découle de (3.4) que pour n,m € N

b(xn; xm) = b(T"x0; T x0) = b(Txp—1;TTm—1)
< )\[b(l‘n—l; Txn—l) + b(xm—l - Tﬂ:m—l)]
= )\[b(.ﬁl?n_l; xn) + b(wm_l — xm)]

= )\[bn—l + bm—l]-

€ €
Comme limy, oo bn = 0, pour tout donné € > 0 on peut trouver ng € N tel que b, < 5 et by, < 5
pour tout n,m > ng.

Ainsi, il découle de ce qui précéde inégalité qui :
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Pour tous n;m > ng Ainsi, {x,} est la suite de Cauchy en X et lim,,_, oo b(xpn; ) = 0. Par complétude

de X il existe u € X tel que :

lim b(xp;u) = lim  b(xp;zm) = b(u;u) = 0. (3.4)

n—-+o0o n;m—-+00

Nous allons montrer que u est un point fivre de T. Pour tout n € N il résulte de (3.4) que :

b(u; Tu) < s[b(u; xpt1) + b(zpt1; Tu)] — b(Tpy1; Toyr)
< s[b(u; xpg1) + 0(Tay; Tu)

< s[b(u; Xpg1) + Ab(xn; Tay) + b(u; Tu)]].

C’est

A
b(t; Tnp1) + —

s
Tu) <
b(u; Tu) < 1—sA 1— s\

b(ﬂfn; anrl)'

1
Notez que X # —; par conséquent, il découle de (3.4) et de l'inégalité ci-dessus que  b(u,Tu) = 0,
s

c’est-a-dire Tu = u. Ainsi, u est un unique point fixe de T.

3.3 Théoremes de point fixe fondatal

Théoréme 3.3.1. [20] Soit (X,b) un espace b-métrique partiel de coefficient s > 1 et T : X — X

une application satisfaisant :

b(Tx, Ty) < Amaz{b(x,y),b(x, Tx),b(y, Ty)}. (3.5)

1
pour tout x,y € X ou A € [0, —).
s

Alors, T a un unique point fire u € X et b(u,u) = 0.

Preuve.
Montrons d’abord que si point fixe de T existe, alors il est unique. Laisser u,v € X deux points fizes

distincts de T, c’est-a-dire Tu = u, Tv = v. Il résulte de (3.5) que :

b(u,v) = b(Tu, Tv) < Amax{b(u,v),b(u, Tu),b(v,Tv)}
= Amax{b(u,v),b(u,u),b(v,v)}
= Ab(u,v)

< b(u;v).
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Une contradiction. Par conséquent, nous devons avoir b(u,v) = 0, c¢’est-d-dire u = v. Ainsi, si le point
fize de T existe alors il est unique.
Pour Uexistence du point fize, soit xog € X arbitraire et définissons une suite {x,} par vp+1 = Txy

pour tout n = 0. Or, pour tout n on obtient de (3.5) que :

b(l'nJrl, xn) = b(T"Ena T:L'n,1)
< )\mal’{b(ﬂfn, l‘n—l)y b(xn’ T-Tn)v b(&?n_l, Tﬂ:n—l)}
= Amaw{b(mna $n—1)7 b(xny xn—l—l)v b('rn—lv xn)}

= dmaz{b(zn; xn—1); b(zn; Tni1)}

st

maz{b(xy, xn—1),b(Tn, Tni1)} = 0(Tn, Tnt1).

Alors on obtient de ’inégalité ci-dessus que

b($n+1a xn) < /\b(l'nJrl»xn) < b($n+17xn)-

une contradiction. Par conséquent, nous devons avoir .

max{b(ajn, xn—l)v b(.an, xn—i—l)} = b(l’n, xn—l)-

Puis a partir de l'inégalité ci-dessus, nous obtenons.

b($n+1a :L‘n) < )\b(l‘n, xnfl)-

En répétant ce processus, on obtient :

b(Xpt1, Tn) < A"b(21, x0). (3.6)

Pour tous n = 0 Pour m,n € N avec m > n, on obtient :

b(@n; Tm) < 8[0(Tn, Tng1) + 0(Tng1, Tm] — b(Tnt1, Tntr)
< sb(Tn, Tny1) + SQ[b(wn-&-la Tpy2) + b(Tna2, Tm)] — 8b(Tnr2, Tni2)

< sb(xp, Tpt1) + 82b(fnn+1, Tni2) + s3b(mn+2, Tnt3) + oo + 87T X1, Ti)-
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En utilisant (3.6) dans linégalité ci-dessus,

b(Tp; Tm) < sA"b(x1,x0) + 52)\”+1b(x1, xo) + 83>\nb($1, xo) + ... + sm_”)\m_lb(xl, x0)

< SAP[1 4 s\ + (sA)? + ..]b(21, 20)

SA™
= 1_ S)\b(:cl,a:g).

1
Comme X € [0,—) et s > 1, il résulte de linégalité ci-dessus que limy,.m—s o0 b(Zr, Tm) = 0.
s

Donc {x,} est une suite de Cauchy dans X. Par complétude de X il existe uw € X tel que :

lim b(xp;u) = lim  b(xp;zm) = b(u;u) = 0. (3.7)

n—-+o0o n;m—-+00

Nous allons montrer que u est un point fixe de T.

Pour tout n € N on a :

b(u; Tu) < s[b(u, Tns1) + b(@nt1, Tu] — b(@nt1, Tnt1)
< s[b(u, xpy1) + 0(Tay, Tul

< sb(u, Tpt1) + SAb(zp, u).

En utilisant (3.7) dans Uinégalité ci-dessus, nous obtenons b(u,Tu) = 0, c¢’est-a-dire Tu = u.

Ainsi, u est un point fize de T et c’est un unique point fize de T.
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hapiter 4

Théoremes du point fixe communs généralisés

dans Espaces b-métriques partiels et application

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons et démontrons deux théorémes de point fixe de Chatterjea sur l'espace
b-métrique partiels. Nous proposons une extension du principe de connexion de Banach sur I'espace b-métrique
partiel déja introduit par Shukla et étudions également quelques Résultats lors du remplissage d'un espace partiel
de type échelle. En particulier, nous démontrons le théoréme du point fixe conjoint de Chatterjea-Kannan. Nous
vérifions la stabilité de T pour une répétition de Picard et devinons la propriété P pour de telles applications.
Nous donnons également des exemples pour illustrer nos résultats [11].

Probléme Le théoréme 3.2 préconise I'existence d'un point fixe pour une contraction de Chatterjea dans un
espace b-métrique partiel complet pour lequel la constante s est telle que s > 2.

Une question-probléme intéressant pourrait étre de rechercher si le théoréme 3.2 peut étre formulé pour des
valeurs 1 < s < 2 avec un intervalle approprié pour la constante de contraction .

Bien siir Le théoréme 3.2 reste vrai pour l'inégalité forte s > /2 mais notre question demeure puisqu'il nous
reste a comprendre ce qui se passe pour 1 < s < /2.

Nous concluons cette section en présentant un point fixe conjoint Chatterjea-Kannan conduisant a I'existence

d'un point fixe unique [11].
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4.2 Théoremes du point fixe

Nous concluons cette section en présentant un point fixe conjoint Chatterjea-Kannan conduisant a I'existence

d'un point fixe unique.

Théoréme 4.2.1. [11]

Soit (X, b) un espace b-métrique partiel 0-complet de coefficient s > 1 et T : X — X wune auto-

application vérifiant la condition suivante :

b(x; Tx)b(y: Ty) |y bla; Ty)b(y; T)
1+ b(x;y) s 1+ b(z;y)

b(x; Ta)b(x; Ty) |\ bly; Ty)b(y; T)
1+ b(x;y) b 1+ b(z;y)

b(Tx; Ty) < Aib(x;y) + A2

+A4

pour tout x,y € X ot A\1; Aa; A3; Ag; A5 sont des nombres réels non négatifs vérifiant :
AL+ Ao+ 283 + shy + sA5 < 1.

Alors T admet un unique point five u dans X et b(u,u) = 0.

Pour démontrer ce théoreme, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.2.1. [11]
Soit (X, p) un espace b-métrique partiel de coefficient s > 1 et T : X — X une auto-application.
Supposons que (xy,) est une suite dans X construite comme x,11 = T'xy, et telle que :

b(xn, Tnt1) < Ab(Tp—1,Ty), pour tout n € N, ou X € [0,1) est une constante. Alors (zy,) est une suite

de 0-Cauchy.

Preuve.

Soit xy € X et construisons une suite itérative de Picard (x,) par tpi1 = Tan,(n € N). Nous
distinguons les trois cas suivants :

Carl ) € [0; %) ;s> 1. Par b(zy; tn1) < Ab(xp—1;20).

on a b(x;xpy1) < Ab(z0; 21).

Ainsi, pour tout n > m et n;m € N
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on a, en suivant la preuve du théoréeme 3.2:

b(wm; xn) < S[b(xm; xm+1) + b(xm—‘rl; 3371)] - b(xm—‘rl; xm—l—l)
< S[b(xm; wm—H) + b(xm—&-l; xn)]

< Sb(xm; l‘erl) + 52b(mm+l; xm+2) + 33[b($m+2; xm+3) + b($m+3; xn)]

< SN (14 sA + (sN)2 + . 4+ (sN) "™ Hb(20; 21)
< AT (sA)']b(xo; 71)
=0
SA™

=71 S)\b(xo;:pl) — 0; (m — o0).

Ce qui implique que (xy,) est une suite 0-Cauchy.
1

Cas2. Soit A€ [—,1); s> 1.
s

Dans ce cas, on a \" — 0 lorsque n — oo.

1
Donc il n’y a pas ng € N tel que A" < — Ainsi, par le cas 1, nous affirmons que :
s

{(Tno)x(]}n>l = {xno’xno+17 T s Tngtns T }

est une suite 0-Cauchy. Alors (x,,) est une suite de 0-Cauchy.

Cas 3. Soit s = 1. Semblable au processus du cas 1, la revendication est valable.
Maintenant, nous démontrons le théoréme 4.1.

Preuve.

Choisissons xg € X et construisons une suite itérative de Picard (x,,) par tp+1 = Txp; (n € N).

S’il existe de ng € N tel que xpn, = Tn,+1 , alors xp, = Tn,+1 = Ty, c’est-a-dire que x,, est un point
fize de T.

Ensuite, sans perte de généralité, soit x, # xni1pour tout n € N. Par (Ch-Ka), nous avons :

b(xn; xpt1) = b(Txp—1;Txy)
b(xp—1;Txp—1)b(zn; Txy) 4 b(xp—1;Txp)b(xp; TTp—1)

14 b(xn—l; Jf'n) ° 1+ b(l'n—l; xn)
b(xnfﬁ Txnfl)b(xnfl; Txn) b(l‘n, Tl‘n)b(ﬂfn, Tfnfl)

+ A5
1+ b(zp—1;2n) 14+ b(xp—1;n)
b(xnfl; xn)b(xna $n+1) A b(xnfl; anrl)b(xn; xn)
1 + b(ﬂjn—l; In) 3 1 + b(xn—l; l‘n)

b(xnfﬁ xn)b(xnfl ) anrl) b($n; $n+1)b(xn§ xn)

1+ b(xp—1;20) 1+ b(zp—1;2n)

< AMib(xp—1;2n) + A2

+ N\

= Alb(xn—l; xn) + A2

+ A\ + A5
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Au vu des axiomes (pm2) et (pm4), on a :

b(Tp—13 Tps1)b(2n; p)
b(l'nfl; xn)

b(Tp—1:Tns1)b(2n: p)

<\
14+ b(zp—1;2n) ’

A3

< A3b(Tp—1; Tng1)
< 5A3[b($n—1; xn) + b(xn; xn—i—l)]-
i.e

b(xn—l; xn+1)b($n; xn)
1 + b(xn_l; 1‘n)

A3 < sA3[b(Tn—1;Tn) + b(Tn; Tny1)]-

Nous avons également :

b(xn—ﬁ xn)b(xn—l; xn—i—l) b(xn—ﬁ xn)b(xn—l; xn—i—l)

A <A
4 1+ b(zp—1;2n) = b(Xp—1;Ty)
< Mb(Tp—15Tng1)
< 3)\4[1)(1'11—1; xn) + b(x'm wn+1)]-
i.e
b(wnfl; l'n)b(ll;nfl; :L'nJrl)
A < sA|b(Tn—1;Tn b(zn; Tn .
(Mot IO I021) 0 10) + b )]
Ainsi

b(xn; xn—&—l) = b(Txn—l; Twn) < )\lb(xn—ﬁ wn) + )\Qb(xn; xn+1) + S)\S[b(xn—l; xn) + b(xn; wn-‘,—l)}

+sAa[b(xp—1;20n) + b(2n; Tnt1)] + $As0( T Trp1)-

1l s’ensuit que

(1= A1 — A2 — A3 — sA)b(zp; Tnt1) < (A1 + sA3 + sAg)b(xp—1; ).

Encore une fois, par (Ch-Ka), et en exploitant la symétrie de b, c’est-a-dire

b(p; Xny1) = b(Txn; Taxp—1).

on est conduit a

(1 — )\1 — )\2 — S)\g — S)\5)b(l’n; J;n—&-l) S ()\1 + 8)\3 + s/\5)b(:cn_1;xn).
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L’addition des rendements (3.8) et (3.9) :

2A1 +28A3 + A4+ A5

b(xn; zp < b(Tn—1;Tn).

(3 Tnt1) 2 —2X9 — 28A3 — SAy — S5 (Tn-152n)
2A1 + 253+ Mg+ A5

2 — 2/\2 — 23)\3 — S)\4 - 8/\5

Ainsi, d’apres le lemme 4.2.1, (xy,) est une suite 0-Cauchy dans X. Puisque (X, p) est 0-complet, alors

Mettre A =

En vue de \i + Ao +28A3 + sy + 85 < 1 alors 0 < \ < 1.

il existe un point x* € X tel que :

n;él%niroo b(xn; Tm) = nETOO b(x*;xy) = b(z*;2%) = 0.

par (Ch-Ka), il est facile de voir que :

b(xpi1; Tx™) = b(Tay; z*)

b(n; Tpy1)b(x*; Ta*) b(xp; Tx*)b(x*; Xpt1)

< Ab(zn: ) + A A
< Mb(Tp; ™) + Ao T ban; ) + A3 L+ b(zy: )
Y b(2n; Xpt1)b(xn; Ta™) e b(x*; Tx*)b(x*; xpt1) .
1+ b(xy; z*) 1+ b(xy; z*)

En prenant la limite comme n — oo, on obtient :

ngrfoo b(xpy1, Tx™) =0.

D’un autre coté

b(a*; Tx*) < s[b(a™; pt1) + b(@ns1; T2")] — b(Xpt1; Tns1)-

En prenant la limite des deux cotés comme n — 0o, nous obtenons.

b(z*;Tx*) = 0.

Cela donne que Tx* = x*. Autrement dit, x* est un point fize de T.
Pour Dunicité du point fixe, supposons que y* est un autre point fixe de T.

Alors par (Ch-Ka), il est facile de vérifier que :

b(a*;y*) = b(Taz™; Ty")
< Mb(x*;y%) + Asb(z™;y")

= (A1 4+ Az)b(z"; y").
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Car A1 +Aa+2sA3+ s g+ 55 < 1 implique A1+ A3 < 1 on en déduit que z* = y* puisque p(z*,y*) = 0.

Corollaire 4.2.1.
Sotent (X, p) un espace métrique partiel complet de coefficient s > 1 et T : X — X une auto-application

vérifiant la condition suivante :

b(z; Tx)b(y; Ty) b(z; Ty)b(y; Tx)
Tx;Ty) < ;
bTziTy) < Mb(zy) + de== o s TR )
b(z; Tx)b(z; Ty)
L+ b(w;y)

b(y; Ty)b(y; Tx)
1+ b(z;y)

+A4 + X5

pour tout x,y € X, ot A1; Ao; Az; Ag; A5 sont des nombres réels non négatifs vérifiant :
AMFAFA3+ M+ A< 1.

Alors T admet un unique point fixe dans X.

Preuve.

Soit s = 1 dans le théoréme 4.2.1, donc laffirmation est vraie.

Remarque 4.2.1.

Soient Ao = A3 = Ay = A5 = 0 dans le Théoreme 4.2.1 ou dans le Corollaire 4.2.1, alors le Théoréme
4.2.1 et le Corollaire 4.2.1 se réduisent a Théoréme 3.2.1 et au principe de contraction de Banach,
respectivement. De ce point de vue, nos résultats sont de véritables généralisations des précédents.
résultats.

Récemment, Qing et Rhoades ont établi la notion de T-stabilité de l’itération de Picard dans [’espace
métrique. Dans ce qui suit, nous modifions leur définition et introduisons le concept de T-stabilité de

l’itération de Picard dans l’espace b-métrique partiel.

Définition 4.2.1. [11]

Soit (X, p) un espace b-métrique partiel, xg € X et T : X — X un application avec F(T) # &, ou
F(T) désigne l’ensemble de tous les points fizes de T.

Alors Uitération de Picard xn41 = Tx, est dite T-stable par rapport a T si x, LA q, g € F(T).

et chaque fois que (yp) est une suite dans X avec limy, 400 0(Ynt1,Tyn) =0, on a y, LA q.
Ce qui suit est un lemme utile pour la preuve de notre résultat principal dans cette section.

Lemme 4.2.2. [9]
Soient (ay), (cn) des suites positives vérifiant an+1 < ha, + ¢, pour tout n € N, 0 < h < 1,

limy, 100 ¢, = 0; Alors limy, 4o ayp = 0.
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Nous énongons maintenant notre résultat principal sur la T-stabilité.

Théoréme 4.2.2. [11]

Sous les conditions du théoreme 4.1, si :

25A1 + 2X3 4 (s 4+ 53)( Ay + Xs5) < 2.

alors Uitération de Picard est T-stable.

Preuve.
D’aprés le théoréme4.2.1, nous savons que T a un unique point fize x* € X et b(a*, x*) = 0.
Supposons que (yn) est une suite dans X avec limy,_s oo b(Yn+1, Tyn) = 0.

Profitant de (Ch-Ka), d’une part, nous avons :

b(Tyn; x*) = b(Tyn; Tx™)

b(Yn; Tyn)b(z*; Tx*) b(yn; Tx*)b(x*; Tyn)

< Ab(yn; ™) + A +A
< Ablgni o) ? L+ b(yn; z*) ’ L+ b(yn; x*)
+ a2 Tyn)blyn; Tar”) b(z*; Tw™)b(x™; Tyn)
b Tt by ) T 14 b(ya)
< AMb(yn; %) + Asb(2™; Tyn) + Aab(Yn; Tyn).
ce qui signifie
(1 = A3 — sA)b(Typn; ") < (A1 + s\g)b(yn; ™). (4.3)
D’autre part, du fait de la symétrie de b, on a :
b(Tyn; %) = b(Tx"; Tyy).
qui donne
(1= X3 — sA5)b(Tyn; ") < (A1 + 8A5)0(yn; z*). (4.4)

En combinant (4.3) et (4.4), on obtient :

(2 —=2X3 = sAg — 8A5)b(2"; Tyn) < (2A1 + 8Ag + 5A5)0(2™; yn).

Menant a
2M1 4 sAq + sA5

b(z*; Ty,) < b(z™*;yn). 4.
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Si nous fixons

I =52A1 + sAg+ 8X5) < 2—2A3 — sAg — s)s.

il découle de

25A1 + 223 + (s + s%) (M + Xs5) < 2.
que 0 <1 < 1.

D'aprés le lemme 4.2.1, posons a,, = b(yn, ), ¢n = sb(Yn+1, T'yn), et grace a (3.8), on a :
ant1 = b(Yn+1;2") < 8[0(ynt15 TYn) + b(Tyn; 7)) < han + cn.
Ainsi, limy, s 4 o0 b(Yn, *) = 0 = p(z*, z*).
C'est-a-dire avoir y,, b 4 Par conséquent, l'itération de Picard est T-stable.

Corollaire 4.2.2. Sous les conditions du corollaire 4.2.1, Uitération de Picard est T-stable.

Preuve. Notez simplement que le corollaire 4.2.1 est un cas particulier du théoreme 4.1 ot nous

prenons s = 1.

Corollaire 4.2.3. Soit (X, p) un espace b-métrique partiel complet de coefficient s > 1 etT : X — X

une application vérifiant la condition suivante :
p(Tz; Ty) < Ab(w;y).

Pour tout z,y € X, ou A € [0,1). L’itération de Picard est T-stable.

Preuve. Notez simplement que le Corollaire 4.2.3 est un cas particulier du Corollaire 4.1 ot nous
prenons

A=A3=NM =X =0.

Probléme2. Les auteurs prévoient, dans [8], d'étudier la T-stabilité des contractions de Kannan et de Chat-
terjea pour l'itération de Picard pour une auto-application définie sur un espace b-métrique partiel.
Le corollaire (3.2.4) illustre 1'idée de la propriété dite b.
Si une application T satisfait £'(7") = F'(T™) pour chaque n € N, alors on dit qu'elle a la propriété b.
Les résultats suivants sont des généralisations des résultats correspondants dans des espaces b-métriques par-

tiels.
Théoréme 4.2.3. Soit (X, p) un espace b-métrique partiel de coefficient s > 1. Soit T : X — X une
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application telle que F(T) # & et que :
b(Tx; T?x) < Ab(x; Tx). (4.6)

pour tout x € X, ot 0 < X\ < 1 est une constante. Alors T a la propriété b.

Preuve. Nous supposons toujours que n > 1, puisque l’énoncé pour n =1 est trivial.

Soit z € F(T™) 1l est clair que :
b(z;Tz) < b(TT™ 2, T2T™ 2) < A(T™ 12 T"2) = Mo(TT" 22, T?T"22)

<ND(T" 22, T 12) < .. < N'(2;T2) — 0; (n — 00).
Par conséquent, b(z,Tz) =0, c’est-a-dire, Tz = z.

En conclusion de cette section, nous formulons une conjecture sur la propriété P par rapport au théoréme
4.2.1 et au corollaire 4.2.1. IIs sont encore a prouver.
Conjecture 1.
Sous les conditions du théoréme 3.4, T possede la propriété P. Pour le preuve, il suffit de vérifier si 'application
T satisfait (4.2.1).
preuve, il suffit de vérifier si I'application T satisfait (4.6).
Aussi
Conjecture 2.
Sous les conditions du Corollaire 4.1.1, T posséde la propriété b.

Nous concluons cet article en donnant des exemples pour illustrer le Théoréme 4.1.1.

Exemple 4.2.1. Soit X = {1,2,3,4} et b: X x X — R défini par :

|z — y|? + max{z;y} siz#y.

b(z;y) = { z six=1y#1.

0 stx=19y=1.

\

Alors (X, p) est un espace b-métrique partiel complet de coefficient s = 4 > 1. Définissez maintenant

Vauto-mapping T : X — X parT1=1;T2=1;T3=3;T4=2.
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Un calcul simple donne

b(T1;7T2) =b(1;1) =0<

wo
Il

3
=b(1;2).
4b( ? )

W | W
W
|

b(T1;T3) =b(1;2) =3 < —

3
= —b(1;3).
< J4=0(153)

b(T1;T4) = b(1;3) = 3 < 213 - %(1;4).
b(T2:T3) = b(1;2) = 3 < 24 - %;(2; 3)
B(T2T4) = b(152) = 3 < Zs _ Zb(z; 4)
B(T3:T4) = b(2:2) = 2 < 25 _ Zb(g; 4).

3
Alors, T satisfait toutes les conditions du théoréeme 1.4, avec A\ € [Z, D;X+A3+ M+ A5 =0 et
évidemment A + Ao + 28 3 + sAg + sA5 + 283 + s4 + s5 < 1.

Or, d’apres le théoréeme 1.4, T a un unique point five , qui dans ce cas est 1.

Exemple 4.2.2. Soit X = [0,1], k > 1 et définissons une application b: X x X — R
par b(z,y) = |z—y|* pour tout x,y € X. Alors (X, p) est un espace b-métrique partiel complet de
coefficient s = 28 > 1.

Définissons une application T : X — X par Tz = e

, 0u A > 14 In2 est une constante.
Alors par théoréme de la valeur moyenne des différentielles, pour tout z,y € X et x # vy, il existe un

nombre réel & appartenant a entre x et y tel que :
e — VP = () =y < () e -yl

Ainsi

b(Ta; Ty) = e — ¥ F < qle! )|z — y| < (') Fb(a; ).

Alors, T satisfait toutes les conditions du théoréme 8.4, avec Ay = (e )F Xo = A3 =X = X5 =0
et évidemment A1 + A + 2sA3 + sAq + sAs < 1. Or, d’aprés le théoréeme 3.4, T admet un point fize
unique en u € X.

en vue de A > 1+1In2, alors A\; = (e!7)F < 217P = % , donc 25\1 +2X3(s + 82)( Ay + A5) < 2 et toutes
les conditions du théoréme 3.10 sont satisfait. Donc d’aprés le théoréeme 3.10, U'itération de Picard est
T-stable.

n
Pour voir eractement ce que signifie cette T-stabilité, considérons la suite y, = p—— u e X, I
n
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s’ensuit que :

n
u—en+l

n+1
b ;T =
(yn-‘rl» yn) |n+2

A A
| = |u—e""" =0;(n — c0).

Notez que y, = U — U ; N — 0.

n
n+1
Aller plus loin Récemment, Zheng et al. ont introduit la contraction dite - dans les espaces métriques
complets et cette technique a €té appliquée avec succés a l'application de type Kannan dans les espaces
métriques partiels (voir [6]). Les résultats du présent article seront appliqués dans des recherches
futures par les auteurs concernant la 0 — ¢pcontraction dans des espaces b-métriques partiels complets.
Par conséquent, la poursuite de cette recherche considére la contraction de type 0 — ¢-Chatterjea dans
des espaces b-métriques partiels et étudie ’existence de points fizes. Nous avons une définition de
la contraction de type 0 — ¢-Chatterjea et nous devons vérifier qu’elle suit l’idée des contractions
de Chatterjea et généralise de maniére a conserver leurs propriétés et leur relation avec les autres
contractions.

De plus, une question naturelle est de vérifier si ce nouveau type de contraction est T-stable et posséde

la propriété b.

4.3 Théoremes communs du point fixe

Théoréme 4.3.1. [2]
Sotent S,T : X — X des auto-applications d’une b-métrique partielle compléte espace (X, pp) tel que

T(X) C S(X) et :
po(Su; Tw) < app(u; Su) + bpy(v; T) + cpp(u; Tv) + dpp(v; Su) + epp(u; v). (4.7)

Vu;v € X et a;b;c;d;e sont des réels positifs vérifiant a + b+ c+ e+ d(2s—1) <1 et s > 1. Alors S

et T ont un unique point fire commun dans X .

Preuve.
Supposons ug € X et puisque T(X) C S(X), on peut donc définir inductivement une suite {up}°

dans X comme :

Up = TUp_16tUup11 = Suy. (4.8)

pourn = 0;1;2;... Si up = Upy1.
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i.e u, = Suy, c'est-a-dire que u,, est un point fixe de S.

Puisque, uy, = tpt+1 = Ungt1 = Sup = Stps1. Alors

Po(Un+1; Unt2) = pp(Suny1; Tun)

< app(Un41; Stpt1) + bpp(wn; Tup) + cpp(tnt1; Tun) + dpp(un; Stnt1) + epp(Unt1;un)

= apy(Un+1; Un+2) + 0P (Un; Unt1) + cpp(Unt1; Uns1) + dpp(un; Unt) + €py(Uns1; un)

< app(tn+1;5 Un+2) 0P (Un; Un+1)+cPp(Un+15 Unt1) +d[8 (Do (Un} Unt1)+Pb(Un+15 Unt2)) —Db(Unt15 Unt1) ]+
epp(Un+1; Un)-

1.e
(1 —a —ds)py(Ung1; Unt2) + dpp(tny1; Ung1) < (b+ ds + €)py(Un; Uni1) + cpp(Ung1; Unt1).

e (1 —a — ds)py(tun+1;unt2) + dpp(tnii;unta) < (b+ ds + e)pp(un;unt1) + cpp(tnt1; Unt1). i€
(14+d—a—ds)py(unt1;unt2) < (b+ds+ e+ c)py(un; Unt1)
(1+d—a—ds)pp(tunt1;unt2) < (b+ds+ e+ c)pp(tni1;tni2)
(1—a—b—c—e—d(2s—1))py(tunt1;tnt2) <0
Pb(Ung1; Ung2) < 0= pp(tUngt; Unga) = 0.
Le Tup = Upy1 = Upt2 €6 Uy = Upt1 = TUp = Up.
c'est-a-dire que u,, est un point fixe de T .
Aussi, Uy = Upy] = Upt2 = ..., C'est-a-dire que u,, est un point fixe communde Set T .

Supposons donc que pour n pair, u, # Un,41. Puis :

Po(Unt1; Un) = po(Stun; Ttun—1)
< app(un; Sun) + bpy(un—1; Tun—1) + cpp(tn; Tun—1) + dpp(tn—1; Sun) + epp(tn; Un—1)
< app(un; unt1) + bpp(un—1;un) + cpp(un; tn) + dpp(un—1; Unt1) + €pp(un; tun—1)
< app(tn; uny1) + bpp(tun—1;un) + cpp(tn; un) + ds[py(un—1;un)
+ b (Un; Unt1)] — dpy(un; un) + €py(un; un—1)
< app(Un; un+1) + bpp(Un—1;upn) + cpp(tn; up) + dspy(tun—1; un) + dspp(Un; unt1)
— dpp(un; un) + epp(tn; un—1)(1 — a — ds)py(un; unt1)
< (b+ds + €)pp(un—1;un) + (¢ = d)pp(un; un).
e (1 —a—ds)pp(un; unt1) + dpp(un;un) < (b4 ds + €)pp(tn—1;un) + cpp(tn; up).

(1 —a— ds)pb(una Un+1) + dpb(una Un+1) (b +ds + €)Pb(un 1; un) + Cpb(una Up— 1)
(1+d_a—d5)pb(unaun+1) (b+c+€+ds)pb(umun 1)
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b+c+e+ds
Spb(un;un_l).

i.e py(tn; Unt1) < 1+d—a—ds

b+c+e+ds
Po(Un; unt1) < kpp(un; un—1)avec; k = 11d_a_ds <L (4.9)

Si n est impair, la méme inégalité (4.9) peut étre obtenue de maniére analogue.

En poursuivant ce processus, nous atteignons.

Do (Un; Unt1) < k™pp(uo; ur).

Nous affirmons que {uy, } est une suite de Cauchy dans X . Pour m > n et m,n € N, considérons :

Po(tn; um) < 8[pp(Un; Unt1) + Po(Unt1; Um)] — Po(Unt15 Unt1)
< s[pb(un§ UnJrl) + pb(un+1§ Um)]
< spp(Un; Unt1) + 8[5Pb(Un+1; Unt2) + Pb(Unt2; Um) — Dp(Unt2; Unt2)]

< pp(Un; Unt1) + S[Pp(Unt1; Unt2) + Pb(Unt2; um)]

IN

sk™pp(uo; ur) + 2" Ty (uos ur) + oo

< sk™py(uo; ur) (1 + sk + (sk)? + ....)
sk™
1-—sk

IN

pp(up; u1) — Ocommen — oo.

i.e ;{uy} est une suite de Cauchy. En utilisant la complétude de X , {u,, } converge vers u* € X eton a

: _ . *\ * kY
n;ggmpb(un,um) = ngrfoopb(un,u ) = pp(u*,u*) = 0.

De plus, nous affirmons que u* est un point fixe de S.
Soit {up, }°, une sous-suite de {uy, }.

Alors,

po(u”s Su®) < s[py(u”; un,) + po(tn;; Su™)] — po(tn,; tn;)
< spp(u*s un,) + spp(Tun—1;; Su™)
< spp(u*s un,) + spp(Sus Tup—i;)
< spp(u™s un,) + slapp(u®; Su™) + bpp(tn—i,; Tpn—1;)
+ epy(u”s Tup—1;) + dpy(un—1;; Su™) + epp(u™; up—y,)]

< spp(u*;un,)+slapy(u*; Su™) +bpy (tn—1,; Un, ) +cpp(u”; un, ) +dpp(un—r,; Su™)+epy(u”; un—y,)]. (4.10)

Comme n — oo, pp(u*, Su*) < s(a + d)pp(u*, Su*), ce qui donne une contradiction.
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Donc, u* = Su* = u* est point fixe de S.
De plus, on affirme que u* est un point fixe de T . Soit {u,,;, }5°; une sous-suite de {u,, }.

Alors,

po(u; Tu®) < slpp(u”; unti,) + Po(Uni;; Tu")] = po(Unti;5 Unti;)

< spp(u™; Unti,) + 5pp(Sun,; Tu)

< spp(u™s Unyr;) + S[lapy(un,; Stn,) + bpp(u™; Tu*)

+ cpp(un,;; Tu™) + dpp(u™; Suy,) + epp(un,; u™)]

< spp(u”s tnt1;) + s[app(un,; un,) + bpp(u®; Tu™)

+ epp(ung; Tu") + dpy(u”s una,) + epy(up,; u”)].
Comme n — oo, pp(u*, Tu*) < s(a + d)py(u*, Tu*), ce qui donne une contradiction.
Donc, u* = Tu* = u* est point fixe de T.

Siu et u* sont deux points fixes communs différents de S et T , alors on a Su = T'u = w et Su* = Tu* = u*.

Considérer :

po(u; Tu™) = pp(Su; Tu™)
< app(u; Su) + bpp(u®; Tu®) + cpp(u; Tu™) + dpp(u™; Su) + epp(u; u*)
< app(u;u) + bpp(u™;u”) + cpy(us u®) + dpp(u™s u) + epp(u; u*)
< (c+d+ e)py(u;u™).
une contradiction, i.e., v = u* = S et T a un unique point fixe commun dans X.

Ensuite, nous fournissons une illustration non triviale pour montrer la signification du théoréme 4.3.1.

Exemple 4.3.1.
Soient X = [—10,10] et py : X x X— — [0,00) définis comme : py(u,v) = (Ju| + |v] + 2)%.

Alors (X, py) est un espace b-métrique partiel complet et s = 2. Définissons S,T : X — X comme :
u U

Su=—=etTu=—.
6 10

Soit u > v. Alors :

10]u| 4 6|v| + 120
60

L=l Bp

5 1o )°. (4.11)

u
pb(Su’ TU) = pb(ga 10
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et
apy(u; Su) + bpy(v; Tv) + cpy(u; Tv) + dpy(v; Su) + epy(u;v)
u v

(% U

= app(u; ) + bpy(vs 75) + epolus 75) + dpy(v; &) + epy(us v)
_ |ul 2 M 2 M 2
=a(|lul + —+2)" +b(Jv| + — +2)" + c(|u| + == +2)7 + d(|v|
6 10 10
u

+|6’+2)2+e(\u|+\v+2)2

Tlu| + 12 11[v] + 20 10Ju| + v| + 20 6|v| + |ul + 12

o’ ’6 )2 +b( ‘1’0 )2 4o 221 10‘ 2 g Sl el 12 ’6‘ )2 +eul+]v]+2)*. (4.12)

1 1
D’aprés les équations (4.11) et (4.12), il est clair que poura=b=e= =, ¢ = 3 etd= 9

=

pp(Su; Tv) = apy(u; Su) + bpy(v; Tv) + cpy(u; Tv) + dpy(v; Su) + epp(u; v).

Par conséquent,tous les postulats du théoréme 4.3.1 sont vérifiés,et 0 est I'unique point fixe commun de S

etT.

Corollaire 4.3.1. [2/

L’inférence du théoréme 4.3.1 est valide si c =d = 0.

Preuve.

La preuve suit le schéma du théoréme 4.3.1

Ensuite, nous présentons deux exemples pour comprendre et étayer le résultat prouvé ici. Dans un exemple,
les cartes impliquées sont continues et commutatives et dans un autre, les cartes sont discontinues et non com-
mutatives.

Il convient de mentionner que la continuité est difficile a réaliser dans certaines applications de la vie quotidienne

et constitue un accessoire idéal.

Exemple 4.3.2.

Soient X =Rt et pp : X x X —[0,00) définis comme : py(u,v) = max{u;v}? + (u —v)2.
Alors (X, pp) est un espace b-métrique partiel complet et s = 4.

Définissons S, T : X — X comme : Su = % et Tu = % .

Soit uw > wv. Alors :

u? S5u — 4v

U V.o U Vg9
= — = —_—— = 2 = —

u u
-, =

T =
py(Su, Tv) pb(4 5

). (4.13)
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et
u v
apy(u; Su) + bpy(v; Tw) + epy(u; Tv) = apy(u; ) + bpe(v; ) + cpp(us v)
= afmax{u; 73 + [u— 7 + bmax{v; 11 + o — -]
+ c[max{u; v} + |u — v|?]
= — — — . 4.14
e + 25bv + clu” + |u — v|?] (4.14)
\ , . . . 1 1
D’aprés les équations (4.13) et (4.14), il est clair que pour a = 3 b=c= 9

pp(Su; Tv) = apy(u; Su) + bpy(v; Tv) + cpy(u; v).

Ainsi, tous les postulats du corollaire 4.3.1 sont vérifiés, et 0 est 1'unique point fixe commun de S et T.

Exemple 4.3.3.
Soient X = RT et pp: X x X— — [0,00) définis comme : pp(u,v) = max{u;v}? + (u — v)?.

Alors (X, pp) est un espace b-métrique partiel complet et s = 4.
2

Définissons S, T : X — X comme : Su = % et Tu="2 2—u

Alors :

Nous distinguons deuz cas u > v et v = u et u;v € [0;1] Dans les mémes étapes que la solution,
l’exemple précédent 4.3.2, on trouve a = 3’ b= i ;= %

po(Su; Tw) = apy(u; Su) + bpy(v; Tv) + cpp(u; v).

pour u;v € [0;1].
Ainsi, tous les postulats du corollaire 4.3.1 sont vérifiés, et 0 est l'unique point fixe commun de S et T.

Remarque 4.3.1.

i. Les résultats ci-dessus sont également vrais si T (X ) est un sous-espace complet au lieu de complétude

de X .

1. Les résultats ci-dessus deviennent plus fascinants si nous évaluons un meilleur postulat naturel des

fermetures de l'espace de gamme, c’est-a-dire T(X) C S(X).

1i1. En choisissant convenablement les valeurs des constantes a, b, c, d et e, nous obtenons les extensions,
améliorations, généralisations de Bakhtin , Banach , Chatterjea , Kannan, Reich , et ainsi de suite

jusqu’a un espace b-métrique partiel pour une paire discontinue non commutative de cartes.
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iv. Dans le théoreme 4.3 et le corollaire 4.4 (voir, exemple 4.5), un unique point fize commun existe
pour une paire d’autocartes discontinues qui ne satisfait méme pas la commutativité et ainsi étend,
généralise et améliorer les théorémes comparables présents dans la littérature (par exemple, Banach ,

Chatterjea , Ciri, Czerwik , Hardy-Rogers , Kannan , Reich, et ses références).

v. Suivant les arguments du théoréme 4.3, nous pouvons assouplir la continuité, la commutativité et

Uexhaustivité de nombreux résultats célébres et contemporains existant dans différents espaces.

4.4 Application

Solution du probléme de la poutre en porte-a-faux.
Motivés par le fait que la structure en porte-a-faux permet des constructions en porte-a-faux dépourvues de
contreventement périphérique, nous résolvons un systéme d'équations différentielles du quatriéme ordre appa-
raissant dans le probléme aux limites a deux points de la flexion d'une poutre €lastique en tant qu'application du
corollaire 4.3.1

Supposons X = CI,R] désigne l'ensemble de toutes les fonctions continues sur I = [0, 1].
u(®)] + [v(®)]

Définissons une b-métrique partielle py : X x X — R* comme : py(u(t), v(t)) = max;cjo 1) ( 5

)2

avec s = 3.

Théoréme 4.4.1. [2]
Les équations de déformations d’une poutre élastique dont ['une extrémité est libre tandis que l'autre

est fize, dans son état d’équilibre est :

=Pt u(t);u ();u” (t);u" (t)). (4.15)

et

— = o(t;v(t); ' (£); 0" (2); 0" (¢)). (4.16)
v(0) = (0) =0"(1) =" (1) = 0;t € [0;1].

ou, ¥, ¢ : [0,1] x R® — R sont des fonctions continues vérifiant :

e (00, () (8), ()] + (0, 0(8),/(0), 0/ (5)])” < eap™ mas u(e) + (1)

B

+exp "maxie ) u(t)]* + exp” 'maro ) o (t)[.
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u,v € X, A € [1,00),t € [0,1). Alors, le probléme de la poutre en porte-i-faux (4.15-4.16) a une

solution en X .

Preuve.

Le probléme de la poutre en porte-a-fauzx (4.16-4.15) est identique a la résolution du systéme d’équations

intégrales.
1
u(t) = / G(s;t)(s;u(s);u'(s);u”(s))ds. (4.17)
0
et
1
v(t) = /0 G(s;t)d(s;v(s);0(s);0"(s))ds; t € [0;1];u € X. (4.18)
Ici
152 — s s
Gy 1 Bt—s) 0<t<s<l. o)
étg(?)s—t) 0<t<s<l.

est une fonction de Green continue sur [0, 1] . Définissons les applications S : X — X et7 : X — X comme :

1
Su(t):/o G(s; ) (s;u(s);u'(s);u”(s))ds.

et

1
To(t) = / G5 )b(5: v(s); o/ (5); 0" ().
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Alors u est une solution de (4.15-4.16) ssi u est un unique point fixe commun de S et T respectivement.

Clairement, S, T : X — X sont bien définis, donc :

[Su®)| + [Tv(t)]

m(Su(0); To(p) = (FULETL:
\ Jo Glsit)(s u(s);w'(s); 0" (s))ds| + | Jy Gsi 1) (s5v(s); v'(s); 0" (s))ds] 2
2
fo (5 )| (s; u(s); ' (s); 0 (5))|ds + [y Gls;0)]@(s; 0(s); v (8);7)"(8))!618)2
2
/ G(sst)(s;uls);u'(s);u”(s))ds + G(s;8)g(s; v(s); v (s);0" (5)) |ds)?
SZ ax([¥(s;u(s); ' (s); u”(s))] + |o(s; v(s); v / G(s:t)ds)?
< Jlemp™ mas [u(t) + (1) + exp maziegofu(t)
+ exp” Tmazeoq|v(?) / G(s;t)ds)?
1 %2+ exp? 2 B 2) 0

mazejo)[u(t)]” + exp T maziep ) |v(1)]"] 5

12

< —lexp™® max |u(t) + v(t)
4 t€[0,1]

< ewp “py(u(t);v(t)) + exp P py(ult); Su(t)) + exp  py(v(t); To(t)).

Donc tous les postulats de Corolarry 4.3.1 sont vérifiés pour :
a=exp®, b=-exp P, e=exp ¥ etleprobléme de la poutre en porte-a-faux a une et une seule

solution.
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