N° d’ordre :
N° de série :

République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de ’Enseignement Supérieur et de

$ol1pdl - il a0 S| Gl

i ot . e la Recherche Scientifique

UNIVERSITE HAMMA LAKHDAR EL OUED
FACULTE DES SCIENCES EXACTES

Mémoire de fin d’étude

MASTER ACADEMIQUE

Domaine: Mathématiques et Informatique
Filiere: Mathématiques
Spécialité: Mathématigues fondamentales et appliguées

Theme

‘Problémes aux limites
a multi-points

Présenté par: Abadi Nadjeh.

Beggat Latifa.
Soutenu publiquement devant le jury composé de
Touati Brahim MAA Président Univ. El Oued
Mohammed Said
Ghendir Aoun Abdellatif MCB Rapporteur Univ. El Oued
Guedda Lamine MCA Examinateur Univ. El Oued

Année universitaire 2019 — 2020



Remerciements

En préambule & cemémoire nous remercier Allah le tout puissant et miséricordieux, qui nous a
donné la force et la patience d’accomplir ce modeste travail.

En second lieu, nous tenons a remercier mes parents, qui mon encouragé et aidé a arriver a ce stade.
Egalement, nous tenons a exprimer ici notre vive gratitude, notre immense respect a notre enca-
dreur Dr.Ghendir Aoun Abdellatif pour sa patience, sa disponibilité, ses judicieux conseils, ses
hautes qualités morales et scientifiques et d’avoir fait le nécessaire pour faciliter autant que possible

tout au long de ce travail.

Nos vifs remerciements vont également aux membres du jury pour l'intérét qu’ils ont porté a notre
recherche en acceptant d’examiner notre travail Et de ’enrichir par leurs propositions.

Enfin, je tiens & remercier toutes les personnes qui nous ont apporté le soutien et I'aide attendu.



Table des matiéres

Notations
Introduction

1 Préliminaires
1.1 Quelques outils de base . . . . . . . ..
1.2 Application compacte . . . . . . . .. e e e e e e e
1.3 Critere de compacité dans C'([a,b],R) : . . . . . ..o o Lo oo
1.4 Théoreme de point fixe . . . . . . . . . . ..

2 Problémes aux limites du second order a trois points

3 Problémes aux limites du second ordre & m-points
3.1 Problémes aux limites du second ordre a m-points reduction & trois points . . . . . . .
3.2 Casgénérale. . . . . . . e

4 Probléme aux limites a multipoint généralisé
4.1 Lemmes auxiliaires . . . . . . . . e
4.2 Résultat d’existence . . . . . . .. e

(1T BTG NGTIN

Conclusion

Bibliographie

ii

40

41



Notations

N I’ensemble des nombres naturels.
R I’ensemble des nombres réels.
[a, b] lintervalle fermé a < z < b.

, b) I'intervalle ouvert a < z < b.

)= 4) " a dérivée ordinaire par rapport a t.
e. c’est-a-dire.

QCR"? ouvert dans R".

Q L’adhérence ou la fermeture de €.
o0 frontiére de €.
C(Q) fonctions continues sur (2.

Dans ce mémoire, nous utilisons spécifiquement les espaces suivants :
¢ C([0, 1], R) l'espace de Banach des fonctions continues z : [0, 1] — R, muni de la norme :

[ ]loc = sup{la(t)], ¢ € [0, 1]}.

¢ C1(]0,1],R) I’espace des fonctions  : [0, 1] — R, de classe C'' ou une fois continfiment dérivable sur
[0, 1], muni de la norme
2| = max{[|z]|oc, [|2”l|oc }-

e On désigne par L'(]0, 1],R) I'espace des fonctions x : [0, 1] — R Lebesgues intégrables muni de la
norme

1
el == llzllz: = /0 a(8)|dr.
e l'espace de Sobolev :

W20, 1) = {z : [0, 1] — R; z, 2’ sont absolument continus dans [0,1], 2” € L'(0, 1)},

muni de la norme

Hsz,1=/0 (lz@®)] + 2" @) + 2" ()] dt.



Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier quelques problemes aux limites associés a des équations
différentielles posées sur des intervalles bornés et ou les conditions aux bords a multi-points.

Les problemes aux limites pour des équations différentielles ordinaires se posent dans les sciences
physiques et les mathématiques appliquées. Dans certains de ces problemes, les conditions filiales sont
imposées aux points de début et de fin. Dans autres cas, les conditions sont imposées & multi-points.
Il est parfois préférable d’imposer des conditions a multi-points puisque les mesures nécessaires a une
condition a multi-points peuvent étre plus précises que la mesure donnée par une condition aux points
de début et de fin. Par exemple, le probleme classique de Robin est donnée par

a"(t) = f(t, =(t),2'(t), te(0,1)
z(0) =0, 2/(1)=0.
Si la condition #/(1) = 0 est remplacé par la condition z(1) = z(n) (ou n € (0, 1)), alors le probleme

{x"(t) = f(t,x(t),2'(t))

, te€(0,1)
z(0) =0, (1) =z(n),

est un probléme aux limites & trois-points.
Ce travail est subdivisé en quatre chapitres.

Préliminaires

- Problémes aux limites du second ordre & trois-points

Problemes aux limites du second ordre a m-points

Probleme aux limites & multipoint généralisé.

Plus précisément, nous allons résumé les résultats concernant ces chapitres sont comme suit.

Le premier chapitre sera consacrée aux préliminaires sur des notions générales utilisées dans les dif-
férents chapitres du travail, on présente quelques outils de base, comme ['application compacte , le
critére de compacité dans C([a,b],R) et le théoréme d’Ascoli-Arzéla, enfin on présente un théoréme
de point fixe qui s’appelle I'alternative non linéaire de Leray-Schauder .

Le deuxieme chapitre, est consacré a 1’étude quelques résultats d’existence et d’unicité pour le probleme
aux limites a trois points non linéaire suivant :

{m = f(t,z(t),2'(t))

, te€(0,1)
z(0) =0, (1) =x(n),

ot f:[0,1] x R? — R est une fonction L'—Carathéodory et n € (0,1). En 1992, Gupta [4] tout
d’abord étudier 'existence de solutions pour le probléme aux limites récente. L’étude de ce type de
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probléme a été réalisée par de nombreux auteurs dans leurs recherches, voir par exemple, [3], [5], [6],
[7] et les références qui y figurent.

Ce probléme peut étre posé sous la forme d’une équation d’opérateur Lr = Nxou L : D(L) C X — Y
est un opérateur linéaire, et pour x € D(L), Lx = 2", et N : X — Y est un opérateur non linéaire,
telle que (Nz)(t) = f(t,z(t),2'(t)), t € [0,1] avec X, Y sont deux espaces de Banach appropriés
ou les conditions aux limites sont utilisés pour définir le domaine, D(L), de L. Nous avons utilisé le
I’alternative non linéaire de Leray-Schauder. Dans la deuxiéme section nous avons prouvé des résultats
d’existence et d’unicité des solutions du probleme suivant :

{x”(t) = f(t,2(1),2/(t)), te(0,1)
2(0) =0, z(1)=ax(n), (a#1)

Dans le troisieme chapitre, nous avons étudié quelques résultats d’existence et d’unicité pour le type
de probléme aux limites a m-points suivant :

{m"(t) = f(t,z(t),2'(t)), te(0,1)
2(0) =0, (1) = X752 ai(G),

ot f:[0,1] x R? — R est une fonction L' —Carathéodory, a; € R, ¢; € (0,1), i =1,2,...,m — 2 avec
0< <@<...<(no<l.

Au quatrieme chapitre, nous avons étudié quelques résultats d’existence pour le probleme aux limites
a multipoint généralisé suivant :

{x”(t) = f(t,z(t),2'(t)), te(0,1)
2(0) = 77 eiw(G), w(1) = Y527 aja(ry),

ot f:[0,1] x R? — R est une fonction de L'—Carathéodory, ¢;,a; € R, (75 € (0,1) , i =
L,2,....om—2,7=12,....n—2avec 0< (1 < <...<(n2<lL0<m<m<...<Tp_2 < 1.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques défnitions et propriétés que nous utilisons dans la suite de ce
travail.

1.1 Quelques outils de base

Définition 1.1
Lapplication f :[0,1] x R® — R" est L'— Carathéodory si

(i) t — f(t,u) est mesurable pour tout u € R™ ;
(ii) uwr— f(t,u) est continue pour presque tout t € [0,1] ;

(iii) pour chaque r > 0, il existe h, € L'[0,1] telle que
|f(t,u)| < h.(t), pour presque tout t € [0,1],u € R™ avec ||u]| < r.

Théoréme 1.1 (de Rolle)
Soit f une application de l'intervalle [a,b] dans R vérifiant les conditions suivantes :

1. f est continue sur [a,b).
2. f est dérivable sur |a,b].
5. f(a) = 1.
Alors, il existe ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.

Théoréme 1.2 (des accroissement finis)
Soit f une application de l'intervalle [a,b] dans R vérifiant les deux condition suivantes :

1. f est continue sur [a,b).
2. f est dérivable sur |a,b].

Alors, il existe ¢ €]a, b vérifiant :

1.2 Application compacte

Soit X et'Y deuz espaces de Banach et Q0 C X un ouvert.
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Définition 1.2
o f est dite compacte si f(B) est relativement compact dansY i.e. f transforme (ou envoie) tout

borné de X en un ensemble relativement compact dans Y .

e Soit f un application définie de X d valeurs dans Y. On dit que f est complétement continue
st elle est continue et compacte.

Proposition 1.1
Une application f : X — Y est compact si et seulement si de toute suite (x,)neny de X, on peut
extraire une sous-suite (xp, )ren telle que la suite (f(zp,))ken converge dans Y .

1.3 Critére de compacité dans C([a,b],R) :

Définition 1.3
On dit que des fonctions d’un sous-ensemble M C C([a,b],R) sont uniformément bornées, s’il existe
une constante o > 0 telle que |z(t)| < a pour tout x(-) de M et quel soit t € [a,b].

Définition 1.4

On dit que des fonctions d’un sous-ensemble M C C([a,b],R) sont équicontinues, si pour tout € > 0,
il existe 6 > 0 (0 = d(¢)), tel que pour tout t1,ta € [a,b] avec |t; — ta| < & et pour toute fonction x(-)
de M on ait |z(t1) — z(t2)| < e.

Théoréme 1.3 (d’Ascoli-Arzéla, cas générale)[1]
Soit X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet. Un sous-ensemble M C C(X,Y)
est relativement compact si et seulement s’il vérifie les deux conditions suivantes :

1. Pour tout t € X, l’ensemble M (t) = {xz(t), z(.) € M} est relativement compact dansY .

2. Mest équicontinue.

Théoréme 1.4 (d’Ascoli-Arzéla, cas particulier)
M c C([a,b],R) est relativement compact si M est uniforément bornée et équicontinue.

1.4 Théoreme de point fixe

Nous citerons en particulier l’alternative non linéaire du type Leray-Schauder, utilise dans la ré-
solution des équations différentielles par l'approche du point fize.

Théoréme 1.5 (L’alternative non linéaire de Leray-Schauder)[2] Soient E un espace de Banach et
C C E un conveze fermé,  un ouvert de C' contenant 0 et T : Q@ — C' un opérateur complétement
continu. Alors un des deux énoncés suivants est vérifié

(a) T admet un point fizre dans Q i.e. Ix € Q:x =Tx
(b) il existe x € O et A € [0,1] telle que x = \Tx.

Remarque 1.1  [’énoncé (b) indique que l’ensemble S = {x € Q:x = Tz, X\ €[0,1]} n'est pas
borné.

Ainsi pour appliquer l'alternative non linéaire de Leray-Schauder, il suffit de montrer que T est com-
pletement continu et vérifiant l’estimation a priori suivante :

dR > 0,Vz € E,VA € [0,1] : (z = ATz = ||z|| < R),

pour dire que T admet au moins un point fixre dans B(0, R).



Chapitre 2

Probléemes aux limites du second order
a trois points

Nous considérons le problemes aux limites du second ordre d trois points :
l‘”(t) = f(t,l‘(t),l‘/ t))7 le (07 1)
2(0) =0, z(1)=x(n)

ot f:[0,1] x R2 — R est une fonction donnée, n € (0,1).
On peut poser le probléme (I) sous la forme d’une équation d’opérateur

Lz =Nz
ot L:D(L) C X — Y est un opérateur linéaire avec
D(L) = {z € W»'(0,1),2(0) = 0,2(1) = z(n) }

et pour
r € D(L), Lz = 2".

N : X — Y est un opérateur non linéaire tel que
(Nz)(t) = f(t,2(t),2(t), te€[0,1]

avec

o X =CY0,1], ||z||x = maz {||z|]co, ||2'||co} tel que ||z||,, = 31[1p] |z (t)]
tefo,1

1
o YV =LY[0,1]), ||z||, = / |z(t)|dt et lespace de Sobolev,
0

e Wil ={z:[0,1] — R, =z, 2’ sont absolument contiues dans [0,1] et =" € L[0,1]}
muni de la norme :

1
[|],1 :/0 ()] + |2 ()] + =" (£)])dt
Lemme 2.1 SoitheY etax e X de telle sorte que

{x”(t) = h(t), te(0,1)
z(0) =0, z(1)=xz(n).
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Alors
t 1 t "

t
z(t) = /0 (t — s)h(s)ds — =, (1 —s)h(s)ds + =), (n—s)h(s)ds

t
Démonstration.De ' (t) = h(t) on a, 2/(t) = 2/(0) +/ h(s)ds
0

ce qui implique que

Alors

Lemme 2.2  Pour tout x € W21(0,1) avec x(0) = 0, 2(1) = z(n) il existe { € (n,1) telle que
() =0 et
2]l < 12l < 12"l

Démonstration.De x € W2(0,1) et d’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ € (n, 1) telle que z'(¢) = 0.
Comme

/0 2'(s)ds = z(t) — z(0) = z(t).
Alors, .
vt e [0,1], |2(t)] = ‘/0 o/(s)ds

ce que implique que

2]l < 12'] -

D’autre part, on a
1 t
vie 0,1, [la"ll, = / 2"(s)|ds > / o(s)ds = /(1)
0 ¢

ce qui implique que
12" < 112" 13-

Théoréme 2.1 [3] Soit f:[0,1] x R? — R est une fonction L'— Carathéodory.
Supposer qu’il existe des fonctions p,q,r dans L'(0,1) telles que

|f(t,u,v)| < p(t)|u| + q(t)|v] + 7(t), pour tous t € [0,1], (u,v) € R2.

Alors , le probléme (I) admet au moins une solution dans C1[0,1] a condition que

[Iplly +llally < 1.
Démonstration. On suppose l'opérateur K : Y — X défini, pour y € Y, par
t ! t K

Ep0) = [ = ods = 7 [ 0= aweas+ T [0 - osas
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Ona, pouryeY, Kye D(L) et LKy = (Ky)' =2" =y, et pour x € D(L), KLt = K2 = Ky ==«
ce qui implique que L' = K. Sachant que
x € CY0,1] est une solution de (I) ssi x est une solution d’équation opérationelle Lx = Nz, ce qui
équivalent a l’équation ©r = K Nx.
Nous appliquons alternative de Leray-Shauder pour obtenir l'existence de solution de I’équation x =
KNzx.
Pour ce faire, il suffit de vérifier que l’ensemble de toutes les solutions possibles de la famille des
équations

{x”(t) = Mf(t,z(t),2'(t)), te(0,1) 1)

2(0) =0, (1) = z(n)

est bornée dans X par une constante indépendante de X\ € [0, 1].
Au début, nous montrons que KN est complétement continu.

o KN est borné : Nous avons, pour tout t € [0, 1]
1

[KNx(t)| </0 (t = 5)|f (s, 2(s), 2 (s))lds + T— (1—8)\f(87$(8)7x/(8))!d3

n

+tn (n— )| f (s, 2(s),2/(s))|ds

qﬁMx WH/Wx HM/UM 2'(s))lds

1_

t+/ |f(s,2(s),2'(s))|ds

t+/|h )/ds
1+/|h )|ds.

Ainsit

2
|KN[o <(1+ E)Hhrﬂr

D’autre part, pour tout t € [0,1]
(K /|fs:v yds+/ F(s2(s), 2/ ()ds + T /yfsx 2/(s))|ds
<+ =) / £ (s,2(5), ' (s))lds

<+ 7=5) / e () ds.

Ainsi

2
(KNl <(1+ ﬂ)”h?"Hl'
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Donc

2
IKN|[x < (1+ E)Hhrur

Ce qui prouve que KN est borné.
Soit @ ={z € X,||z||x < p}, (p > 0) une boule ouvert de rayon p dans X.

KN est conﬁnu dans Q :
Soit (z,,) € Q, x, —> x et démontrer que (KN )z, — (KN)z.
Nous avons

(K N)an(t) — (KN)a(t)] < 1+7 / (s, 2n(s), 2 (5)) — f(s,2(s),2'(s))|ds
et aussi

[(KN) 2 (t) — (KN)z(t)] < 1+7 / £ (5, 2n(s5), 2,(5)) — f(s,2(s), 2'(5))|ds.
On utilisant la continuité de f par rapport a deuzieme variable,nous obtenons
£ (s, 2n(5), 2, (5)) — f(s,2(s),2'(5))] — 0 lorsque n — +00

ce qui implique que |(KN)x,(t) — (KN)z(t)] — 0 lorsque n — +o0 et
|(KN) zy(t) — (KN) x(t)] — 0 lorsque n — +o0.

Alors, ||[KNz, — KNzx||y — 0 lorsque n — +00,

donc KN : Q — X est continu.

KN est compact :
Selon ce qui précéde KN est uniformément borné.
Maintenant demontrer que KN est équicontinu : pourty,ts € [0,1], (t1 = t2) avec |t1—ta| — 0,
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on a

t1
1-nm

t1 1
|KNxz(t1) — KNz(ta)] :]/0 (t1 — 8)f(s,2(s),2'(s))ds — /0 (1—8)f(s,z(s),2'(s))ds

ty

1—mn
to

n t2
+ /0 (n =) f(s,2(s), 2 (s))ds — /0 (t2 = 5)f(s,2(s), 2 (s))ds

_l’_

2 [ 9)1sa5).0/(5))as

—NnJo

1
2 [ (sat).al()ds - 5
0
—]/ (t1 — s)f(s,z( (s))ds—i—/t (t1 — 8)f(s,2(s),2'(s))ds

_ 1
- / (t — 5)f (5. 2(s), 2'(s))ds + 2~ /0 (1= 8)f (s 2(s), 2'(5))ds

0 1—n

th—ty [7 )
Ty /0 (n=8)f (s, 2(s), 2’ (s))ds|
<ty —t2| 2 |f(s,2(s),2(s ))|ds+/tl(t1 ) (s,2(s), 2'(5))|ds
|t1 tg’ )| f(s,z(s),2(s))|ds
M

1-n J (n_s)|f(5,$(s),x/(s))\ds

tl t _t 1
<lts =2l | he(s)lds + 1 [hr(s)lds + = :'/ I (5)|ds
- 0

t2
‘ L |/ |h \ds

Ce qui implique que

IKNz(t;) — KNx(ts)] — 0.

On a aussi,

t1

[(KN)'a(t1) — (KN) z(t2)| =| ; f(s,2(s),2'(s))ds — 2f('awl“(S),ﬂf’(S))dSI

0

t1
< [ 15655l ds
< [ 1ha(s)lds.

[2)

Ce qui implique que

((KN)Yx(t;) — (KN) z(ts)] — 0.

Donc KN est équicontinu.
Alors, KN est compact, on conclut KN est complétement continu.

10
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Maintenant, soit x est une solution de (2.1) pour certain A € [0,1], et d’aprés le lemme 2.2, nous avons

12”11y =Allf1]
<I[f1ly
<llpllllzlloo + Hallyll2"lloo + 7]y
<llplly "y + Nall 12”11y + 171l
<(llplly + gl 1y + {171l

donc
(1= (llplly + Hal)N="11; < [lrlly

ensuite
" 1

1= ([lplly + [lally

on a||p|ly +lglly <1 done 1 —([pll; +lgll;) >0
alors WH’"M > 0 donc C est strictement positive,
1 1

)HT‘H1 = C (constant)

Ce qui implique que ||z||,, < C et ||2/]|,, < C donc ||z||x < C.

|
De plus, nous étudions plus généralement le probléme aux limites de second ordre a trois points

sutvant :
{x"( ) = f(t,x(t),2/(t), te(0,1) (2.2)
(0)=0, z(1)=az(n), (a#1)

ot f:[0,1] x R2 — R est une fonction donnée, n € (0,1). Avant de donner les résultats d’existence
et l'unicité des solutions de probléeme (2.2), nous offrons des lemmes préliminaires.

Lemme 2.3 Soithe€ L'[0,1] et € R, an# 1 avecn € (0,1) et x € X de telle sort que soit

{x”(t) = h(t), t
z(0) =0, z(1) = ax(n).

Alors,

t
Démonstration.De ' (t) = h(t) on a, 2/'(t) = 2/(0) -l—/ h(s)ds
0
ce qui implique que
t
z(t) = 2/ (0)t +/ (t — s)h(s)ds et de x(1) = ax(n) nous avons
0

(0}

7'(0) =

n 1
/0 (n— $)h(s)ds — /0 (1 s)h(s)ds.

1—oan 1—an

Alors

11
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Lemme 2.4 Soita €R, an# 1 avecn € (0,1) et x € W2L(0,1).

o Siar< 1, alors [|z|,, <2l < Hw”lh

o Sil<a<y, aors ||l < [l#'lle < G5 12"

Démonstration.
t

e Sia <1, dea(t) = /x’<s>ds on a ][], < tl2']]o < [l2']]

D’autre part, si x € 19[/2’1(0, 1) avec z(0) =0, (1) = ax(n), alors il existe ¢ € (0,1) telle que
/() = 0.

En effet, par contraduction.

Si 2/ (t) > 0 pour chaque t € (0,1), donc x est strictement croissante sur [0,1], alors z(t) > 0
pour chaque t € (0,1), donc x(1) > x(n) ce qui implique que o > 1, ceci contredit I’hypothése.

La méme chose, si 2'(t) < 0 pour chaque t € (0,1), donc x est strictement décroissante sur
[0,1], alors z(t) < 0 pour chaque t € (0,1), donc x(1) < z(n) ce qui implique que o > 1, ceci
est contredit.

Ainsi, Yt € [0, 1] ()] = \ft "(s)ds| < fo |z" (s)|ds = ||z"]||,, ensuit

1] lo < [12"]]1-

e Sil<a< %, alors pour x € W21(0,1) avec 2(0) = 0, z(1) = ax(n). D’aprés le théoréme des

accroissement finis, il existe T € (1, 1) telle que x(1)—x(n) = ( )(1=n), ie 2'(T) = %m(n)
En plus, nous avons

|1z"]|, // |2"(s)|ds pour tout t€0,1]

>\/ s)ds| pour tout t € 0,1]
=2 (t)] — |2/ (1)| pour tout t€]0,1].
a—1
Donc, 12"l 2l log = T l2(n)]
-1
a—11
el — S L))
oa—1
2 / - /
'l — 2l
|
=" /7 N X )
a(l —n) " 7%
alors, ||2'|], < al(ii;:;)Hl‘”Hl, et selon le cas précédent ||z|| ., < ||2'[|o

Nous concluons que

1—

el -

oog H:I;/Hoo 1
|

Théoréme 2.2 []] Soit f : [0,1] x R? — R est une fonction L*— Carathéodory. Supposer qu’il existe
des fonctions p,q,r dans L'[0,1] tels que

£t u,0)] < pO)Jul + g(®)]o] +7(2),

12
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pour tous t € [0,1], (u,v) € R? et soit « € R,n € (0,1) données. Alors, le probléme (2.2) admet une
solution dans 01[0, 1] pourvu que

l—an

pll +lall; <1, st a1
HPH1+||QH1 a(=n)’ St 1<a<%

Démonstration.Soit X = C1[0,1], Y = L0, 1].
On définit Uapplication linéaire L : D(L) C X — Y avec

D(L)={z¢€ W210,1) : 2(0) =0, z(1) = az(n)},

et pour x € D(L), Lz = z".
Aussi définir Uapplication non linéaire N : X — Y avec

(Nz)(t) = f(t,z(t),2'(t)), t € [0,1].

Apres, on introduit 'opérateur linéaire K 1Y — X, défini pour y € Y par

() = [ 6= is)ds+ 2 [T = syulo)ds -

Au début,nous montrons que KN est complétement continu (compact et continu,).

e KN est borné : Nous avons, pour tout t € [0, 1]

1 a 1
N0 <t [ 15 6lds + 1 [ (o)l + = [ 1600600/

1
/ (s 2(s), 2/(s))|ds
0

<
1—an

s)|ds.

Ainsit

2
BN loo S5l
1—an

D’autre part, pour tout t € [0, 1]

1
(N a = [t al s + 1 [t al s + [ 1560000/ as
<1_an [ 16wt
s)|ds.
Ainsi
1N o <5l

13
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Donc

2

KNl <
KNI < =0

[y

Ce qui prouve que KN est borné.
Soit @ ={z € X,||z||x < p}, (p > 0) une boule ouvert de rayon p dans X.

o KN est conﬁnu dans Q :
Soit (z,,) € Q, x, —> x et démontrer que (KN )z, — (KN)z.
Nous avons

9 1
(IN)au(0) = (KN 0] < 7= [ 1o a(5). 21, 90) = Fls.a(e).'(5) s
et aussi
) 1
[(KN) 2, (t) — (KN)'2(t)] < . om/o |f(5,2n(s), 7,(5)) = f(s,2(s), 2 (s))|ds.

On utilisant la continuité de f par rapport d deuxieme variable,nous obtenons
|f(s,2n(s), 20, () — f(s,2(s),2'(s))| — O lorsque n — +o0

ce qui implique que |(KN)x,(t) — (KN)z(t)] — 0 lorsque n — +o0 et
|(KN) z,(t) — (KN) x(t)] — 0 lorsque n — +o0.

Alors, ||[KNz, — KNzx||y — 0 lorsque n — +00,

donc KN : Q — X est continu.

e KN et compact :
Selon ce qui précéde KN est uniformément borné.
Maintenant demontrer que KN est équicontinu : pourty,ts € [0,1], (t1 = t2) avec |t1—ta| — 0,

14
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on a

oty ! / t1 ! /
1= an /0 (17— 8)f (s, 2(s), '(5))ds — 7= o /0 (1—s)f(s,2(s),2'(s))ds

h ' aty K /
+ [t =9 s @as = T2 [ = 9 s

2 ! , tg /
1—an /0 (1 —=5)f(s,2(s),2'(s))ds — /0 (ty — 5)f(s,2(s),2'(s))ds]|

alti —ta) [ / Cti—t 1 e
) [ st~ T2 [ 1= 0170060,

+ /O ® (b — t2) (s, (), (5))ds + /(t — 5)f(s,2(s), 2'(5))ds|

— n
<Al = ol splas

. 1
=Bl [ ) g, w(s), 2/() s

1—an Jg

+ [t —t2| | fs (), o/ (s ))|d8+/ (11— )| f(s,2(5), 2'(s)ds

¢ t t t
\O”]| 1 2’/ ’h ‘d + ‘ 1 2|/ ’h ‘d$+‘t1_t2’/ ‘h ’dS
1—a77

IKNz(t;) — KNx(ts)| =

i [ he(s)|ds.
to

Ce qui implique que
[(KNx)(t1) — (KNx)(t2)] — 0.

On a aussi,

N att0) = RNV ot2)) =12 [ = )70, 6
1
L /(1—gf@w@%f@»@

1-an
t1 Q n
+ [ fsate)a@Das = 72— [ =900 /(5

0
1 1 , to /
+ 1= an /0 (1 —38)f(s,z(s),2'(s))ds — i F(s,z(s),2'(s))ds|
t t
=| f(3’$(5)755/(5))d8 — f(5,$(8),l‘,(s))ds|
0 0
=|tfww@wﬂ@mq
< ) 1 |hr(s)]ds.

Ce qui implique que
|((KN)x(t;) — (KN) z(ta)] — 0.

15
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Nous concluons que KN est équicontinu.

Alors, KN est compact, ce qui résulte KN est compléetement continu.

Nous appliquons Ualternative de Leray-Schauder pour obtenir l’existence de solution de l’équa-
tion x = KNx.

Pour ce faire, il suffit de vérifier que ’ensemble de toutes les solutions possibles de la famille
des équations

z(0) =0, z(1)=ax(n) (2:3)

est bornée dans X par une constante indépendante de X € [0, 1].
Soit x est une solution de (2.3) pour certain A € [0, 1], et d’apérs le lemme 2.4, nous avons

{:c”(t) = M (t,2(t),2'(t)), te(0,1)

o Sia<l, onallz|l, <[l <I2"];-
Alors,

12"y <llpllllzlloe + llally 12 Tlo + 171l
<IIplly "1y + lally 12"y + 17l

donc
(L= (llplly + lall)) N="1y < Ml

alors
' 1

I, <
V1= (llplly + llally)

Il s’ensuit qu’il ya une constante C', indépendante de A € [0, 1] avec (C =

on a ||pll; + [lglly <1 done 1 —([lpll; +lqll,) >0
alors WHTHl > 0 C est strictement positive,
1 1

17l

1
=, = mary |71l

telle que ||2"||; < C, ce qui implique que ||z|| < C et ||2'||, < C, donc

lz]lx < C.
o Sil<ac< %, on a ||z]| < |]2']] < al(laZ)Hx”Hl et d’autre part,

2" [, <Ipllyll2ll o + lall 2o + 17l
a(l—n)

<o (Il + Nall) "1y 4 117l
n
donc a )
all—n
(1—W(HP\!1+Hqu))Hw I < Irlly
alors

T .
1 1
1 - al( az (Hle HqH )

1- 11J,><||pul+||qu >” il

1 1 1—
on a llplly + llll < 3y done D (plly + llall) < 1 et 1= S22 (Iplly + llally) > 0 alors

12”1y <

Lorsque on pose, C' =

||r ||1 >0 i.e. C' est strictement positive,

a(l—
1—5,—a:>(|\p||1+\|q||1>

16
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ce qui implique que
2]l <C" et ']l < C

donc nous obtenons,
|zl x < C".

Il résulte que l’ensemble de toutes les solutions de la famille des équations (2.3) est borné en
C1[0,1] par une constante indépendant de \ € [0,1], d’ot le résultat.

En ce qui concerne lunicité de solution du probléme (2.2), nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.3 [5] Soit f : [0,1] x R?2 — R est une fonction L'— Carathéodory. Supposons qu’il
existe des fonctions p,q,r dans L'[0,1] tel que
|f(t,u,v)| < p(t)|u| + q(t)|v| + 7(t), pour tout t € [0,1] et tout (u,v) € R?,

et
|f(t,ur,v1) — f(t,uz,ve)| < p(t)|ur — ua| + q(t)|v1 — va,

pour tous t € [0,1] et (u1,v1), (u2,v2) € R?, et soit « € R, n € (0,1) sont données.
Alors, le probléme (2.2) admet une seule solution dans C1[0,1] pourvu que

1—an

lplly + llqll; <1, si a<1
Iplly +llally < ga=y> s 1<Oé<%.

Démonstration.Selon ce qui précéde, on a lexistence de solution du probléme (2.2) d’aprés le théoréme
précédent.

Pour montrer l'unicité, nous avons l’argument suivant.

Soit x1, o sont deuzx solutions pour le probléme (2.2), et en posant z = x1 — x2, alors nous avons

{z”(t) = f(t,w1, 7)) = (22, 2)), € (0,1) 2.0

2(0) =0, z(1) = az(n).

Donc on a

12711 =I1f (8, 1, 21) = f(E 22, 25)]]
<Ipllllzy = 22l + llallyllzh — 22l

<llpll12loe + all 12 oo

o Sia <1, daprés lemme 2.4, on a ||z||, < |||l < 1271,
done 1271y < (Iplly + llal)II= 11y et comme |lplly + llglly < 1 on @ ||2"lly = 0, ce qui impligue
que 1 = T3.

o(1—n)
1—an

e Sil<acx %, d’aprés lemme 2.4, on a ||2"]|; < (lplly + NallDIZ"1], et comme ||pl|; +

llall; < a(ll_—ao?q)’ on a||2"||; =0, donc ||z]|, =0, ce qui implique que z1 = x2, d’ot le résultat.

17



Problemes aux limites du second order a trois points

Exemple 2.1
Considérons le probléme suivant

{x”(t) tet laf +c08( ), te€(0,1) (2.5)

2(0) =0, (1) = ga(3)-

Llul + o] + 1, ainsi on

Dans ce cas, nous chozszsons flt,u,v) = Su+ Lo+ cos(v), on a|f(t,u,v)| <
% 166tcommea—%,

pose, p(t) = §, q(t) = 7, r(t) = 1 dans Ll(O 1) alors ||pl|; + lqll; = % +
(a <1) on a donc ||pl|, +[lall; <1, (5 < 1)

Nous avons les conditions de théoréeme 2.2 ont été atteints, ce qui implique qu’il existe une solution
x € C1[0,1] de probléme (2.5).

FExemple 2.2
Considérons le probléme suivant

{x”(t) =try 141, te(0,1) 26)

2(0) =0, z(1)=3z(3).

o L’existence :
Ici, nous chozszsons f(t u,v) = fut jv+1, onal|f(t,u,v)| < Lul+ 4]1)\ +1 d(ms ce cas on

pose, p(t) =L, q(t) =1, r(t) =1 dans L' (O 1), alors |[p||; + |lgll, = ¢ + § = 5 et comme
1—
a=1, (1<a<6)onalpll+llall < 225, (5 < 5).

Nous avons les conditions de théoréme 2.2 ont été atteints, ce qui implique qu’il existe une
solution x € C1[0,1] de probléme (2.6).

o L’unicité :
Dans ce cas, on a |f(t,u1,v1) — f(t,uz,v2)| < %]ul — ug| + i\vl — va|, ainsi on pose, p(t) = %,
q(t) = 3, r(t) = 1 dans L'(0,1), alors ||pl], + [lall, = § + 1 = 13 avee ||pll, + llall, < 7525
Nous avons les conditions de théoréeme 2.3 ont été atteints, ce qui implique qu’il existe une seule
solution x € C]0,1] de probléeme (2.6).

18



Chapitre 3

Probléemes aux limites du second ordre
a m-points

On considére le probleme aux limites & m-points suivant comme modéle :

2" (t) = f(t,z(t),2'(t), te(0,1)
2

me
2(0) =0, x(1) =Y ax(G)
=1
ou f : [0,1] x R?2 — R est une fonction continue ou L'—Carathéodory, a; € R, ¢; € (0,1),
t=1,2,....m—2avec0< (3 < (2 <...<(pn-2<Ll.
Une fois les a;’s ont le méme signe, une autre fois les a;’s n’ont pas le méme signe.

(3.1)

3.1 Problemes aux limites du second ordre a4 m-points reduction a
trois points

m—2
Dans ce cas nous prenons toutes les a;’s ont le méme signe avec o = Z a; # 0.
i=1
Ici on peut réduire cette probleme a un probléme a trois points.
En effet, pour chaque solution du probléme (3.1), notons

A= min z(t), B= max x(t).
te[C1,¢m—2] te[¢1,¢m—2]
o Sia; €[0,4+00), alors a;A < a;x((;) < a;B, i€ {1,2,...,m — 2}.

e Sia; € (—00,0], alors a;A > a;x((;) > a;B, i € {1,2,...,m — 2}.

Dans les deuz cas, nous avons
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z(1)

Il s’ensuit qu’il existe n € [(1, m—2] telle que x(n) = =5, ce qui implique que x est aussi une solution
de probléeme (2.2).

3.2 Cas générale

Maintenant, on considére le probléme (3.2) avec les a;’s n’ont pas le méme signe.

m—2
Lemme 3.1 Soit h € L'[0,1] eta; €R, i € {1,2,...,m — 2} avec Z a;G; #1 et x € C1[0,1], de
=1
telle sort que soit '
2" (t) = h(t), te(0,1)
z(0) =0, z(1)= Z a;z(G;)-
i=1

Alors

" m—2

t Gi t 1
(1) = /0 (6= h(s)ds + sz E;a /0 (G s~ sy /0 (1 $)h(s)ds.

t
Démonstration.De x”(t) = h(t), on a z(t) = 2/(0)t +/ (t — s)h(s)ds
0

1
ensuite, nous avons x(l) z'(0) + / (1 —s)h(s)ds
m—2 G
et Z a;x(¢;) = 2'(0 aZCZ + Z al/ —5) ds.
=1

Comme x(1) = Z a;z((;), on a

m—2 m—2 G 1
2/ (0) (1 — Z ai§i> az/o s)h(s)ds —/0 (1 —s)h(s)ds.

i=1 =1
Alors
t t m—2 G t 1
2(t) = / (t— s)h(s)ds + — L ai/ (Gi — $)h(s)ds — m_/ (1= $)h(s)ds.
0 1- Z 2 a;Gi ; 0 - Zi=12 a;G Jo
]
m—2
Lemme 3.2 Soita; € R, (;€(0,1),i=0,1,...,m—2,0< (3 < (2 < (m—2 <1 aveca = Z a; > 1,
i=1
m—2
Z a;C; # 1. Soit aussi x € W21(0,1) tels que 2(0) = Z a; z(G;).
i=1
Alors

m—2
. 1 1 1
¢ 5i0< Y ait; <1 alors, ||z]|. < |J2’|| < %II 2|,
=1
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m—2

68 a1 al ] < ERe
o i3 iG> 1 alors, [loll < 1]l < St 2],

i=1 =
Démonstration.

m—2
e Soit 0 < Z a; G < 1.

i=1

t
Dea(t) = [ /(s)ds on o fall < |17l
0

D’aprés le théoréme des accroissement finis, il existe n; € (G, 1), pour tout i = 1,2, ...

telle que x'(n;) = %Z(Cz)

t
Depuis, pour tout i =1,2,...,m —2, 2/(t) = 2'(n;) + / x

(s)ds, nous avons

m—2 t
S al -Gt = all - a'n) + 3 aill - &) / 2" (s)ds
i=1 ; i

m—2 m—2 m—2
Comme Z a;(1—¢) = a; — Z a;(; = a — Z a;C;, nous obtenons
i=1 i=1 i=1
1o llog S—ot—fa(1)] + 2]
* o - Y e !
a— 1
H oo + 112”113
-yt
a— 1
<—Hw oo + 112”15
- i
m—2
Depuis 0 < Z; a;C¢; < 1, nous avons ﬁ < 1.
P
i ’LC’L . i 1 1 Cz
Done, |1#]]e < S=Z 2 o], e, (1] < TG o),
m—2
e Soit mainténant Z a;G > 1.
i=1

D’aprés le théoréme des accroissement finis, il existe T; €

telle que x'(7;) = ‘”(%:g(o) _ ac(éz)

21
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t
Depuis, pour tout i =1,2,...,m —2, 2/(t) = 2'(7;) —I—/ 2" (s)ds, nous avons

Ti

m—2 m—2 m—2 t
Z a;Gi7'(t) = Z a;Gix'(7;) + Z aiCi/ o (s)ds
i=1 i=1 i=1 i

m—2 m—2 t
= aw(G)+ ) aiCi/ a(s)ds
i=1 i=1 i

m—2 t
o)+ 3 s [ "),
i=1 i

ensuit ||2']|, < %kg(l” + 112",
m—2

Comme Z a;C; > 1, nous obtenons
i=1

1
= < 1.
Zi:12 a;G;

S ail

/

12”1,

Théoréme 3.1 Soit f:[0,1] x R2 — R est une fonction L'— Carathéodory.
Suppose qu’il existe des fonctions p,q,r dans L'[0,1] telle que

£ (& u,0)] < p(8)]ul + q(@)|v] 4 7(2),
pour tous t € [0,1], (u,v) € R% Soita; €R, ¢; € (0,1),i=1,2,...,m—2,0<{ < (o< (mo<1
m—2 m—2
avec o = Zai>1, Zai@;«él.
i=1 i=1

Alors
m—2
1. Si0< Z a;¢; < 1, le probleme (3.1) admet au mois une solution dans C1([0,1]) a condition
i=1
1= % aiG
que [[plly +llglly < =451
m—2
2. Si Z a;¢; > 1, le probléme (3.1) admet au mois une solution dans C*([0,1]) a condition que
i=1

S aii—1
Il + llall, < ZEE g,

Démonstration.Soit X = C1[0,1], Y = L0, 1].
On définit Uapplication linéaire L : D(L) C X — Y avec

m—2
D(L) = {a: e W210,1) : z(0) = 0, (1) = Z aia:((i)} ,
=1

et pour x € D(L), Lz = 2.
Aussi définir Uapplication non linéaire N : X — Y avec

(Na)(t) = f(t.2(t),2/ (1)), t € [0, 1].

22



Problemes aux limites du second ordre a m-points

Apres, on introduit 'opérateur linéaire K 1Y — X, défini pour y € Y par

m—2

t t Gi t 1
(Ky)(t):/(](t—s)y(s)d3+M;a/ (Ci—s)y(S)dS—M/ (1—s)y(s)ds.

Au début, nous montrons que KN est complétement continu.

e KN est borné :
Nous avons, pour tout t € [0, 1]

1
N O] <t [15(6206). 2/ Ol + 1y o [ 1 )25
leZz’l

+_24%Q/ﬂﬂaawf@mw
Zl%g/ﬁfsx (5))lds

<—_ b (s)|ds,
11— 2 4 /0

ce qui implique
2

KN||  <S——=——Ilh|;-
1Nl <5z el

D’autre part,

(I 1
‘(KN)ICE(tN <1 = 1 7 ZC / |f s, ;[j (S))|d8+ 12:51_2(/0 |f(5,x(s)’$/(3))’d8
- az i — 2 i=1 @G

+/Wﬂaa¢ﬂ@mw
sm s))|ds
11%6/\f 2(s))|

— /\h )|ds,
1— i aiG

ensuit
IENYl T
\1—§Xz?wg T
Donc
2
KNy < ol

=300 aid
Ce qui prouve que KN est borné.
Soit Q@ ={z € X, ||z||x < p}, (p>0) une boule ouvert de rayon p dans X.
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o KN est conﬁinu dans Q :
Soit (x,) € Q,xy, —> x et démontrer que (KN)x, — (KN)x.
Nous avons

[(KN)zn(t) — (KN)x(t)] < n / £ (s,2n(s), 2 (5)) = f(s,2(s),2'(s))|ds
- 1 azCz
et aussi
2 1

KN)z,(t) — (KN) {———— T (8), 2, — ) ,x ds.

[(KN)'2n(t) — (KN)'z(t)| < 1_2?;_12%@/0 [f(ss@n(s), 2, (s)) — f(s,2(s),2'(s))|ds
On utilisant la continuité de f par rapport a deuxieme variable,nous obtenons
|f(s,2n(8), 20, (s)) = f(s,2(s),2'(s))| — 0 lorsque n — +00

ce qui implique que |(KN)x,(t) — (KN)xz(t)] — 0 lorsque n — +o0 et
|(KN) z,(t) — (KN) z(t)] — 0 lorsque n — +o0.

Alors, ||[KNz, — KNz||y — 0 lorsque n — +o00,

donc KN : Q — X est continu.

e KN et compact :
Selon ce qui précéde KN est uniformément borné.
Maintenant demontrer que KN est équicontinu :
pour ty, ta € [0,1], (t1 > t2) avec |t; —ta] — 0, on a

m—2 ’
IMWW)KMWM—!ggl%wf@—ﬂWwQM@m

t 1 / ” ,
_ %/0 (1—38)f(s,z(s),2'(s))ds +/0 (t1 — 8)f(s,2(s),2'(s))ds

tad iy ai ‘i o ' to ! _ /
%/ (G — 8)f(s,x(s),2'(s))ds + s Q(IZQ/ (1 —38)f(s,z(s),2'(s))ds
= [t =) ss.ate). ' s
(h = t2) 37 ai [ i —5)f(s,x(s), 2/ (s s——tQ 1 —5)f(s,z(s),2'(s))ds
S AR L R g IR VCR TR

+ /OtQ(tl —t9) f(s,2(s),2'(s))ds +/t (t1 — 8)f(s,2(s),2'(s))ds]|

2

|t1_t2|2 1a2 i — S S, (S $/8 S —’ tQ‘ 1 — S S, IS .fUIS S
IR [ G il B it )l
+M—M/ﬁvﬁﬂ$ﬁwmﬁ+[%h—ﬁW&ﬂ%fwm%
’tl — t2| Z az(z |t1 t2| "2
< 1—ZZ 1 alg /0 |h(s)|ds + / | (s |ds+\t1—t2|/ s)|ds
+t1/t1|hT(s)ds.
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Ce qui implique que

[(KNz)(t1) — (KNx)(t2)] — 0.

On a aussi,

S a

[(KN)'z(t1) — (KN)'z(t2)| = ’1—2—<
i=1 @iGi

Gi t
/ (¢ —s)f(s,z(s),2'(s))ds + f(s,x(s), 2’

0

1 1 , Z;m—12az G /
e | (=) f(sas) 2 ())ds — — ==L TG 6) f(s,2(s), 2/ (s)ds
vl REBLCEIERE) 1—z“a@/(< ) (5,2(5),/(5))
1 1 . /
+1_Z:n:—12%/0 (1= s)f(s,2(s),2'(s))ds — i * f(s a(s),2'(s))ds]

- 01(f<s,x<s>,a¥<s>>ds-— " f(s,2(5),2/(5))ds]

0

[ f(s,2(5),2(5))ds)

t2

t1
</ (B (5)ds.
to

Ce qui implique que
|((KN)z(t1) — (KN) x(ts)| — 0.

Cela signifie que KN est équicontinu.

Alors, KN est compact, donc KN est complétement continu.

Nous appliquons le théoréme d’alternative de Leray-Schauder pour obtenir lexistence de solution
de l’équation x = KNx.

Pour ce faire, il suffit de vérifier que l’ensemble de toutes les solutions possibles de la famille
des équations

{ () = M (¢ 2(0), (1)), T € (0,1) (52)

(0)=0, (1) =7 aw(G)
est bornée dans X par une constante indépendante de X\ € [0, 1].
Soit z est une solution de (3.2) pour certain A € [0, 1], et d’apérs le lemme 3.2, nous avons

m—2
e Si0< Zaig<1, on a ||| <2 o \%Hx”\h
i=1 =
Alors
" ||, =l (t), 2" ()]l
<ol + lally 2|l 4 7]y
EWLIQ ai(l - CZ) "
== (plly + allDN" 1y + 1l
1 _22112 a;G;
donc

GZ%%m—@

- (plly + Hally) ) "1y < M7l
1_2212%4} h
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ce qui implique

1
=[], < [I7[l-
i i ]- Cz
= ZELEES) (g, + gl
Il s’ensuit qu’il ya une constante C, indépendante de X\ € [0, 1]
1= aids
avee (C =~ llrlly) on aflplly +llally < =743t
1= ZEL 0 il +lall) 2z =)

—2
1= % aid;

S ai(1-6) Yrtai(1-¢)
done ZELAQC) (1l 4{jgl,) < 1 et 1~ ZECIEE (g, 1 gl]) > 0

alors 1 |r||; > 0 i.e. C est strictement positive,
ST ai(1-¢)
1- W(llp\hﬂlfz\l)
i=1
telle que ||z"||, < C, alors ||z]|, < C et ||2'|| < C, donc
lzllx < C.
m—2 s ¢
. v aiG
o 5i ;aiCi>1; on a |||l < [|2']]5 WHJC"’M-
1=
Alors
2"y =AILf(E (1), 2" ()]
<llpllllzllo + Hally 2"l + 7]y
Z@EQ aiC@' "
Somez el Hlall) ="l + 117l
\Z?;fai(i -1
donc )
Yot ai
1——====—""A(|lpl|l, +llg x r
( S LIl + ] 21y < (7l
alors ]
12", < 1]l
= e
1= ZE (|l + llall)
L C' = !
s s 1= =5 )+ >HrHl
Zz 1 @il ! !
?;_ iGi—1
on a llpll + llall, < Zagict
Zz: aiGi sz a;Gi
donc W(HP’M +lall) <1etl- ﬁ(“ﬂh + lally) >
alors s [|7]]; > 0 d.e. C" est strictement positive,
1= =4 (ol i)
sm2o Pll1 14l

nous trouvons
2]l < C" et |[|2'||, < C,

donc, nous obtenons
|zl x < C".

Il résulte que l’ensemble de toutes les solutions de la famille des équations (3.2) est borné en
C1[0,1] par une constante, indépendant de X\ € [0,1]. d’ou le résultat.
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Lemme 3.3 Soit a; € R, (;(0,1),7i = 1,2,....m—2,0< (4 < (2 < ...<Cm2<1avec
m—2 m—2

Z a;iC; #1, a= Z a;, soit aussi x € W1(0,1) tels que x(0) =0, x( Z a;z((;).

i=1 i=1

Suppose que

M:min{ \04—1] , m_12 }<1
P az 1=G) 12257 aidil
et _2 L
S_mw{x ILICETI P vy mm}_
‘Zz 1 a’i(l_ )| |Zz 1 @ 7«|
Alors,

S

/ "

Démonstration.La démonstration est similaire a la démonstration du lemme 3.2, rester dans les inéga-
lités en utilisant la valeur absolue.

Nous avons va ci-dessus,

m—2 m—2
S a1 — ) () = (a— Da() + 3 ai(1 - ¢ / "(s)ds
=1 =1

t
i

donc
)

m—2
1D @it =Gl ()] < o= 1lJa'][ o + Y las(L = G)III="1];

1 =1

3

(2

ce qui donne,

S ai(1 = G)

o — 1]

2] | < - ||2']| oo + 5 12”1, (1)
= ‘22112 a;(1 = G)l = |Z?;12 ai(1 =G|
D’autre part nous avons vu ausst,
m—2 m—2 t
> ai () =o(1) + Y aig; [ o (s)ds,
=1 =1 .

donc
m—2 m—2
1Y @il ()] < 12l + D laialll2"]l1,
i=1 1=1

ce qui donne,

1 m72
[P/ ST B < KT @)
S Y2 ad
De (1) et (2), on a
#'lle < Mle/]|oy + Sl[2”|],
donc
/ S 1!
el < 1l < T2y
| |
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Théoréme 3.2 Soit f:[0,1] x R2 — R est une fonction L'— Carathéodory.

Suppose qu’il existe des fonctions p,q,r dans L'[0,1] telle que |f(t,u,v)| < p(t)|u] + q(t)|v| + r(t),
pour tout t € [0,1] et tout (u,v) € R

Soita; € R, ;€ (0,1),i=1,2,....m—2,0<{ <@ <...<Gna <1 avec Z:i_lzaig #+ 1,
o= Z;’;Q a;. Suppose que

M_min{ ‘a—l] , mEQ }<1
’Zz 1 a2(1_ Dl 122057 aidi

S = max { Zm—2 |az(1 - Cz)| , Z:%l_lfJaZCA } .
ISP a1 = G) I aidi

Alors, le probléme (3.1) admet au mois une solution dans C*([0,1]) d condition que

et

1—M
plly + [lall;, < g

Démonstration.Selon la démonstration du théoréme 3.1 précédente KN est complétement continu.
Aprés, nous appliquons le théoréme d’alternative de Leray-Schauder pour obtenir [’existence de solution
de l’équation x = KNzx.

Pour ce faire, il suffit de vérifier que l'ensemble de toutes les solution possibles de la famille des
équations

(1) = Mf(h2(0) ¢0), 1 e (0.1) .
2(0) =0, w(1) =377 aw (Cz)
est bornée dans X par une constante indépendante de X\ € [0, 1].
Soit x est une solution de (3.3) pour certain A € [0, 1], et d’apérs le lemme 3.3, nous avons
2”1y =AlLf (), 2" ()]
<llplll2lloo + lall 12l + 11711y
< lplly + el "l + 1l
donc g
(1= 2 (lpll +lall 1y < el
Alors,
a1y < 1 Il
1S 5 1
1= =g (lplly +lally)
Il s’ensuit qu’il ya une constante C, indépendante de X € [0,1] avec (C = — l71l1)
1= =57 (llplly +lglly)
on a |lplly +llglly < 35" done g (llplly + llally) <1 et 1= g (llplly +lally) >0
alors 1*m(”P||1+Hq”1)||T||1 > 0 i.e. C est strictement positive,
telle que ||z"||; < C, ce qui implique que ||z|| < C et ||2'||, < C, donc
lzllx < C.
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Il résulte que l’ensemble de toutes les solutions de la famille des équations (3.3) est borné en C1[0,1]
par une constante, indépendante de A € [0,1], d’ou le résultat.

En ce qui concerne l'unicité de solution du probléme (3.1), nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.3 Soit f : [0,1] x R2 — R est une fonction L'— Carathéodory. Suppose qu’il existe
des fonctions p,q,r dans L1[0,1] telle que |f(t,u,v)| < p(t)|u] + q(t)|v| + r(t),
pour tout t € [0,1] et tout (u,v) € R?
et
|f(tur,v1) = f(E uz, v2)| < p(t)|ur — w2l + q(t)|vr — val,

pour tous t € [0,1] et (ug,v1), (ug,v2) € R?. Soita; €R, ¢; € (0,1),i=1,2,....m—2,0< (1 <2<
o< lma<laveca=Y"%a;>1, X" 2 a;i¢ # 1.
Alors, le probleme (3.1) admet une seule solution dans C1[0,1] pourvu que

1— :-’1_2 iGi . -2
lplly + lally < sz, si S e <1

S 2 giCi—1 . m—2

Iplly +llally < == st D057 aiG > 1
21:1 a;C;

Démonstration.Selon ce qui précéde, on a l’existence de solution du probléme (3.1) est comme le théo-

réeme précédent.

Pour montrer l'unicité, nous avons l’argument suivant .

Soit x1, xo sont deux solutions pour le probléme (3.1), et en posant z = x1 — x2, alors nous avons

2'(t) = f(t, 21 (), 21 (1) — f(t, wa(t), w5(t)), ¢ € (0,1) (3.4)
20) =0, 2(1) = X7 aiz(G)
Donc on a
1271 =|1f(t,21(2), 21(8)) = f (& w2(t), 23 (0))]];
<lIpllullzy = 22l +llallyllzh — 23]l
<llplhl2lloe + all 12 oo
m—2 (1~
o Si0 <Y 2ail; <1, daprés lemme 3.2, on a ||z]|,, < ||#]|, < %Hz"m.
—2ui=1 @%iGi
" ST ai(1=6) | n 1-3"2 a0
Done |11, < (lpll -+ lall) S5l ot comme pll + llall; < S on a
[|2"]]y = 0, donc ||z||, =0 ce qui implique que x1 = x2.
S- m—2 - 1. d’ 55 1 3.9 < / < Z:r;IQazQ "
o Siy " 7a;(; > 1, d’aprés lemme 3.2, on a ||z|| < ||2]|o < 727_,:2%@__1“,2 I
S aid S % aii—1
done [|2"[ly < (lplly + llall) ssmSto 5 11271y et comme [[plly + lally < SSi=z 2= ona
[|12"]]; = 0, donc ||z||, =0, ce qui implique que x1 = x2, d’ot le résultat.
|
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Exemple 3.1
Considérons le probléme suivant

2 (t) = Lz + 1o/ +sm(az) te(0,1) (3.5)
H(0) =0, 2(1)= Sa(d) + b() - La(d)
Dans ce cas, nous choisisons f(t,u,v) = {zu + 1v +sin(v), on a \f(t u,v)| < {lul + 3| + 1, done,
on pose p(t) = &, q(t) = 1, r(t) = 1 dans L1(0 1) avec ||pl|; = 15 fo sds = 35, [|qll; = 2.
Alors, nous avons ||p||; + [|q||; = 95 + & = o5 et comme a =ay+az+a3=5+35—g=35>1et

1 e ai
onaGi=h G=§ G = done Gyt arto-+asts = £ < 1et ol +llally < s = B
211 s
(551 < 577)-
Nous notons que toutes les conditions de théoréeme 3.1 sont satisfaits, donc il existe une solution
x € C[0,1] de probléeme (3.5).
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Chapitre 4

Probleme aux limites a multipoint
généralisé

Nous présentons un résultat d’existence pour le probléme aux limites a multipoint suivant :

{J:”(t) f(t, :zr(t) 2 (1), te(0,1)
2(0) = S0 cw(G), (1) = Y027 aja(r).

Avant ¢a nous avons besoin des lemmes suivants

(4.1)

4.1 Lemmes auxiliaires

Lemme 4.1 Soit h € L'[0,1] et soit ¢;, a; €ER, ¢, 75, € (0,1),i=1,2,...,m—2,j=1,2,...,n—2,
0< <(<...<(n-2o<1,0<m <T<...<Th—2 < 1. Nous supposons que

($o6) (-0 (- 5e) (Eor)

et x € C1[0,1], de telle sorte que soit
{w"@) = hit), te (1)
2(0) = Y ciw (Cz) z(1) = Y02 aa(ry).
Alors, .
(1) :/ (t — $)h(s)ds + At + B
0

() 55 )

ol

j=1 i=1
m—2 n—2 ™ 1
+ (1 — 2 Cz) <; aj/o (15 — s)h(s)ds —/0 (1-— s)h(s)ds) ,
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Problémes aux limites a multipoint généralisé

_ (1 :Zjam) <m§c /0 Ci(@—s)h(s)ds)

m—2 n—2 - .
+ <; CiCi) (2:1 aj/o (1 — s)h(s)ds — /0 (1- S)h(s)ds> ,

Démonstration.De x"(t) = h(t) on a z(t) = 2/(0)t + x(0) + /t(t — s)h(s)ds
ensuite nous avons 04.
S ein(G) = 2/(0) DI i+ 2(0) DI e+ e /0 (G = 5)h(s)ds.
Comme x(0) = 37 ¢ (G;), on a

Gi
2(0)(1 = % ) = 2/ (0) 7% i + 07 e /D (G = $)h(s)ds,

donc

m—2 n—2 m—2 n—2 m—2 n—2 G
z(0) (1 - Z ci> (1 - Zaj) = 2/(0) Z ciCi (1 - Zaj) +Z Ci (1 - Zaj) /0 (Gi—s)h(s)ds.
' j=1 i=1

=1 ]:1 =1

1
D’autre part, on a x(1) = 2'(0) + z(0) +/ (1 —s)h(s)ds,
0
— n— n— n— K
et 3571 aja(ry) = 2/(0) X527 ajmy + 2(0) )2 a + 357 aj/o (75 — s)h(s)ds.
Comme x(1) = S."=2 ajx(7j),

7= Tj 1
2(0)(1 = X271 a5) = 2/ (0) (7ot ajmy — 1) + 251 aj/o (7j = s)h(s)ds — /0 (1= s)h(s)ds.

Donc,
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Problémes aux limites a multipoint généralisé

Nous notons 2'(0) = A et z(0) = B.
Alors

x(t) = /Ol(t — s)h(s)ds + At + B.
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Lemme 4.2 Soitc,a; €R, ¢, 75€(0,1),i=1,2,...,m—2,j=1,2,...,n—2,
0<(<G<...<(no<l,0<m <T<...<Tpn_2 <1 avec

m—2 n—2
<ZCZCZ> 1—Zaj # <1—Z ) (ZCL]T] )
i=1 j=1 i=1

Soit x(t) € W21(0,1) telles que x(0) = Y15 2ea(G) , x(1) = > i 12aj (15). Alors

2]l < M|l

m—2 m—2
. Z |61Cz|
M = E G| A+ =
m’"{rz z<,-:1’c‘ -y Z|>

)
Z| | i+ ZT‘ |a;(1 = 75)]
a; J )
\z P 1=y 7al
_ -2
Z?l12|ciCi‘ 1+Z“ i la;(1 —Tj)\
_2 ) )
1= al 11— 5 0
avec N\j = max {¢,1 — ¢} ,i=1,2,...,m—2, pj =max{rj,1 -7} ,j=1,2,....,n—2.
Démonstration.
D’aprés I’hypothése

m—2 n—2 m—2 n—2
(Z Cz<z> 1-— Z a; 75 (1 — CZ'> <Z a;T; — 1) y
=1 j=1 =1 =1

nous observons que chacun de (1 — 2752 cl-), (1 — E;L:_f aj) est non nulle,

en conséquence M < 0.

ol

1+

Aprés on a x((z —x( fol s)ds, pour i =1,2,....,m — 2 et comme
z(0) = > 2 e (Q) on obtzent (1 - 2;212 Cl'> a:(() m2e Jo' ' (s)ds, alors
m—2
2(0)] < Z=—JL“H -
1=l

Aussi, comme x(t) = x(§) + fC Z'(s)ds, on a

m—2 m—2 m—2 t
() a)zt) = cx(&)+ Y e [ 2(s)ds
m—2 t
= z(0 ¢ | x'(s)ds,
O+3 L
m—2 m—2 t
donc Z cllz(t)] < 0)] + Z e / 7' (s)ds
i=1 ' '

Z ’CZCZ /
< (1 o .+Z|cz|x)||x||oo,
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qui implique

1 Z ‘ngz c x’
lele < ez i|<|12 4+Z|2M)uw.

De méme, a partir de x(1) = x(1j) + f s)ds, pour j =1,2,. — 2, et comme
z(1) = Z;:f a;x (), on obtient (1 — Z?:f a;)z(1) = Y2 a; f s)ds, alors
Z“QMJ‘( *Tj)l
[z(1)] < 12"l oo-
11— 320 a4
Aussi, comme x(t) = x Tj —i—f s)ds, on a (27;12 aj)z(t) = ZJ 1 aja(Ti) + 300 2a; f s)ds ou
(5= aj)x(t) = (1) + X5 a f ; donc

n—2 n—2 t
S ol lz) < @)+ oy / 2/ (s)ds
=1 =1 7

ST lag(1—

< + | aj | pj 2" | oo
I1=>70C J\ Z

qui tmplique

-2
1 > i la(1—
[]loo < - + [ aj | 15 | 12 ]loo-
el =30 a! Z
Comme x(t )+ f s)ds, on a

eri—12 ‘Czcz’ /

12l < ( = 5 + 1) |2 oo-
1=l

Aussi a partir de x(t) = z(1) — ftl x'(s)ds, on obtient

2 la(1 —Tj)! )
[2]loe < ( -y a +1) 12| -

Conclusion
12]|ce < MHl'/Hoo,

ol

m—2 m—2
1 ; iGi
M:min{ <Z|C¢‘)\Z’+Zl:1”|bc_§‘>,
DyriEre] 11— il

i=1

27;12 |aj(1 — ;)]
‘Z ; laj | pj +

1+

_ -2

Z;LQ |eiGil 14 >t lai (1 — Tj)}
72 ) .

[1=3275cil ‘1_23 1%’
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Lemme 4.3 Soitc;, a; €R, ¢, 75€(0,1),i=1,2,..m—2,j=1,2,...,n—2,
0<( <G <. <(no<l,0<m<m<..<Th9 <1, avec

m—2 n—2 m—2 n—2
(Z CzCz) 1—Zaj 75 (1—261) (ZajTj—1>.
i=1 j=1 i=1 =1

Soit x(t) € W21(0,1) telles que 2(0) = o _1 ciw(G), (1) = 27;12 a;z(7;).

Supposons que M comme dans le lemme précedent telle que

m—2 m—2
ZCiCz>M1—ZCi7 Zaﬂl_Tj)>MZaﬂ_l
i=1 i=1
Alors
2] oo < Q2" |1,
ol

Q:mm{ > et 372 a1 = ) }
| X el = ML= 0l 052 ag(1— 1) = M| 5= ay — 1
Démonstration. Nous notons d’abord que, pour chaque i =1,2,...,m — 2,

il existe m; € (0, ;) telle que x(¢;) — x(0) = ;' (n;), qui implique que

m—2 m—2 m—2
> aw(G) = > ax(0) = > e (m),
i=1 i=1 i=1
donc
m—2 m—2
> aGal(m) = (1 -3 Ci) (0).
i=1 i=1
Nous le voyons dans 'équation, ='(t) = =’ (n;) + f s)ds, que
m—2 m—2 m—2 t
(Z CiCi) d'(t) = Z ci¢ia'(ni) + Z CiCz‘/ a"(s)ds
i=1 i=1 i=1 i

m—2 m—2 t
= (1 — Ci) .T(O) + Z CZQ/ z"
i =1 i

=1

En conséquence,

m—2 m—2
S| 9o < |1- un|+2mg/ (s)ds
=1 i=1 i
m—2
< ¢if [lz]loo + Z |eialll=" |1
=1 =1
m—2 —2
<M1= afllaleo + Z leiGilll2”|I1,
i=1 i=1
qui implique que,
m—2
m=2 0.
[P

| S el — ML= P
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De la méme facon, pour chaque j =1,2,...,n — 2, il existe (; € (15, 1)
telle que x(1) — z(1j) = (1 — 15)2/({;), qui implique que

n—2 n—2 n—2
D (1) = aja(ry) =Y ai(1— 1) (),
j=1 j=1 Jj=1

donc
n—2 n—2
D a7 (G) =D a;—1 | 2(D).
Jj=1 j=1

Nous le voyons dans Uéquation, z'(1) = 2/({;) + fcl7 2" (s)ds, que

1
(1= 7)2(1) = (1= 7)a/(¢;) + (1 — Tj)/ 2 (s)ds

G

J

n—2
= Zaj—l x( +ZCL]1—TJ / 2" (s)ds.
j=1

G

n—2 n—2 n—2 1
Zaj(l—Tj)x/(l) = Zaj(l_Tj)x/(Cj)+Zaj(1_Tj)/ 2"(s)ds
j=1 j=1 j=1

En conséquence,

n—2 n—2 n—2 1
Y oail =) 'l < D4 =1 lzlloo + Y laj(1 = 7)] ‘/ "
j=1 j=1 J=1 i

n—2 n—2
MY a; =1 @ lloo + Y lag (1 = 7)[12" [,
i=1 j=1

qui tmplique que,
-2

2 i1 laj (1 — 7)) .

-2

‘23 1 a;(1 Tj)‘ - M‘Z?:l

l2/]]oe <

Conclusion
2] o < Q2”11

ol

0 — min { > lel Sl (L =7 } |
S el - ML= S el |2 ap(1—7) = M) a; — 1

Remarque 4.1 Nous n’avons pas besoin de supposer que les deux conditions

m—2 m—2 n—2 n—2
Do >M{I= e, [Doal-m)|[>M]Y a1
i=1 i=1 j=1 j=1

dans le lemme précedent, il suffit que l'une des conditions pour obtenir une estimation de la méme
resultat

2] < Qll2"|l;.-
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4.2 Résultat d’existence

Théoréme 4.1 Soit f:[0,1] x R? — R est une fonction L'—carathéodory.
Supposons qu’il existe des fonctions p,q,r dans L]0, 1] telle que,

(& u,0)| < p(®)]ul + g(®)]v] + (D),

pour toust € [0,1] et (u,v) € R?, et soitc;, aj € R, G, 75 € (0,1),i=1,2,...,m—2,5=1,2,...,n—2,
0< <(a<...<(m-ao<1,0<m <M <...<Th—2 < 1. Nous supposons que

m—2 n—2 m—2 n—2
(Z CZQ> 1—Zaj # <1— ZCZ> ZajTj—l
i=1 j=1 i=1 j=1

Alors le probleme (4.1) admet une solution dans C*[0,1] @ condition que

Q(Mlplly + llally) <1,
ot M et Q définies dans le lemme 4.2 et 4.3

Démonstration. Posons X = C'[0,1], Y = L0, 1].
On définit application linéaire L : D(L) C X — Y avec

m—2 n—2
D(L) =4z € W>H0,1) : 2(0) = Y eiw(G), w(1) =) aja(ry) ¢,
=1 7j=1

et pour x € D(L), Lx = 2.
Aussi définir Uapplication non linéaire N : X — Y avec

(Nz)(t) = f(t,z(t),2'(t)),t € [0,1].

Apres, on introduit 'opérateur linéaire K : Y — X, défini pour y € Y par

t
(Ky)(t) = / (t —s)y(s)ds + At + B,
0
ot A et B définies dans le lemme 4.1

Selon ce qui précede KN est complétement continu.

Nous appliquons le théoréme d’alternative de Leray-Schauder pour obtenir l’existence de solution
de ’équation x = K Nz.
Pour ce faire, il suffit de vérifier que l’ensemble de toutes les solution possibles de la famille des
équations

{m”(t) = Af(t,x(t),2'(t), te(0,1) (4.2)

2(0) = Y cw(G), (1) = Y027 aja(ry)
est bornée dans X par une constante indépendante de X € [0, 1].
Soit x est une solution de (4.2) pour certain A € [0, 1], et d’aprés lemme 4.2 et lemme 4.3, nous avons
les inégalités
[2]loc < M|[2"]loos  [12"[lo0 < Q2" 1
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Problémes aux limites a multipoint généralisé

Alors,
"]y =AILf(E, z(t), 2" ()]
<plly 2o + Nally 'l + 1]y
<M ||pll 12" o + Qllally 2"l + 1I7]ly
<QM||plly[|="]l, + Qllall,[l="[I, + 1]l
<QM|lplly + NallDN="]1; + 17!l
donc

(1 = Q(M[plly + [lall)) [l2"]ly < [Ir]];-
Comme Q (M||pll1 + [[qll1) <1,

"Mly < ! 7]
LS T QN el

il existe une constante C' est strictement positive, (C' = 1—Q(M||;H1+||q\|1)HTHl) indépendante de
A €0, 1], telle que
l2"l < C,

ce qui implique que ||z|| < C et ||2']|, < C, donc
lzllx < C.

Il résulte que l’ensemble de toutes les solutions de la famille des équations (4.2) est bornée en C1[0,1]
par une constante indépendante de X € [0,1], d’ou le résultat.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté des résultats d’existence et d’unicité des solutions a d’équa-
tion différentielle non linéaire du second ordre posée sur un intervalle borné associé d des conditions
aux limites a multi-points. Cettes résultats sont prouvés en utilisant l’alternative non linéaire de Leray-
Schauder de point fize.

Cette étude se compose en quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous avons consacrée aux
préliminaires sur des notions générales utilisées dans les différents chapitres du travail, on présente la
notion de quelques outils de base.

Nous avons commencé notre travail au deuzrieme chapitre par une étude d’existence et d’unicité
pour le probléme aux limites a trois points non linéaire.

Dans le troisieme chapitre, nous avons étudié quelques résultats d’existence et d’unicité pour de ce
type de probléme aux limites d m-points.

Au quatriéme chapitre, nous avons étudié quelques résultats d’existence pour le probleme aux li-
mites de multipoint généralisé.

La méthodologie pour prouver les théories de l’existence dépend de la conversion des problémes pro-
posés en équation opérationnelle, en plus d’utiliser le critére de compacité pour appliquer le théoréme
d’Ascoli-Arzéla avec insérer le théoréme de lalternative non linéaire de Leray-Schauder de point fize
pour obtenir les résultats appropriés.
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/ Résumé \

Dans ce mémoire, nous avons étudié quelques problemes aux limites asso-
ciés a des équations différentielles ordinaires et pour lesquels les conditions aux
bords a multi-points. En premier chapitre, nous avons présenté la formulation
mathématique de contact et rappel d’analyse. Dans le deuxieme chapitre, nous
avons étudié un probléme aux limites de second ordre a trois points. En troisieme
chapitre, nous avons discuté I'existence et I'unicité de solutions pour un prob-
leme aux limites de second ordre a m-points. Nous avons consacré le quatrieme
chapitre de ce mémoire pour la question d’existence des solutions de probleme
aux limites de second ordre de multi-point dans le cas général.

Mots clés: Critere de compacité, existence, unicité, Carathéodory, le théoreme
d’Ascoli-Arzéla,le théoreme d’alternative non linéaire de Leray-Schauder, le point
fixe.

( Abstract \

In this dissertation, we have studied some boundary problems associated
with ordinary differential equations and for which boundary conditions at multi-
points. In the first chapter, we presented the mathematical formulation of contact
and recall of analysis. In the second chapter, we studied problem with second
order three-point boundary. In the third chapter, we discussed the existence and
the uniqueness of solutions for a second order boundary problem at m-points. We
have dedicated the fourth chapter of this dissertation for the quetion of existence
of the solutions of second order multi-points boundary problem in the general
case.

Key words: Compactness criterion, existence, Caratheodory, uniqueness, the
Ascoli-Arzéla theorem, the non linear alternative of Leray-Schauder theorem,
fixed point.
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