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INTRODUCTION GENERALE

Phénomeéne piézoélectrique représente le couplage entre le comportement méca-

L e nique et électrique d’une classe de matériaux, appelés matériaux piézoélectriques.
Les matériaux piézoélectriques sont largement utilisés comme interrupteurs et en fait dans
de nombreux systémes d’ingénierie en radioélectronique, électroacoustique et équipements
de mesure. La piézoélectricité a été découverte par les fréres Curie en 1880 (Jacques et
Pierre Curie). Les matériaux piézoélectriques sont généralement physiquement résistants
et chimiquement inertes, et ils sont relativement peu cotiteux a fabriquer. La composition,
la forme et la dimension des éléments céramiques piézoélectriques peuvent étre adaptées
pour répondre aux exigences d'un objectif spécifique.
Les céramiques fabriquées a partir de formulations de zirconate de plomb/titanate de
plomb présentent une plus grande sensibilité et des températures de fonctionnement plus
élevées, par rapport aux céramiques d’autres compositions et les matériaux PZT-4 sont les
céramiques piézoélectriques les plus largement utilisées. Le couplage entre les champs ther-
miques/piézoélectriques dans les matériaux piézoélectriques fournit un mécanisme pour
détecter les perturbations thermomécaniques a partir de mesures de potentiels électriques
induits et pour modifier les réponses structurelles via des champs électriques appliqués.

L’une des applications du matériau thermo-piézoélectrique est de détecter les réponses
d’une structure en mesurant la charge électrique, en détectant ou en réduisant les réponses
excessives en appliquant des forces électriques supplémentaires ou des forces thermiques
d’actionnement. Si la détection et I'actionnement peuvent étre intégrés intelligemment,
une structure dite intelligente peut étre concue. Les matériaux piézoélectriques sont éga-
lement souvent utilisés comme résonateurs dont les fréquences doivent étre controlées
avec précision. Du couplage entre les effets thermo-piézoélectrique et pyroélectrique, il est
important de nuancer l'effet de la dissipation thermique sur la propagation des ondes a
basses et hautes fréquences.
La théorie thermo-piézoélectrique a été proposée pour la premiére fois par Mindlin [17],

plus tard il a dérivé les équations gouvernantes d’une plaque thermo-piézoélectrique [18].
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Introduction

Les lois physiques des matériaux thermo-piézoélectriques ont été discutées par [21]. Chan-
drasekariah [3] a présenté la théorie généralisée de la thermo-piézoélectricité en prenant
en compte la vitesse finie de propagation des perturbations thermiques. Yang et Batra
[31] ont étudié l'effet de la conduction thermique sur le décalage des fréquences d’un corps
piézoélectrique linéaire vibrant librement a ’aide de méthodes de perturbation.

Sharma et Pal [26] ont discuté de la propagation des ondes de Lamb dans une plaque
thermo-piézoélectrique transversalement isotrope. Sharma et al. [27] ont étudié I'analyse
des vibrations libres d'un panneau cylindrique thermopiézoélectrique homogeéne, transver-
salement isotrope, basé sur un thermopiézoélectrique tridimensionnel. Sharma et Walia
[28] ont présenté la propagation d’ondes a créte droites et circulaires dans des matériaux
thermo-piézoélectriques généralisés.

Les dommages sont un sujet extrémement important en ingénierie, car ils affectent

directement la durée de vie utile de la structure ou du composant concu. Il existe une
trés grande littérature technique a ce sujet. Des modeéles prenant en compte l'influence
de I'endommagement interne du matériau sur le processus de contact ont été étudiés
mathématiquement. Les modéles généraux de dommages ont été dérivés dans [9, [10] du
principe de puissance virtuelle. L’analyse mathématique des problémes unidimensionnels
peut étre trouvée dans [I1]. Le cas tridimensionnel a été étudié dans [I3]. Dans tous ces
articles ’endommagement du matériau est décrit avec une fonction d’endommagement &,
limité & des valeurs comprises entre zéro et un. Lorsque ¢¢ = 1, il n’y a pas de dommage
dans le matériau, lorsque & = 0, le matériau est complétement endommagé, lorsque
0 < & < 1ily a un endommagement partiel et le systéme a une capacité de charge
réduite.
L’endommagement peut étre initié et évoluer dans les deux processus de déformation
élastique. En particulier, les dommages dans 1’état de déformation élastique sont appelés
dommages ¢lastiques. Dans cette mémoire, nous utilisons les dommages causés par les
déformations élastiques pour des raisons mécaniques et mathématiques. Mécaniquement,
nous utilisons des dommages élastiques car les matériaux fragiles sont plus sensibles aux
dommages.

Les problémes de contact dynamique font ’objet de nombreux articles, par ex. [5, [14].
Les problémes de contact avec dommages ont été étudiés dans [111, [30]. Un modéle d’en-
dommagement couplé a la température étudié dans [16]. Cependant, le probléme ma-
thématique modélisant 1’évolution quasistatique de I’endommagement dans les matériaux
thermo-viscoplastiques a été étudié dans [15], I’évolution dynamique de I'endommagement
dans les matériaux élastiques-thermo-viscoplastiques a été étudiée dans [12].

Le contact adhésif entre des corps déformables, lorsqu’une colle est ajoutée pour em-
pécher le mouvement relatif des surfaces, a récemment fait 'objet d’une attention accrue
dans la littérature mathématique. L’analyse des modéles de contact adhésif peut étre

trouvée dans [0, 19] et récemment dans les monographies [20, 22]. Dans tous ces articles
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Introduction

le contact adhésif est décrit avec une fonction ¢, il décrit la densité fractionnaire ponc-
tuelle d’adhérence des liaisons actives sur la surface de contact, et parfois appelée intensité
d’adhérence.
Suivant [7), §], le champ de liaison satisfait la restriction 0 < ¢ < 1, quand ¢ = 1 en un
point de la surface de contact, I’adhérence est compléte et toutes les liaisons sont actives,
quand ¢ = 0 toutes les liaisons sont inactives, sectionnées, et il n'y a pas d’adhérence,
quand 0 < ¢ < 1 'adhérence est partielle et seule une fraction ¢ des liaisons est active.
La nouveauté de ce travail réside dans ’analyse d’un systéme qui contient des couplages
forts dans les conditions son limites multivaluées : a la fois la condition de contact de
compliance normale et la condition de contact tangentiel dépendent de ’adhérence.
Dans cette mémoire, nous considérons un probléme mathématique de contact entre
deux corps thermo-piézoélectrics. Le contact est modélisé avec une compliance normale
et adhérence dans des matériaux définies par une loi de comportement thermo-électro-
viscoélastique avec endommagement.
Le mémoire comporte deux chapitres et est structurés de la maniére suivante :
e Premier chapitre : nous présentons le cadre physique et décrivons le probléme méca-
nique, et nous introduisons quelques notations et résultats, quelques théorémes qui seront
d’une grande utilité pour les démonstrations.
e Deuxiéme chapitre : nous écrivons une formulation du probléme & étudier, listons
les hypothéses sur ses données, dérivez la formulation variationnelle du modéle et nous

énoncons notre principal résultat d’existence et d’unicité d’une solution faible.
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NOTATIONS GENERALES

Notations diverses

N Ensemble des entiers naturels,

R I’ensemble des nombres réels,

Se 'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R(d = 2, 3),

c Constante réelle strictement positive,

ie C’est a dire,

o La dérivée partielle de ¢ par rapport a la :“™® composante
T O = %7

Vi Gradient de I'application ¢ : Vi) = (011, . .., 0qt),

oY Sous-différentiel de I'application 1,

Divy Divergence de l'application, : Divy) = (010 + ... + 0qv),
Produit scalaire sur R¢ ou S¢,

| - | La norme euclidienne sur R? ou S¢,

(z,y) Paire d’un espace produit X x Y,

(., )x le produit scalaire de X,

|- Ilx la norme de X,

L(X,Y) L’espace des applications linéaires et continues de X dans Y,

(N xrxx Le produit dual entre X’ et X,

p-p. Presque partout,

QOf Ouvert de R?, parfois domaine L’hertzien,

Qf I'adhérence de QF,

r¢ La frontiére de ¢ : T'Y = 99,

¢ Les parties de frontiére I'Y, (i = 1,2, 3),

mesl' Mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T'¢,

drt Mesure superficielle sur T'%,



Notations générales

DE
L3(QY)

I llz2 e

Lo(Q)

HZ

la normale unitaire sortante a I'?,

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v*
défini sur QF,

L’espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur €2,
L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et

a support compact,
L’espace {qsf = (¢),_._ ;0L €D () Vi=1,... ,d} = (D))",

Espace des fonctions u* mesurables sur Q° telles que / lut|2dx < +o0,
0¢

1
3
La norme de L?(Q) définie par || u || 2= (/ |ue]2dx) :
(94

* mesurables sur QF telles que,

Espace des fonctions u
Je >0 v |< ¢, p.p., sur QF,
I'espace L%(Q%)?,
lespace H'(Q4)?,
'espace L?(Qf)2xd,
Pespace {7* = (1) € H; divr* € H'},
L’espace de Sobolev d’ordre % sur I'Y,
L’espace dual de Hz(T'Y),
L’espace de Sobolev d’ordre 1 sur QF,
L’espace (Hé(l“g))d,
I’espace dual de Hye.
I’application trace pour les fonctions vectorielles,
lespace {¢f € Ef | " =0surT’},
Pespace {D' = (Df) | Df € L*(Q"), D, € L*(Q")},
Le produit de dualité entre H=2(T) et Hz(T'Y),
La norme de H~z(I'Y) définie par
0) 11 1o
|

HwHH*%(Fé) = SUP g ey T

H2(TY)

Y

= to\»-‘

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +00, on note par

C(0,T;H)
CI(O,T; H)
LP(0,T; H)
|- zeom;m)
VV’“’(O,T7 H)

I+ s o

L’espace des fonctions continues de [0, 7] dans H,

L’espace des fonctions continiment dérivables sur [0,7] dans H,
L’espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H,

La norme de LP(0,T; H),

L’espace de Sobolev de paramétres k et p,

La norme de W*?(0,T; H),
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Notations générales

Notations

0 02

Fé

Fliarga]:\?)

Iy =T3=T;

uﬁ

élasticité

Les domaines occupés par les corps déformables,
La frontiére de Qf : I = 99,
Les parties de I = T UTS U T3,

L’interface de contact entre les corps Q!, O?,
¢

i

Vecteurs des déplacements dans le domaine ¢, on écrit u

les composantes du vecteur dans la base canonique,
‘

Tenseur des contraintes correspondant au déplacement u*, on écrit o
les composantes du tenseur dans la base canonique,

normale des contraintes & la frontiére du domaine :0¢ = (ov*).0%,

le composante tangentielle du champ tensoriel o,

Valeurs des potentiels électriques dans le domaine €,

Vecteurs d’adhésions sur la surface de contact I's,

Vecteurs des déplacements électriques dans le domaine Y,

Les dérivées premiére et seconde de u par rapport au temps,

Tenseur linéarisé des déformations :e(u);; = 5(uf + 9;uf),

Produit tensoriel (matriciel) de u par o : (o° - u’); = ofuf,
Composante normale du déplacement u’ sur le bord du domaine :

O 0. 0
U, =u -V,

Vecteur composante normale du déplacement u’ : (u’ - v%); = u’ - 1/},
Vecteur composante tangentielle du déplacement u® : v = u® — uf vt

Université Hamma Lakhdar I’EL Oued vil



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on commence par définir le cadre physique utilisés dans cette mé-
moire, il est destiné a rappeler I’équation de mouvement de Cauchy, a décrire les lois de
comportement électro-élastiques, électro-viscoplastique et thermo-électro-viscoélastique.
Par ailleurs, nous précisons dans ce section les conditions son limites de déplacement, de
traction, ou de électriques, ensuite les conditions son limites de contact.

La second section est consacrée a des rappels ’analyse, nous commencons par présenter
les espaces de Hilbert de plus a les espaces fonctionnels, on y introduit des espaces de
type Sobolev associés a 'opérateur déformation et a 'opérateur divergence, et les princi-
pales notations utilisées. Ensuite nous passons en revue quelques résultats fondamentaux
d’analyse non linéaire et particuliérement des résultats d’existence et d’unicité concernant

les inéquations variationnelles, les équations d’évolution et les lemmes de Gronwall.

1.1 Formulation mathématique d’un probléme de
contact

Dans cette section, nous allons introduire suivante :

1.1.1 Cadre physique

Nous considérons deux corps matériels déformables qui occupent des domaines bornés
Qf C R0 =1,2;d = 2,3), avec une frontiére réguliére I'¥ = 9QF, partitionnée en trois
parties mesurables I'{,I'5 et T}, correspondant aux conditions aux limites mécaniques,
d’une part, et en deux parties mesurables T'Y et T'j, correspondant aux conditions aux
limites électriques, d’autre part, telles que mes(I'Y) > 0, mes(I'") > 0. On note par v*

la normale unitaire sortante a I'Y.



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

Le corps 2 est encastré sur I'Y dans une structure fixe. Sur I'y agissent des tractions
surfaciques de densité fi et agissent des forces volumiques de densité f§ et des charges
électriques de densité volumiques gf. Nous supposons que fi et f§ varient trés lentement
par rapport au temps. Les corps sont soumis & l'action de potentiel nul sur la partie T'
de la frontiére ainsi qu’a 'action des charges électriques de densité surfacique ¢5, agissent
sur la partie T'y. Soit T > 0 et soit [0, 7] lintervalle de temps en question. Le corps est

en contact avec une fondation sur la partie I's.

II\TTTE;

Fig.1 : Contact entre deux corps déformables.

Avant d’obtenir les modéles mathématiques qui correspondent au cadre physique pre-
senté, voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de cette
mémoire.

Nous désignons par S¢ 'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R%(d = 2, 3),
no»

et || - || représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur

R? et S?. Ainsi, nous avons

ot =l =0 vl e RY,
1
ot -t = afj Té-, |74 = (r°- 792, Vo', ' € 8,

ici et ci-dessous, les indices ¢ et j courent entre 1 et d et la convention de sommation
sur les indices répétés est adoptée. Pour chaque élément v* € H{, nous notons par v’ et

v les composantes normale et tangentielle & la frontiére définies par
v, =0 -V, v, =0 — U, (1.1)

nous désignons par o’ = of(z,t) le champ des contraintes, par u’ = u‘(x,t) le champ

des déplacements sur Q° et par e(u’) le champ des déformations infinitésimales. Pour

Université Hamma Lakhdar I’EL Oued 2



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions

4

par rapport & z € Qf et t € [0, T]. Pour un champ des contraintes ¢ nous dénotons par

ol et of les composantes normale et tangentielle & la frontiére données par

ol = (V') -, ol =o' — bV, (1.2)

en utilisant ((1.1)) et (1.2]), nous obtenons la relation

(c'v") v = bl 4ol v

14

T

qui va intervenir tout au long de ce mémoire, dans 1’établissement de formulation varia-

tionnelle de probléme mécanique de contact.

1.1.2 Modéle mathématique

Notons que le point au-dessus d'une fonction représentent la dérivation par rapport

au temps, par exemple

) du® . d?ut
il — ¢

. u = —_,
dt dt?
ot 4’ désigne le champ des vitesses et i’ désigne le champ des accélérations. Pour le

et ot

v ~ représentent respectivement les vitesses

champ des vitesses @ les notations

normale et tangentielle & la frontiére, c’est a dire

14

=

l L L

U, =0V U, U=V —U,-v.
Les fonctions inconnues du probléme sont les champs des déplacements v’ : Qf x [0, T] —
R? et les champs des contraintes o : Q° x [0,7] — S¢, ¢ =1,2. Notons la densité de la
masse par p’: QY — R, et la densité des forces volumiques par ff : Q° x [0,T] — R%

L’évolution du corps est décrite par I’équation du mouvement de Cauchy
Dive’ + ff = plii’ dans Q' x (0,7).

Les processus d’évolution modelés par ’équation précédente s’appellent processus
dynamiques. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simplifier : par
exemple dans le cas ott 4 = 0, il s’agit d’un probléme d’équilibre (processus statiques),

¢ varie trés lentement par rapport au temps,

ou bien dans le cas ol le champ des vitesse «
c’est-a-dire que le terme pii’ peut étre négligé (processus quasi statiques). Dans ces

deux cas I’équation du mouvement devient

Dive’ + ff =0 dans Q° x (0,7).

Université Hamma Lakhdar I’EL Oued 3



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

L’équation équivaut a de relations scalaires, et mathématiquement cette équation ne suffit
¢

par & modéliser le probléeme d’équilibre du corps car, par exemple les d composantes u;
du champ de déplacement ne figurent pas dans cette équation.

A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du probléme, a savoir le champ de dé-
placement électrique, les potentiels électriques ¢ : Qf x [0,7] — R et les champs des
déplacements électriques D : Q° x [0, T] — R% L’évolution du corps piézoélectrique est

décrite par ’équation d’équilibre pour le champ de déplacements électriques
divD* = ¢f dans Q° x (0,7),

ou "div" est 'opérateur de divergence pour les vecteurs, divD’ = (Df Z) et q§ représente

la densité des charges électriques volumiques sur .

1.1.3 Loi de comportement piézoélectrique

Nous considérons deux corps piézoélectriques qui occupent deux domaines bornés Qf C

RI(¢ = 1,2;d = 2,3) avec une surface frontiére réguliére I' subdivisée en trois parties
mesurables T'{, 5, T d'une part et de deux parties mesurables T et T'f, telles que
mes (T'Y) > 0, et mes (I'Y) > 0.
Soit T" > 0 nous étudions I’évolution du corps due a I’application de force de volume et
de tractions de surfaces dans U'intervalle de temps [0, T]. Dans ce qui suit, pour simplifier
les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport
axCQUTY et te€[0,T).

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le ten-
seur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer
et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les ma-
tériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans I’établissement des lois de
comportement.

Dans la description des phénomeénes purement électro-mécanique, par loi de compor-
tement nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes o, le
tenseur des déformations infinitésimales €’ et leurs dérivées temporelles ¢ et &°. Cette
définition se modifie 1égérement dans la description des phénomeénes électro-mécaniques,
car ici nous devons aussi prendre en considération le champ de déplacement électrique
D = (DY) ainsi que le champ électrique E* = —V(*.

Nous présentons par la suite lois de comportement pour les matériaux : électro-élastiques,
électro-viscoélastiques et thermo-électro-viscoélastiques. Ces lois sont utilisees dans de

nombreux ouvrages portant notamment sur I’étude mathématique des problémes de contact.
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1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

I-Loi de comportement des matériaux électro-élastiques

Nous considérons ici une catégorie de matériaux ot le tenseur des contraintes o' et le

vecteur des déplacements électriques D’ sont reliés par la loi de comportement :

ot = Ale(u’) - (£)°E((")

’ (1.3)

D' = E'(uf) + G (E'(¢")
ot A* 1 Qf x ST — S? est I'opérateur de d’élasticité non linéaire, E(¢Y) = —V(¢* on
V(¢ = (¢f) représente le champ électrique, £° = (efjk) est le tenseur piézoélectrique qui

traduit la proportionnalité entre la charge et la déformation & champ constant ou nul
et G¢ = (gfj) est le tenseur diélectrique a déformation nulle qui constitue un tenseur

o APt i : ¢ N . .
symétrique défini positif. Par ailleurs (£°)* = (e;};) ou e, = €;,;, dénote le transposé

du tenseur £° tel que :
ot vt =o' (EHY, Vol € 8% 0 € RY

II-Loi de comportement électro-élastiques avec mémoire longue

Dans ce cas la loi de comportement est donnée par :

ot — / Q' (1 — 5, (u'(s))) ds — (£ E((Y),
52( +G' (BY(¢Y),

(1.4)

o Q = (Q;;) est un tenseur de relaxation. Si Q = 0, on retrouve la loi électro-élastiques
donnée par (|1.3)).
I1I-Loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques

Un matériau est dit électro-viscoélastique si sa loi de comportement est de la forme :

of(t) = A" (e('(t))) + B (e(u'(1))) — (£ EX(CY),

D' = g=(u) — BV, =

dans laquelle interviennent 'opérateur de viscosité A¢, 'opérateur d’élasticité B*, non

linéaires.
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1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

I'V-Loi de comportement thermo-électro-viscoélastiques avec endommagement

Dans ce cas la loi de comportement est donnée par :

ol(t) = A" (e(a (1)) + B (e(u’(t)), 7, €") — (£ E*((Y), (16)
D = &% (ut) — BV,

ot A’ et B’ sont des opérateurs non linéaires décrivant respectivement les propriétés

purement viscosité et élasticité du matériau.

La température 7 est défini par une équation parabolique, qui représente la conservation

de I'énergie comme suit
# — s’ = O (e(u), 7€) + X,

ol ©f est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par
les forces intérieures. Ici et ci-dessous kj est une constante strictement positive et x* une
donnée, qui représente la source de chaleur du volume.

[’endommagement &° est une variable internes d’état définie dans QF x [0,7], avec
0 < & < 1, L'évolution du champ d’endommagement utilisée au deuxiéme chapitre

est modélisée par l'inclusion du type parabolique donnée par la relation
§" — KA + Dpra(€h) 3 W (e(uf), 7, €7)

oll k' est une constante positive, U’ est la fonction source de I'endommagement, 9
est le sous-différentiel de la fonction indicatrice e et K* est 'ensemble des endomma-

gements admissibles défini par
K= {5 c HY(QY); 0< €< 1, p.p. dans Qe}.

Nous utilisons la loi de comportement des matériaux thermo-électro-viscoélastiques
avec endommagement dans le deuxiéme chapitre, nous passons maintenant aux conditions

son limites utilisées dans celle-ci.

1.1.4 Conditions son limites

Définissions maintenant les conditions son limites sur chacune des trois parties de I'’.
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1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

A-La condition a la limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie T'Y x [0,T], le champ des

déplacements u’ est par conséquent nul
¢ _ ¢
u =0 sur I'] x [0, 7.

B-La condition a la limites de traction

Une traction surfacique de densité ff agit sur I'S x [0, T] et par conséquent le vecteur

des contraintes de Cauchy o‘v! satisfait
oVt = ff sur T x [0, T7.

C-Les conditions son limites électriques

Ces conditions sont déterminées & partir des deux équations
‘=0 sur T % [0, 77,
DY vt =g sur T'y x [0, T7.

D-Conditions continues son limites de contact

On définit le déplacement normal par
[w,] = ui + ul2/7

et le déplacement tangent par

[u,] = ul — u2.

La continuité des contraintes sur l'interfaces I's se traduit par
=0, surl’s.

E-Lois de contact avec compliance normale

Dans ce cas, les corps est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue

a priori. La contrainte normale ¢! satisfait la condition dite de compliance normale

v (1.7)
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1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

ou [u,] est le déplacement normal, g représente l'interstice entre les corps et p, est une
fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale. Cette condition indique
que la fondation exerce une action sur le corps en fonction de sa pénétration [u,] — g.
Précisons que dans le deuxiéme chapitre du mémoire nous considérons le cas ou le corps
repose sur la fondation, c’est-a-dire, 'interstice est nul, g = 0.

Comme exemple de la fonction p, nous pouvons considérer

Pv (T) =Gy,
ou ¢, est une constante positive et r; = max{0,r}. Un deuxiéme exemple est donné par

cyry s r < a,
pu(r) = .
c,00 sl r> a,

ol « est un coefficient positif lié & I'usure et a la dureté de la surface. Dans ce cas, la
condition de contact (|1.7)) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand

elle dépasse «, la fondation se désintégre et n’offre plus de résistance a la pénétration.

F-Les conditions de contact avec compliance normale et adhésion

On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur I's x
[0,7], on introduit une variable interne d’état définie sur I's x [0,7], qui représente
I'intensité d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 < ¢ < 1. Quand ¢ =1 a un
point = € I's, 'adhésion est compléte et tous les liens sont actifs, quand ¢ = 0 tous les
liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion, et quand 0 < ¢ < 1 c’est le cas d'une
adhésion partielle et mesure la fraction des liens. Pour plus détails sur ce section, on
renvois par exemple [37].

On suppose que la contrainte normale satisfait la condition de compliance normale avec
adhésion
o, = —p,(ul +ul) + 7R, (ul 4+ u?) sur T'3 x [0,7], (1.8)

ou o, est le déplacement normal, 7, est un coefficient positif, p, : I's x R — R, est
une fonction donnée appelée fonction de compliance normale, il attribue une traction ou
pression normale réactive qui dépend de l'interpénétration des aspérités entre deux corps,
p, est une fonction prescrite non négative qui s’annule pour un argument négatif. En
effet, lorsque ul +u2 < 0 il n’y a pas de contact et la pression normale s’annule, lorsqu’il
y a contact, ul + u? est positif et mesure 'interpénétration des aspérités.

La contribution de ’adhésif a la traction normale est représentée par le terme
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1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

7s2R, (ul 4+ u?), et la fonction R, : R — R, est Popérateur de troncature donné par

L si s < —L,
R,(s) =4 —s si - L<s<0, (1.9)

0 si s> 0,

ici L > 0 est longueur caractéristique des liens.

k,

R,(s)

; K

Fig.2 : Représentation graphique de 'opérateur de troncation R,.

La condition indique que chaque corps exerce une action sur l'autre corps en fonction
de sa pénétration [u], ou le deuxiéme terme de 1'égalité est la contribution de I’adhésion a
la tension de surface. Notons que la condition de compliance normale avec adhésion
a été déja utilisée dans |38, 41].

Quand le champ d’adhésion ¢ est nul, devient

o, = —p,(u), +ul) sur I'g3 x (0,7),

ce qui représente la condition de compliance normale sans adhésion.
La conformité normale & la condition de contact d’adhérence est étudiée dans de nom-
breuses publications, (voir, par exemple |4} 12 241 [30]), et les références qui s’y trouvent.
La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage des composites
comme étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures différentes. Pour
modéliser les phénomeénes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a
la description du contact.
L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la forme
¢ = Hug (5,8, Ry(uy, +u2), R-(Jut — u2|)) sur T3 x (0,7),
H,q est une fonction générale qui s’annulle quand le premier de ses variables s’annulle.
Un exemple d’une telle fonction, utilisée dans [36]. Ensuite, la fonction de taux d’adhésion

a &été supposée dépendre, en plus de ¢ , ¢, R, (ul +u?) et R (Jul —u?|).
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1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

On considére la possibilité d'une diminution de l'efficacité de collage quand les cycles de
collage et de décollage continuent. Par conséquent, le processus est supposé dépendre de

I’histoire d’adhésion qu’on note par

t
f(x,t):/ ¢(z,s)ds sur T3 x(0,7).
0

Nous l'utilisons dans H,4, car généralement, lorsque la colle est étirée au-dela de la limite
L, elle ne contribue pas davantage a la force de liaison. Un exemple d’une telle fonction,

utilisée dans [4], on donne quelques exemples de ce genre de fonctions
Had(gu 67 Rl) RQ) - —§+’}/an,

ou 7, est le coefficient de vitesse normale et 7,L est la traction normale de traction
maximale que I'adhésif peut fournir et ¢; = max(0,<). Nous notons que dans ce cas,
seule la déconnexion est autorisée, tel que la fonction R : R, — R, est une troncature

définie par

L si s>1L,
R(s) = s st || <L,
—L si s<-—L

une équation de taux différente pour 1’évolution du champ de collage est
Hog(s,$, R, Ro) = — (s(m Rt + el Rol”) =€) ,

¢(0) =¢ sur I},

(voir, par exemple [5], [12]), ici, 7; est le coefficient de vitesse tangentielle, qui peut éga-
lement étre interprété comme le coefficient de rigidité tangentielle de l'interface lorsque
I'adhérence est terminée (¢ = 1).

Un autre exemple, dans lequel H,; dépend de ses trois variables est

. (I —¢
Hod(s,$, R, Ro) = =Sy Ry — sy | Rof + %+(1+—§2)+

?

ou 7, est le coefficient tangentielle de collage. Cependant, la liaison ne peut pas dépasser
¢ =1 et de plus, la réassociation devient plus faible au fur et & mesure du processus, ce
qui est représenté par le facteur 1+ ¢? dans le dénominateur et g, I’adhésion initiale tel
que

0<¢ <1, pp.-surliy.
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1.2 Rappels d’analyse

G-Condition dans le plan tangent

Aux points de I's, la rigidité tangentielle générée par la colle est supposée dépendante

de 'adhésion ¢ et des déplacements tangentiels
— 0, = pr ()R (Jul —u?|) sur T3 x(0,7), (1.10)

ou p, : '3 x R — R, est une fonction de contact tangentielle, et la fonction

R, :R¢— Ri est 'opérateur de troncation défini par

v si lof] < M,
R.(v) = (1.11)
M2 s lv|| > M,

|l

ici M > 0 est la longeur caractéristique des liens, cette condition montre que le cisaille-
ment sur la surface de contact dépend du champ de liaison et du déplacement tangentiel,
mais tant qu’il ne dépasse pas la longueur de lien M.

Alors, p,(s) agit comme une constante de ressort, qui croit avec ¢, la traction est en
direction opposé au déplacement. Le module maximum de la traction tangentielle dans
(1.10) est p,(1)M. La traction de frottement tangentielle est supposée étre beaucoup plus

petite que I’adhesion et donc elle est omise.

1.2 Rappels d’analyse

1.2.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)m un produit scalaire sur H c’est-a-dire (.,.)p :

H x H — R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || - ||z 'application de H — R, définie par
1
| ulla= (u, ), (1.12)
et on rappelle que || - ||z est une norme sur H qui vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwartz

|(w, )| <[ wllull v llm; Yu,ve H,

on dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par ((1.12)).
Soit H' lespace dual de H i.e l'espace des fonctionnelles linéaires et continues sur H
muni de la norme
. <MV >y «H
I llg= sup —F—F—=

ver—t0y  lvlle
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1.2 Rappels d’analyse

ot (.,.) s, s représente la dualité entre H' et H.

Théoréme 1.2.1. (Théoréeme de représentation de Riesz-Fréchet)
Soit H un espace de Hilbert et soit H son espace dual, alors pour tout ¢ € H il
existe f € H unique tel que

<¢’U>H'><H = (f;'U)H Vv € H,

de plus
1o l=If Nl

L’importance de ce théoréme est que tout forme linéaire continue sur H peut se repré-
senter a I’aide du produit scalaire. L’application ¢ +— f est un isomorphisme isométrique

qui permet d’identifier H et H .

1.2.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siécle et ont permis de résoudre
bon nombre de problémes concernant les équations aux dérivées partielles sans réponse
jusque la.

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur I'espaces de Sobolev H'(2)
défini par
HY(Q) = {u € LX(Q); dueLX(Q)i=1, ,d},

on note par Vu le vecteur de composante d;u, on a Vu € L?(Q2)¢ pour tout u € H*(Q),

on sait qui H'() est un espaces de Hilbert pour le produite scalaire
(1, v) 1) = (u,v) r2(0) + (01w, 07v) L2(q)
et la norme associée
It = (a ) s gt om it || [rngoy =l w22y + Il V[ 25y
on a les résultats suivants
C'(QQ) est dense dans H' ().
Théoréme 1.2.2. (Rellich)

H'(Q) C L*(Q) avec injection compacte.
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1.2 Rappels d’analyse

Théoréme 1.2.3. (trace de Sobolev)
Il existe une application linéaire et continue § : H*(Q) — L*(T) telle que du = ulp

pour tout u € C*(Q).

Remarque 1.2.1. L’espaces L*(T") ci-dessus représenté 'espaces de fonctions réelles sur
I' qui sont L? pour la mesure superficielle dI.
L’application § s’appelle application de trace, elle est définie comme le prolongement par

densité de lapplication u — ulp définir pour u € C(Q).

Remarque 1.2.2. On note que application de trace & : H*(Q)) — L*(T') est un opérateur

compacte.

Définition 1.2.1. Pour tout k € N et pour tout p € [1,400], nous définissons l’espace
de Sobolev WH*P(Q) par

Wk?(Q) = {u € LP(Q) Vo, |a| < k; Jv, € LP(Q), tel que v, = Do‘u}.

Remarque 1.2.3. Nous ferons tres souvent l’abus d’écriture qui consiste a identifier D%u

et v,.

La norme sur l'espace W*?(2) est donnée par

1
p
( Z | D*u ||Lr @) ) si 1<p< o0,

| u ||wkm(sz) o] <k

Da o 1 —
fﬁg | D% [ Sl D =00,

pour p = 2, on note par H*(Q) I'espace W*2(Q) et la norme précédente provient d'un

produit scalaire.

Théoréme 1.2.4. Les espaces de Sobolev W*P(Q), pour k € N et p € [1,+00], munis
de la norme || - ||, sont des espaces de Banach.

De plus, les espaces H*(Q), pour tout k entier, sont des espaces de Hilbert.

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le [35].

1.2.3 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section les espaces de type Sobolev utilisés en mécanique et
associés aux opérateurs divergence et déformation, on montre leurs principales propriétés,
notamment les théorémes de trace, aussi quelques espaces de fonctions définies sur un

intervalle réel et & valeurs dans I’espace de Hilbert.
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1.2 Rappels d’analyse

Maintenant, pour procéder a la formulation variationnelle, nous avons besoin des les

espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques v* et 7¢ :

= {vf = (@) o eLW)}= (220"
HE={r' = (zf); 7} =1l € L2(Q9)} = (L3(Q9)",
Hf = {v' = (v}); 0! eHl(Q‘f)} = (Hl(Qf))
| Hl = (= () e HY Divrt e B} = (H'(QY) .

les espaces H®, H*, H} et H{ sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires

respectivement, donnés par

(
(v ge = | ub - vlde,
0¢
o0y ¢t
(08, 75 = / oy - Td,
QZ

(ul’ UZ)H{" = (uea 'UZ)HZ + (5(ue>75(1}£))%£’

\(O’Z,Te);% = (0, 7%y + (Divat, Divr?) e,

ott £: Hf — H* et Div:H{ — H’ sont respectivement les opérateurs de déformation et

de divergence, définis par

(e(u®), e(v"))gpe = Vut - Volde,

(o4

(Divo!, Divrt) ge = / Dive® - Divridz,

(914
tels que
1
Vu' = (uf;), e(u) = (gi;(u)), () = §(Uf,j +ub,); Yut e HY
Les normes sur les espaces H, 1, Hf, H!, sont notées par || - ||z, || - |, || - res I [l
respectivement.

Puisque la frontiére I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v* a la frontiére
est défini p.p. Pour tout champ de vecteur v* € H! nous utilisons la notation v’ pour

désigner la trace de v* sur I'*. Désignons par H}, le dual de Hye = Hz (I et (., D1

le produit de dualité entre Hy, et Hpe.
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1.2 Rappels d’analyse

Pour 7¢ assez régulier nous avons la formule de Green suivante
867_6
(AT, 6 2oy + | VT Vé'da = / —— 6'da, V6" L.
0L T (9V

Pour D’ assez régulier nous avons la formule de Green suivante

(D, VU e + (divD", U e = [ DY - Wlda, VYU € HY

T¢
Pour tout of € HY{, il existe un élément o‘v € Hllé tel que

(oc'v ,ve)fééﬂ = (aé,g(ve))w + (Dive®, v) e Yo' € HY,

en outre, si of est contintiment différentiable sur Q¢ UTY, tel que

2727

(v 0" 11 =/ o't - vtda, Yo' € HY,
4

£

donc, pour ¢ assez régulier nous avons la formule de Green suivante

(of, e(v")) e + (Dive®, v) e = / o'Vt vlda Yo' € HY,
T¢

ou da est un élément de mesure de surface.
Pour une fonction scalaire ¢, qui représente le champ d’adhésion sur la surface I's du

contact, nous définissons ’ensemble
Z={0eL>(0,T;L*(3)); 0<6(t) <1, Vte[0,T],p.p, sur Is}.
L’espace des déplacements admissibles V¢ est un sous-espace fermé de H{ défini par
Vvt = {vz € Hf; v* =0 p.p, sur Fli}.

Puisque mes (I'{) > 0, l'inégalité de Korn s’applique sur V* il existe une constante

cr > 0 dépendant uniquement de Q° et T'{ (voir [20], p.79), telle que
le@) e > cllv g, Vo € VY (1.13)
Sur l'espace V* nous considérons le produit scalaire et la norme associée donnée par

(u,v")ye = (5(1/),5(1/)),’.%1Z 0t lve = Nle@O) e, Vub, 0t € VE (1.14)
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1.2 Rappels d’analyse

Par I'inégalité de Korn (1.13)), il vient que || - |4 et || - [y« sont des normes équivalentes
sur V¢ et ainsi (V4| - ||y¢) est un espace de Hilbert réel.
En outre, par le théoréme de trace de Sobolev et (1.14]), il existe une constante ¢y > 0,

dépendant uniquement de Qf T'{ et T's telle que
H'UKHLQ(FS)d < col|vt||ye, Vot e VE (1.15)

Pour le potentiel électrique et le champ de déplacement électrique nous utilisons les espaces

suivants respectivement

Lo = L*(QY), L{=H'(QY,
Wi={u"el]; ¥ =0surl},
W' = {D" = (D}); D! e L*(Q'); divD" € L*(Q)},

Puisque mes (I'Y) > 0, l'inégalité de Friedrichs-Poincaré montre qu’il existe une constante

crp > 0 dépendant uniquement de Qf et T telle que
1960 s = ol ey ¥ € W, (116

une démonstration de 'inégalité de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvé dans [39).

Sur I'espace W* nous considérons le produit scalaire donné par
(C£7 \I’IZ)WE = (VC€> V\IJK)HE = VCZ ’ V\Ifgdaj’
(o4
et soit || - ||y la norme associée, i.e

I lwe=Il Vo e -

En utilisant on peut vérifier que || - [|¢ et || - [[ye sont deux normes équivalentes
sur W¥. Il en résulte que (W || - ||y¢) est un espace de Hilbert réel.
De plus, par le Sobolev trace théoréme, il existe une constante cj, ne dépendant que de
Qf T et T'z telle que

€0 era < el lwe, Ve € W,

L’espace W' est un espace de Hilbert réel avec le produit scalaire

(D, " )we = (D', ") ge + (divD", dive®) 20y = [ D'+ pldx + / div D¢ - div p'dx,

Q¢ 0t
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1.2 Rappels d’analyse

ot la norme associée || - ||yye, i€
I D I3ye=ll D 3¢ + || divD® [[Z2(qey -
Afin de simplifier les notations, nous définissons les espaces produits
V=V'xV? H=H'xH?

Hy = H! x H, H=H"xH? Hi=H xH
Lo=L{xL% Li=LIxL3 W=W!'xW? W=WxW?

les espaces V,ILi,IW et W sont des espaces de Hilbert réel dotés des produits sca-
laires canoniques notée (.,.)v, (.,.)L,, (- )w, (-, -)w, les normes associés seront désignés
par ||l [l - k., I+ [lw et || [w, respectivement.

Enfin, soit 0 < T < oo et soit (X, || - ||x) un espace de Banach réel, nous utilisons le
classique notation pour les espaces LP(0,T; X), W*P(0,T; X), ot 1 <p < oo, k > 1.
Nous notons par C(0,7;X) et C'(0,T; X) les espaces des fonctions continues et conti-

niment différentiables sur [0,7] avec valeur sur X, respectivement, avec les normes

LX) = t
17 letrs= mae I £(0) Ix.

I llewos= mass 1| ) x4+ ma || F(2) [1x

respectivement. De plus, nous utilisons le point ci-dessus pour indiquer la dérivée par
rapport a la variable de temps.

Nous notons par C.(0,7; X) l’ensemble des fonctions continues a support compact dans
[0,7] a valeurs dans X.

Définition 1.2.2. Une fonction f : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous
ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (f,)nen de fonctions appartenant a

C.(0,T; X) telle que || fo(t) — f(t) |x—> 0 quand n — oo, pour tout t € [0,T]\ E.

1.2.4 Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans
les espaces de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations

variationnelles d’évolution qui interviennent dans 1’étude des problémes mécaniques.
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1.2 Rappels d’analyse

I-Opérateur fortement monotone

Nous commencons ici par un bref rappel sur les opérateurs frottements monotones et
de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert X munit du produit scalaire

(-,+)x et de la norme associé || - [|x .

Définition 1.2.3. Soient A : X — X wun opérateur non linéaire, [’opérateur A est dit

1. monotone st

(Au— Av,u —v)x >0, Yu,v € X,

2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au— Av,u —v)x > m|lu —v|[%, Yu,v € X,
3. Lipschitz sl existe L > 0 tel que

||Au — Avl||x < L|ju —v||x, Yu,v € X,
4. hémicontinu si

Yu,v € X, Uapplication : R — X't A(u+ tv) est continue.

Théoréme 1.2.5. (Théoréme de point fize de Banach)
Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach (X, | - ||x). Sup-

posons que A : K — K est une contraction, c’est a dire il existe ¢ €]0,1[ telle que
| A(w) — A(W) ||[x<cllu—v]|x Vu,veK.

Alors, il existe un unique élément u € K tel que A(u) = u, i.e, posséde un point fize

unique dans K.

Pour l'opérateur A™ : K — K défini par la relation
A™ = A(A™H) m > 2,

nous avons la version suivante du théoréme de point fixe.

Théoréme 1.2.6. Soit K wun sous ensemble fermé et non vide de [’espace de Banach
(X, |l - |x). Supposons que A™ : K — K est une contraction pour m un entier positif.

Alors A admet un point fize unique dans K.
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1.2 Rappels d’analyse

Définition 1.2.4. Une forme bilinéaire a : X x X — R est continue s’il existe un réel
M >0 tel que
a(u, v)] <M [[u|x]lvllx, Yu,veX.

Définition 1.2.5. Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive sl existe une

constante m > 0 telle que
a(u,u) >=m [lu %, VueX.

Théoréme 1.2.7. (Théoréme du Lax-Milgram)
Soit H wun espace de Hilbert, a : H x H — R wune forme bilinéaire continue et
coercive.
Soit | : H — R une forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique v € H
qui satisfait
a(u,v) =1(v), Vve€ H.

De plus, si a(.,.) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

a(v,v) — (v,v)x, YveX.

N —

%a(u, u) — (u,u) y <

Théoréme 1.2.8. (Théoréme de point five de Krasnoselskii)
Soit E une partie non vide, conveze et fermée d’un espace de Banach (X, |.]]). On

suppose que A, B : E — X sont deux applications satisfaisant
1. Avr+ Bye FE, Vr,y€e E,
2. A est continue et AE est contenu dans un ensemble compact,
3. B est une contraction de constante o < 1.

Alors do* € E, Ax* + Bx* = z*.

Remarque 1.2.4. St A =0 alors ce théoréme coincide avec le principe de ’application

contractante de Banach et si B =0 il coincide avec le théoréme de Schauder.

II- Sous différentiabilité

Nous considérons dans tout ce paragraphe que X est un espace de Hilbert et K un

sous ensemble de 'espace X.

Définition 1.2.6. On appelle fonction indicatrice de K, la fonction Vi définie par

0 st u€ K,
Uy =

+oo si u¢ K.
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1.2 Rappels d’analyse

Définition 1.2.7. Soit une fonction j7: X — R et u un élément de l’espace X tel que
j(u) # +oo. Le sous-différentiel de la fonction j en wu, noté Jj(u) est l’ensemble défini
par

0j(u) ={u" € X" | j(v) = j(u) + (v',v —u), Vv € K}.

Le crochet (-,-) désignant la dualité entre X' et X.

Tout élément v’ de l’ensemble 0j(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en u. La
fonction j est dite sous-différentiable en u si 0j(u) # 0. Elle est dite sous-différentiable
st elle 'est en tout point u de ['espace X.

Nous pouvons caractériser le sous-différentiel OV d’une fonction indicatrice Vi d’un

ensemble convexe non vide
W ={ueX| (W,v—u)<0, Vvoe K} (1.17)

ITI- Equation différentielle ordinaire

Théoréme 1.2.9. (Cauchy-Lipschitz)
Soit (X,|| - ||x) un espace de Banach réel et soit F(t,-): X — X wun opérateur défini

p.p. sur [0,T), qui satisfait les propriétés suivantes

(@)1l existe Ly > 0 tel que
| F(t,z) = F(t,y) Ix< Lrle—ylx  Vo,yeX,pp.tel0T]
(b)1l existe 1 <p < oo tel que F(-,z) € LP(0,T;X) Vre X.

Alors, pour tout xq € X, il existe une fonction unique x € WHP(0,T; X) tel que
a(t) = F(t,z(t), p.p-t€[0,7],

z(0) = xp.

Définition 1.2.8. S’il est linclusion de (V.|| - ||v) dans (H,| - ||u) est continue et V
est dense dans H, le triplet
VcHCV,

s’appelle le triplet de Gelfand, ou V' Uespace dual de V.
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1.2 Rappels d’analyse

IV- Equation aux dérivées partielles d’évolution
Théoréme 1.2.10. Soit V. C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A -V — V' un
opérateur hemicontinu et monotone qui satisfait

(AU>U)V'><V > 'LUHUH%/ + )‘7 Vv € ‘/7

[Av]ly < Ci(flvlly +1), Vv eV
Pour des constantes w > 0, C; >0 et A\ € R, etant donnée ug € H et f € L*(0,T;V"),
alors il existe une fonction unique u Ssatisfait

we L20,T;V)NCH0,T; H), ue L*0,T;V),

i(t) + Au(t) = £(t) p.pt € [0, 7],
u(0) = uo.
Le démonstration cette théoréme peuve étre trouvée par exemple dans [33], 34].
V- Inégalités variationnelles paraboliques

Théoréme 1.2.11. Soit V. C H C V' un triplet de Gelfand, K est un sous-ensemble
non vide fermé et convexe de V, et supposons que a(-,-) : V xV — R est une forme

bilinéaire, continue et symétrique telle que
Ja>0etcy alv,v)+clv|3 >allv]i YveV.
Alors, pour tout ug € K et f € L*(0,T; H), il existe une unique fonction u qui satisfait
we€ HY0,T; H)NL*0,T;V), wu(t)e K, Vtel0,T),
(a(t), v —ut))vwv +a(u(t),v —u(t) = (ft),v —ult))s Yve K, pptel0T],

u(0) = up.

1.2.5 Lemme de Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de

nom breux problémes de contact, en particulier pour établir léunicite de la solution.

Lemme 1.2.1. Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €0, 7], a>0 une constante et 1p € C([0,T]; R)
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1.2 Rappels d’analyse

(1) Si t t
() §a—|—/0 m(s)ds—l—/o n(s)y(s)ds Vt e [0,T],
alors
w(t) < (a+/0tm(s)ds) exp (/Otn(s)ds) vt € [0,7).
(2) Si t
v <mit)+a [ vds Ve T,
alors

/Otw(s)ds < e /Otm(s)ds vt € [0, 7).

Pour le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 1.2.1. Soit n € C([0,T];R) telles que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit
a>0, si v € C([0,T];R) est une fonction telle que

Y(t) <a+ /Otn(s)w(s)ds vt € [0,7],

alors

W(t) < a exp (/Otn(s)ds) vt € [0, 7).

1.2.6 Les inégalités de Holder et de Young

Lemme 1.2.2. (Inégalité de Young)

Soient a,b>0 et 1 < p,q < oo deur exposants conjugués % + % =1, alors

a? b
ab < — + —.
p q

Lemme 1.2.3. (Inégalité de Hélder)
Soient f € LP, ge L* avec 1 <p<oo et ]%+I%:1, alors f-g€ L' etona

| £l = / gl < 111 Nl -
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CHAPITRE 2

. ANALYSE D’UN PROBLEME DE CONTACT
AVEC ADHESION ET ENDOMMAGEMENT EN
MATERIAUX
THERMO-ELECTRO-VISCOELASTIQUES

Dans ce chapitre, nous étudions d’un probléme de contact entre deux corps thermo-
électro-viscoélastique avec endommagement, le contact est modélisé par les conditions
de compliance normale couplées avec ’adhésion. Notre intérét est de décrire un processus
dynamique, et demontrer que le modéle résultant se raméne a un probléme mathématique
bien posé.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante : dans la premiére section, nous posons
et décrire du probléeme mécanique puis nous indiquons les hypothéses sur les données,
dans la deuxiéme section, en utilisant les formules de Green, on propose une formulation
variationnelle au probléme, et dans la troisiéme section, on démontre 1’existence et 'unicité
d’une solution faible.

les démonstrations sont basées sur les résultats d’équations d’évolution non linéaires
avec la théorie des opérateurs monotones, un résultat classique d’existence et d’unicité

sur les arguments du point fixe les inéquations.

2.1 Formulation du probléme

Le modéle mécanique que 1'on étudie peut se formuler de la maniére suivante :

Probléme P. Pour ¢ = 1,2, trouver les champs des déplacements u® : Q¢ x[0, T] — R?,
les champs des contraintes o : Qf x [0,T] — S% les champs les potentiels électriques

¢t x [0,T] — R, les champs des températures 7° : Q° x [0,7] — R, le champ
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2.1 Formulation du probléme

d’endommagement £ : Qf x [0,7] — R, un champ d’adhésion ¢ : I's x [0,7] — R, et

les champs des déplacements électriques D* : Q° x [0, T] — R? tels que :

of = A" (e(i)) + B (e(u’), 7", €°) = () E*((")
D' = &e(u)—-B'V¢!

= kAT = O (e(uf), 75, €5 + X

£ — KIAE + 0 (€5) 5 W (e(uf), 74, &)

plit = Dive' + f¢

divD" — ¢ =0
ut=0
ot = 2@

011, :0'3 =0y,

dans Q° x (0,7, (2.1)

dans Q°x(0,T), (2.2)
dans Q° x (0,7), (2.3)
dans Q° x (0,7, (2.4)
dans Q° x (0,7), (2.5)
dans Q° x (0,7), (2.6)
sur T4 x (0,T), (2.7)

sur I's x (0,7), (2.8)

sur I's x (0,7), (2.9)

sur I's x (0,7, (2.10)

sur I's x (0,77, (2.11)
sur I'“ x (0,7), (2.12)

sur T x (0,7), (2.13)
sur I'Y x (0,7), (2.14)
sur T x (0, 7), (2.15)
dans Q°, (2.16)

sur I's. (2.17)
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2.1 Formulation du probléme

Dans ce qui suit, nous fournissons quelques commentaires sur les égalités et les conditions
son limites — .

Premiérement, les équations et (2.2)) représentent la loi de constitutive thermo-
électro-viscodlastique avec endommagement du matériau dans laquelle e(u’) représente
le tenseur linéarisé¢ de contrainte, A’ et B’ sont des opérateurs non linéaires décrivant
respectivement les propriétés purement viscosité et thermo-élasticité avec endommage-
ment, ou E(C*) = —V(’ est le champ électrique, £ = (e; ;) représente le tenseur
piézoélectrique du troisiéme ordre, (£Y)* est sa transposée et BY désigne le tenseur de
permittivité électrique.

L’équation représente la conservation de 'énergie ott ©° est une fonction constitu-
tive non linéaire qui représente la chaleur générée par le travail des forces internes et \*
est une source de chaleur volumique donnée. L’évolution du champ d’endommagement est
régie par l'inclusion de type parabolique donnée par la relation . Les équations
et (2.6 sont les équations d’équilibre pour les champs de contrainte et de déplacement
électrique, respectivement. Ensuite, les équations et (2.8) représentent respective-
ment la condition aux limites de déplacement et de traction.

La condition représente les conditions normales de compliance avec adhérence ou
p, est la fonction de compliance normale, 7, est un coefficient d’adhérence donné et R,
est 'opérateur de troncature (voir et figure (|1.1.4)). La condition représente
la condition de contact adhésif sur le plan tangentiel, dans laquelle p, est une fonction
donnée et R, est 'opérateur de troncature (voir (|1.11)).

Ensuite, ’équation (2.11)) représente ’équation différentielle ordinaire qui décrit 1’évo-
lution du champ d’adhésion et elle a déja été utilisée dans [4, 29]. La relation
représentent une condition aux limites de Fourier pour la température sur I'Y. La condi-

. .. L. .. L. \ NS
tion aux limites ([2.13) décrit une condition aux limites de Neumann homogéne ot 5>

est la dérivée normale de &°. (2.14)) et (2.15) représentent les conditions son limites élec-
triques. Enfin, (2.16]) et (2.17) représente les conditions initiales.

Dans I’étude du probléme P, nous considérons les hypothéses suivantes :

L’opérateur de viscosité A’ : Qf x S¢ — S? satisfait :

(

(a) Il existe C'},, C% > 0 tel que

| Al (z,€)| < Clile| + C%, Vee S, pp.zeQ
(b) 11 existe m 4 > 0 tel que

(Af (z,61) — A (z,62)) - (61 — €2) > mge |€1 — €| (2.18)

Ver, e €S pp. xz € QL. '
(¢) L’application x — A’(x, €) est Lebesgue mesurable sur °,

pour toute € € S

(d) L’application € — A*(z, €) est continue sur S¢, p.p. z € Q.
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2.1 Formulation du probléme

L’opérateur d’élasticité B’ : Q2 x S x R x R — S? satisfait :

[ (a) 1l existe une constante Mg > 0 tel que
‘Be (z,e1,7m1,dy) — B (2, €3, 79, dg)}
< Mpe (ler — €2| + [r1 — 2| + |di — da)
Ver, e € S, Vry,r9,dy,ds €R, p.p. x € QF.
(b) L’application x — Bf(x, ¢, 7,d) est Lebesgue mesurable sur 0,
pour toute € € S et r,d € R.

| (c) L’application x — B*(z,0,0,0) appartient a H*.

L’opérateur de permittivité électrique B’ = (ij) (Y x R?T — R? satisfait :

(a) B, = Bf; e L™ (Q) ,1<i,j <d.
(b) Il existe une constante Mpe > 0 tel que
Bfr.m > Mp|n|?, Vr=(m)€R? pp. xe Q.

L’opérateur piézoélectrique £° = (efjk) (xS — RY satisfait :

La fonction énergétique ©°: Qf x S x R x R — R satisfait :

( (a) Il existe une constante Lge > 0 tel que

‘@z (z,e1,71,dy) — OF (z, €2, 79, dg)‘
< Lee (|e1 — €] + |11 — o] + |d1 — da)
pour tous €1, €3 € Sd, pour tous rq,7y € R,
pour tous di,ds € R, p.p. x € Q.
(b) L’application z + ©(x, €, 7,d) est Lebesgue mesurable sur QF,
pour tous € € Sd, pour tous r,d € R.
(¢) L application = — ©%(z,0,0,0) € L? (QF).

\

La fonction source d’endommagement ¥* : Qf x S x R x R — R satisfait :

( (a) Il existe une constante Mye > 0 tel que

’\Ife (z,e1,r1,dy) — U (2, 69,79, d2)|

< Mye (|1 — €2f + [r1 — 12| + [dy — da])

Ver, e € S Vry,re,dy,ds € R, p.p. x € QF.
(b) Ve € S? et r,d € R, ¥¥(., ¢, 7,d) est Lebesgue mesurable sur QF.
(c) L’application z + ¥¥(z,0,0,0) appartient a L2 (QZ) .

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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2.1 Formulation du probléme

La fonction de compliance normale p, : I's x R — R, satisfait :

(a) Il existe une constante L, > 0 tel que

oy (z,7m1) — py (x,72)| < Ly |1y — 12| Vri,re €R, p.p. x € .

2.24
(b) pu(.,7) est Lebesgue mesurable sur I's, pour toute r € R. (2.24)
(¢) pu(z,7) =0 Vr <0, p.p. z € I's.
La fonction de contact tangentiel p, : I's x R — R, satisfait :
( (a) Il existe une constante L, > 0 tel que
pr (z,71) = pr (2,72)| < Ly |ry — 1| Vri,r2 €R, pp.w €T,
(b) 1l existe une constante M, > 0 tel que
(2.25)

Ip-(x,7)] < M, Vr € R, p.p. x € I's.
(c) p-(.,7) est Lebesgue mesurable sur I', Vr € R.

(d) L’application = + p,(x,0) appartient a L (T'3) .

La fonction de taux d’adhésion H,y: 3 x R x R x R x R*!1 — R satisfait :

(

(a) 1l existe L,q > 0 tel que
|Hoa (2,71, dy, 81, M) — Hag (2,72, da, S2, Ao)|
< Lag|r1 — ro| + |dy — da| + |s1 — s2| + | A1 — A9
Vri,re, di, da, 51,80 € R, A, Ao € R pop. w €T,
(b) L’application x +— Hyq(x,r,d, s, \) est mesurable sur I's,
pour toute r,d, s € R, A € R¢1, (2.26)
(c) L’application (r,d, s, \) — Hyq(x,r,d, s, \) est continue sur
RxRxRxR“ pp. xels.
(d) Hog(z,0,d,5,\) =0, Vd,s€R, A€ R pp. xels,
(e) Hug(w,7,d,5,0) >0, Vr<0,d,scR NeR pp. xely, et
Hug(z,r,d,s,\) <0, Vr>1,d,se€R, NeR¥ pp. xels.

\

Dans ce paragraphe, nous supposons que la masse volumique p° satisfait :
pte L™ (Qe) . il existe p* > 0 tels que p* > p* p.p. z € Q, £ =1,2. (2.27)

Nous supposons aussi que les forces volumiques f§, les tractions f5, et les charges élec-

triques volumiques ¢ et surfaciques ¢ ont les régularités
fe 12 (0.1502(2)"), fhe 12 (01512 (rh)"), (2.28)

g€ C(0,T;L% (), ¢5eC(0,T;L*(T})), (2.29)
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2.1 Formulation du probléme

¢(t)=0 surTy Vte (0,7T). (2.30)

Le coefficient d’adhésion ~, satisfait :

v € L (T3), v >0, p.p.sur ['s. (2.31)
Le coefficient d’énergie xj et le coefficient de diffusion de microfissures k‘ vérifient :
kb >0, K'>0. (2.32)
Finalement, les conditions initiales satisfont :
uy e Vool e HY, rhell, & e K pp.oxef (2.33)
w€L*T3), 0<¢<1, pp. zcls. (2.34)

Nous allons utiliser un produit scalaire modifié sur ’espace de Hilbert, défini par

2
((u,v))g = Z (pu’,v%) e, Vu,v € H. (2.35)
=1
Soit ||| . |||z la norme associée donnée par
1

v lla= ((v,0))f,  Yve H. (2.36)
I1 découle de I'hypothése (2.27) que ||| . |||z et || . ||z sont des normes équivalentes
sur H, et aussi I'application d’inclusion de (V.|| . ||v) dans (H,|| . ||x) est continue et

dense. On note V' l'espace dual de V. En identifiant H avec son propre dual, on peut
écrire le triplet de Gelfand
VcHcCV.

Nous utilisons la notation (.,.)ysxy pour représenter I'appariement de dualité entre V'’
et V', rappeler que
(u,v)yrxy = ((u,v))g, Yue HVvelV. (2.37)

On définit la fonction f = (f*, f2):1[0,7] — V' par

2 2
FO.0v =3 [ O Y [ g e, weviieo.m, (239
=1 79 =1 7%

et, la fonction ¢ = (¢',¢?) : [0,T] — W par

Université Hamma Lakhdar I’EL Oued 28



2.2 Formulation variationnelle

(q(t),‘lJ)W:Z/ qf;(t)-qﬂdx—z/ ¢s(t) - Ulda, YU €W, te€(0,T), (2.39)
—1 7 — /T

notons que les définitions de f et ¢ sont basées sur le théoréme de représentation de

Riesz ; de plus, les conditions (2.28) et ([2.29)) impliquent
feL*0,7;V), q€C0,T;W). (2.40)

Nous introduisons les fonctions continues suivantes a : Ly x Ly — R, ag:L; x L; — R,

par ) )
() = £ veh-vetd A ‘¢*da, 2.41
ao(&,¢) ;’%/gz 3 Cflf‘i‘; ofrefCa ( )
2
a(6,¢) =) k' / Vet vitde. (2.42)
=1 Qf

On définit aussi la fonctionnelle d’adhésion comme suit j,q: L>®(I'3) x V x V — R par
Jad(S,u,v) = / (=75 R (uy, +up)vp] + pr () Rr(|uy — uF[)[vr]) da, (2.43)
T's
et, la fonctionnelle de compliance normale j,.:V xV — R par

Jue(u,v) = /r Dy (u,lj + u?,) [v,] da. (2.44)

I1 découle des hypothéses (2.24)),(2.25) et (2.28])-(2.31)) que les intégrales dans ([2.38)),
([2.39) et (2.41)-(2.44) sont bien définies.

2.2 Formulation variationnelle

A T'aide des formules de Green on voit directement que si u, o et ¢ sont des fonctions

suffesamment réguliéres qui satisfont (2.5)), (2.7), (2.9) et (2.10) avec (2.43)), (2.44) pour

tout t € [0,7], on déduit que

(0, e(v))ye + (Divot, v*) e = / o'v' - vtda, W' € HY,
T¢

on a

o'e(V)dx + | Dive' -v'de = | oW -vida+ | oV -vlda+ | oV vlda,
Q¢ Q¢ r{ rs rf
1 2 3

Vol e V¥,
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2.2 Formulation variationnelle

de la définition de I'espace V¢ avec (2.5) et (2.7)-(2.8), on obtient

/ ae&?(vg)dij/ peﬁfmed:c—/ fiootde = | ff- Zda—i—/ o't vtda, W' eV,
Qf Qt Qt rs rf

la formule de Green pour ¢ =1

/ ole(v')da +/ plit - v'dr — / fovlde = / fy -v'lda
o} o} o r}

2

—I—/ o'l vlda, W' eVl (2.45)
Tl

3

la formule de Green pour ¢ = 2

/ o’e(v?)dzx +/ prii? - vidr — / f3-vide = / 1 -v'da
02 02 02 2

—i—/ o?v? -vida, Yv* € V?, (2.46)
T2

3

A addition - et -
2 2 2 2
Z/ ole(v)dr + Z/ pliit - vtdr — Z fEvtde = Z/ £y -vtda
Q =1 7 —1 /Y =1 /1%

(=1

2
+ g o'Vt vtda, W' e VY,
Fl
/=1 3

Z pliit v = (1, 0) e = (i, 0)vrxy, Vi€ H, Vv €V,

on a

Za e(v"))pe + UUV’XV—Z/ fiL gdx%—Z/fQ da

2
(=1
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2.2 Formulation variationnelle

+ Z/ oVt - vtda, W' e VY,
d’aprés (2.38)

2 2
(f(t),v)wv:Z/ f(f(w-vfdﬁz/ @) -vlda, Vv eV, te(0,T),
=1/ =1 /T%

en suite

2 2
S (ot + (e, ey = GO0y + 3 [ o itda, it eV
¢=1"1s

(=1

On calcule Z/ o'vivtda =7 :
I's

2
E / o'Vt vtda = / o't - otda +/ o?v? vida
T I's I's

:/ U,fv,fda—i-/ avada—i—/ aivlda—i—/ o2v? da
s I's I's T's
[ty dat [ o (ot—02)da

I's s
_ /F 3

(=po(uy, + ul) + 7 Ry (uy, + up)) (v, +v2)da

+40m$mﬂﬁ—ﬁm@#W3m

w

alors

2
; /rg ot vtda = /r3 Y$* Ry (uy, + ) [vy] da — /r3 pr($)R-(|ul — u3|) [v,] da
- / pu(uy, + ) [vy] da.
I3
D’aprés _’ on a
2
Z(Uf’s(vf))m + (1(t), v)vixy = (f(t), v)vixv — Jaa(S(t), u(t),v) — juc(u(t), v),
=1

Vol e V¥,

Université Hamma Lakhdar I’EL Oued 31



2.2 Formulation variationnelle

d’aprés (2.1)), on a

(i(t), v)vrey + Y (A'e(d’ (1), ("))

2

+ (B (e (1), 7 (8), £ (1), £(v)) e + Y (€)Y (1), 2(01))

— =1
FJad(s (), u(t),v) + juc(u(t),v) = (f(t),v)vny Vot € Vit e (0,T).

(2.47)

—_

Maintenant, pour tout ¢ € [0,7] et de (2.3)), on obtient

(7.—£<t> - Xe(t)7 5£)L2(Qé) - (RéATZ(t), 6€>L2(QZ) = (66 (g(ue(t))7 7—[<t>’ gf(t)) 75€)L2(QE) )
vt e LY, (2.48)
en utilisant la formule de Green, on a

o't
—rg (AT (1), 56)[/2(9[) =rp [ VL) - Vo'dr — K} ; E )
(o4 a4 v

§'dr, V&' e L,

on a d’apres (2.12)

— wh(ATH(H), 5Z)L2(QZ) =kl [ VL) - Vtde + Af;/ (t) 6'dx, Vo' et (2.49)

Q¢ re¢

nous utilisons I'égalité (2.48) et (2.49), on trouve

(7(t) = X'(£), ") p2aey + K6 | VT(E) - V'dz + A) / TH(t) §'da

Q¢ ¢

= (O (s(u'(£)), 7 (1), €°(1)) +0°) oy VO €L,

alors

d’aprés ([2.41]), on obtient

ST — X1, 8 1) + ao(r(1).8) = S (O (et (). 7 (1), £1) .6°) 1o gy

/=1 /=1
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2.2 Formulation variationnelle

Vot e L. (2.50)

Soit &4(t) € K¢ et pour tout t € [0,7], de la définition (1.17) de Oge(£Y) et de
(2.4), on obtient

(2 (= (), 7' (1), €'0) — €60) + nAL 0,0~ E(0)) , < 0, W' € K,
donc
¢ ¢ ¢ Y T
(e ). 0. € 1) 0~ €0))
< (€08 1) , 0~ (LD = E0) iy
en utilisant la formule de Green, on a
4
(AE(0.5 = €10) gy + (VE @V — €0) gy = [, 556~ 01
d’aprés , on obtient
(06" = €0)) oy = = | VE W) V0" = €0
en suite
(0.0 =€) o + 5" | VE DV~ 1)
¢ [ ‘ ¢ Y
> (W (e (1), 7 (0.€0), 6 €))L
alors
> (0.6 = €0)) o T | VEW -V € 0)dr
=1 =
2 30 (V). 0. W) = €)WK
d’aprés , on trouve
S (€, of §£(t>>L2(Qe) +a (€(t),0 — &(1))
/=1
> ; (P (et ), 70, € 0). 0 =€), o 9 € K (2.51)
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2.2 Formulation variationnelle

Enfin, en utilise la formule de Green pour les inconnues électrique du probléme ainsi

que les conditions (2.6), (2.14)) et la définition (2.39)), on a

(D4, VU e + (divDt, U)o = ZD%/ - Uda, VU e HY,
I
d’ou
DY - VU + / divD* - Uldx = | D' U'da+ | DYV U'da,
Qt Qe re It
v e Hf,

pour ¢ =1,2, on a d’aprés (2.14)

/ D' - Utda = 0,
rt

alors
DY . VUidx + /

(X4

divD? - Ulder = / DY Wlda, VU e HY,

£ ¥4
Q re

on a d’aprés (2.6)) et (2.15)

/ DE-V\Iﬂder/ qg-xpfdx:/ ¢ - Vida, VU e H,
Qt Qe r{

la formule de Green pour ¢ =1

D' . VUldx +/ q - V'dr = / ¢ - V'da, VU'e€ H}, (2.52)
Ql Ql Fl
la formule de Green pour ¢ = 2
D? . VU3dg +/ g - Vdr = / @ - Vda, VU? € H? (2.53)
02 02 r?

a addition (2.52) et (2.53)), on a

2 2 2
> Df-vqffdx+2/ qg-\pfdx:Z/ ¢ - Ulda,
—1 /o —1 /9 =1 7T

alors

2 2
> (D, V) e+ Z/ ¢ - dx — Z/ ¢ - Ulda = 0,
=1 /O —1 /T

2
(=1
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2.2 Formulation variationnelle

on a d’aprés (12.39))
2 2
S [ de van =Y [ afewda = (aft). W
(=1 79 =1 7T,
on a
2
> (D V) e+ (g(t), ¥)w =0,
=1
donc

=D (D V) e = (a(t), V),

de (2.2)), on obtient

[\
[\

Zl (B*V¢H (1), VI ; ), VI 0= (q(t), V), o)

YO e W,t e (0,7T).

De 2.1), 2-2), 47), @50), @-51), @.54), @-11)), [2.16) et (2.17), on obtient la for-

mulation variationnelle du probléme P.

Probléme PV. Trouver les champs des déplacements u = (u',u?) : [0,T] — V, les
champs des contraintes o = (o!,0?%) : [0,T] — H, et les champs des déplacements élec-
triques D = (D', D?) : [0,7] — W, un champ de potentiel électrique ¢ = (¢!, ¢?) :
[0,T] — W, les champs des températures 7 = (7',7%) : [0,7] — L, les champs d’en-
dommagements ¢ = (£*,&?) : [0,7] — Ly, et un champ d’adhésion ¢ : [0,7] — L> (T'3)

tels que :
ol = A (5(1/)) + B (e(ué), 76,56) + (£ vt dans Q° x (0,7T), (2.55)

= &% (u") — BV dans Q° x (0,T), (2.56)

)

(i@(t), v)vrxy + Y (Ae(d’(1),(v"))

+ Z (B (e(u'(t)), (1), £ (1)) ,5(1}4))# I Z ((56)*VCE(t),5(vz))HZ ’ (2.57)

2
(=1 {=1

Had(S(1), u(t), v) + jue(u(t), v) = (f(), v)vy Vo€V, 1€(0,T), )

S0 — X(1). 81y + an(r(1).8) = 3 (O (e (1), 7 (1), €9) .6°) Lo

V6 € Ly, (2.58)
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2.2 Formulation variationnelle

€0 e K, 30 (E0.0 —€m) ,  +ale).s— )

> (W (e (1)), (1) 1) 16" = D) g
Vs e K, te(0,T), (2.59)

Y4 Y] ¢ _
; B'vct(t), v ; ), VI 0 = (q(t), V)w 2.60)

Yo eW, te(0,7),
() = Haag (s(t),S(8), Ry (ul(t) +u2(t)), R ([ul(t) — u2()])) sur [y x (0,7), (2.61)

u(0) = uy, 1(0) = vy, 7(0) = 70, £(0) = &, ¢(0) = <. (2.62)

Remarque 2.2.1. On note que, dans le Probleme P et dans le probléeme variationnel
PV nous n’avons pas besoin d’imposer explicitement la restriction 0 < ¢ < 1.

De ’équation on obtient que <(z,t) < () et c’est pourquoi I’hypothése
montre que ¢(x,t) <1 pour t >0, p.p. x € I's.

D’autre part, si <(z,to) =0 a linstant ty, alors il s’ensuit de que <(x,t) =0 pour
tout t >ty et ainsi s(x,t) =0 pour tout t > tog, p.p x € I's.

Nous concluons que 0 < ¢(z,t) <1 pour tout t € [0;T], p.p x € T's.

Dans le reste de cette section, nous présentons quelques inégalités comprenant les
fonctionnelles j.q et j,. qui seront utilisées dans les sections suivantes.
Ci-dessous dans cette section, ¢,¢;,c dénotent les éléments de L*(T'3) tel que
0<5¢,61,52 <1 p.p.sur I's, ui,us,vr, v, u’ et v’ représentent des éléments de V¥, et C
est une constante générique positive qui peut dépendre de Qf I's, V-, %, Py, Pr, L €t M,
dont sa valeur peut changer d’un endroit a l'autre.
Pour la raison de simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite
aux fonctions diverses sur z € Q' U Q2 U 5.

D’abord nous faisons remarquer que les fonctionnelles j,q et j,. sont linéaires par

rapport au dernier argument et donc

jad(§7u7 _U) = _jad(g7uvv)a

jvc(u7 _U) = _juc(u’v)‘

Ensuite, en utilisant (2.43]) et les inégalités |R,| < L, |R;| < M, 0 < ¢, < 1, nous
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2.3 Existence et unicité de la solution

déduisons que

Jad(S1, U1, U2 — U1) + Jaa(So, w2, ug —ug)| < C |1 — <o ||ur — uz||da,
I's

en combinant cette inégalité avec , nous obtenons
Jad(S1, U1, Ug — U1) + Jaa(S2, U, ur — uz)| < Cll6r — Gl L2y [Jur — uzllv, (2.63)
en choisissant ¢; = ¢ = ¢ dans , nous trouvons
jad(§1,ul,u2 - Ul) +jad(§2, Uz, Uy — UZ) <0, (2-64)

des manipulations semblables, basées sur la Lipschitzialité des opérateurs R, et R,

montrent que

‘jad(gvulav) - jad(§7u27v>’ S CHUl - UQHVH'U”V,

aussi, nous prenons u; = v et us = 0 dans (2.64) ensuite nous utilisons les égalités
R,(0) =0,R,(0) =0 et (2.63) pour obtenir

jad(ga u, U) Z 0.

Maintenant, nous utilisons ([2.44)) pour voir que

juc (ub U) + jl/c (u27 U) < . |pV ([U’lV]) — DPv ([UQVD| HUVH da’

ensuite, (2.24))(b) et (1.15) impliquent
’juc (ula U) + jl/c <u27 U)’ < C Hul - UQHV HU”V7

nous utilisons encore une fois (2.44) pour obtenir

Jue (Ul,u2 - U1) + Jue (UQ, Uy — U2) = —/F (pu<[uly]) - pu([Um/])) ([ulu] - [U2u]) da,

et alors, (2.24))(c) implique
jI/C (U1, Uz) - jI/C (Ul, ul) + jI/C (u27 ul) - jI/C (u27 UZ) S 07 (265)
aussi, nous prenons u; = v et uy = 0 dans l'inégalité (2.24))(c) et (2.65]) pour obtenir

Jue(v,v) > 0.
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2.3 Existence et unicité de la solution

2.3 Existence et unicité de la solution

Notre intérét principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et d’uni-

cité pour le probléme variationnel Probléme PV .

Théoréme 2.3.1. Sous les hypotheses (2.18)-(2.34), le probleme variationnel PV

admet une solution unique {u,(,7,0,&,¢, D} ayant la régularité suivante :

uwe W0, T;V)NCH0,T; H), i€ L*0,T;V"), (2.66)
¢ e C(0,T;W), (2.67)

€ L*(0,T;L,) N H(0,T; L), (2.68)

o€ L*(0,T;H), (Dive' Dive?®) e L*(0,T;V"), (2.69)
¢ € HY(0,T;Ly) N L*0,T;Ly), (2.70)

¢ € W (0,T; L*(T's)) N Z, (2.71)

D € C(0,T;W). (2.72)

Un jeu de fonctions {u,(,7,0,§,¢, D} qui satisfait (2.55)-(2.62)) est appelé solution
faible du Probléme de contact P.
Nous concluons que sous les hypotheéses (2.18)-([2.34)), le probléme mécanique ([2.1))-([2.17))

a une solution faible unique qui satisfait ([2.66))-(2.72)).
Passons maintenant a la démonstration du théoréme ([2.3.1]) qui s’effectue en plusieurs

étapes que nous prouvons dans ce qui suit :

Démonstration du Théoréme [2.3.1]

Nous supposons dans la suite que les hypothéses — sont vérifiées. En outre,
partout dans cette section, C' représentera une constante positive générique qui peut
dépendre de Qf,T¢ T%,T's, py, pr, Vo, A BY €8, BY Hyg, ©F, W K L et M, dont la valeur

peut changer d’un endroit a l'autre.

Premiére étape : Soit n = (nt,n%) € L*(0,T;V’) donné, et nous considérons le

probléme variationnel suivant :

Probléme 'PVZ Trouver les champs des déplacements u,, = (u}],ug) [0, T] =V

tels que :

(it (1) )y + ) (Alelitg (1)), £(0)) e + (L), 0wy

=1 (2.73)
= (f(t),U)V/XV Yv € V, P-P. t e (0,T),
uf;(O) = up, uf;(()) = v§ dans QF.
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2.3 Existence et unicité de la solution

Pour I’étude de ce probléme on a le résultat suivant d’existence et d’unicité.

Lemme 2.3.1. Le probleme PV, posséde une solution unique qui satisfait la réqularité

(2-66)).

Démonstration. On définit 'opérateur A : V — V'’ par

(Au,v)yrey = Y (Ale(u’),c(0")),, Yu,veV, (2.74)
/=1

en utilisant ((1.14)), (2.18)) et (2.74)), il s’ensuit que

2
lAu — Av|Z < 37 || Ae(uf) — Ale())|);,  Yu,v eV,
(=1

et en gardant a l'esprit le théoréme de Krasnoselski (1.2.8) (voir [23], p.60), on en déduit

que A:V — V' est un opérateur continu et donc semi-continu.

Maintenant, par (1.14]), (2.18])(b) et (2.74)), on trouve
(Au — Av,u — v)yrxy > min {my, ma} |lu— vl Yu,v €V, (2.75)

ol m = min{m,my2}, i.e. A:V — V' est un opérateur monotone. On prend v = 0

dans ([2.75) et on obtient

(Au, wyrey = mlfully, — || Aollv[|ully

1 1
> cmllulfy — 5[ Aolft VeV,

de plus, a l'aide de (2.18))(a) et (2.74) nous déduisons que
||Au||v/ < CIHU”V + C? Yuce V,
ou C' =max {C%,,CY} et C* = max {C%,,C%}.

Enfin, nous rappelons que par ([2.40)) nous avons f —n € L?(0,T;V"’) et vy € H.
I vient du Théoréme ([1.2.10]) qu’il existe une unique fonction v, qui satisfait

v, € L*(0,T;V)NC(0,T; H), v, € L*(0,T;V"), (2.76)
0, (t) + Avy () +n(t) = f(t), p.p-t € (0,T), (2.77)
vy(0) = vo. (2.78)
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Soit w, : [0,7] — V une fonction définie par

u,(t) = /Ot vy(s)ds +ug Vt e (0,7). (2.79)

On déduit de ([2.74)) et (2.76)-(2.79) que w,, est la solution unique du probléme variationnel

PV, et qu’elle satisfait la régularité exprimée en (2.66)). m

Deuxiéme étape : Soit n € L2(0,7; V"), nous utilisons le champ de déplacement

u, obtenu au lemme (2.3.1)) et nous considérons le probléme variationnel suivant :

Probléme PV%. Trouver le potentiel électrique ¢, = (¢, ¢7) = [0,T] — W tel

que :

2
(B'V¢ (1), VI, ), VIt
; ; )i (2.80)

=(qt), V)w V¥ eW, te(0,7).
Nous avons le résultat suivant.
Lemme 2.3.2.
1. Le probleme PV% posséde une solution unique qui satisfait la régularité (2.67)).

2. s1 (; représente la solution du Probleme PV% correspondant a u;, 1 = 1,2, alors

il existe C'> 0 tel que
161() = @) Iy < Cllua(t) —uz(®)lly, V€ (0,T). (2.81)

Démonstration. Soit b(.,.) : W x W — R la forme bilinéaire donnée par
2
=> (B¢, V), Y TeW,
=1

nous utilisons et (2.20)) pour déduire que b(.,.) est continue, symétrique et coercitive
sur W.

En outre, nous appliquons le théoréme de représentation de Riesz pour définir la
fonction L, : [0,7] — W tel que

(Ly(£), W)y = (q(6), W + 3 (E2(ul(£)), V'), VU €W, 1 € (0,7),

en appliquant le théoréme de Lax - Milgram ({1.2.7]) on obtient I'existence et 1'unicité
G(t) € W tel que
b(gn(t)7 \Ij) - (Ln(t)7 W)W V\Ij S VV,
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nous concluons que ¢,(¢) est une solution du Probléme PV%.
Pour ty,t € [0,7], en utilisant des arguments basés sur ([1.16)), (2.20)), (2.21) et (2.80)

nous trouvons

16y (t1) = Gy ()l < € (Ilun (t1) — uy ()l + g (21) — a (t2) ) , (2.82)

comme u, € C(0,7;V) et ¢ € C(0,7;W) nous déduisons de 'inégalité (2.82)) que
G, € C00,T;W).
Finalement, 'inégalité (2.81]) est obtenue par des arguments similaires & ceux utilisés dans
la preuve de I'inégalité précédente, ce qui conclut la preuve. m

Troisiéme étape : Soit A = (A, \?) € L?(0,T;1Ly), et considérons le probléme
auxiliaire :

Probléme PV). Trouver le champ de température 75 = (73, 77) : [0,7] — Lo, tel

que :

D () = N(t) = X(1), 61 + ao(7a(),0) =0 V6 € Ly, (2.83)
=1

72(0) = 0.
Nous avons le résultat suivant pour le probléeme.

Lemme 2.3.3. [l existe une solution unique Ty au probleme auziliaire PV vérifiant
(12.68]).

Démonstration. De plus, par application de I'inégalité de Poincaré-Friedrichs(|1.16)), on

peut trouver une constante cq > 0 telle que
)\f
Vo' |*dz + —2/ |0°|*da > cO/ 0/PPde Ve Lt (=1,2.
Qt Ro Jr¢ (o4

Alinsi, on obtient
ao(0,8) > 1|87, V6 = (8',6%) € Ly,

ol ¢; = min (1, co, K, k2) /2, ce qui implique que ag est L;— elliptique.

Par conséquent, sur la base des arguments classiques de ’analyse fonctionnelle concernant
les équations paraboliques [2], 'équation variationnelle a une solution unique 7y
vérifiant 7,(0) = 7o et la régularité (2.68). m

Quatriéme étape : On donne p = (p',p?) € L*0,T;Ly), et on considére le

probléme variationnel suivant pour le champ d’endommagement :

Probléme PVfL. Trouver le champ d’endommagement &, = (&5,£2) : [0,T] — Lo
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tel que :

]

&) e Ko D0 (40.0° =€), +al6l®).d - &)

~

! ) (2.84)
> (W(0).0" ~ &), VSEK, pp.te(0T),

(=1

6#(0)2507
o K =K' x K2.

Le résultat abstrait suivant pour les inégalités variationnelles paraboliques.

Lemme 2.3.4. Pour tout p € L*(0,T;Ly), Le probléme aumiliaire PVi admet une
solution unique &, qui satisfait (2.70)).

Démonstration. L’application d’inclusion de (L, | - ||,) dans (Lo, | - |lL,) est continue
et a image dense. Notant par IL/l I'espace dual de IL; et identifiant le dual de IL; avec

lui-méme, nous pouvons écrire le triplet de Gelfand
L, C Lo=1LyCLj,

nous utilisons la notation (-, ~)1L/1 «1, bour désigner le produit de dualité entre ]L,/1 et Ly,

nous avons

(57 gO)]L,llx]Ll = (§7 SO)]L() \Vf 6 IL’Oa SO 6 ]L’la

on sait que ’ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble non
vide, fermé et convexe dans LL;. Ainsi, le champ d’endommagement initial { € K.
Maintenant, en utilisant la définition ([2.42)) de la forme bilinéaire £, pour tout d,¢ € Ly,

on a

a(d, ¢) = a(e,0),
et

|a(0, )| < 3K [[V6lu [[Vollu

< cl[d]m [|@]m,

donc, a est continue et symétrique. Ainsi, pour tout ¢ € Ly, nous avons

a(9,8) = k || Vlli,
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alors

a(d,0) + (k+ 1) 0l12, = & (IVollf + l1611%,) -

et d’oll

a(0,0) +c2 0lIE, = BISNIE, c2=k+1 et B=k.
Nous remarquons que toutes les conditions du théoréme (1.2.11)) sont vérifiées, implique
que (2.84) a une solution unique £, ayant la régularité (2.70). m

Cinquiéme étape : Nous utilisons le champ de déplacement u, obtenu dans le

lemme ([2.3.1)) et nous considérons le probléme aux valeurs initiales suivant :

Probléme PV;. Trouver le champ d’adhésion s, = (s;,57) : [0,7] = L*(Ts) tel

que :
Sp = Hag (S, s Bo(uy, +u,), Re(uy, —ul [))  sur Ty x (0,7), (2.85)

6,(0) =< dans Q°. (2.86)
On a le résultat suivant.

Lemme 2.3.5.
1. 1l existe une solution unique ¢, € W5 (0,T; L*(I's)) N 2 du probleme PV,

2. si u; représente la solution du probleme PV, pour n; € L*(0,T;V"),i=1,2, alors
il existe C'> 0 tel que

l1(t) = 2(D)ll p2ry) < C/O lur (s) = ua(s)lly ds ¥t € (0,T),. (2.87)

Démonstration. Pour la simplicité, nous supprimons la dépendance de diverses fonctions
sur I'3, et notons que les égalités et inégalités ci-dessous sont valables p.p. sur I's.

Considérons l'application G, : [0,T] x L*(I's) — L*(T'3) défini par
Co(t:) = Haa (500 Rty +12,), Bl = 12,1)

pour t € [0,T] et ¢ € L*(T'3), d’apres les propriétés des opérateurs de troncation R, et
R., il résulte que G, est Lipschitz continue par rapport au deuxiéme argument et cela
uniformément dans le temps. D’ailleurs, pour n’importe quel ¢ € L?(I'3), I'application
t — G,(t,s) appartient & L> (0,T; L*(T3)).

De plus, en utilisant le Théoréme du Cauchy-Lipschitz , nous constatons qu’il existe
une fonction unique ¢, € W (0,7; L*(T's)) solution du Probleme PV,

Aussi, d’aprés les arguments utilisés dans la Remarque nous déduisons que
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2.3 Existence et unicité de la solution

0 <¢,(t) <1 pour tout t € [0,7], p.p sur I's.
Par conséquent, a partir de la définition de I’ensemble Z, nous montrons que ¢, € Z.

A partir du probléme de Cauchy (2.85)-([2.86]), on peut écrire

t
60 =0 [ Hoa (509, 6(5), Bolul + ) (5), Bl = w2 )(5) ds.
0
et alors
t
[61() = 2Dl p2ry) < C/D [61(s) = S2(8) [l 2y ds

t

+ C/O ||RV (ui, () +ui,(s)) — Ry (u3,(s) + u3,(s)) “LQ(Fg) ds
t

+ OA ||R7' (lUiT(S) - U%T(S)|) - RT (|U%T<S) - u%T(S)|) HLQ(F;;) ds?

en utilisant la définition de R, et R, et en écrivant ¢ = ¢ — ¢ + ¢, on a

t t
|mw—@@mmwso(éHMQ—@@mm@w+Anm@wwﬂmmmw@)

ensuite, on applique I'inégalité de Gronwall pour en déduire

t
|mw—@@mw@scAWM@—w@hwwm,

et de la relation (|1.15]), on obtient

l1(8) = 2Dl L2y SC/O lus(s) — uz(s)lly ds.

Ce qui conclut la preuve du lemme (2.3.5). =

Dans la prochaine étape : en conséquence de ces résultats et en utilisant les
propriétés de lopérateur B, l'opérateur £, la fonctionnelle j et les fonctions W' et

©f, pour t € [0,T], on considére 'opérateur
I: L2(0,T; V' x Lo x Lg) = L*(0,T; V' x Lo x Lg)
tel que

(7, A, ) (8) = (T1 (9, A, ) (), T (1, X, ) (£), TP (1, A, ) (1)) € V< Lo x Lo, (2.88)
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2.3 Existence et unicité de la solution

défini par les équations

2

(I (9, A ) (D), 0) ey = D (B (e (8)), 73(6), 64(1)) 12 (v1))

) =1 (2.89)
+ ) (E) V), 2(09)) 0 + Jaa (s (D) (), 0) + fue (uy(£),0) - Vo €V,
(=1
(0, A, 1) () = (0" (e(uy (1)), 7 (1), £, (1)) , ©2 (e (up (1)), 7X (1), £1(1)) ) (2.90)
(A w)(t) = (P (e(uy (8), 72 (8): €,(1)) U2 (e(up(t)), 73(1), €1(2)) ) - (2.91)

Ici, pour tout (n,A\,p) € L?(0,T;V" x Ly x Lg), nous utilisons wu,, ¢,, 7, &, et g, re-
présentent le champ de déplacement, le potentiel électrique, le champ de température,
le champ d’endommagement et le champ d’adhésion obtenus les lemmes (12.3.1)), (2.3.2)),

(2.3.3), (2.3.4)) et (2.3.5)) respectivement, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.6. L’opérateur 11 admet un point fize unique

(", N 1) = (", A, 1*) € L2 (0, T; V' x Lo x Lg).

Démonstration. Nous montrons que pour un nombre entier positif m, la puissance m
ieme de l'opérateur II, notée IT™, est une contraction dans L? (0,T; V" x Lo x Ly).
Soient t € [0,T] et (m, A1, 1), (M2, Ao, o) € L? (0, T; V' x Ly X Lg) et par simpliciteé,
nous utilisons les notations u,, = u;, U, = U;, Uy, = U, Sy =S, G, = G, T, =T et
§u = &, pour 1 =1,2.

Commencons par utiliser les hypothéses (2.19)), (2.21)), (2.24)), (2.25), (2.43)), (2.44)) et la
Remarque , nous obtenons

HHl (m(8), A (), pua (8)) =TT (ma(1), Ao (1), U2(t))H?//xL0xLo

< ST|IB (e(ul(6), 7(1), €41)) — B (=(ub (), 7 (1), €5(0))

/=1

+ ||ty vetn - () vam

(=1

2

'Hl
oy (udyy + ) = by (1 + 3, [
e |[SEOR (udy, +113,,) = EOR, (b + 13, [,

+c HpT (§1<t)) RT (‘u%m' - u%m") — Pr (CZ(t)) RT (‘u%nr - u%n‘r‘) ||i?(1’\s) )
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2.3 Existence et unicité de la solution

en utilisant (2.19)(a) et ([2.21])

[T (00 (), A (8, 1 (8) =TT (2 (8), Ao (1), 12(D) |31 or s

2
< > M (It () = w2 + I7£(E) = Tl qr
/=1
2
FIEE) = 8 aqar ) + D IED Wi IVEECE) = VC (1) 2
(=1

+c le/ (U%m, + U’%nz/) — Pv (uénu + UST]V) ||iz(l“3)

tc Hgl2 (t)RV (u%nu + u%m/) - §22 (t)RV (u%m/ + ugnr/) ||iQ(F3)
+ c HpT (§1(t)) RT (‘U’L]T - u%’m’}) - pT (§2(t)) RT (‘u%m' - u%nT‘) ||12(F3) )
et en utilisant la définition de R,, R,, on peut récrire

T (a8, A (8), pa(£)) =TI (a8, Aal0), o (D)5
< C (Jlur () — ()| + |1 (8) = @)1,

, , (2.92)
+ [1&(8) = LD, + 16 () = ()l
o) = ®lfary)  pp-te0.7),
ot C = max(Me, | ()" ey ).
t
D’autre part, puisque u;(t) = ug +/ U;(s)ds, on sait que pour p.p. t € [0,7]
0
t
Jur () —ua(B)]ly, < /O [i1(s) — iz ()], ds, (2.93)
on utilise ([2.20)), (2.21)) et (2.80]), pour obtenir
16() = @G < Cllua(t) = ua (D] (2.94)

en appliquant 'inégalité de Young, (2.92)) devient, via (2.87)), (2.93) et (2.94))

T (1 (£), M (8), g2 (£)) — T (o), Ao (8), pa ()|
< C (&) = &M, + Im) — )2, (2.95)

[ lints) = )+ fs(s) = ds) ppt € (0.7).

De plus, on trouve en prenant la substitution n = 7, 1 =1, dans (2.73)) et en choisissant
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2.3 Existence et unicité de la solution

v = U — Uy comme fonction de test

2
(g — g, Uy — Ug)yr ey + Z (Ae(a) — A'e(iy), e(d) — ug))’HZ
(=1
+ (7’]1 — ’I]Q,’Lh — UQ)V’XV =0 P-pP. t e (O,T),

en vertu de - - 2.27)), en utilisant ( ) cette équation devient

= [l () — i (8) I3 + min (g, mae) || (t) — da (0]

< me(t) = m(@) vl (t) — a2 (®)]lv,

on prend m4 = min (m41,m42), et en intégrant cette inégalité sur la variable de temps

d’intervalle (0,t), l'inégalité de Young conduit a

(0 in(£) — i (®) [ + / Jia(5) — tta(3)]2 ds

<2 / I (s) — ma(s) |13 ds,

en conséquence

/ Jin(s) — ia(s)|[2 ds < € / In1(s) = () ds  popte(0.T),  (2.96)

ce qui implique aussi, en utilisant une variante de (2.93f), que

lua (8) — w2 (D) [y, < C/O I (s) = ma(s)lly-ds ppt € (0,7). (2.97)

En substituant maintenant A\ = A;, A = Ay dans (2.83)) et en soustrayant les deux

équations obtenues, on en déduit en choisissant 6 = 7,, — 7\, comme fonction test
(1 — T2, 71 — To)Lo + ao(T1 — T2, 71 — T2) = (A1 — Ao, 71 — T2)r,  P-p-t€(0,7T),

nous intégrons cette égalité par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales

71(0) = 72(0) = 710 et I'inégalité ag(m — 72,71 — 72) > 0, on obtient

1 t
5 In(@) —(t)II7, +Cl/0 I7i(s) = 7a(5)|7, ds

< /0 (A1(8) — Xa(s), () — TQ(S))LO ds p.p.te(0,7),
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2.3 Existence et unicité de la solution

employant les inégalité de Holder et Young ([1.2.6]), on en déduit que

hh@—w@ﬁgH%/WMﬂ—w@ﬁds
/HM Azmhw+/nn )~ ()2 ds  pp.te(0,T),

moyennant une version de lemme de Gronwall ([1.2.5)), il s’ensuit que

HMﬂ—MW&SMﬂﬂ~MW&+AHM$—&@%MS
<c/ua JSIL ds ppt e (0.T),

donc

I (1) = ()7, < C/O IAa(s) = Aa(s)lg, ds  pp- t € (0,T). (2.98)

De la relation (2.84f), on déduit que
(6= &8 — & +al — &6 — &) < (m — p2 & — &)y, PPt €(0,7T),

en intégrant 1'inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales

£1(0) =& et &(0) =& et linégalité a a (& — &, & — &) > 0, pour trouver

3160 =&OIL, < [ (n(s) = pmls). 6(s) ~ &(s)), ds

ce qui implique que

\mw—awﬁsAmMQﬂmwm@+AH&@—awmm,

cette inégalité combinée a l'inégalité de Gronwall, conduit a

6 (1) — &), < C/O i (s) = (), ds. (2.99)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Nous pouvons en déduire, en utilisant ([2.95))-(2.99) que

T (0 (8, Aa(8), e (8)) =TT (), Ao (0), (D)2

<C [ (Imls) = I+ I0u(s) = 2, + (o) = ) ds

T
= C/ (||771<S) - 772(3)”%/' + [[A1(s) = )\Q(S)HEO + |lpa(s) — u2(8)||i0) ds (2.100)
0

2
=C ||(T]1 — N2, A1 — Ao, 11 — N2)||L2(0,T;V'x1L0x1L0) )

de 'hypothése (2.22)), il résulte

722 (71 (), A (), p21.(8)) = T2 (1a(8), Ao (), 12 ()| g
= (10 (e(ur (1)), (1), £1(1)) — © ((uz(t), 72(t), (D) yrap ety
< O (Jua(t) = w25 + [Ima(t) = (DI, + 1€2() = &(DIE,)  p-p- t € (0,T),

cela nous permet de déduire, via (2.97)—([2.99), que

722 (1 (), A (8, p21(8)) = T2 (1a(8), Ao 8), 12 ()|} g e

< [ (Im(s) = w6 + IAuls) = X, + nls) = (I, ds

< C/O (I (s) = ma() 13+ I (s) = Ao, + s (s) = o)l ) ds (2101

2 2 2
=C (Hm - 772HL2(0,T;V’) + A = )‘QHL?(O,T;]LO) + i — NZHLZ(O,T;]LO))

2
= C'|[(m = n2, A = A2y pr — p12) 720 707 ¢ x1L0)

de méme, en utilisant (2.23)) et (2.97)-(2.99), nous obtenons I'estimation suivante pour I3

T2 (71 (), A (), 21.(8)) = T8 (1a.8), Ao 8), 12 ()| g e
= [|¥ (e (wr (1) . 7 (), &1(8)) = W (e (ua(t)) s 72(8), E2(D) 19 scp w1

= C/o (Il (s) = m2(8) I3 + M (s) = Aa(s)l2, + Nua(s) = a(s)IIL,) ds

! (2.102)
SQA“m@—%®ﬁﬁWM®—&@ﬁﬁﬁm@—m@ﬁ&@

2 2 2
=C <||771 - 772||L2(0,T;V/) + ||>‘1 - >‘2||L2(O,T;]Lo) + ||M1 - M2||L2(0,T;1L0)>

2
= C|[(m = n2, At = Aoy pin — p12) 720 707 ¢ xLo) *
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2.3 Existence et unicité de la solution

de (2.100)), (2.101]) et (2.102), on conclut qu’il existe une constante positive C' > 0 vérifiant

ITE (0 (£), Aa (), pua (8)) = L (2 (8), Ao (1), 12 (8)) [

2
< Cfm = m2s At — Aoy pn — M2)||L2(0,T;V'x]Lox1Lo) ’

on généralise cette procédure par récurrence sur m, on obtient alors la formule

m m 2
||H (nly)\ly,ul) - H <n2’A2"U/2>||L2(O,T;V’><]LU><]L())
Cm m

2
10 = 712, A= Az i = p2) 20 v

Ainsi, pour m suffisamment grand, l'opérateur II"™ est une contraction sur l’espace de
Banach L?(0,T;V’ x Ly x Ly), et par conséquent, le théoréme du point fixe de Banach
montre que I admet un unique point fixe (n*, \*, p*) € L*(0,T;V' x Lo x Ly). =

Maintenant, dans la derniére étape, nous avons tout ce qui est nécessaire pour
¢tablir la démonstration du Théoréme ([2.3.1]).

Démonstration. Eixistence. Soit (n*, \*,u*) € L2(0,T; V' x Ly x LLg) le point fixe de
IT défini par (2.88)-(2.91)), nous adobtons les notations suivantes :

U* = U,n*’ C* = C”]*’ 7_* e T)\*’ 5* = gﬂ/*7 g* = g”]*' (2103)

Soit o, = (0},0%) : [0,T] = H et D, = (D!, D?):[0,T] — H les fonctions définies par

0! = A (e(i)) + B (s(ul) 7€) — (EV'E(CH)  €=1,2, (2.104)

D! = &% (ul) — B'V(! (=1,2. (2.105)

Nous prouvons que les {us, (s, Tx, Ox, &, Sy, Dy} satisfait (2.55)-(2.62)) et la régularité
(2-66))-(2.72)).
En utilisant (2.73]), pour n = n* ainsi que (2.103)), on obtient

T (t V/xV aE v’ ¢ “(t),v VIxV
( +Z; (v)) e + (07 (1), 0) (2.106)

= (f(t),v)yixv YoeV, ppt €(0,7),

*

nous combinons les égalités TIH(n*, \*, pu*) =n*, TI2(n*, \*, u*) = \* et
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2.3 Existence et unicité de la solution

I3 (n*, \*, w*) = p* avec (2.89)-(2.91)), (2.103)) et (2.104)), pour obtenir

2
( V’><V Z Bf ( )7€*<t>) 78(1)6))7.[@
, (2.107)
+ > ((E)VE),2(0)) 30 + Jaa (5e(8), (1), 0) + fue (ua(t),0) Vv €V,
=1
N (1) = O (=l (1)), 74(8), €X(1)) (2.108)
p () = W (2l (), 74(8),E4(8)) (2.109)
on substitue (2.107)) dans (2.106)), on déduit
2
(i (), 0)yr e + Z (Ae(@s(t)),e(v")) 40
- (5 g N (2.110)
+ZB (1), 6:(8)) ,£(0) 3 + D ((E) VD), ()0
=1 =1
+jad (g*(t)7u*( ) ) + .jvc (U*(t), U) = (f(t)7v)V’><V ppt S (07T)7 Vo eV,
Pour ¢ € [0,T], et nous substituons ([2.108)) dans (2.83)), on obtient
2 2
V6 e Lo, Y (1), 54)% +ag (r(t),0) = Y (A1) + X (1), 54)ILS , (2.111)
(=1 =1
ensuite, de (2.109) et (2.84), on a
2
() eK L), 0" — €t L(1),0 — &(t
&) € ;(u )8 = €L, +0l6(0),6 - £(0)
) (2.112)
> ) (U (e(ui(t), (1), 6(1)) 6 — €X(1)),, VO € K,
=1
nous écrivons maintenant (2.80) pour 7 = n* et en employant ([2.103)), on tire
2 2
> (BVCE), VI =D (€ ), VI = (q(t), V) VI W,  (2.113)
(=1 (=1
d’autre part d’aprés (2.85) pour n =n* et en utilisant (2.103)), on trouve
G = Haa (5 (1), Ryl +02), Re(ful, —2,]))  surTyx (0,7).  (2114)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Nous concluons par (2.106) —(2.114)) que {u., 0., (i, Dy, Ti, &, 64} est une solution du pro-
bléme ([2.55)-(2.62)). Et d’aprés les lemmes (2.3.1)), (2.3.2)), (2.3.3), (2.3.4]) et (2.3.5) on a

les régularité (2.66))-(2.72)).
Puisque (u.,(,) satisfait (2.66|) et (2.67)), on a le régularité

0. € L*(0,T;H), (2.115)

pour /= 1,2, on choisit v = (v!,v?) avec v’ =w’ € D (Qé)d et v3¢ =0 dans (2.110),
ainsi que (2.103)) et (2.38)), on obtient

pliil(t) = Divol(t) + fi(t) dansV’, Vi€ (0.7),

ou D (Qz)d = {u' = (uf) /uf € D(Q)} et D(QF) est Pespace des fonctions réelles infi-
niment différentiables a support compact dans Q.
En utilisant maintenant (2.115)), ([2.27) et (2.28)), on a alors

(Div ol Div Uf) € L? (0, 7;V"),

pour t1,ty € [0, 7], et de (2.20)), (2.21)), (1.16]) et (2.105)), nous déduisons qu’il existe une

constante positive ¢ > 0 vérifiant
1Ds (t1) = D (t2) [l g < e (1[G (1) = G (B2)llyy + lluw (£1) — s (E2) Iy )
en rappelant les régularités pour u, et (. dans et , on a
D, e C(0,T;H), (2.116)
en prenant ¥ = (W' ¥2) ou ¥ e D (Qe)d et U3~ =0 dans et de (2.39), il vient

divDi(t) —g5(t) =0 Yt (0,T), (=1,2,

de (2.29) et (2.116)), on tire

D, € C(0,T;W).

Finalement, nous concluons que {uy, 0y, (i, Dy, Ts, &, S} est une solution faible du pro-
bléme de contact piézoélectrique P qui satisfait les régularités (2.66)-(2.72)), en ce qui

termine la preuve de la partie d’existence du théoréme ([2.3.1)).
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2.3 Existence et unicité de la solution

Unicité. L’unicité de la solution est une conséquence de I'unicité du point fixe de
lopérateur I qui est défini par ([2.88)-(2.91f) et de 'unicité de la résolution des problémes
PVy, PV, PVi PVi, et PVi. m
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce mémoire, on a étudié théoriquement un probléme de contact avec adhésion et
endommagement entre deux corps thermo-électro-viscoélastique.

Nous décrivons la formulation variationnelle du modéle, comme la frontiére des corps
et les données des problémes ont des bonnes régularitées.

On a montré 'existence et 'unicité de la solution de probléme variationnelle par 1'uti-
lisation des arguments suivants : équation variationnelle dépendant du temps, Inégalités
variationnelles paraboliques, théoréme du Lax-Milgram, le lemme de Gronwall et point

fixe.
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RESUME

L'objectif de ce mémoire est 1'é¢tude d'un probléme en Mécanique de contact avec adhésion et
compliance normale pour des lois constitutives thermo-¢électro-viscoélastiques avec endommagement.
Les résultats obtenus concernent l'existences et I'unicité d'une solution faible pour le probléme étudié.
La mémoire est compos¢ de deux parties. La premiere partie est consacrée a rappeler les différents
modeles mécaniques de contact étudiés ainsi que quelques outils mathématiques nécessaires dans la
mémoire. La deuxiéme partie est destinée a 1'étude de la théorique des problémes de contact avec
adhésion et compliance normale en thermo-électro-viscoélastiques avec endommagement.

Mots clés: thermo-électro-viscoélastiques, adhésion, compliance normale, endommagement, équa-
tion aux dérivées partielles d'évolution, Inégalité variationnelle parabolique, solution faible, point fixe.

ABSTRACT

The objective of this thesis is the study of a problem in contact mechanics with adhesion and
normal compliance for thermo-electro-viscoelastic constitutive laws with damage. The results ob-
tained concern the existence and uniqueness of a weak solution for the problem studied. Memory is
made up of two parts. The first part is devoted to recalling the different mechanical models of contact
studied as well as some mathematical tools necessary in memory. The second part is intended for
the study of the theory of the problems of contact with adhesion and normal compliance in thermo-
electro-viscoelastic with damage.

Key words: thermo-electro-viscoelastics, adhesion, normal compliance, damage, evolution partial
differential equation, Parabolic variational inequalitie, weak solution, fixed point.
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