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Notations générales

) Le produit scalaire.
H : Espace de Hilbert.
A

1

: opérateurs linéaire bornés.

A7 L’inverse de 'opérateur A.
|A|l : La norme de l'opérateur A.
T, :une suite.

K : Opérateur intégrale linéaire.
k(z,y) :Le noyau de opérateur intégrale.
¢ La fonction inconnue dans 1’équation intégrale.
f(x) :Fonction donnée.
A : Constante.
R : L’ensemble des nombres réels.
C

: L’ensemble des nombres complexes.
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Introduction

En mathématique,une équation intégrale est une équation dans laquelle linconn
uapparait sous le signe intégrale.Cet inconnu est une fonction dune ou plusieurs va-
riables. Les équations intégrales ont un grand intérét scientifique,elles sont parmi les
branches les plus importantes en mathématiques,il est connu quelles touchent divers
domaines des mathématiques appliquées et de la physique.

Dans la théorie des équations intégrale son distingue les équations de Fredholm
(qui ont été introduites par le mathématicien Suédois Ivar Fredholmen 1900) et
les équations de Volterra (qui ont été introduites par le mathématicien Italian Vi-
toVolterra en 1896). Aussi,on distingue entre les équations intégrales linéaires et
nonlinéaires. Dans cette note, nous abordons les équations linéaires de Fredholm

Les méthodes de résolution numérique des équations intégrales jouent un role tres
important dans divers domaines scientifiques. Avec ’avantage des machines de cal-
cul numérique, notamment les ordinateurs, ces méthodes sont devenues aujourd’hui
un outil essentiel pour 'investigation dans les différents problemes fondamentaux de
notre assimilation des phénomenes scientifiques qui sont difficiles, a savoir impos-
sible a résoudre dans le passé.

Ainsi, notons qu’il existe actuellement un grand nombre de méthodes numériques
utilisées dans les différentes branches de la recherche scientifique, ce qui rend notre
présentation ne se veut ni exhaustive, ni trop théorique.

La théorie mathématique, essentiellement 1’analyse fonctionnelle des équations
intégrales qui permet d’analyser le probleme, de prouver I'existence de la solution
et surtout d’exhiber des méthodes d’approximation efficaces.

L’analyse numérique, qui étudie la réalisabilté de ces méthodes, principalement
I’analyse de la vitesse de convergence et I'estimation de ’erreur.

La programmation sur machine, qui retranscrit ces méthodes sous forme d’algo-
rithmes rapides et efficaces. notre travail est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre comprend un rappel sur ’analyse fonctionnelle, les espaces de
fonctions et les généralités sur les équations intégrales ainsi que la Classification

d’équations intégrales de Friedholm.

Comme pour le deuxieme chapitre, nous avons traité d'un apercu des méthodes
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numériques ”Runge-Kutta” , 7 noyau dégénéré” et de quelques exemples

Nous avons commencé le troisieme chapitre par une explication des étapes des
méthodes présentées et leur application et une comparaison des résultats présentés.



Chapitre 1

Rappel et généralisation

L’étude de diverse classe des équations intégrales nécessite 'utilisation des es-
paces fonctionnels, tels que les espaces de Banach ou de Hilbert. Dans ce chapitre,
on donne des défnitions de base sur I’analyse fonctionnelle,et on donne quelques
notions sur les opérateurs. Aussi,quelques notions sur les équations intégrales, des
définition, des théoreme, méthode de résolition...ect

1.1 Rappel d’analyse fonctionnelle

Espace vectoriel normé [3]

Définition 1. (Norme euclidienne)
Soit (E,(.,.)) un espace préhilbertien. On pose pour x € E,

Iz [|= v/ (z,2).

De plus, si y est un autre vecteur de E, on dit que || x -y || est la distance euclidienne
entre x et y.

Définition 2. ( espace vectoriel )

Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ouC on appelle une norme sur l’espace
E toute fonction notéel|.|| définie sur E a valeurs dans R, telle que :

Llz||=0<=2=0
2.||Ax|| =| A | ||z||, pour tout x € E,etA € K (homogénéité)
3z +y| < |zl + l|yll, pour tout x,y € E (inégalité triangulaire).

on dit que E est un espace vectoriel normé s’il est muni d’une norme ||.||.

Théoreme 1. Tout espace vectoriel normé (E,||.||) est un espace métriques



Preuve. Pour tout x,y € E on définit la fonction ¢ par
¢(z,y) = llz -y
On remarque que cette fonction est bien une métrique sur E car, on a
¢(z,y) = lz -y =0
ou encore
r—y=20
D’ou l’égalité
=Y
Il est évident de voir que la distance ¢(x,y) est symétrique

o(x,y) = |lz -yl
ly — z[| = ¢(y, )

Pour [inégalité triangulaire, on écrit

oz, y) =z —yll = l(z —2) + (z = y)||
<[l =zl + ]z =yl
= ¢(x,2) + ¢(2,9).
Espace de Banach

Suite de Cauchy
Soit (xy,) une suite d’éléments d’un espace normé (E, ||.||) ; on dit que la suite (z,,)
est de Cauchy si, on a la relation suivante :

Ve > 0,3IN.,Vp,q > N: on a ||z, —z,| <¢e

Soit (x,) une suite de Cauchy dans un espace normé (E,|.||) contient une sous
suite (xp, ) convergente vers x alors la suite (x,,) est aussi convergente vers le méme
élément x :

Soit (x,,) une suite de Cauchy alors il vient

Ve > 0,3IN.,Vp,q > N: on a ||z, — x| <¢

en particulier pour ny > N, , on a

)

Vp,ng > Ne, ||z, — 2, || <€

avec la convergence de la suite (z,,) vers x

ng > Ney ||z, —z|| <€



D’ot la convergence de la suite (x,,) vers I'élément x

Vp, e = Ne, [|loy — x| = ||zp — 2 + 20, — 2, |
< ey = 2|l + llm, —2fl <e

Définition 3.

Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet, si toute suite de Cauchy (x,,)
d’éléments de E est une suite convergente dans E

Autrement dit,

Ve > 0,3N.,Vp,q > N: on a ||z, —z,|| <¢e

Implique ’existence d’un élément x € E tel que

lim =z, ==
n—+oo

Espaces de Banach

Définition 4. On appelle espace de Banach (E.|.||) tout espace vectoriel normé et
complet pour la distance déduite de sa norme.

Espace de Hilbert [3]

Produit scalaire

Définition 5. On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou com-
plexe) une application :(.,.) : B x E — C telle que pour tout x,y,z € EetA € K

1. {(x,x) >0
2. (x,x) =0=12=0
3. (Ax,y) = Mz, y)

4 {x,y +2) = (2,y) + (2, 2)

Définition 6. un espace de Hilbert H est un espace complet par rapport la norme
induite par le produit scalaire. En d’autres terme un espace de Hilbert est un espace
de Banach dont la norme induite par un produit scalaire.

Définition 7. (Espaces séparables)
On dit qu’un espace métrique F est séparable s’il existe un sous-ensemble D C E
dénombrable et dense.



Remarque 1. Généralement ’espace H est séparable est de dimension infinie, en
d’autre terme, il existe un ensemble dénombrable partout dense dans H et pour tout
n € N, il existe n vecteurs dans H linéairement indépendants.

Orthogonalité

Définition 8. On dit que deuz vecteurs x et y d’un espace de Hilbert H sont ortho-
gqonauxr St :

(z,y) =0

Base hilbertiennes
Soit X une partie non vide de H est dite dense dans H si :

Vye HVe> 0,3z € X;|lz—y| <e
de maniére équivalente si tout y de H est limite d’une suite d’élement x,, de X :
|20 —yll — 0

Définition 9. Soit H un espace de Hilbert sur le corps K et F' = (e;);e; une famille
de vecteurs. On dit que F' est une base de Hilbert ( base hilbertienne) de H si :
1. F est une famille orthonormée de H, c’est-a-dire :

{V(i,j) € I?i # j = (€i,e;) =0
Vi€ I?, (e;, e;) = [|ei]|* = 0

2. La famille F est de plus compléte ou total, c¢’est-a-dire : l’ensemble des com-
binaisons linéaires finies des éléments de F' est dense dans H

Définition 10. Soit {¢r} un systeme orthonormé d’éléments d’un espace de Hilbert
H, pour que ce systéeme soit complet, il faut et il suffit que, le seul vecteur de H
orthogonal au systéme {pr} est le vecteur nul. Cela signifie qui’l n’existe pas un
vecteur non nul de H, qui soit orthogonal a tous les vecteurs du systeme {py}

Théoréme 2. (Riesz-Fischer)

Soit{p} un systéme orthonormé dans un espace de Hilbert H, et soient les valeurs
1, (g, i3, ..., telles que la séried -, | ay |* soit convergente, alors on peut trouver
un vecteur f € H, tel que

a; = <f, (,DZ>,VZ = ]_,2,

et de plus, on a

Yo | (foen) P=20000 e P

ou encore

IAIP = 22k [ 2



1.2 Rappel sur les opérateurs

Opérateurs linéaires bornés

Linéarité des opérateurs

Définition 11. Soient E et F deux espaces normés, On appelle opérateur A une
application défini sur E dans F

A:EFE = F

il est dit linéaire s’il vérifie les conditions suivantes

eCondition additive
Vi1, € B, on a A(pr + ¢2) = A(p1) + Alg2)
eCondition homogéne
Voe EEAXe K= (R ouC), on a A(Ap) = AA(yp)
Continuité des opérateurs linéaires

Définition 12. Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini
sur G C E dans F est dit continu au point xg de G si, on a la propriété suivante

Pour toute suite x,, de G converge vers xq ; la suite A(z,) converge versA(xg) c’est
a dire :

lim A(z,) = A( im z,) = A(zo).

n—-+00 n—-+00

Remarque 2. Lopérateur linéaire A est dit continu sur G, séil est continu en
chaque point de ’ensemble G.

Théoréme 3. Soient E et F deuzr espaces normés, un opérateur linéaire A défini
sur un sous ensemble G C E dans F, est dit continu partout sur G s’il est continu
en point xy de G.

Opérateurs bornés

Un opérateur linéaire A défini sur E dans Fest dit borné s’il existe une constante
positive
C >0, telle que

|A(2)||Fr < C||lz||g, V2 € E.

Proposition 1. La norme ||A|| = sup||A(x)||F sur la boule unité est toujours finie
pour tout opérateur linéaire continu.

Théoréme 4. Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement s’il est borné.



Espaces isomorphes

Soient (E,||||g) et (F,||||r) deuz espaces vectoriels normés, E et F sont dits iso-
morphes, s’il existe un opérateur homéomorphe A défini sur E dans F, c’est a dire

o A est bijectif sur E dans F.
o A et A= sont des opérateurs continus.

Espaces tsométriques
Les espaces E et F' sont dits linéairement isométriques, s'il existe une isométrie A
appliquant E dans F, dest a dire,

|A(2)||F = ||x||g pour tout x € E

Remarque 3. La notion d’isométrie est plus forte que celle de [“isomorphie.
Normes équivalentes

Soit E un espace vectoriel muni de deuz normes (E,|.|[1) et (E,||.|l2), ces deux
normes sont dites équivalentes, si on peut trouver deux constantes positives a et [3,
telles que

allzll < [zl < B2V € E.

Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si, l’applica-
tion identique de E dans E soit un isomorphisme entre les espaces vectoriels normés

(B, [1l1) et (B, l2)-

Opérateurs compacts

Définition 13. Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace
normé F, on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné
G dans E a un ensemble relativement compact A(G) dans F. Autrement dit, la
fermeture A(G) est compacte.

Ensembles relativement compacts

Un ensemble G C E est relativement compact si pour toute suite u, de G, il
existe une sous suite (L qui converge dans F.

Théoréme 5. (critére de compacité) Un opérateur linéaire A : E — F est compact
si et seulement si pour toute suite bornée v, de E, la suite Ay, contient une sous
suite convergente dans F.

Preuve.
1l suffit d’appliquer les définitions appropriés d’un ensemble borné et un ensemble
relativement compact.



Théoreme 6. Une combinaison linéaire
A= aA; + A,

Ay, Ay des opérateurs compacts est un opérateur compact.

Noyau faiblement singulier

Définition 14. On appelle noyau faiblement singulier la fonction k continue sur

GxGCR'" xR
sauf peut etre aux points x = y et telle que

Ve,y € Gyx # yaM > 0, k(x,y) |< 0<a<n

|z —y [

Opérateurs intégraux

Les opérateurs intégraux constituent des objets fondamentauzr en analyse fonc-
tionnelle, o ils permettent notamment de transformer les équations fonctionnelles
en une version plus simple afin de les résoudre facilement. Les opérateurs intégraux
interviennent dans plusieurs domaines tels que les équations aux dérivées partielles,
les phénomenes de diffusion et les équations intégrales.

Opérateur Intégrale

On appelle opérateur intégrale tout opérateur linéaire A défini sur un espace normé
E a valeurs dans un espace normé F donné sous la forme

Ap(x) = [q, Kz, y)p(y)dy, = € Gy,

ot G et Gy doux sous ensemble deF, et k(x,y) une fonction mesurable définie sur
un ensemble mesuré G X Go et p(y) est une fonction mesurable définie sur G;.
La fonction mesurable k(zx,y) est dite noyau de l'opérateur intégral A.

Théoréme 7. L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau faiblement sin-
gulier est un opérateur compact.

1.3 Généralites sur les équations intégrales

Une équation dans laquelle la fonction inconnue d’une ou plusieurs variables fi-
gure sous le signe intégral est dite équation intégrale. Cette définition générale tient
compte de beaucoup de formes naturellement issues de la modélisation des différents
problémes de la mécanique et de la physique mathématique ou par remaniement d’une
importante classe de problémes formulés auparavant par des opérateurs différentiels,
notamment les problémes aux limites et ceur de Cauchy.

La forme ordinaire d’une équation intégrale linéaire est donnée par
hlalota) = F(a) + X [ Ko, ottt (11)
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ou h(x), f(x),k(z,t) sont des fonctions données, la fonction ¢(x) qui figure a lintérieur
et a lextérieur du signe intégral est ['inconnu a déterminer; A est un parameétre
réel ou complezxe différent de zéro. La fonction k(z,t)est appelée noyau de l’équation
intégrale.

1.3.1 Equation intégrale de Volterra

Définition 15. 1) On appelle équation intégrale de volterra de dexiéme espéce une
équation de la forme

o) = J(@)+ ) [ Ko elt)i (1.2)

2) On appelle équation intégrale de Volterra de premiére espéce une équation de la
forme

f(z) = )\/xk(x,t)gp(t)dt (1.3)

Remarque 4. 1)L’équation intégrale de volterra est un cas particulier de l’équation
de Fredholm

Il suffit de prendre de noyan k vérifie la condition : k(z,t) = 0 pour = <t

2) sif(x) # 0 les équations (1.2) et(1.3) sont dites nons homogenes,

3) sif(x) =0 les équations (1.2) et(1.3) sont dites homogéne.

1.3.2 Equations intégrales de Volterra-Fredholm

Les équations intégrales de Volterra-Fredholm apparaissent dans la littérature
sous deux formes,d savoir

o) = F(z) + M / k(e ()t + Ao / k(. ) (1) dt (1.4)

o(x,t) = f(z,t)+ /\/0 /QF(x,t,,u,T, o(p, 7))dpdr (1.5)

ot f(x, t) et F(x,t,p,1,0(u, 7)) sont des fonctions analytiques sur D = Q x [0, T,
et ) est un sous ensemble fermé de R",n =1,2,3.

Exemple 1. Soient les équations intégrales

T 1
o(r) =62 + 3z +2 — / zo(t)dt — / to(t)dt,
0 0
et

1 1 t 1
o, t) =z +1° + 5152 — 515/ / (1 — p)dpdr
0 Jo

1.3.3 Equation intégrale de Fredholm

Définition 16. une équation intégrale dont les bornes d’intégration sont fizrées c-a-d
Q = [a; b] est dite équation intégrale de Fredholm, donc est de la forme

ha)ela) = £() + 2 [ K. OF (0t

10



Classification des équations intégrales de Fredholm
Equations intégrales linéaires de Fredholm|[6]

Définition 17. Une équation intégrale de Fredholm de la forme

h(x)p(r) = f(z) + A / (e, ) p(t)dt (1.6)

est dite équation intégrale linéaire de Fredholm. ot f(x) une fonction donné, k(x,t)
appelée noyan de l’équation intégrale.

i) Si h(x) =0, l’équation (1.6) s’écrit :

b
f(z)+ )\/ k(xz,t)p(t)dt =0 (1.7)
et s’appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espece.

it) Si h(z) = 1 léquation (1.6) s’écrit :

b
o) = fla) 41 [ Kot (19
et s’appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce.

i1) Si h(x) # 0 donc la formule (1.6) est appelleé équation intégrale de Fredholm de
troiseme espece.

Remarque 5. 1)Si f(x) = 0,1’équation s’écrit

b
o(x) = )\/ k(x,t)p(t)dt

et elle est dite homogene .
2) Si f(x) # 0 est appellé non homogene.

Exemple 2. 1) 22° —z+4 = fol (x —)0(t)dt est une équation intégrale linéaire de
Fredholm de premiére espéc

1)0(x) =x+4— fol (x —t)0(t)dt est une équation intégrale linéaire de Fredholm de
seconde espéce

Equations intégrales non linéaires de Fredholm|[6]

Définition 18. Une équation intégrale de Fredholm de la forme

h(e)p(x) = f(z) + A / Kz, 1) F(o(8)) dt (1.9)

ot I est une fonction non linéaire deu(t), on dit que ’équation intégrale de Fred-
holm est non linéaire.

11



i) Si h(x) =0, l"équation (1.6) s’écrit :

b
F@)+ [ K OF (@)= o
et elle est dite de premiere espece.

it) Si h(z) = p(constante) # 0 'équation (1.6) s’écrit :

b
po(w) = Fla) 43 [ K OF (o)t
et elle est dite de seconde espéce.
i11) Si h(z) # 0 donc la formule (1.6) est elle est dite de troiséme espéce.
Remarque 6. 1)Si f(z) = 0,l’équation s’écrit
b
o) = [ bz (e

et elle est dite homogene .
2) Si f(x) # 0 est appellé non homogeéne.

1.3.4 Noyaux particuliers

1. Si le noyau k(zx, t) d’une équation intégrale s’écrit sous la forme
k(o t) =) oi(x)Bi(t) (1.10)
i=1

ou les fonctions o;(x) pour i = 1,...,n sont linéairement indépendantes, alors il
est dit noyau séparable ou dégénéré. Par exemple, les noyaux xtet xt> 4 tz? sont
séparables.

2. Si le noyau k(z, t) est une fonction a valeurs complexes telle que

k(xz,t) = k(t,x) (1.11)
alors il est dit symétrique ou hermitien. Une équation intégrale a noyau symétrique
est dite aussi symétrique. Par exemple, sur le carré a < x,t < b, les noyaux

x4+t 22 + 12 et i(xt) sont symétriques, tandis que i(x +t) ne lest pas.

3. Si le noyau est de la forme k(x,t) = k(x —t), alors l’équation intégrale est
dite équation intégrale a noyau de convolution.

4. Si le noyau k(x,t) est tel que

b b
/ / (e, t) 2 dadt < oo (1.12)
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a une valeur finie, alors ce type de noyau est dit noyau réqulier.

5. Si le noyau k(x,t) est de la forme
k(x,t) = h(z,t) |z —t|™™ (1.13)

ot h(z,t) est bornée sur R, azb et atb avec h(x,t) # 0, et m est une constante telle
que 0 < m < 1, alors l’équation intégrale est dite équation intégrale faiblement sin-
quliére.

6. Si le noyau k(z,t)est de la forme
h(z,t)

x—1

k(x,t) = (1.14)

avech(x,t) est une fonction différentiable avec h(x,t) # 0, alors l’équation intégrale
est dite singuliére a noyau de Cauchy ot l'intégrale

/ b Mt yar, (1.15)

rx—1

est prise au sens de la valeur principale de Cauchy. Ainsi,

/a b f(_t)tdt = lime—.o { /a o f(_t)tdt + /x i f@tdt} (1.16)

1.3.5 Relation avec les équations différentielles

Pour toute fonction u(x),

/ / dtds—/ (z — Bu(t)dt (1.17)
En général, on a

/ / / () dndzny...de, = (xit)!/j(m—x P lu(e)de, (118)

Preuve. Soit g(s) = [ u(t)dt,

/ / dtds_/m (s)ds—/aml.g(s)ds

= [sg(s)}g/ s.g'(s)ds (intégration par parties)

=zg(x) — ag(a) — /x su(s)ds

= x/: u(t)dt — 0 — /: tu(t)dt

_ /ar(x — Yult)dt
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1.3.6 Théoreme d’existance et d’unicité

Théoréme 8. Alternative de Fredholm
St l’équation intégrale linéaire homogene de Fredholm de seconde espéce

b
h(z)p(x) = )\/ k(z,t)p(t)dt

admet la solution trivial ¢(x) = 0 comme l'unique solution, alors ’équation non-
homogéne correspondante admet toujours une solution unique.

Théoreme 9. Unique solution

Si le noyau k (z, t) de Iéquation intégrale de Fredholm (1,4) est une fonction a
valeur réelle bornée et continue sur [a,b] X [a,b] ; et si f (x) est une fonction continue
a valeur réelle, alors la condition nécessaire d’existance et d’unicité d’une solution
pour ’équation (1,4) est donner par

MM —a) <1
o
|k(z,t)| < M eR

Théoreme 10. Soit [’équation intégale non linéaire de Fredholm de seconde espéce
de la forme

go(x):f(x)—i—)\/ Gla t, (1)) dt (1.19)

léquation (1,17) admit une solution si les conditions suivantes sont satisfaites
1- La fonction f(x) est bornée, |f(x)| < R pour x € [a,b] .
2- La fonction G(xz, t, u(t)) est intégrable et bornée,|G(x,t,u(t))| < K pour xz €
la,b],t € [a,b] .
3- La fonction G(z, t, u(t)) est Lipschitzien,

|G(z,t,2) — G(z,t,2')| < M|z — 2|

1.3.7 Equations intégrales singulieres

Les équations intégrales de Volterra du premier type

9(x)
fla) = )\/h( ke el (1.20)

ou du second type
g(x)
ole) = S@) + [ bt a0 (1.21)
h(z
sont appelées singuliéres si l'une des bornes de l'intégration g(x), h(z) ou les deux

sont infini. De plus, les deux équations précédentes sont appelées singulieres si le
noyau k(z, t) est non borné en un ou plusieurs points de l'intervalle d’intégration

) = /0 ﬁgp(t)dt,o ca<l, (1.22)
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ou du second type :

o) = )+ [ -

r —t)

Les deux derniéres formes sont appelées équation intégrale d’Abel généralisée pour

e(t)dt,0 < a < 1, (1.23)

1, ‘
a=g, l’équation :

fa) = [ =etiar (1.24)

est appelée équation intégrale singuliere d’Abel.

1.4 Méthode d’approximation successive

La méthode des approximations successives, ou la méthode d’itération de Picard
. Cette méthode résout tout probléeme en trouvant des approrimations successives d
la solution en commengant par une estimation initiale comme @, (x) appelée 'ap-
proximation zéro. Les valeurs les plus couramment utilisées pour les approxima-
tions zéro sont 0, 1, ou ,x.Bien sur d’autres valeurs réelles peuvent également étre
sélectionnées[/]. La méthod des approximations successives permet d’obtenir :

{ wo(z) waleur réelle
Pni1(x) = F(@) + X [T k(z, t)pn(t)dt

La solution est donnée sous la forme

p(x) = lim 41 (2)
z—0

(1.25)

en générale, on prend po(z) = 0.

Théoréme 11. Si f (x) est continue sur [a,b] et k(z,t) est continu sur [a,b] X [a, b]
, alors la suite o, définie par (1.25) coverge vers la solution de I’équation intégrale
donnée.

Exemple 3. Utilisez la méthode des approximations successives pour résoudre I’équation
intégrale de Fredholm suivante

on(x) =2+ €" — /0 xtp(t)dt (1.26)

Solution Sélectionnons @o(z) = 0.

it (z) = 3 + €% /0 (xt)on(t)dt,n > 0 (1.27)

Substituons po(x) = 0 dans (1.27), nous obtenons

o1(x) =z + €%,
1
pa(x) = €* — 37
T ! T (_1)71
Oni1(x) =x+e" — [ (at)p,(t)dt =e” + T (1.28)
0

Conséquement, la solution p(x) de (1.26) est donnée par

p(r) = lim gy (2) = €.
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1.4.1 Approximations en séries de Taylor

Considérons ['équation intégrale unidimensionnelle

b
Ax(t) — / k(x,t)x(s)ds = y(t), a<x< (1.29)

Souvent, nous pouvons écrire k comme une série de puissances en s,

Zk (s —a)’ (1.30)
ou en t,
Zk )(t — a)’ (1.31)

Soit k,, la somme partielle des n premiers termes du coté droit de (1.30),

kn(t,s) = Z ki(t) (s — a)’ (1.32)

En utilisant la notation de (2.2), k, est un noyau dégénéré avec

a;(t) = ki_1(t), Bi(s)=(s—a)", i=1,..,n (1.33)

Le systéme linéaire (1.15) devient

- Z cj/ (s —a) 'kj_1(s)ds = / y(s)(s—a)tds, i=1,..,n (1.34)

et la solution x, est donnée par

ealt) = 310(0) + X k(0 (1.35)

Les intégrales de (1.26) doivent souvent étre calculées numériquement. Cependant,
il n’y a pas grand-chose a dire sur les intégrales de cette généralité. D’abord, ils im-
pliquent l'intervalle entier [a,b], contrairement a certaines méthodes ultérieures que
nous considérer. De plus, la plupart des intégrandes seront nulles ou assez petites,
dans le voisinage de s = a, extrémité gauche de lintervalle. Ce dernier peut ai-
der dans le choix d’une méthode d’intégration numérique plus efficace. Ce qui suit
exemple évite le calcul numérique de la plupart de ces intégrales.

Exemple 4. Considérons ’équation intégrale

Az (t) — /Ob efa(s)ds = y(t), 0<t<bd (1.36)




n piti—1

b
Aei — : = s, i=1,.. 1.
6= YT~ [ s =L (13)

J=1

et la solution x,, de l’équation dégénérée du noyau (Mky,)x, =1y est donnée par
1 n—1 i
T, (t) = X[y(t) + Z Cz‘+15]
i=0 '
Pour lanalyse d’erreur, soit x = C[0,b] avec ||.||s Alors

b
K — K| = max/ e — K (1, )|ds
0

0<t<b

= max /Ob (St)negds, £ =¢(t,s) €10,0]

0<t<b n!
g p2n+1 I
~ (n+1)!

Celle-ci converge vers zéro lorsque n — 00.

1l est simple de calculer

e’ — 1
b

Si |\l > ||&]l, alors (A — k)™ existe par le théoréme des séries géométriques, et

Il =

1

1A =8) 7 < (1.38)
Al = ll=]
Pour les valeurs de n pour lesquelles
I =&)< AL = [l (1.39)
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Chapitre 2

Méthodes numériques

Dans ce chapter, on va présenter quelques méthodes de résolution des équations
intégrales de Fredholm de seconde espace avec 'adressage de quelques théoréemes et
la résolution de quelques exemples simples

2.1 Meéthode de noyau dégénérée

2.1.1 Théorie générale

Considérons l’équation intégrale

e(t) — /DK(t, S)a(s)ds = y(t).t € D 2.1)

avec X\ # 0 et D C R™ | certains m > 1. Nous supposons toul au long de ceci ( et
les chapitres suivants )que D est un ensemble borné fermé. Généralement, il s’agit
d’un ensemble a m-dimensions avec une frontiere lisse par morceauz; ou cela peut
étre le morceau frontiere lisse elle-méme. On travaille habituellement dans [’espace
X = C(D) avec || . ||oo, €t occasionnellement en x = L*(D). L’opérateur intégral k
de (2.1) est supposé étre un opérateur compact sur x dans x.

La fonction noyau K doit étre approchée par une séquence de dégénérés du noyau,

Ko(t,s) =Y in(t)Binls),  Vn>1 (2.2)
i=1
de telle sorte que les opérateurs intégraux associés K, vérifient
i = =0 23)

Généralement, on veut que cette convergence soit rapide pour obtenir une conver-
gence rapide de x,, a x, ou x, est la solution de [’équation d’approximation

(1) — /D Ko(t, $)an(s)ds = y(t). £ € D (2.4)

Parmi les questions a aborder figurent les suivantes : (1) Comment pouvons-nous
montrer T, — x comme n — oo ¢ (2) Comment obtient-on x,, dans [’équation
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(2.4) ? (3) Comment obtenir K, (t,s) et montrer k, — k ¢ Nous commengons par
le premier de ces questions.

[5]

Théoréme 12. [5] Supposons A\—k : x —121 xavec x un espace de Banach et k
délimité. De plus, supposons que k, est une séquence d’opérateurs linéaires bornés
avec

lim ||k—k,|=0
n—-+00

1

Alors les opérateurs (A — k,,) ™" existent de x sur x pour tout n suffisamment grand,

disons n > N et

[(A = )~
A = #n)"H [ & = fin ||

1A = ) M < 1= , n>N (2.5)

Pour les équations (A — k) =y, et (A — Kkp)z, =y, n >N, nous avons
Iz = zall < (A= 50) 7" Il (k2 = £nz) [, n =N (2.6)

Preuve :[5]

Utiliser identité
A—Kn=A—K+ (k—Ky) :(/\—ﬁ)[l—i—()\—/f)*l(fi—mn)] (2.7)

Choisissez N pour que

1
Js— ) < w>N (2.5)
1A = #)~H]
Par le théoréme des séries géométriques, la quantité I + (A — k)" Kk — Kn) a un
inverse borné, avec

1
A =r)H & = sl

En utilisant (2.7), cela donne Uezistence de (A — k,)~' et sa borne (2.5). Pour la
borne d’erreur (2.6), utilisez ’identité

ML+Q—NYWR—MM4HS1_”

T—2,=AN—r)y+ (A=K, 'y
= (A - Fﬁn)_l["’€ — K] (A — K)_ly

= (X — k) ez — Kp2)]

La borne d’erreur suit immédiatement. Une modification de ce qui précede donne
également

I = 5) 7 = (A = #) < O = ) T = 8) 1 = | (2.9)

D’aprés (2.3) et (2.5), cela montre (A — k,)™' — (A — k)™ dans L(x, x).

Aussi,|[(X — k) 7| = | = k)Y Ceci compléte la preuve.
Une conséquence tmportante du théoréeme de convergence ci-dessus est que le la
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vitesse de convergence ne dépend pas nécessairement de la dérivabilité de ["inconnue
T, puisque (2.6) implique

= @l = [N = k) (K = K[| (2.10)

Si ||k — ky|| converge rapidement vers zéro, alors il en est de méme de ||z|x,||,
indépendante de la dérivabilité de x. Ce ne sera pas le cas de la plupart des autres
types de méthodes numériques pour résoudre (2.1).

Avec x = C(D), on choisit le noyau dégénéré (2.2) pour que les fonctions oy(t)
sont toutes continues et les fonctions B;(s) sont toutes absolument intégrables. Pour
appliquer le théoreme de convergence ci-dessus, notez que

|k — k|| = max/ | k(t,s) — ku(t,s) | ds (2.11)
D

Avec x = L*(D), nous exigeons que tous oy, 3; € L*(D). Pour appliquer la conver-
gence théoreme, on peut utiliser

Ik — k| < [/D/D | k(t, ) — ka(t, s) | dsdt]? (2.12)

Si cela ne suffit pas, d’autres limites sont souvent possibles. Les noyauz ky(t,s)
doit étre choisi pour faire converger ||k — k|| vers zéro aussi rapidement que prati-
cable.

2.1.2 Solution de I’équation intégrale du noyau dégénéré

En utilisant la formule (2.2) pour k,(t,s), ['équation intégrale
(A= kp)z, =y devient

ATy — Zaj(t)/ Bi(s)xn(s)ds = y(t), teD (2.13)
j=1 b
Alors la solution x,, est donnée par
1 n
Ty = X[?/(t) + Z cja;(t)] (2.14)
j=1

Pour déterminer c;, multipliez (2.13) par B;(t) et intégrez sur D. Cela donne le

systeme
n

AC; — ch(aj,ﬁi) =(,B), 1=1,..,n (2.15)
j=1
avec

Le systéme (2.15) est résolu, et x, est obtenu a partir de (2.14). L’utilisation de
(2.14)-(2.15) présente de nombreuz aspects pratiques. En accord avec le théoréeme
2.1.1, on peut supposer que (N K,)x, =y est uniquement résoluble pour tout y € x.
Alors on voudrait que le systéme linéaire associé (2.15) soit non singulier. De plus,
ce systéme nécessite [’évaluation des intégrales (a;, B;) et (y, B;) ; et comme cela doit
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souvent étre fait numériqguement, nous devrions choisissez les fonctions o;(t) et B;(t)
dans cet esprit. Enfin, nous aimerions faire en sorte que le systéme linéaire (2.15)
soit aussi bien conditionné que le probléeme initial (\—k)x = y. Le théoréme suivant
répond a la premiere de ces préoccupations, et les autres préoccupations sont reprises
plus tard.

Théoréme 13. Supposons A — k, : x — x, avec X # 0 et avec x = C(D) ou
L*(D) ; et soit k, le noyau dégénéré (2.2). Alors le systéme linéaire (2.15) est non
singulier.

Preuve.
Nous prouvons le résultat pour x = L*(D), et pour la définition, nous supposons
que R est le corps des scalaires pour x. Le cas pour x = C(D) peut étre prouvé de
méme, ou bien il peut étre considéré comme un corollaire du cas x = L*(D). Le
la preuve suivante est divisée en deux cas, selon que (i, ..., 3, est un ensemble de
fonctions indépendantes ou dépendantes.
Cas 1). Supposons que B, ..., B, est un ensemble indépendant de fonctions. En sup-
posant que (\—k,)~" existe, nous savons que le systéme linéaire (2.15) est résoluble
pour tous les membres droits de la forme

M (y, A1)

pour certains y € L*(D)

)
Il
Il

Une solution de (2.15) dans ce cas est fournie par les coefficients du développement
(2.1.14), avec z,, = (A — k,)"'y. Etant donné tout v € R™, on montrera qu’il existe
y € L*(D) pour lequel (2.17) est valide.

s

FEtant donné v € R", définir
y(t) = 5;8(t) (2.17)
j=1
pour certains (61, ...,6,). Ces coefficients sont a choisir de maniéere ¢ avoir (2.17)

étre vrai, c’est-a-dire v; = (y,05;), i = 1,...,n. Cela nécessite (01, ...,9,) d’étre le
solution du systeme linéaire

2(5](63752) = Y, = 1,,n (218)
j=1

La matrice de ce systeme est appelée matrice de Gram, et nous montrons ci-dessous
que la l'indépendance linéaire de [*; implique que (2.19) est non singulier, ce qui en
fait uniquement résoluble pour (01, ..., 6,). Pour montrer que (2.19) est non singulier,
considérons le systeme homogéne

> 6(8.8) =0, i=1..n (2.19)
j=1
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Multipliez l’équation © par d;, pour chaque 1, puis faites la somme suri. Cela donne

> 6685, 8:) =0

i=1 j=1
ou équivalent,

(9.9)=0, g=>_08b;
=1

Cela implique g = 0, et par l'indépendance linéaire de [3;,g = 0 implique 6; = 0,1 =
1,...,n. Puisque le systéme homogene (2.20) n’a que solution nulle, le systéme non
homogéne (2.19) a une solution unique pour chaque coté droit ~y.

Ceci montre que pour chaque v € R™ | il existe y € L*(D) pour lequel (2.17) est
valable. Par conséquent, le systeme linéaire (2.15) a une solution pour chaque coté
droit . Par des résultats standard d’algébre linéaire, cela prouve le systéeme (2.15)
est non singulier.

Cas (2). Supposons que By, ..., B, est un ensemble dépendant de fonctions.

Nous réduisons ce cas a celui du cas (1), puis nous citons ses conclusions obtenir
une conclusion similaire pour le cas présent. Plutot que de prouver le non-singularité
de (2.15) pour général n > 1, on fait un cas simple pour illustrer l'idée générale de
la preuve.

Soit n = 3, soit B1 et [y indépendants, et soit B3 = c101 + cof2 la matrice des
coefficients pour (2.15) est

A— (041,51) _(a%/@l) —(043,51)
A= —(a,82) A= (g, B) —(as,f)
—(a1,p3) —(ag,f3) A —(as,fBs)

Basé sur la dépendance de Pz sur 1 et Ba, présenter les matrices

1 0 0
P=1{0 1 0
C1 Co 1
1 0 0
P1=10 1 0
—C1 —Cy 1

pour effectuer des opérations élémentaires de ligne et de colonne sur A. Ce faisant,
on obtient ce qui suit. Ajouter c; fois la colonne 3 a la colonne 1 ; et ajouter cy fois
la colonne 3 a colonne 2 :

A — (a1 +cras, fr) — (a2 + 203, 1) —(as, Br)
—(oq + cra3, B2) A — (g + csa3, ) —(as, fa)
X — (a1 + crag, B3) A — (a2 + 203, 83) A — (as, Bs)

AP
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Ensuite, soustrayez ¢y fois la ligne 1 et co fois la ligne 2 de la ligne 3, et utilisez
B3 = c181 — caff2 pour obtenir :

A= (a1 +casg, b)) —(a+cas, b)) —(as, i)
PT'AP = | —(q +cras,62) A — (2 + czas, B2)  —(as, B2)
0 0 A

A %

|0 A
avec A d’ordre 2 x 2 . Ainsi det(A) = Adet(A). La matrice A est la matrice de
coefficients associ€s au noyau dégénéré

~

ks(t,s) = [a1(t) + cras(t)]Bi(s) + [aa(t) + coas(t)] Ba(s)

et cela équivaut au noyau dégénéré d’origine ks lorsque (B3 a été remplacé par
C1B1 + cofs. Dans le cas (1), A est non singulier, et donc A est non singulier. Ce
la preuve peut étre généralisée pour gérer tout ensemble dépendant 3;, en réduisant
le matrice de coefficients A pour (2.2) a une matrice d’ordre inférieur A pour Un
forme k,, de k,, celui qui rentre sous le boitier (1).

Ce théoréme nous assure que le systéme (2.15) est non singulier pour les cas qui nous
intéressent, a savoir celles pour lesquelles (X — k)™ emiste. Le deuziéme cas dans
la preuve est particulierement important, car il n’est souvent pas possible savoir a
l'avance si oui ou non [B; est un ensemble indépendant ou dépendant. La plupart des
textes semblent impliquer que 3; doit étre indépendant, mais ce n’est pas nécessaire.
En établissant le noyau dégénéré k,(t,s) qui approche k(t,s), il est nécessaire de te-
nir compte des couts d’installation du systeme (2.15). En particulier, les coefficients
(y,Bi) et (aj,Bi) doivent étre calculés, il est donc logique de choisir les fonctions
at, ft en ayant cela a lesprit. Souvent, les coefficients doivent étre calculé en utili-
sant l'intégration numérique, et nous voudrions minimiser le cout de telles quadra-
tures numériques. Dans les sections suivantes, nous considérons trois méthodes pour
construire des approximations de noyau dégénéré, et nous considérons le calcul de
leurs coefficients.
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2.2 Meéthode de Runge-Kutta
Principe générale
On considere un probleme de Cauchy
y = flz,y) t € [to, to + 7]
y(to) = vo

et on cherche a discrétiser ce probleme par rapport a une subdivision ty < t; < ... <
ty =to+T. L'idée est de calculer par récurrence les points (t,,y,) en utilisant des
points intermédiaire (t,;, Yni) avec

tni =ty +cihn, 1<i<gq, ¢ €][0,1].
A chacun de ces points on associe la pente correspondante
Pni = f(tn,ia yn,i)-

Soit z une solution exacte de l’équation, On a

o(tns) = 2(t) + / =)t

= 2(t,) + hn/ Z f(tn + uhy, z(t, + uhy))du
0

grace au changement de variable t = t,, + uh,,. De De méme

(s) = 2(b) + B /O Fltn + uhn, 2(bn + uhn))du

On se donne alors pour chaque i = 1,2, ..., q une méthode d’intégration approchée

(M) / Tt~ Y aigles),

1<j<i

ces méthodes pouvant étre a priori différentes. On se donne également une méthode
d’intégration approchée sur [0, 1] :

(M) / gt)dt~ 3" biglcy).

1<j<q

En appliquant ces méthodes d’intégration a g(u) = f(t, + uhy, 2(t, + uhy)), il
vient

Atng) = 2(tn) + o Y i f(tng, 2(tn),

1<j<i

Htns1) 2 2(tn) + o Y bif (b gy 2(tn 7).

1<j<q
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La méthode Runge-Kutta correspondante est définie par l'algorithme [2]

(

tni =t + cihy
Yni = Yn T Nn Zlgj@ Qi Pn,j 1<i<yq
Pni = f(tn,ia yﬂ,%’)
b1 = tn + iy,
| Ynt1 = Yn + Iy Zlgqu bjpn,;-

On la représente conventionnellement par le tableau

(M;) o 0 ... 0 0
“"nlg:l Ca a1 () -y ] ]

h] ]
(Mg) Cq g1 Qg2 ... Ggg—1 0

(M) br bz ... b1 b

ou les méthodes d’intégration approchées correspondent auz lignes. On pose par
convention a;; = 0 pour j > 1.

Hypothése
On supposera toujours que les méthodes d’intégration (M;) et (M) sont d’ordre 0 au

moins, c’est-a-dire
cl = E Q4j, 1= E bj.
1<j<i 1<j<q

En particulier, on aura toujours

1 = 07 tn,l — tna Yn,1 = Yn, DPn1 = f(tnayn)

2.2.1 Exemples
Range-kutta d’ordre 1[2]
0|0
Pour g =1, le seul choix possible est 1 Onaicicp=0,a11 =0,b =1.

L’algorithme est donné par

Pna = f(tm yn)

lny1 = tn + hn

Ynt1 = Yn + h'npn,l
1l s’agit de la méthode d’Euler.
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Range-kutta d’ordre 2[2]

Pour g =2, on considére les tableaux de la forme

0 0 0
5 = 2 : ou «a€]0,1].

1 1

Peds. =

20 2«

L’algorithme s’écrit ici

(pn,l - f(tna yn)

tn72 = tn + Oéhn

Yn2 = Yn + ahnpn,l

Pn2 = f(tn,27 yn,2)

tn—i—l =t, + hn

L Yn+1 = Yn + hy, ((1 - i) Dn1 + ipn,Q)

ou encore, sous forme condensée :

1 1

C’est néan moins la premiere formulation qui est la plus efficace en pratique, puis-
qu’elle requiert seulement deux évaluations de la fonction f au lieu de 3 pour la
forme condensée.
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Range-kutta d’ordre 4 [2]

Meéthode de Runge-Kutta ({classique)) :
Il s’agit de la méthode définie par le tableau

0 00 0 0
! 0 0 0

q=4, - 0 2 0 0
1 00 10

c 6 6 @

L’algorithme correspondant s’écrit

(

Pn1 = f(tna yn)

tng = ta + 2hy,

Yn2 = Yn + %hnpm

Pn2 = f(tn2 Yn2)

Yn3s = Un + 5hnDno

Pns = f(tno,Yns) (noter que t,3=1t,2)
tper =t, + hy, (noter que t,4=tn41)
Yna = Yn + NnDns

Pra = f(tni1, Una)

(Yn+1 = Yn T P (6Pt + 2Pn2 + 2Pns + £Dna)

On verra plus loin que cette méthode est d’ordre 4. Dans ce cas les méthodes d’intégration
(M;) et (M) utilisées sont respectivement :

(NI

1 -
(Ms) / g(t)dt ~ §g(0) : rectanglesA gauche,
0
: 11 o
(M3) / g(t)dt ~ 59(5) : rectanglesA droite,
0

1
1
(My) / g(t)dt ~ g(§) : pointmilieu,
0

(M) /o g(t)dt ~ ég(O) + %g(%) + %g(%) + ég(l) : Simpson.

2.2.2 Stabilité de méthode de Runge-Kutta

Les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes a un pas

Yn+1 = Yn + hnq)(tm Yn, hn)
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avee Dby, Yn, hn) = 3 1< i<y ipnj- La fonction @ est définie de maniére explicite
par

{fb(t,y, h) =2 1<jcq Uil (E+ cihyy;) avee (2.20)

Yi=y+hd caft+chy), 1<i<gq.

Supposons que f soit k-lipschitzienne en y. On va montrer que ® est alors également
lipschitzienne. Soit z € R et supposons ®(t, z, h) et z; définis a partir de z comme
dans la formule (2.2.2)

Lemme :
Soit av = max;(d <, | aij [). Alors

|y — 2 |< (1+(akh)+(ak;h)2—|—---—|—(ozk:h)i_1) | y—=2|.

On démontre le lemme par récurrence sur i. Pour i =1, on a y; = y,z1 = z et le
résultat est évident. Supposons l'inégalité vraie pour tout j j i. Alors

’yi—zi!S\y—z\—l—hZ]aij[-k-rg;gx]yj—zj\,
1<t

| yi — zi |[<|y — 2 [ +akhmax <i|y; — z; | .
j
Par hypothése de récurrence il vient
max | y; — 2 |< (14 akh+ -+ (akh)™*) |y — 2 |,
i<t

et linégalité sénsuit a ['ordre 1.
La formule (2.2.2) entraine maintenant

\@(t,y,h)—q)(t,z,h) ‘S Z |bj|k|yj_zj ’§A|y—Z’(I’U€C

1<j<q

A=k Z ‘ bj ’ (1 + (@khm(n) 4+ 4 (akhmax)jil).

1<j<q

Corollaire

Les méthodes de Runge-Kutta sont stables, avec constante de stabilité S = e T .

Remarque

le cas fréquent ot les coefficients b; sont > 0, on a la relation
A < k(1 + (@khmaz) + - + (@kBpag ).

Si les coefficients a;j sont eur-mémes > 0, on a o = maxy, .
Lorsque hpyq, est assez petit devant 1/ak, la constante de stabilité est donc de l'ordre
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de grandeur de e*”. Ces observations montrent que les méthodes de Runge- Kutta
décrites dans les exemples 1, 2, 8 possédent une excellente stabilité (il est facile
de voir que ekT est la borne inférieure possible pour S, quelle que soit la méthode
utilisée : considérer pour cela l’équation y' = ky).
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Chapitre 3

Applications

Dans Ce chapitre traite d’une application des méthodes numériques ”Runge-
Kutta” et ” noyau dégénéré”

3.1 La méthode de noyau dégénérée

Equation intégrale impliquant une fonction inconnue qui est sous un signe intégral.
Pour résoudre l’équation intégrale linéaire de Fredholm dans les méthodes numériques,
c’est plus difficile, de sorte que pour obtenir une solution de cette équation, il faut
utiliser le développement de la série de Taylor pour la fonction de deux variables
afin d’obtenir une solution appropriée pour le noyau k(z,t). D’aprés Uarticle [1],
cela explique que l'équation intégrale de Fredholm de deuxieme espéce avec la va-
leur intégrale comme a = 0 et b = 1.Maintenant, d’aprés larticle [1], nous allons
résoudre la valeur intégrale pour a =1 et b = 2. Considérons maintenant I’équation
de lintégrale linéaire de Fredholm est

y(x) = Fx) + A / Ko, Oy (t)dt (3.1)

Ici, nous utilisons la somme de la fonction de multiplication telle que g;(t) et h;(t)

c’est a dire.
N

k(z,t) = Z hi()g;(t) (3.2)

n=1

A partir de l'équation (3.2), utilisez l'idée de noyau dégénéré. Pour résoudre
I’équation ci-dessus, en utilisant le logiciel de laboratoire MATLAB a déduire de
maniere simple. Cette méthode est trés précise lorsque l'on compare les résultats
avec la solution d’autres méthodes.

3.1.1  Solution de I’équation intégrale de Fredholm de se-
conde espece avec noyau dégénéré :

Considérons une équation intégrale de Fredholm non homogéne de seconde espéce.
b
) = f(@) + A [ K (o)
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Le Noyau est dégénéré, alors on prend

N

k(z,t) = Z hi(x)gi(t)

n=1

Supposons que la fonction h;(x) est linéairement indépendant. En remplagant I’'équation
(3.2) dans l’équation (3.1), on obtient

y(z) = / Zh (t)dty () +>\Zh / V(b)) dt

(3.3)
Ainsi, 'équation ci-dessus se réduit a,
y(z) = f(@) + X)) cihi(x) (3.4)
i=1
ouc; = f gi(y(t)dt (i =1,2,. n) sont des constantes a déterminer pour trouver

la solution de (3 1) sous la forme donnée par l'équation (3.5). Maintenant pour
continuer ceci pour évaluer c¢; comme suit

)+ A chi(t) (3.5)
i=1
remplacer les valeurs de y(t) dans l’équation (3.4) on obtient

n b n
) = F@) AN ) [ a0+ AD ekl (30)

(4,5)
Mise en équation de l’équation (3.5) et de l’équation (3.7)

DAY ihule) = f(2) + A hi(o) / BOL0) + A eha(olde

Ou
n n b n
A i) =AY i) / GOIFO + A cahi(t)]dt (3.7)
i=1 i=1 a i=1
Laisser 8; = f gi(t)f(t)dt et cy; = f gi(t t)dt ou cvj et 5; sont dites constantes.

Alors ’équation (3.8) est simplifiée comme,

n

Z[Cihi(l’)] = Z hi(z)[Bi + A Z ;¢4

Ou

l’)[Cz — ﬂz - )\Z aijcj] =0
i=1
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Par notre hypothése h;(x) sont linéairement indépendants,

n
Ci_ﬁi _)\Zaijcj = O,i = 1,2,...,71
=1

C; — )\ZO./Z']'CJ‘ = BZ,Z = ]_,2, e (38)
i=1

On obtient ainst un systéme d’équations linéaires. Pour déterminer la valeur de
C1,C2,y...,Cp
A partir de l’équation (3.9), poseri =1

C1 = )\[0[1101 “+ y9Cy + 13C3 —+ ...+ alncn]

poser ¢ = 2
Co = Aa2161 + QipaCy + QagCs + ... + Q2

et ainsi de suite, en général poser i =n
Cn = A[@n1€1 + QnaCa + Qn3Cs + ... + QpnCy

Ainsi le déterminé de D(X\) du systéme

_(]. — )\Oén) —/\0612 ...... —)\Oéln
—)\0421 (1 — )\0622) ...... —>\062n
D()\) e e
N Yo R Yo T S (1 = Aann) |

qui est un polynome en X de degré au plus (n), D(N) n’est pas identiquement nul.

Exemple 1 :

Trouver la solution analytique de [’équation intégrale suivante
2
y(x) =1 +/ 1+ 4dxt]y(t)dt
1

Solution.

L’équation intégrale donnée est,
2
y(x) = 1+/ 1+ dxt|y(t)dt
1

A partir de l’équation intégrale donnée, nous pouvons choisir la valeur du noyau
comme K(x,t) = 1+ 4xt Nous savons que le noyau K(x,t) est une fonction
séparable. Ce hi(x) = 1;ho(x) = 4x

g1(t) = 1;92(t) = tf(x) = 1; A =1 De l’équation (5.4) nous obtenons,

y(z) = 14 [e1 + 4dacy)
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o e e =[]

donc la valeur de \ est 1 alors,

(1 - 0411) —Q2 C1 _ B
—ag1 (I —am)| | B2
Pour trouver la valeur de ¢; et ¢y on trouve d’abord le oj,i # j et B, (i =1,2;j =
1,2) ,nous obtenir

2 2 2 3 2 98
0411:/ dle,a12:/ 4xdx:6,0421:/ xdx:—,om:/ Arde = =
1 1 1 2 1 3

2 2 3

51:/ dmzl,ﬁgz/ rdr = =

1 1 2

, Puis substituez ces valeurs dans la matrice ci-dessus et on obtient

1 2
et les valeurs des constantes sont ca = 5= o Ainsi la solution est y(x) =
2 2z
14— 4 (=22
)

3.1.2 Extension de la série Taylor :

Soit f(x,y) une fonction continue de deux variables x et y, alors la série de

% 0

Taylor Développement de la fonction f au voisinage de tout nombre réel ”a” en ce
qui concerne y est

taylor(f,y,a) = ; %%(ﬁy = a)
et
taylor(f,y,a) = 3 Mﬁ(f,y = a)
ol oy

cela veut dire que m'™ terme du développement de Taylor a la fonction au voisinage
a Par rapport a la variable

Exemple 2 :

Trouver les six termes d’un développement en série de Taylor de la fonction
flz,y) =€ aa=4
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Solution :
la fonction donnée est f(x,y) = ™ .Le développement de Taylor est

m— 1

taylor(f,y,a

n=0

Pour trouver les quatre nombres réels

Algorithme([7]

étape-1 :Démarrer le programme.
étape-2 : Déclarez le variable x.
étape-3 :Calculer a,j,1# j, (1 = 1,2,..5;j = 1,2,...5) valeurs en utilisant
s = f7 gilw)hy(2)da
étape-4 :A partir des valeurs de a;; nous pouvons calculer la valeur [A].
étape-5 :Calculer B;(i = 1,2,...5) valeurs en utilisant
B = 2 gu(e) f(x)da
étape-6 :Calculer la valeur des constantes [¢;] = [A;]™! x [By]T.
étape-7 :Ensuite, la solution deY (x) est également calculée.
étape-8 :Arrétez le programme.

valeur des constantes

A =0.0436 —0.0678 0.4782 0.0113 — 0.0399
1.4404 0.9793 0.7202 0.0034 — 0.0601
—2.2462 0.0851 2.1231 — 0.0142 — 0.0937
—3.6141 0.3058 1.8070 — 0.9490 — 0.1507
—5.9754 0.7491 2.9877 — 0.1249 0.7508

>> ¢ = inv(A) * transpose(B)
c=1.5195

2.0528

2.8646

—4.5974

6.1393

Solution d’approximation
>>Y =14 (((1.5195) x sin(z) + ((2.0528) x cos(x)) + ((2.8646) * (—0.5) * sin(x)) +
((—4.5974) % (—0.1667) * cos(x)) + ((6.1393) * (0.0417) * sin(x))))

Y =1+ 0.3432sin(x) 4 2.8192cos(x)
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3.2 La méthode de Runge-Kutta

3.2.1 Introduction

Tout au long de ce paragraphe, on va servir de l’article [5] Pour résoudre numériquement
les équations intégrales de Volterra (VIE) de second espéce

y(z)=g(x)+ /fﬂ k(x,t,y(t))dt, x € [xg, X] (3.9)

Zo

telles que

g [re,X] = R™ k:AxR™ > R"™ A= {(z,t):2x0<t<x<X} sont
suffisamment réquliéres, on considere une classe trés générale de méthodes dites de
Volterra Runge-Kutta (VRK) définies par

7 v
v = nY gk <xn + dijh, xy + €i5h, Y @:sz}M> + B (20 + ¢;h) ,(3.10)
j=1

=1
Yn+1 = ijyj[n]
=1

i=12..,v;n=012.,N—1 Icip, est un entier fire, v, = xo + nh, n =
0,1,2,..., N; Nh = X — xq est le maillage (division) uniforme, et F, (z, + c;h) est
une approximation de F, (x, + ¢;h) définie par

Fn(x):g(x)—i—/xnk:(x,t,y(t))dt

o

Awvec cette notation, l’équation (3.9) peut étre réé crite comme

y(a:):Fn(:c)—i—/ k(g () dt, 7€ [tm o], n=0,1,2,,N—1 (3.11)

o

L’approrimation dite de "la queue” consiste a approximer ﬁn (xn + ¢ih) par F,(x,+
c;ih) doit étre choisie de maniére a ce qu’elle préserve 'ordre de convergence de la
méthode VRK et elle est la plus efficace possible en terme de nombre d’évaluations du
noyau k apparaissant dans (3.9), (3.10) et (3.11). On peut définir l’approzimation
de la queue de la forme

F,(x)=g(x)+h Z Z vk (x, Ty—1 + cjh, Yj[k_”> (3.12)

k=1 j=1

avec le vecteur des poids v = [y1,72, .., %|" . La méthode résultante (3.10) avec les
approzimations F(x, + c;h) définies par (3.12) ont été référencées dans [3], comme
une méthode VRK étendue. Une approche différente des approximations basée sur
des extensions continues naturelles de la solution numérique de degré d < p (tel que
p est Uordre de la méthode qui sera discutée plus bas) a été proposée par Bellen et
al. dans [?]. Ces extensions continues naturelles u(x,, + 0h) sont définies par

w(zy + 0h) = Z w; (0) Y, (3.13)
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n=0,1,2,..,N—1;0 € [0,1] ot w; () est un polynome d’ordre d
[p/2] <d <min{v —1,p}

Ici, [p/2] représente la partie entiére de p/2. Ces polynéomes satisfont les systemes
linéaires des équations

> wi () =6%k=01,2 .4 (3.14)
j=1

Voir [4] pour comparaison. On considére alors [’approzimation suivante

Fo(x) =g (@) +h > Y vk (0,201 + &hu (w1 + &) (3.15)

k=1 j=1

ot le poids v; et les abscisses & correspondent a une r égle de quadrature d’ordre
supérieur ou €gal a p. Les formules résultantes avec approximation que définies par
(3.15) seront appelées méthodes VRK naturelles. Les coefficients au; , Biji et w; ,
et les abscisses c; , dij et e;; seront choisis de sorte que la méthode VRK ait un
ordre p et un ordre d’étape q = p, et certaines propriétés de stabilité souhaitables
par rapport a la base et a ’équations de test de convolution. Puisque, en général,
k(z,t,y) n'est défini que pour t < x, nous supposerons toujours la condition dite du
noyau e;; < d;; .

3.2.2 Ordre des étapes et conditions d’ordre

Pour discuter des conditions d’ordre pour les méthodes VRK (3.10)[1] , sans
perte de généralité, nous considérerons une forme plus simple de VIE (3.9), ot la
fonction noyau k(x,t,y(t)) est ind épendant de t. Ceci peut étre accompli si nous
définissons, par exemple

1©=|,0 ] 7@=,0 ] FeTo=| )

Alors Uéquation (3.9) peut étre réduite a la forme

y(z)=g(x)+ /xk (x,y (b)) dt, x € [xg, X] (3.16)

o

ol par commodité nous avons écrit y, g et k au lieu de y, g et k. La méthode VRK
pour ( 3.16) prend maintenant la forme

v = hzaijk <9Cn + dz‘jhaZ@jlYl[n}) + By (2 + cih) (3.17)
=1 =1

Ynt1 = ijyl[n]
j=1

1= 1,2,...,v,n =0,1,2,.... N —1, ou fn (xn + cih) est une appproximation de
F, (z,, + ¢;h) d’ordre suffisamment élevé définie par

Fn(m):g(:p)+/ k(z,y(t))dt, =€ [ry,Tn1], n=0,1,2,.... N —1

zo
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L’approximation de ’égalité (3.12) prend maintenant la forme

F, (z) +hZZ’yJ (a: Y” ”)

k=1 j=1

et Uapprozimation de 'égalité (3.15) basée sur les extensions continues naturelles
(3.13) prend pour

Fo(x) =g () +hY Y vk (@, u(ze 1+ &h)) (3.18)

k=1 j=1

Il résulte de la définition de E(m, y(t)) qu’avec les abscisses e;j définies par
;=Y Bgc, i=12..v, j=12..p (3.19)

les conditions d’ordre pour (3.17) appliquées a (3.16) sont les mémes que les condi-
tions d’ordre pour (3.10) appliqué es a (3.9). Comme dans [3], nous supposons
également que

S Bu=1 i=12..v j=12 .5 (3.20)

Dans ce paragraphe, nous déterminons les conditions qui garantissent que les méthodes
VRK (3.17) ont lordre p et lordre des étapes q = p. Cela signifie que

hd; =0 (K"), i=1,2,..,v, h—0, (3.21)

et
hd =0 (WYY, h—0 (3.22)

ou hd;, i = 1,2,...,v , sont les erreurs locales de discré tisation des valeurs d’étage

Y;M , et hd est l’erreur locale de discrétisation de y,.1. Ces erreurs sont dé finies
comme des résidus obtenus en remplacant Yi[n] par y(x, + c;h), et F,(x, + c¢;h) par
Fo(z, + ¢;h), et ypi1 par y(zpy1) dans (3.17), ou y(zx) est la solution de (3.16),

c’est-a-dire

hd; = y(z,+cih)—h Z ajk (:cn +dijh, Y By (an + cl-h)> —F,(v,+c;h) (3.23)

=1

hd = Y(Tpi1) Zw]y Tp + cjh) . (3.24)

Il découle de (3.21) et (3.22) que l'ordre des étapes et les conditions d’ordre peuvent
étre obtenus en développant hd;, i = 1,2,...,v, et hd en séries de Taylor autour
du point x,, et égalant a zéro les coefficients des differentielles élémentaires jusqu’a
lordre d’étape q = p et l'ordre p. Ces differentielles élémentaires dépendent des y, k,
des dérivées de y, des dérivées partielles de k, et de leurs combinaisons. Dans ce
quir suit, nous allons illustrer ce processus pour déterminer l’ordre des étapes et les
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conditions d’ordre jusqu’a l'ordre p = 4 et l'ordre des étapes q = 4. Les expressions
hd; et hd ont les développements de Taylor suivants jusqu’a [’ordre quatre

Rl = (o) = Falin) + (/o) = Fafan) e+ (o (22) = Fiea) &
+ (" (wn) — ' (7n)) % + (9(4) (zn) — F7§4) (mn)) C;Z

—hZa” T, + dijh, y(x,) + Zﬁmcly (xn)h

7j=1

+ Z Bul_ mn h2 + Z ﬁz]l_ m(mn>h3) + O<h5>

i=1,2,....,v, ot nous avons utilisé (3.20), et

hd = <1 — ij> (1 - ijcj> hy' (xn) + (1 - pr?) y" () %2

+<1 ij]> " xn—+<1—2w3]> n);1—4+0(h5).

p=q | différentielles | conditions d’ordre p et ordre d’étapes q
p=0 y D wy=1

p=1 y > wic; =1

g=1 k 5 LG = ¢

p=2 y" Do wic; =1

q=2 % Z;L L ijdiy = ¢}

q=2 %y’ D1 Qg Doy Biier = ?%

Tableaul : Conditions d’ordre et d’ordre d’étape pour p=0,p=q=1etp=q=2

Nous évaluons ensuite y (x) — F, (z), v (z) — F} (), y" () — F! (z), y" (x) —
F" (), et y¥ (z) — £y (x) pour x = x,. Aprés quelques calculs, il résulte de (
3.11) que

y—F.=0, ¢y —-F,=k o F”—2—+—y

Pk Pk, Pk, Ok,

n _ F/// — 3 3
" Ox? + axﬁyy + 0y2y + 8yy ’
Bk Pk Pk 0%k
(4) o F(4) — 4 / 4 12 4
vU - BT =455 0530,V Y oY T eyt
a3k 13 8 k / " 8k ///
+8 3y +38 Sy + = ay

ot mous avons ignoré les variables de y, F), et k et de leurs dérivées. En rem-
placant les expressions ci-dessus par hd;, 1 = 1,2, ...,v et en développant la fonction
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k apparaissant dans hd; en série de Taylor autour du point (x,, y(x,)), puis en
éqgalisant a zéro les coefficients des diffé rentielles élémentaires résultants, on obtient
des conditions d’ordre d’étape jusqu’a l'ordre d’étape ¢ = 4 De méme, en égalant
a zéro les puissances de h dans hd jusqu’ a ['ordre quatre on obtient les conditions
d’ordre de la forme Z;:l wje;? =1,k=0,1,2,3,4. Nous appellerons ces conditions,
les conditions d’ordre de quadrature. Ces conditions d’ordre et d’ordre d’étape sont
répertoriées dans le tableau 1 pour p=0,p=q=1 et p=q =2, dans le tableau 2
pour p = q = 3 et dans le tableau 3 pour p = q = 4. On observe qu’en multipliant les
conditions d’ordre d’étape par w; puis en additionnant les expressions résultantes de
t=1ai=v et en tenant compte des conditions d’ordre de quadrature, nous obte-
nons des conditions d’ordre d’étape déterminer dans [2]. Nous concluons cette section
en énumérant dans le tableau 4 le nombre de conditions (qui incluent les conditions
d’ordre et d’ordre d’étape et les relations (5.20)) et le nombre de parametres libres
cj, Wy, 045, di; et iy pour les méthodes VRK naturelles avec p = q = o = v pour v=
1,2,3 et 4. En construisant de telles méthodes, nous supposerons généralement que
la derni ére composante ¢, du vecteur d’abscisse c est égale a un.

p = q | différentiels | conditions d’ordre p et ordred’étape g
p=3 y" > i w;cs =1

q=3 % L aidy = ¢}

q= 3 aigcyy/ 25:1 awdm Zl:l 5ijlcl - g
¢g=3| Sk S i (S0 Bae)” = 5
q=3 g—f,y” D o1 g Do Bigief = 3?

Tableau?2 : Conditions d’ordre et d’ordre d’étape pour p =q =3

p = q | différentielles | conditions d’ordre p et ordre d’étape q
p= y S el =1
q= gZ’g P agdy; = ¢ )

= 3%22?/2 25  Qijdi (Zz 1 Bijlcl)2 :4%
q= aizgyy/ J | Qijd; Zl L Bijict = CEZ
qg=4 TRy Doy ugdig Y0 Bigici = % 4
q=4 gf,’éy’y” Z? 1 O‘U Zz 1 @ﬂcl Zz 1 ﬁwl 124: ZZ
q gzﬁy“ g 1 Qij (Zl 1 Bljlcl) = 4%
q=4 gljy’" V1 Qg iy Bigel = T

Tableaus : Conditions d’ordre et d’ordre d’étape pour p =q =4
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p=q=p=v|# de condition : p=q | # de parametre
1 y; 5
2 13 20
3 9y 51
y 77 104

Tableaus : Nombre de conditions et nombre de parameétres libres pour les m éthodes
VRK naturelles avec p=q=pu=v , pourv=1,2,3 et 4.

3.2.3 Analyse de stabilité par rapport a I’équation du test
de convolution

Dans cette paragraphe, nous étudions les propriétés de stabilit é des méthodes
VRK (3.17) avec l'approzimation définie par ( 3.18) par rapport a 'équation test de
convolution

y(:E):1+/0x()\+§(:v—t))y(t)dt, x>0 (3.25)

ou, A, £ € R. La solution y(x) de cette équation tend vers zéro lorsque x tend vers
linfini si et seulement st A < 0 et &€ < 0. Nous allons rechercher si cette propriété
est héritée de la solution numérique {y,},, obtenue par application de la méthode
VRK (3.17) avec lapproximation de la queue donnée par (3.18) a l’équation test
(3.25). On peut vérifier que cette solution numérique dépend des paramé tres Ah et
ER? , ou I est le pas utilisé. La m éthode VRK est dite stable pour (Ah, £R?) donné si
Yn = Yn(Ah; ER?) — 0 quand n — oo. La région de stabilité S d’une méthode VRK
par rapport a (3.25) est l'ensemble de tous (Ah,ER?) pour lesquels la m éthode est
stable, c’est-a-dire

S = {()\h>fh2) € R?: yn()\h;ﬁhz) — 0, quand n — oo} (3.26)

La méthode VRK est dite Vy-stable si sa région de stabilité comprend [’ensemble
A < 0 et En? < 0, c’est-a-dire {(Ah,ER?) € R?: A < 0, £h? <0} C S. Dans ce
meémoire nous présenterons la méthodes de VRK naturelles Vy-stables d’ordre p et
d’ordre d’étape q = p jusqu’a lordre quatre. En appliquant la méthode VRK (5.17)
a (3.25) on obtient

v M v s
Y = YD T auBaY M+ hEY DY aiydy By

=1 j=1 =1 j=1
v
—h*¢ Z Z aijeijﬂijlyl[n] + F, (2, + c;ih) (3.27)
=1 j=1
Ynt1 = Z wj}/][n]

J=1
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i=1,2,...,v, ot lapprozimation de la queue (3.18) prend maintenant la forme

Fy(za+ch) = 1+ > v (e + §h)

k=1 I=1

+h%¢ Z Z u(n—r+1)u(ze +&h)

k=1 [=1
+h2522m (Tu1 + &) (3.28)
k=1 [=1

En mettant . -
by =D v (&), =) ugw; (&) (3.29)
=1 =1

il résulte de (3.13) que (3.28) peut étre réécrit sous la forme

Fy(wn+eh) = 1+hAY Y byt (3.30)
k=1 j—l
+h2§ZZb (n— K+ 1)V ”+h2§zz bye; — ;) Y531)
k=1 j=1 k=1 j=1
En mettant

z=h\ y=h¥% r=[m,.,n]", e=[1,..,1" eR",

o
A= [ail]zl:17 ;) = Zaijﬁijla B = [ il zl 1> zl Zaz] Z]ﬁl]l?
j=1

1"
¢ = [Cil]zlzl » Cil = Zoéz'jez’jﬁijl, b= [bi, ~~7bu]T, c= e, -~-,Cu]T7

j=1
vl — [Yf“}, YMT Rl = [F (2 + c1h) o, F (2 + cyh)r
la relation (3.27) peut s’écrire sous forme vectorielle
Yl = (zA+y(B-C)) Y 4 Fi (3.32)
et lapprozimation de (3.31) prend la forme
Fll = e+ Zn: (zeb" +y(n—r+1)eb" +y(cb" —er”)) y =1l (3.33)
k=1

ol = b.c:=[e1by, ..., cb))" . Comme dans [7] on peut réduire (3.52) et (3.33) a un
équation de différence vectorielle d’ordre deux. En mettant

Q=Q(xy)=I-zA-y(B-C) (3.34)
la relation (3.52) prend la forme QY™ = FI"l. On peut donne (3.33) comme suite
pirta _gpbtl Pl = (2 + y) eb” +y (eb” —er”)) Yt

— (xebT +y (ch — erT)) ylnl,
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et en substituant cect dans la relation
Q (Y[n-i-?] . 2y[n+1] + Y[n]) _ F[n+2] . 2F[n+1] + F[n]
nous obtenons

QYIA) = (2Q+ (w4 y)eb” +y (b —er”)) VI (3.35)
—(Q + zeb” +y (" —er”)) VI,

n=20,1,..., Il s’agit de la relation de récurrence vectorielle souhait ée d’ordre deux.
Dans ce qui suit nous supposons que la matrice Q) d éfinie par (3.34) est non sin-
quliere et nous définissons les vecteurs € = Q te, ¢ = Q 'c. Nous chercherons les
solutions de (3.35) sous la forme

Y =, 4 8. (3.36)

ol , et B, sont des scalaires a dé terminer. En remplacant (3.30) dans (3.35) et
en comparant les coefficients de e et ¢ dans les expressions résultantes, et en tenant
compte du fait que les vecteurs e et ¢ sont linéairement ind épendants, on obtient

nro = 2+ (x+y)bTe—yr'e) ani + ((x+y) b ¢ —yr’'e) Bup
—(1 4 xb"e — yb" &)y, — (xb'c — yr'?)p,

Bria = yb €atnir + (24 yb' ¢) Bugr — yb'ea, — (1 +yb"'¢) B,

n = 0,1, ..., Ensuite, nous réduirons les relations de récurrence ci-dessus pour «, et
Bn a une équation de diff érence vectorielle du premier ordre. Laisser

24 (x+y)bTe —yrte (z+y)bTc—yrtc
M:M(I7y) = l ( z[))T'é Y ( 3)4- bevay

—1—abTe+yrTe —abTc+yrlec
Alors le systéme pour oy, 1o et B9 peut étre écrit sous une forme compacte

Upy1 = Sv, (3.37)

M| N y
S - S(Q?,y) = |: I 0 :| € R4 47 v = [Qn+15n+lanﬁn]T c R4

Il résulte de (3.32) et (3.33) que YO = Q-1Fll =&
YW = Q UFW = (14207 — y72) & + ybT e,

ce qui implique que ag = 1, By = 0, a1 = 1 + (x +y)bTe —yrle, By = ybl'e. Ainsi,
le vecteur initial vy de I’équation de récurrence (3.37) prend la forme

vo=[an B ag BO]T: [1+ (z +y)bTe—yr’e yb'e 1 O]T.
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Les propriétés de stabilité de la méthode VRK (3.17) avec l'approzimation de (3.18)
par rapport a l'équation du test de convolution (3.25) sont déterminées par le po-
lynome caractéristique ¢(0) de la matrice d’amplification S = S(x,y) apparaissant
dans (3.37). Ce polynome prend la forme

¢(0) = det [01 — S] = det [0 — M — N]
Ainsi que ¢(0) = (0 — 1) ¢ (6) avec

Y() = -2+ (@x+y)bde+y(c—r"¢))0 (3.38)
+14+azb"e+y (b'c—r'e) +y* (b er’c—b"ar'e) . (3.39)

ou 0 =1 est une valeur propre de S de multiplicité algé brique deuz et de multiplicité
géométrique un. En consé quence, la région de stabilité de la méthode VRK (5.17)
par rapport a l’équation de test (3.25) peut étre caractéris ée comme

S = {(az,y) cR?: 10, (z,y)] < 1, et |0y (z,y)| < 1}

ot 01 = 01 (x,y) et Oy = Oy (x,y) sont les racines du polyndome (0) d éfini par
(3.39). En mettant y = 0 dans (3.39) ce polyno me 1(0) se réduit a

Y(0)=0"— (2+ab"€)0+1+abe,

avec les racines 0 =1 et 0 = 1+ xbTe =1+ zb” (I — xA)e.

Nous utiliserons le critére de Schur l'article X pour trouver les conditions sous
lesquelles les racines 61 = 01(x,y) et Oy = Oy(x,y) de (0) sont a linté rieur de
l'unité cercle. Ce critere implique que tel est le cas si et seulement st

L+ abe+y (b c—rTe)+y* (er'c—barTe)| <1 (3.40)

12+ :x+y)bTE+y(bTE—rT€)\
|2 +abe+y(bc—rTe)+y’ (Ver'e—bTer'e) ‘ (3.41)

Pour rechercher des méthodes Vy-stables, il est plus pratique de reformuler (3.40)
et (3.41) sous la forme
o(x,y) >0, z,y<0 (3.42)

V(z,y) >0, z,y<0 (3.43)

ot les fonctions rationnelles ¢ (x,y) et ¥ (z,y) sont définies par
e(z,y)=1—(1+ab"e+y(bTc—rTe)+y* (ber'c—bv"er" e))2 (3.44)
Y(zy) @ = 2+abe+y(c—r'e)+y* (Oerc—bvTar" e))2

— 24 @+y) b e+y (BTe—rTe))".

Pour les méthodes VRK avec pp = v ces fonctions prennent la forme

> ociryea (~1) & aiy b (e.y) = S ocinjca (=D Dty
N . 2 ) ) - N 3
<Zogi+j§v 772‘(3' )xlyj> (ZOSiJerV ng)xlyj >
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(1) 500 = 0, éé) = 7](%) 1, ou les coefficients 52] ,7]1(])752(32),77” dépendent

des parametres libres restants des méthodes. Alors les conditions suffisantes pour la
stabilité Vy prennent la forme

N >0, i j=01, .y, 1<itj<2, k=12 (3.45)

Pour faire respecter les conditions (3.42) et (3.43) on peut aussi considérer les po-
lynomes

=B et s () o

obtenu en remplacant y = tx dans les numérateurs de p (z,y) et ¥ (x,y). Alors
les conditions suffisantes pour la Vy-stabilité des méthodes VRK, qui sont moins
restrictives que les conditions (3.45), prennent la forme

V>0, n¥ >0 k=01,..,2, (3.46)
1 <o, t? <o, (3.47)

ot tgl) et tl( ) sont les racines réelles des polyn omes Zl 1 nl( , et Zl 1 771(2 th k=
0,1,...,2v apparaissant en v (x,y) et § (x,y). Cela conduira a méthodes qui sont a
la fois A- et Vy -stables.

3.2.4 Expérience numérique :

Nous avons implement les méthodes rapportes dans un code pas fixe et effectu
des tests numériques sur une équation linéaires.

soit I’équation intégrale de Fredholm

f(x):2:c+/_1%tf(t)dt

sa solution est

flx) =3z
et soit l’équation déffirentielle

y(z) =3

Y (x) =3

y'(z) =0
donc

y+y' =3 0<z<l1
avec
y(0) =0, Yy (0)=3

a solution exacte y (v) = 3.
en récherche la solution numérique par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4
les pas sont h = 0.1 on a 11 valeurs
h =0.05 on a 21 valeurs
h =0.025 on a 41 valeurs
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Programe :

cle
clear
f=a(z,y)y(2),
fa=Q(z)3 * z;
n = 41,
xr = lz’nspace(O, 1,n);
h=wx(2) —x(1);
20 = z(1);
y0 = [07 3];
y = y0;

fori=1:n-1
k1= hx* f(x(i),y(i,

)

k2 =hx* f(x(i) + h/2,y(i,

k3 =hx f(x(i) + h/2,y(i,
)

k4 =hx f(x(i
y(i+1,:) =y(i,:) +
end

+ h,y(i,

—y(2) + 3};

));

)+ k3);

D)+ k1/2);
)+ k2/2);

(K1 +2% k24 2% k3 + k4) /6 ;

plot(z,y(:, 1), or', x, fa(z), V)

err =y(:,1) —

hv=ones (1,n) x h;
Result= [x', hv', y(:,

fa(x)’;

1), fa(z)', err];

Result2Data=[x ;hv;y( :,1) fa(zx) ;err’] ;
fid = fopen ([ RK2023/,num?2str(n), .dat'], w') ;
forintf(fid, fclose( fid);

Nous rapportes ici les résultats obtenus sur les problemes de tests linéaires sutvants :

X

h=0.1

h=0.05

h=0.025

0.0000
0.1000
0.2000
0.3000
0.4000
0.5000
0.6000
0.7000
0.8000
0.9000
1.0000

0.00000E+000
0.00000E+000
0.00000E+000
2.22045E-016
0.00000E+000
2.22045E-016
4.44089E-016
8.88178E-016
0.00000E+000
0.00000E+000
0.00000E+000

0.00000E+000
0.00000E+000
0.00000E+000
2.22045E-016
0.00000E+000
0.00000E+000
0.00000E+000
0.00000E+000
8.88178E-016
8.88178E-016
8.88178E-016

0.00000E+000
0.00000E+000
0.00000E+000
0.00000E+000
4.44089E-016
4.44089E-016
4.44089E-016
0.00000E+000
0.00000E+000
8.88178E-016
1.77636E-015
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Pour plus de précisions, nous avons les trois courbes suivantes :

Courbe pour n=11 Courbe pour n=21

Courbe pour n=41

d’aprés le tableaux et les trois courbes en remarque ’efficacité de méthode de
Runge-Kutta.
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Conclusion

Nous avons traité dans ce travail la théorie relative a deux méthodes de résolution
numérique de problémes en mathématiques appliquées. Nous avons adapté, dans ce
travail, ces deux méthodes a la résolution d’équations intégrales de Fredholm linéaire.
Pour valider cette adaptation, nous avons testé une équations intégrale. Ce test a
été réalisé sur l’équation a noyauxr dégénéré et la deuxieme teste par méthode de
Runge-Kutta et nous avons constaté que la deuzxiéme méthode ( Runge-Kutta ) est
plus efficace. On s’attend a que cette méthode soit aussi efficace pour les équations
intégrales non linéaires.

47



Bibliographie

[1]  H. Brunner and P.J. van der Houwen, The Numerical Solution of
Volterra Equations, CWI Monographs 3, North-Holland, Amsterdam 1986.

[2] J. C. BUTCHER, "Implicit Runge-Kutta and related methods,” in Modern
Numerical Methods for Ordincarv Differential Equations (G. Hall and J. M.
Watt, eds.), Clarendon Press, Ozford, 1976, pp. 136- 151.

[3] L. Debnath and P. Mikusninski, Introduction to Hilbert spaces with ap-
plication, Aca- demic press, New York, 1990.

/4] E. Hairer and G. Wanner, ” On the Butcher group and general multi-value
methods,” Computing, v. 13, 1974,p p. 1-15. (MR 53 7037)

[5] A.J. Saleh, The Numerical Solutions of FIEs of the Second Kind of Degene-
rated Type Using Bownd’s Methods, Baghdad, Iraq , March 31, 2021.

antt Swarup,Equations intégrales, Krishna Prakashan Media td,
6/ Sh t'S\ E ' ntégral Krishna Prakashan Media (P) Ltd
quinzieme Edition,2007.

[7]  N. Velmurugan, S.Tinnu Priy , Solution of linear Fredholm integral
equation second kind with Taylor expansion using MATLAB, Tamil Nadu, India
52(1989), 49,63.

48



Résumé

Dans ce travail , nous avons étudié par méthodes numériques la résolutiondes
équations intégrales de Fredholm.
Le but de ce travail est de montrer l'efficacité des deux méthodes présentées et
leurs avantages.
Ensuite, nous avons fait une comparaison entre les résultats de cette méthodeset
la solution exacte de ’équation.
Les résultats de la méthode Rung Kutta sont plus proches de la solution
exacte.
Mots clés :
Equations intégrales de Fredholm, noyaux dégénéré, approximatin, méthode Runge-Kutta.

Abstract

In this work, we studied by numerical methods the resolution of the integral equations of
Fredholm.

The purpose of this work is to show the effectiveness of the two methods presented and
their advantages.

Then, we made a comparison between the results of this method and the exact solution
of the equation.

The results of the Rung Kutta method are closer to the exact solution.

Keywords: Fredholm integral equations, degenerate kernels, approximatin, Runge-
Kutta method.
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