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Abstract

The fixed point theorems are very important tools in functional analysis, they are used to
demonstrate the existence of solutions of different Kinds of equations in various spaces. The
purpose of this work is to maKke a broad study on the theory of the fixed point and its

applications in particular its applications in D-metric spaces.

Resume

Les théoréme du point fixe sont des outils trés important dans ['analise fonctionnelle, on les
utilise afin de démontrer ['existence des solutions des differents genres d’equations dans divers
espaces. Le but de ce travail est de faire une étude large sur la théorie du point fixe et ses

applications en particulier ses applications dans les espaces D-métriques.
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INTRODUCTION GENERALE

L’objet de ce mémoire est I’étude des propriétés des théoremes de points fixes sur les espaces
métriques, les espaces S-métriques,les espaces b-métriques, et les espaces D-métriques.
Notre mémoire est composé de trois chapitres : le premier chapitre intitulé notions et résultats préli-
minaires aborde des définitions des espaces métriques, ouvert, fermé, parties bornées, espace complet,
voire les notions des espaces métriques et la théoréeme du point fixe métrique (Banach).
Espaces métriques Généralisés est l'intitulé de notre deuxiéme chapitre ou il sera question les défini-
tions et exemples des Espaces G-métrique, D*-métrique et S-mEtrique,b-métrique.
La définition des espaces G-métriques généralisent les espaces métriques, les espaces D*- métriques
généralisent les espaces G-métriques, et les espaces S-métriques généralisent les D*- mtriques. et boule
ouverte, boule fermé, suite de Cauchy, aussi ce chapitre prEsente des définitions de quelques notions
des espaces S-métriques et se termine par le Théoréme de point fixe sur les espaces S-métrique.
Dans le troisieme chapitre nous avons présenté les définitions des espaces D-métriques, le diameétre,
fonction multi-valeurs, une orbite, suite convergente, D-Cauchy, D-compatibles, semi-compatibles, et
quelques propositions de D-métrique et on termine par le Théoréeme de point fixe sur les espaces D-

métrique.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous définissons ’'space métrique, et donnons certaines de leurs proprié-

tés,avec quelques exemples. Enfin, nous parlerons également du théoréme du point fixe de Banach

1.1 Espace Métrique

Définition 1.1.0.1
On appelle distance sur un ensemble E une application : E x E — RT

prossédant les propriétés suivantes :
1. Vz,y € E,d(z,y) =0z =y.
2. Vr,y € E,d(x,y) = d(y,x) & x =1y (symélrie).

3. Vx,y,z € E,d(x,y) <d(z,z)+d(z,y) (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.0.2

Un espace métrique est un couple(E,d) si E est un ensemble et d est une distance sur E.

Ezxemple 1.1.0.1

1. L’ensemble des réel muni de la distance d(x,y) =| x —y | est un espace métrique.

2. Soit E = R™ et soit X = (x1;22;...;20) €t Y = (y1;Y2;...;Yn) deuzx élément de E chacun des

expressions suivantes définit une distance sur E :
(a) di(w,y) =30 | o — e |-

(b) da(z,y) = (X | e — e [2)2.
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() da(a,y) = (Sry | @ — s [P)7: (0 > 2).

(d) La distance discréte sur un ensemble E quelconque est définie par :

1 siz#y
d4(1‘,y):

0 sizx=y

1.2  Boules, Spheres

Soit (E,d) un espace métrique, soit xy € E et tout réel r > 0.

On appelle boule ouverte(resp. boule fermé) de centre xqy et de rayon r l’ensemble
B(zo,r) = {z € E,d(z,z0) <r}

resp.

B(zg,r) = {x € E,d(z,20) <1}

On appelle sphere de centre xg € E et de rayon r l’ensemble

S(zo,r) ={x € E,d(x,z9) =71}

Exemple 1.2.0.1

Dans lespace métrique (R,|.|) on a
B(zg,r) = {z € R,d(x,z0) < r}
={zeR,|x—zo| <r}
={zeR, —r<z—xy<r}
={zeR,—r+zy<z<r+uz}

alors

B(zg,r) =] —r 4+ zo;7 + 20|

la boule fermée B(xg,r) = [—r + zo;7 + 20)

Définition 1.2.0.1

Une partie k de E est un ouvert de E si pour tout x € k il existe ¢ > 0 tel que r > 0 :
B(z,r) C K

Une partie F' de E est un fermé de E st et seulement si son complémentaire C’g dans E est ouvert.
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Proposition 1.2.0.1

Toute boule ouverte est un ouvert.

Preuve :

Soit B(z,r) est un ensemble ouvert dans E. Soity € B(x;r) ;on a d(z;y) <1 , et on pose

o r—d(x;y)
2

Alors B(y;r') est inclus dans B(z;r) ,en effet pour z € B(y;r')

r—dzy) _r+d@y)
2 = 2

d(z;z) < d(z;y) +d(y;2) < d(w;y) + <r

Corollaire 1.2.0.1

Un ensemble ouvert A dans E est une union quelconque des boules ouvertes.

Proposition 1.2.0.2

1. Toute intersection des fermés est un fermé.
2. Une réunion finie des fermés est un fermé.

3. 0 et E sont des fermés.

Définition 1.2.0.2

Un voisinage d’un point a € E est une partie de E contenant une boule ouverte centrée en a c-a-d

veV(a) < Je>0,B(a,e) Co

Proposition 1.2.0.3

Un ouvert de E est une partie de E qui est voisinage de tous ses points.

1.3 Suites

Soit (xn)nen une suite d’éléments de l'espace métrique (E,d).

Définition 1.2.0.3

On dit que la suite (xzp)nen converge vers x € E si
Ve > 0,IN. e N,Vn € Nyn > N, d(zp,x) < &

On note x,, — x( ou limy,—4 ooy = ).
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Proposition 1.2.0./4 (lunicité de la limite dans un espace métrique)
Si la suite (zp)nen converge dans un espace métrique (E,d) alors la limite est unique .
Preuve :

Si on a x1,x2 dans E tel que
Je>0,In e N,Vn e Nyn > N, d(z,, X7) <€
Ve > 0,IN. € N,Vn € N,n > N, d(zn, x2) < &
Alors, pourn > sup{Ng, N;} ;ona
d(x1,me) < d(xpn,x1) + d(Tp, 22) < €

et donc d(z1,x2) < g;Ve >0
D’ou
d(a:l, 33‘2) =0

ce qui donne

r1 = T2

1.4 Continuité

Définition 1.2.0.4
Soit (E,d), (E',d) deuz espaces métriques et soit a € E, on dit que une application f: E — E' est
continue au point a Si :
limx—)af(m) = f(a)
c’est a dire

Ve > 0,36 > 0,Vz € E,d(z,a) <8 = d (f(a), f(z)) < e

Définition 1.2.0.5

On dit que f : E — E' est continu sur (E,d) si elle est continue en tout point de E.

Définition 1.2.0.6

Une application f : E —s E' est dite uniformément continue sur E si elle vérifier :

Ve > 0,3 > 0,Vayy € E,d(z,y) < =d (f(z), fy)) <&
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Définition 1.2.0.7
On dit que f : E — E est Lipschitzienne de rapport K € Ry sur E (K- Lipschitzienne) si

Vryy € E,d(f(z), f(y) < Kd(z,y)

Proposition 1.2.0.5

f Lipschitzienne = f uniformoment continue = f continue .

1.3 Espaces métriques complets

Définition 1.3.0.1 (Suite de Cauchy)

On dit qu’une suite (zp)nen d’un espace métrique (E,d) est de Cauchy si elle vérifier :

Ve > 0,3N. € N,Vp;q > Ne,d(zp, xq) < €

Ezxemple 1.3.0.1
Dans (R, |.|) les suites définies par :

soit p;q € Nyp > ¢q

d(xy, xy) =| — — —
(wp, x4) Ip

é limp’q*)+oof - 0
q

Donc (z,,) est de Cauchy.

Proposition 1.3.0.1

Dans un espace métrique (E,d) on a
1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy , L’inverse est généralement fauz.
2. Toute suite de Cauchy est bornée.
3. Toute suite de Cauchy admettant une sous suite convergente converge.

Preuve :
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1. Soit (x,,) une suite convergente vers x dans (E,d) on a :

€
Ve > 0,dN. € N,Vn > N, = d(zp,x) < 5
Pour toute p;q € N tels quep > N et g = N on a :
d(xp, 7¢) < d(p, x) + d(zq, )
p}N:>d($p,$) < %
p>N:>d(an:L‘) < %
d'oup,q> N = d(xzp,zq) <e
La suite (x,) est donc de Cauchy.
Pour Uinverse on prend la suite (xy,) tel que xn, = ;75 dans l'espace métrique (R —1,]. |)
limp—s4ooxn =1 ¢ R —1 donc (z,) diverge
soit p;q € N;p > ¢q
p q
d(xp, x —_
() =1 2 -
| T |
(p+1@+1)
p
<
plg+1)
1
< -
q+1
alors
d( ) < !
Tp;Tq) < ——
prq q+ 1
1

limp’q_>+ooq—’_71 =
Alors limp g4+ 00d(Tp; £4) = 0 donc (xy,) est de Cauchy

2. Choisissons € = 1 ,il existe ng € N tel que
Vn = ng;d(zp, xg) < 1

En particulier
Vn = no;d(zp, Tn,) < 1
Ce qui montre que la suite est bornée.
3. Soit (xpn)nen une suite de Cauchy et soit (Tep)nen la suite extraire qui converge vers x.

Soit € > 0; AN, € N Tel que

Vn € N;Vn > Ng;d(z.,,x) <

| ™

comme (Tn)nen est de Cauchy il existe un rang NS/ tel que

’

Y(p;q) € N% (Vp > N)et(Vq > N.); d(zp, 74) <

DN | ™
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en particulier, sin > max(Ng, N;),on en déduit que
d(xp; xq) < d(ﬁna JUan) + d($ana l') <
ce qui preuve la convergence de la suite (Tp)pen vers x.

Définition 1.3.0.2 (Espace complet)

Un espace métrique (E,d) est dite complet si tout suite de Cauchy (xy)nen dans E converge dans E.

Définition 1.3.0.3

1. (R,|.]); (R™ dg) sont comple.

2. (Q,].|) n'est pas complet, car il existe dans Q une suite (xy)nen définit par x, = % est

de Cauchy, mais ne converge pas.
En effet ,on a 2"\/2 — 1 < zp, < /2 d'ot , — /2 dans R Donc (xn)nen est une suite de

Cauchy. Parailleurs, /2 ¢ Q L’unicité de la limite implique que (z,)ncq ne converge pas dans

Q

Proposition 1.3.0.2
On a

1. Dans un espace métrique (E,d), toute partie compléte est fermée.

2. Dans un espace métrique (E,d) , les parties fermées sont des parties complétes.

1.6 Contraction

Définition 1.3.0.4
Soit (E,d) espace métrique complet et application T : E — E,on dit T est une application Lipschit-
ztenne s’il existe une constante positive k > 0 , telle que pour tout couple d’éléments x;y € E ,on a
l"inégalit

d(Tx; Ty) < kd(z;y)
- Si k < 1 lapplication est une contraction.

- St k=1 Uapplication est appelée une application non expansive.

Exemple 1.3.0.2
Soit X = R et T : R — R une application définie par Tx = 12x + 1,
x € R Alors T est une contraction.

- Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour qu’une fonction soit uniformément continue.
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Théoréme 1.3.0.1
Une application T : E — E qui k-lipchitzienne est uniformément continue.
Preuve :

Sachant que d(Tx,Ty) < kd(x,y) pour un k > 0 donné, il suffit de prendre n = & ; il s’ensuil que

Ve >0,3n = %, d(z,y) < ek = d(Tz,Ty) < kd(z,y)

g
d(Tz, Ty) < k—
= d(Tx,Ty) %

= d(Tz,Ty) <e

Donc T est uniformément continue.

Remarque 1.3.0.1
- La composition de deux applications Lipschitziennes est une application Lipschitzienne.
- Si T est une application Lipschitzienne, T™ la composition n fois de T avec elle-méme est aussi

Lipschitzienne.

Théoréme 1.3.0.2 Un Théoréme du Point Fixze Métrique (Banach)
Ce théoréeme donne l’existence et 'unicité d’un point fixe pour une contraction sur un espace métrique

complet. Soient E un espace métrique et f une fonction de E dans E.

Définition 1.3.0.5

La fonction T : E — E est dite de type Lipschitz s’il existe une constante K > 0 telle que :

d(f(z), f(y)) < kd(z,y),z,y € E

Définition 1.3.0.6

Soit la fonction f: E — E de type Lipschitz est appelée fonction contractante si 0 < k < 1.

Définition 1.3.0.7
La fonction T : E — E on dit que x est un point fize de f si f(z) = x.

Exemple 1.3.0.3
La fonction f : R — Rz — %sin x est contractante définie sur E de constante K alors f admet
un point five unique.

-En effet il suffit d’appliquer le théoréme des accroissements finis.
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Théoréme 1.3.0.3

Soit E un espace métrique complet, f une application contractante définie sur E alors f admet un
point fixe unique.

Preuve :

Unicité

Soient x1 et xo deux points fize de f alors f(x1) = x1; f(x2) = x2 et
d(f(x1), f(z2) < Kd(z1,72) = d(z1,72) < K(21,72) = d(21,72) = 0 = 71 = T2

L’existence
Soit xg € E ; déffinissons par réccurence la suite (Tp)nen par Tpny1 = f(a:n) et montrons que la suite
(Zn)nen est de Cauchy dans lespace métrique complet E, d’ou limy— ooty = x € E et comme f est
continue il viendra limy— 4 oo@nt1 = f(limg—ioon) = = = f(2)

(xn) est une suite de Cauchy de E. En effet, soient p;q deuz entiers tels que q > p alors.
d(zp, 1q) < d(xp, Tpi1) + d(@pi1, Tpi2) + oo+ d(Tg-1,74)
Sachant que
d(@p, Tpt1) = d(f(zp—1, f(2p)) < kd(zp—1, 7))
< de(a:p_g,xp_l) < k?gd(.%'p_g,l'p_g) < ... < knd(zg, 1)

d’ou d(zp, xq) < (kP + KT 4 EPF2 4 k1) d (20, 2! < kPd(zo,21) Y0, Foopp kpdl(_%

si d(zo,x1) = Oalors x1 = xo = f(xg) et xo est le point fize sinon d(xo,x1) > 0 et kP < % <e

si p = ng entier convenablement choisi.

Exemple 1.3.0.4

1. f:R — R;z — /x + 1 posséde un unique point fize sur |1;+o0]
1++/5 )
5= ).

(en occurence

2. [:]0;1] —]0;1];2 — 5 ne posséde pas de point fize , ]0;1] n'est pas un Banach
1
(on prender x, = — — 0 ¢]0;1]).
n

3. f:R— R;z — /22 + 1 ne posséde pas de point five , elle n'est pas contractante
(méme siVa #y;| f(x) — f(y) <[z —y])

4. f:[0;1] — R;z — § + 1 ne posséde pas de point fize, on n’a pas f([0;1]) C [0;1].

Remarque 1.3.0.2

a. Les hypotheéses du théoreme du Banach est réellement utilisé si nous a négligions seulement une,

alors le point fize n’existe pas.
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b. . Si f est une application Lipschitzienne pas nécessairement une contraction mais l'une de ces
itérées fP est une contraction, alors f a encore un point fize et un seul. Ceci résulte de l'unicité.

En effet, soit x l'unique point fixe de fP on a

JP(f(x) = f(fP(2) = f(z)
ce qui convient dire que f(x) est aussi un point fize de fP et grice a lunicité f(x) = x. Donc ce
résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent l'unicité du point fize.

c. Il se peut que f ne soit pas une contraction sur tout l’espace E mais juste dans le voisinage d’un

point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant qui est la version local du théoréeme de Banach.

Théoréme 1.3.0.4

Soit (E,d) un espace métrique complet et f : B(xg,r) — E une contraction de constante k avec
d(f(z0), o) > (1 —k)r

Alors f admet un unique point fize dans B(xg,r).

Preuve :

On a d(f(xzg),z0) > (1 — k)r donc il existe ro tel que 0 < rg <1 et d(f(xo),x0) > (1 —k)ro
On montre que f : B(xg,r0) — B’ (x0;70)

Soit z € B (z0;70) alors

< kd(z, o) + d(f(x0), o)
< kro+ (1 —k)ro
= 7‘0

Donc Uapplication f : B(xg,19) — B/(xo,ro) est contractante avec B' (x0,70) est un espace complet.
Par suite Uapplication le théoréme de Banach a f assure qu’elle admet un unique point fixe dans
B(zg,7) comme B'(xg;79) C B(zo;7) et f contractante sur B(xo,r) ce point fize reste unique dans

B(l’o,?“).

Remarque 1.3.0.3 La signification du théoréme de point fire métrique
L’application de ce théoréme nous donne des résultats qui sont d’une importance fondamentale dans

Uanalyse non linéaire. Citons quelques un :
1. Existence de la solution.
2. Unicité de la solution.

3. Stabilité de la solution sous une petite perturbation de l’égquation.

10
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4. Ezistence de la convergence des méthodes d’approximation.

5. Stabilité des méthodes d’approximation.

11



CHAPITRE 2

QUELQUES ESPACES METRIQUE ET
DIVERS TYPES DU POINT FIXE

dans ce chapiter, nous étudions quelques espaces métriques (espace S-métrique,espace D*-

métrique,espace G-métrique), et divers types du point fixe (Th Banach, Th brawer,.....).

2.1 Quelques Espaces Métrique

2.1.1 Espaces G-métrique

Définition 2.1.1.1
Soit X un ensemble non vide et G : X3 — [0, 00 une fonction satisfaisant les conditions suivantes

pour tous les x;y; z;a € X

(G1) G(z,y,2) =0 six =y = z.

(G2) G(z,x,z) > 0, pour tous les x,y € X avec x # y.

(G4) G(z,y,z) = Gz, 2z,y) = Gy, z,z) = .....

(G5) G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(a,y, z) pour tout z;y; z;a € X.

On dit que G est une métrique généralisée et le paire (X;G) est appelé un espace G- métrique.

Exemple 2.1.1.1
Soit X =R, on défnitG : R x R x R — R par :

Gry;2)=le—y|+|ly—z|+]z—2

12
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Soit x;y;z;0 € R :

1. G(z;y;2) =0 si et seulement si :

lz—y|=|ly—z|=|z—2|=0 (Car|z —2 |>0Vz, 2 €X)
= ar=y=2z.
2. Gryzyz)=le—z|+|z—z|+|z—x|=lzc—z|+|z—2|>0Six ¢y
3.

Ga;zz)=le—z|+]e—y|l+|ly—zl|=lz-y|+]y—=]|
=lv—yl+ly—z+z—2]|
<le—yl+ly—z|+|z-z]
= G(z;y;2)

4 Gryz)=le—yl+ly—z+|z-2[=Gy22) = Glzy0) = ..
(Car |z’ —2" |=| 2" — 2" | V', 2" € X)

Griy;z) =lz—y|+|y—z[+]z—z]
=lz—y—a+ta|+|y—z|+|z—z+a—al
<lz—a|t|a-y|+|ly—2|+]z—al+]a—x]
= G(z;a;a) + Glas y; 2).

= Gxyy;2)=le—y|+|y—z|+|z—a| est une G-métrique sur X = R.

2.1.2 Espace D*-métrique

Définition 2.1.2.1
Soit X un ensemble non vide.Une métrique généralisée (ou D*-métrique) sur X est une fonction
D* : X3 — Rt qui satisfait auz conditions suivantes pour chaquex;y;z;a € X.

(D1) D*(z,y,z) = 0.
=0

st et seulement si x =y = z.

( )
(D2) D*(z,y,2)
(D3) D*(x,y,z) = D*(p(z,y,2)), (symétrie ), ot p est une fonction de permutation.
(D4) D*(x,y,z) < D*(z,y,a) + D*(a, 2, 2).

Le couple (X; D*) est appelé un espace métrique généralisée (ou espace D*- métrique).

FExemple 2.1.2.1

13



Chapitre 1 Préliminaires

1. D*(x,y, z) = max{d(z,y);d(y, z);d(z,x)}, ici,d est la métrique ordinaire sur X.
2. D*(z,y,2) =d(z,y) + d(y, z) + d(z,z), ici, d est la métrique ordinaire surX.

3. 51X = R"™ alors nous définir :

D¥z,y,z) =[le+y =2z |+ z+z-2z[+[ly+2—-2z].
4. Si X = RT alors nous définir

0 SIT =Yy =2
D*(z,y,z) =
maz{z;y;z} sinon.

on va monrtrie que (4) est une D*-métrique.

Soit z;y;2€ X = R :
1. Six =y =2z= D*(x,y,2) =0, sinonD*(x,y, 2) = max{x;y; 2z} > Ocarz;y;z € X = RT
D*(z,y,z) > 0.

2. Six =y=zalorsD*(z,y,z) =0, inversement

si D*(x,y, z) = 0 par defnition de D* , on a x =y = z.

0 six=y=2=z
3. onaD*(x,y,z) = Comme x;y et z sont quelconques et comme
mazx{z;y;z}  sinon.

légalité est une relation commutative et transitive alors on peut permuter entre les trois variables

et on écrit :
D*(z,y,2) = D*(y,x,2) = D*(z,y,2)
0 Stz=y==z
maz{z;y;z}  sinon.
= D*(p(z . ).
ot p est une fonction de permutation
0 str=y==z

D*(x,y,2) =

mazx{r;y;z}  sinon.

4. Six =y =z=a,alors D*(x,y,z) = D*(z,y,a) + D*(a,z,z) =0
Comme x;y; z; a sont quelconques dans RT et RT est ordonné, on peut supposer un ordre donné
sans perte de generalité :

Soit z;y;2z;a €RT L alors 0<y<z<a<ux

D*(z,y,2) =«
r<rT+a
D*(z,y,a) =2z =

D*(z,y,z) < D*(x,y,a) + D*(a, z, z)
D*(a,z,z) =a

14
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D*(x,y,z) < D*(z,y,a) + D*(a, z, 2)

Remarque 2.1.2.1
Un espace G- métrique est un espace D*-métrique. (Espace G-métrique s’injecte canoniquement dans

lespace D*-metrique).

Remarque 2.1.2.2
Un G- métrique est un D* -métrigue comme on vient de le voir, mais en général litnverse ne tient

DPaS, POUT VOUS CONVAINCTE.

2.1.3 Espace S-métrique

Définition 2.1.3.1
Soit Xun ensemble non vide. Un S-métrique sur X est une fonction

S : X3 — [0; +oo[qui satisfait auz conditions suivantes pour tous x;y; z;a € X.
S1. S(z,y,z) > 0.
S2. S(x,y,z) =0 si et seulement si x =y = z.
S3. S(z,y,2) < S(z,xz,a)+ S(y,y,a) + S(z, z,a).

Le couple (X, S) est appelé un espace S-métrique.

Corollaire 2.1.3.1
Les espaces G-métrique et D*-métrique sont des espaces S-métriques.

Preuve :

On a
D*(z,y,z) = Osietseulementsiz =y = z.

et
D*(z,y,2) < D*(x,y,a) + D*(a, z,2z) = D*(z,a,y) + D*(a, z, 2)

< D*(z,a,a) + D*(a,y,y) + D*(a, z, 2)

= D*(z,z,a) + D*(y,y,a) + D*(z, z,a).

Remarque 2.1.3.1
Tout D*-métrique est un S-métrique, et comme G-métrique est un D*-métriqgue donc G-mtrique est

un S-métrique.

Ezxemple 2.1.3.1

15
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1. Soit X =R™, et ||.| une norme sur X, alors
S(x,y,2) = lly + 2 = 2z + |y — 2|

S(z,y,2) = lly+ 2l + lly — 2|l
sont des espaces S-métrique sur X .

2. Soit X =Rt alors
S(z,y,2) = d(z,y) + d(z,z) + d(y, 2)

est un espace S-métrique ot d est une métrique ordinaire sur X.

2.2 Divers Types du point fixe

2.2.1 Théoréme du points fixe de Banach
Théoréme : (Point fixe de Banach 1922 )

Soit (E,d) un espace métrique complet et f : E — E wune application contractante avec la
constante de contraction k ,alors f a un unique point firte x € E. De plus nous avons la propriété

sutvante qui est importante

1. Sixy = f(zo) et pourn > 1,z, = f(xnp_1)

alors

LMy 4 ooTn = x etd(zy, ) <
x étant le point fize de f.

Preuve :

Ezistence : Soit y € E un point arbitraire dans E. Considérons la suite (x,)n > 1 donnée par

On doit prouver que (x,) est une suite de Cauchy dans E. Pour m <n

d(xm’ In) < d(ﬂ?m, xm—i—l) + d(xm—i-l, $m+2) +...+ d(xn—ly xn)

Par itération on a

d(xmv xn) S (km + k:m+1 + A + knil)d(‘fo’ .I'l)

<EM1+k+-+ k" Nd(2o, 1)
km

Sa-n

(d(xo, x1).

16
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On déduit que (x,)y est de Cauchy dansE qui est complet, donc (x,,), converge vers x dansE.

Par ailleurs puisque f est continue, on a

x =1limp—s ooy = limf(xn_1) = f(limzp_1) = f(x)

Donc x est un point fize de f(i.ef(x) = x).
Unicité : Supposons qu’il existe deux points x,y € E tel que x # y,x = f(z) et y = f(y). Alors on a

d(z,y) = d(f(x), f(y))

donc
A, )
d(z,y)
D’autre part on a
@50 _,
d(z,y)
Ce qui contradiction d’ou l'unicité existe.
Exemple 2.2.1.1
1. Soit E = R et Uapplication f: R — R définie par
1
f(z)=—-x+1.

2

Alors f est contractante et admet un unique point fize r = 2.

2. f:]0,1] — R définie par f(x) = %x+1, ne posséde pas de point fize (on a pas f([0,1]) C [0,1]).

Remarque 2.2.1.1

1. Les hypothéses du théoréme du Banach est réellement utilisé si nous a négligions seulement une,

alors le point fixe n’existe pas.

(a) E nest pas stable pour f : f(z) = V2Tt sur E = [0,1]. On a E est fermé dans R

donc complet ( car R est complet ). De plus f(x) = < 1 ce qui implique que

supzep | fo(x) |< 1 done f est contractante. Mais f n’admﬁ?@s de point fize car
f(0,1]) = [1,v2] € [0,1], i.e E n'est pas stable par f.

(b) Si f nlest pas contractant : f : f(x) = Va2+! sur E = [0, 400,
Onaf:E — E, et B est un fermé de R qui est complet donc E est complet. Mais f

n‘admet pas de point fize car sup,cp | fo(x) |=1 donc f n’est pas contractante.
sinx

(¢) E n’est pas complet : f(z) = sur E=]0,%] .

4

/ 1
On a f(]0, %]) =10, %] cl0, %], et supeer | f (2) |= 5 < 1, donc f est contractante.
Mais n’admet pas de point fixe car EE n’est pas fermé dans R donc E n’est pas complet.
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2. Si une application Lipschitzienne ( pas nécessairement une contraction ) mais l'une de ces itérées
fP est une contraction, alors f a encore un point fixe et un seul. Ceci résulte de ['unicité.

En effet, soit x l'unique point fixe de fP on a

fPf (@) = f(fP(x) = f(a),

ce qui convient dire quef(x) est aussi un point five defPet grace a l'unicité f(x) = x.
Donc ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent 'unicité du point fixe.

3. Il se peut que f ne soit pas une contraction sur tout l’espace E mais juste dans le voisinage d’un

point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant qui est la version local du théoreme de Banach

Théoréme 2.2.1.1
Soit(E,d) un espace métrique complet et f : B(xg,m9) —> E une contraction de constante k

avec

d(f(zo),z0) > (1 —k)r.

Alors f admet un unique point fize dans B(xo,r).
Preuve :

On a d(f(zo),x0) > (1 — k)rdonc il existe o tel que 0 <rg <1 et
d(f(xo0),z0) > (1 — k)ro.

On montre que f : B(xo,19) — Bl(xoﬂ“O)-
Soit x € By(xg,r0) alors

d(f(x),20) < d(f(2), f(z0)) + d(f(0), z0)
< kd(z, z0) + (1 — k)ro
< kro+ (1= k)ro
= 7.

Donc Uapplication f : B(xg,r9) — B/(xo, ro) est contractante avec B/(xo, ro)est
un espace complet. Par suite l'application le théoréeme de Banach o f assure qu’elle admet un
unique point fize dans B(xg,r). Comme B (x9,7) C B(xo,r) et f contractante sur B(xzo,r) ce

point fize reste unique dans B(xg,r).

2.2.2 Théoreme du point fixe de Brouwer

Le théoreme du point fize de Brouwer est un résultat de la topologie algébrique.
1l fait partie de la grande famille des théorémes du point five. Ce théoreme donne [’existence d’un point

fize pour une fonction continue sur une boule fermée dans un espace de dimension finie.
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Théoréme 2.2.2.1

Soit C' C E wune partie non vide compact convexe de R* et f : C — C une fonction continue. Il
existe alors x € E tel que f(z) = x.

Le théoréme de Brouwer prends plusieurs formes selon le contexte d’utilisation, pour n = 1 le théoréme

de Brouwer prend la forme suivante.

Théoréme 2.2.2.2

Si f: [a,b] — [a,b] continue, alors il existe x € [a,b] tel que f(x) = x.

Remarque 2.2.2.1
Dans R les partie compactes et convexres sont les intervalles.
Preuve :

Si f est continue sur [a,b] dans lui méme, la fonction g(x) = f(x) + x est continue de plus
g(a) = f(a)—a >0 et g(b)=f(b)—b<0.

Par le théoréme de la valeur intermédiaire, il existe un point xo tel que g(xo) = xg, c’est-a-dire

f(zo) = x0 (o est le point fize de f ).

Théoréme 2.2.2.3

Tout application f continue du disque fermé dans lui méme admet au moins un point fixe.

Remarque 2.2.2.2

Dans le plan, les parties compactes et convexes sont des disques fermés ou bien des boules fermées.
Preuve :

On va donner un squelette de la démonstration. St C' le domaine de définition de f d’intérieure vide.
C’est un segment. Sinon, C est semable o une boule unité fermée. Le terme semable signifie qu’il
existe un homéomorphisme ¢ de la boule unité vers C. L’équation définissant le point fixe peut encore
s’écrire si g = f o ¢,g(x) = x. Autrement dit, on peut supposer que c est la boule unité fermée. On
peut de plus choisir la norme de maniére quelconque. Si on choisit celle qui associer la valeur absolue
de la plus grande coordonnée, cela revient a dire que ’on peut choisir pour compact C, l’ensemble

[—1,1] x [—1,1], sans perte de généralité. Si l'on définit la fonction h comme suit
h:[-1,1] x [-1,1] — [-1,1] x [-1, 1]z — h(z) = g(x) — =,

Cela revient a montrer que la fonction G atteint le vecteur nul sur [—1,1] x [—1,1]. Si fx, pour k = 1,2
sont les deux fonctions cordonnées de f, cela revient a montrer l’existence d’un point xg, tel que hi, ha,

admettent toutes deux pour zéro de la valeurs xg.
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La fonction hy est une fonction de [—1,1]x [—1,1] dans [—1,1]. Sur —1x[—1,1]. L’altitude est positive.
En revanche sur 1 x [—1,1], elle est négative. Ceci laisse penser que la courbe de niveau 0 est une
ligne qui parte d’un point [—1,1] x 1 pour finir sur un point de [—1,1] x —1. Le méme raisonnement
appliquée & ho laisse penser que la courbe de niveau 0 est cette fois-ci une ligne qui part d’un point
de 1 x [=1,1] pour terminer sur un point de 1 x [—1,1]. Intuitivement, il semble évident que ces deux

lignes de niveauz doivent nécessairement se croiser et ce point de croisement est un point fize de fo¢.

Remarque 2.2.2.3
11 est important de voir que l'unicité n’est pas assurée par le Théoréme de Browder du foit que chaque
point de C' est un point fixe de ’application identité.

11 est possible de généraliser en toute dimension finie. Donc dans un espace euclidien, on retrouve.

Théoréme 2.2.2.4
Toute application f continue de la boule unité fermé de R* dans lui-méme admet un point fize. Ce

point fixe n’est pas forcement unique.

2.2.3 Théoréeme du point fixe de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer l'existence d’un
point fixe pour une fonction continue sur un convere compact dans un espace de Banach.
Le théoreme du point fize de Schauder est plus topologique et affirme qu’une application continue sur
un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Schauder a généraliser le résultat de Brouwer en dimension infinie.

Théoréme 2.2.3.1

Soit C un sous ensemble non vide, compact convezxe dans un espace Banach E et supposons f : C — C
une application continue. Alors f admet un point fize.

Preuve :

Soit C' un sous ensemble compact convezre d’un espace de Banach E, et soit f : C' — C une application
continue. Comme C est un compact, f est uniforme continue donc, firons € > 0, il existe 6 > 0 tel

que pour tout x,y € C, on a

[z —yll<d=|f(z)-fy)ll<e

de plus il existe x1,x2,...,2; C C tel que K C UicjB(xj,0).

soit L = Vect(f(xj))i<j< alors L est de dimension fini et C* = C N L est compact conveze de
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dimension finie. Pour 1 < j <1, on définit les fonctions continues v; : E — R par :

0 st |lz—xj||=6
e

J

P =
1

sinon

il est clair que v; est strictement positive sur B(x;,0) et nulle ailleurs. On a donc pour tout z [ C,

!
> i)
j=1
Ainsi, on peut définir sur les fonctions continues positives €; paré

IR 1C))
j ]
> k=1 Yr(2)

pour les quelles, on 023':1 gj(x) , pour tout x € C.

Posant, pour x € C

!
g(x) = ej(x)f(x))

j=1
La fonction g est continue et prend ses valeurs dans C*.
Le théoréme de Brouwer assure que la restriction g/C* : C* — C* posséde un point five z € C*.

De plus
! !
f(2)—z=f(2) —g(2) =D _ej(2)f(2) = D_ej(@) f(z;)
j=1 J=1

l
= ei(2)f(2) = flz)]-
=1

On a siej(z) #0 alors || z — x; ||< 0, et par suite || f(z) — f(x;) [|[< €. On a donc pour tout j

l
I £(2) =2 1< Do) | £(2) = flz) |
j=1

l
= Zsj(z)e =e.
j=1

Pour tout entier m, en peut trouver un point y., € C tel que

I f(zm) = zm [|l< 277

et puisque C' est compact, on peut extraire une sous suite (zmi) de la suite (zm)mez et qui converge
vers un point z* € C.
*

Alors f étant continue, la suite (f(zmr)) converge vers f(z*), et on conclut par la suite que f(2*) = z

1.e ¥ est un point fixe de f sur C.
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2.2.4 Théoréme de Kannan
Théoréme (R. Kannan 1968)

Soient (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une application. Supposons qu’il existe

a € 0, %[ tel que pour tous x,y € E, on a

d(f(x), f(y)) < ald(z, f(z)) +d(y, f(y))] (2.1)

Alors f admet un point fize unique dans E.
Preuve :

Existence : Soit xo € E, on définit la suite (xy)pens par
T = f(xn—1),n=1,2,..,
en utilisant la condition (1), on obtient
d(xn, Tny1) = d(f(2n-1), f(2zn))

< a[d(xnfla xn) + d(mna mnJrl)}-

ce qui implique
a

d(Tp, Tpi1) < ( )d(Tn—1,n)

1—a
Par récurrence sur n, on a

a
d(zn, Tns1) < (7 )"d(z0, 21)

On pose r = 2. Sin,p sont deuz entiers naturels, alors

d(xp, Tnyp) < d(xp, Tny1) + d(@pg1, Tng2) + ooeee + A(Tntp—1, Tntp)

< (P 4+ ™ Y (g, 2)

n

1—r

< d(zo, z1).

Comme a € [0,3[ on ar € [0,1] et donc d(zpn,Tnip) — 0 lorsque n — +00. La suite (Tp)nen est

alors de Cauchy. Comme e est complet, il existe u € E tel que limy—100Tn = u. u est un point fize

de E car
d(u, f(u) < d(u, zn) + d(@n, f(u))

< d(u,zn) + a[d(zn, xp—1) + d(u, f(u))].

et donc

d(u, ) + Ld(xn_l, Tn)

d(%f(u))ﬁm p—

Soit € > 0 un réel arbitraire, comme (x,)n>0 converge vers u, il existe un entier naturel N = N(g) tel

que
1—a

SN <1=d(u,zn) <
n = d(u,xy) 1T
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et
1—a
d(l‘n_l,ﬂ?n) < 51 Ta
1l en résulte que
€ ga
d < =ec.
O T

Comme € est arbitraire, on déduit que f(u) = u.

Unicité : Soit v est un autre point fize de f, alors
d(v,u) < ald(u, f(u)) +d(v, f(v))] = 0.

et donc u = v, ce qui achéve la preuve.

Exemple 2.2.4.1
Soit E =R et f: E— E une application définie par :

Alors :

1. f nest pas continue.

2. f satisfait la condition (1) avec a = % et par conséquent d’aprés le théoreme de Kannan f admet
un point fize unique u =0 dans E.
2.2.5 Théoreme du point fixe de Chatterjea

En 1971 Chatterjea a obtenu la variante du théoréme de point fire de Kannan suivant

Théoréme 2.2.5.1
Soit (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une application. Supposons qu’il existe A € |0, %[

tel que pour tous x,y € E on a

d(f(x), f(y)) < eld(z, f(y) + d(y, f(2))]- (2.2)

Alors f admet un point fire unique dans E.
Preuve :

Existence : soit Soit xo arbitraire, on définit la suite (zp)nen+ par :
T = f(xn_1) = f"(x0),n=1,2, ...,
en utilisant la condition (2.2), on obtient
d(@n, Tny1) = d(f(2n-1), f(zn))
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< ald(@n1, f(2n)) + d(@n, f(2n-1))]
= a[d(zn—1,Tnt1) + d(Tn, Tn)]
< ald(xn—1,zn) + d(xp, Tpi1)).

Ce qui implique

a
d(2n, Tni1) < (7 )"d(z0, 21)

On pose r = 12— Sin,p sont deur entiers naturels, alors

d(xn7 xn—&—p) < d(l‘n, xn—&—l) + d($n+1a xn+2) + ...+ d(xn—i-p—h xn—i—p)

< P Y d (g, 1)

,’,,n

<
1—r

d(zo,x1).

Comme X € [0,%], on ar € [0,1] et donc d(2y, xpip) —> 0 lorsque n — o00.La suite (2y)nen est

alors de Cauchy. Comme E est complet, il existe w € E. u est un point fixe de E car
d(u, f(u)) < d(u, zn) + d(@n, f(u))

< d(u, ) + ald(zn-1, zy) + d(u, f(u))].

et donc

d(u, f(u)) < 1%“ad(u,mn) + %d(a:n_l,mn).

Soit € > 0 un réel arbitraire, comme (xy)nen converge vers u, il existe un entier naturel N = N (g) tel

que
<N <1 duz,) <o ®
nx X U, T K€ .
" 14+a
et
1—a
d(xn—laxn)<51+a-
1l en résulte que
€ ga
d < =e.
(S S oo+ 13, =°¢

Comme ¢ est arbitraire, on déduit que f(u) = u.

Unicité :Supposons que v est un autre point fize de f. En suite, nous avoir f(v) =v et
d(u,v) = d(f(u), f(v))

< ald(u, f(v)) + d(v, f(u))].

On obtient donc

d(u,v) < 2ad(u,v).

Donc u =v, d’ou l'unicité.
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2.2.6 Théoréme de Zamfirescu

Dans un espace métrique, il se peut qu’il ya des points de cet espace qui vérifient la condition
du théoréme de Banach , autres points celle de Kannan et autres points la condition de Chatterjea.

En 1972, Zamfirescu montre dans ce cas que l'application admet un point fixe unique.

Théoréme 2.2.6.1
(T.Zam firescul972). Soient (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une application. On
suppose qu’il existe des nombres réels a, 5 et v satisfont 0 < a < 1,0 < <12 et 0 < v < 12 tels que,

pour tous z,y € E, au moins l'une des conditions suivantes est vérifiée :
(21) d(f(z), f(y)) < ad(z,y).

(22) d(f(), f(y)) < Bld(=, f(x)) + dly, f(y))].

(23) d(f(2), f(y)) < Ald(z, f(y) + d(y, f(2))]-

Alors f admet un point fize unique dans E.

N

Preuve :

On fize d’abord x,y € E. Si la condition (Z3) est satisfaite, alors on a

d(f(x), f(y)) < Bld(z, f(x)) +d(y, f(y))]

< Bld(z, f(x)) + [dy, ©) + d(z, f(x)) + d(f (), f())])-

Ainsi

(1= B)A(f (@), £(9) < 28, (@) + Bz, ).
donc

AF(@). S W) < 1 5o F@) + 1)

Si la condition (Z3) est vérifiée, alors similairement, on obtient
2y gl

<=L — :

A(F@). F0) < {2 d( f@) + 1 da)

On note par

B Y
1—ﬁ’1—fy}

donc on a 0 < < 1, il s’en suit que pour tous x,y € E, l'inégalité suivante

d = maz{a,

d(f(x), f(y)) < 20d(z, f(x)) + dd(z,y)

est vérifiée. D’une facon similaire, on a

d(f(x), f(y)) < 26d(z, f(y)) + dd(z,y), Va,y € E.
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On va prouwver que f admet un point five unique. Soit xg € E un élément arbitraire et (x,)n>0 tel que

T = f"(x0). Six =y et y=xy_1, alors la derniére inégalité donne
d(Tpt1,Tn) < 0d(Tp, Tp_1).

De cela on déduit que (xy)nen est une suite de Cauchy, donc elle admet une limite uw € E puisque E

est complet. En particulier, on a
limy—s 4 0od(Tp, Tnt1) = 0.

Par lVinégalité triangulaire, on a

d(u, f(u)) < d(u, Tni1) + d(f(zn), f(u))
< d(u, Tpt1) + 0d(u, ) + 20d(zp, fxn)).

En faisant tendre n — 400, on obtient
d(u, f(u)) = 0 & u = f(u).

Ce qui montre que u est un point fize pour f. L’unicité est triviale.
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CHAPITRE 3

THEOREME DE POINT FIXE DANS LES
ESPACES D-METRIQUES

Dans ce chapiter,on a traité des resultats principauz , les théoréme du point fize dans espace

D-métrique, et théoréme communs du point fixe.

3.1 les espaces D-métriques

Définition 3.1.0.1
Soit X un ensemble non vide et D : X x X x X — RT (I’ensemble des nombres réels positifs). Le

couple (X; D) est un espace D-métrique si :
(D1) D(z,y,z) =0 si et seulement si x =y = 2.
(D2) D(z,y,2) = D(y,x,2) = D(z,y,z) = ...

(D3) D(z,y,z) < D(z,y,a) + D(z,a,z) + D(a,y, 2);Vz,y,2,a € X.

Ezxemple 3.1.0.1

1. D(x,y,z) = max{d(z,y);d(y, z);d(z,x)},ici,d est la métrique ordinaire sur X.
2. D(x,y,z) =d(x,y) +d(y,z) + d(z,x),ici,d est la métrique ordinaire sur X.
Définition 3.1.0.2
Soit (X, D) un espace D-métrique et S un sous-ensemble non vide de X. On défnit le diamétre de S

par

0a(S) = Sup{D(x,y, 2);x,y,2z € S}.
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Définition 3.1.0.3
Soit T une fonction multi-valeurs de U'espace D-métrique (X, D) sur lui méme. Soit xg € X, une suite

{zn} dans X est dite une orbite de T en xo notée O(T,xg) si :
Ty € T Yz0) &z, € T(2n_1),¥n € N.

Une orbite O(T, zo) est dite bornée si son diamétre est fini.

Définition 3.1.0.4
Dans un espace D-métrique, on dit qu’une suite {x,} est convergente vers un point x € X ; si Ve > 0,

il existe un entier positif ng tel que D(p, Tm, ) < &;Vn,m > ng.

Définition 3.1.0.5
Une suite {x,} dans un D-métrique est dite D-Cauchy dans X si pour chaque € > 0 , il existe un

entier positif ng tel que D(xpn, Tm,zp) < €,Vn,m,p > ng.

Définition 3.1.0.6

Un espace D-métrique est dit complet si toute suite de D-Cauchy est convergente.

Définition 3.1.0.7

Une paire (S, T) de fonctions définies de D-métrique (X, D) sur lui méme sont dites D-compatibles si
limy— 0o D(STxp, STxp, Z) =0 (3.1)

ouwZ = STx, ou Z = TSx, telle que () est une suite de X avec limy— oo Ty = limy—00STy =

rz e X.

Définition 3.1.0.8

Une paire (S,T) de fonctions définies de D-métrique (X, D) sur lui méme sont dites D-compatibles si

Ve,y,z € X;3a > 0: D(STx, STy, TSz) < aD(Tx;Ty; Sz) (3.2)

Définition 3.1.0.9
Une paire (S, T) de fonctions définies de D-métrique (X, D) sur lui méme sont dites D-semi-compatibles

st limy,_00ST, = Tx a chaque fois que la suite x, verifé lim, ST, = lim,_ T, = x.
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Proposition 3.1.0.1
Soit une paire (S,T) de fonctions définies de D-métrique (X, D) sur lui méme telle que T' soit continue.
Alors, les fonctions S etl sont semi-compatibles.

Preuve : Supposons que

ST, — u

Tr, — u

Pour montrer que STz, — Tu, il suffit de remarquer que comme T’ est continue alors T'Sx, — Tu.

la paire (S,T') est D-compatible, alors
limp—oo D(STx N, STxN, TSxN) = 0;V2,y,2 € X
ce qui donne ceci implique que :
limy—s0o D(STx N4p, Tu) =0

Par conséquent lim,,__,.oSTx N = Tu, preuve achevée.

Remarque 3.1.0.1

L’exemple sutvant nous permis de remarquer que :

1. La paire de fonction (S,T) est semi-compatible mais elle n’est pas D-compatible méme avec T

continue .
2. Le couple (S,T) est semi-compatibles, mais (T, S)n’est pas semi-compatible .

3. ST =TS8, encore (T, S) n’est pas semi-compatible.

Exemple 3.1.0.2
Soit (X, D) un espace de D-métrique avec X =R | et D : X x X x X — R™ une fonction définie

par :
D(m,y,z)zmam{\m—y|,]y—z|,|z—x\};Vm,y,z€X
On prend :
0 ;>0
S(x) ={T(x) == [Ty = 1
1 ;e =0
1. Ona

limp—so0oSTx N = limy—0oStny — 0 =T/(0).

Aussi comme T = I, fonction d’identité, pour toute suite x,, telle que
St, — w;Txr, — u
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alors

STxy, =Sxp, —u=Tu

& STx, — Tu.

donc (S;T) est semi-compatible .
T est continue.

choisissant x =0,y =0 et z =1, on obtient,
D(1,1,0) < aD(0,0,0), Vo € (0,00)

1<0.

Par conséquent (S;T) n’est pas D-compatible .

2. On a

STy —n—00 0;TTy —>n_ 00 0

mats

TSxn =T(0) — 0 # S(0).

par conséquent (T, S) n’est pas semi-compatible.

Remarquons que STxn — T(0) , donc (S,T') est semi- compatible.

3. Comme T =1; alors ST =TS, Ainsi (S,T) est semi-compatible et (T, S) ne l’est pas.

Proposition 3.1.0.2
Soit S et T' deux fonctions défnies de (X, D) espace D-métrique sur lui méme telles que S(X) C T(X).

Pour xg € X, on défnit les suites (zy,) et (yn) sur X par :
Stn_1 =Tz, =1yn,Vn € N.

Alors
O(Tﬁls, x()) = {xo,wl,wg, vy Ty }

O(ST_I, Sz0) = {Y0, Y1, Y2, <oy Yny -+ -

Preuve :0On a

Srg=Tr1 = 11 € T_ISJ'O

Sty =Try = 19 € T_lsl‘l = (T_IS)2ZL‘O

Stpn_1=Txp = xn €T S2H_1 = (TﬁlS)”a:O

= O(T'S,x¢0) = {xo, 1,29, ..., Tp, ...}
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Idem pour la deuxiéme, en effet

y1 = Sxo
Y2 = Sz € S(Tﬁlsl’o) = (STfl)Sxo

ys = Swy € S(T 18T ' Sx0) = (ST~1)2Sxq

Yn = STp_1 € (ST_l)n_lsl‘o

= O(ST_la Sl’o) = {y07y17y27 co Yny }

3.2 Résultats principaux

Lemme 3.2.0.1

Soit (xn,) € X une suite bornée par M et qui satisfait
D(xp, Tpt1,Tm) < ¢"M;¥m >n+1;0 < g < 1;

alors la suite (zy,) est une suite D-Cauchy dans X.

Lemme 3.2.0.2

Soit S et T' deuz fonctions définies de (X, D) espace D-métrique sur lui méme telles que
1. S(X) CT(X).
2. Certain orbite {y,} = O(ST~1, Sx¢) est bornée.

3. Vz,y,2 € O(ST 1, 20) et 0 < g <1 tel que
D(Sx, Sy, Sz) < gmax{D(Txz,Ty,Tz); D(Sx,Tz,Tz); D(Sy, Ty, Tz)

D(Sz,Ty,Tz); D(Sy,Tx,Tz)}.
Alors (yn) est une suite D-Cauchy sur O(ST 1, Szo)

Preuve : Soit vg € X. Comme S(X) C T(X), nous pouvons définir les suites (xy,) et (yn) sur X par
Sty 1=Tx, = yYn,Vz,y € N
Alors
D(Yn, Yn+1, Yntp) = D(STp—1, ST, STpyp-1)
< gmax{D(Txp—1,Txn, Txpip-1), D(Stp_1,Txn_1,TTnsp-1),
D(Szp; Tan; Trpip-1), D(Stp—1;TTn; Txpip-1),

D(Szp, Txn—1,TTpip—1)}
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< q ma'r{D(ynfla Yn, yner*l)’ D(yn7 Yn—1, yn+p*1)7
D(yn—i-l, Yn, yn—i-p—l)’ D(yna Yn, yn+p—1)a
D(yn+17 Yn—1, yTZ+p—1)'
i.e,
D(yna Yn+1, yn+p) <q max{D(yn,l, Yn, yn+p71)7 D(yna Yn+1, yn+p71)v

D(Z/m Yns yn+p—1)7 D(yn—la Yn+1, yn+p—1)}-

de nouveau

D(ynfb Yn, ynerfl) = D(anf% Swnfla Smn72)

(3.3)

<gmax{D(Txp—2,Trp—1,TTnip—2), D(Stp_2,TTn_2,Txnip—2),

D(Szp—1,Txp—1,Txnip—2), D(Sxpn—2,Txn—1,TTnip—2),
D(Szp—1,Txp—2,TTpip—2)}.
< ¢ maz{ D(Yn—2, Yn—1, Yn+p-2), D(Yn—1, Yn—2, Yn+p-2);
D(yn, Yn—1, yn+p—2): D(Yn—1,Yn—1, yn+p—2)7
D(Yn> Yn—2:Yntp—1)}-
< g maz{D(Yn—2,Yn—1, Yntp—2)> DUn—1,Yn, Yn+p—2),

D(ynfla Yn—1, yn+p72)a D(yna Yn—2, yn+p*2)}-

- D(yn—la Yn, yn+p—1) <q maw{D(yn—% Yn—1, yn+p—2)a D(Z/n—la Yn, yn+p—2)a

D(Yn—1,Yn—1,Yn+p—2)s D(Yns Yn—2, Yn+p-2) }-
D(Yn+1, Yns Yntp—1) = D(Szp, Stn_1, STp1p-2)
< gmaz{D(Txy, Txn—1,TTnip—2), D(STyn, TTyn, TTpnip—2),
D(Szyp—1,Txn—1,TTnip—2), D(Sn, Txp—1,TTnip—2),
D(Szyp—1,Txn, Tnip—2)}
< ¢ maz{D(Yn, Yn—1,Yn+p—2)> D(Yn+1, Yn, Yn+p—2),
D(Yns Yn—1, Ynt+p—2)s D(Yn+1, Yn—1, Yn+p—2),

D(yna Yn, yn+p—2)}'

= D(yn—i-l: Yn,s yn—i-p—l) <q ma:r{D(yn, Yn—1, yn+p—2>v D(yn—l-la Yn,s yn+p—2)7

D(Yn, Yn—1, Yntp—2), DWUn+1, Yn—1, Yntp—2),
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D (Yns Yn» Yntp—2) }-
D(Yn, Yn, Ynyp—1) = D(Sxp_1, Sxn_1,S%n4p—2)

< gmaz{D(Txp—1,Tepn—1,TTnip—2), D(Stn—1,Txn_1,TTpip—2),
D(Szp—1,Txn1,TTnip—2), D(Stn—1,TTn-1,TTnip—2),
D(Sxp—1,Txn—1,Txnip—2)}.

< ¢ maz{D(Yn—1,Yn—1, Yntp-2)> DWns Yn—1, Yn+p—2),
D(Yn: Yn—1, Yn+p—2)> D(Un, Yn—1, Yntp—2);
D(Yn, Yn—1,Yn+p—2)}-

<q max{D(yn—ly Yn—1, yn+p—2)7 D(yna Yn—1, yn+p—2)}-

= D(Yn, Yn Yntp-1) < ¢ Maz{D(Yn—1, Yn—1, Yn-+p—2)s D(Yn: Yn—1, Yn+p-2)}- (3.6)
D(Yn—1,Yn+1: Yntp-1) = D(Szn_2, S, STpip—2)
< gmax{D(Txp—2,Txn, Txpip—2), D(STp_o, Tan_2,TTpip—2),
D(Szy, Txy, Ttpip—2), D(Stn—2, Ty, TTnip—2),
D(Szyp, Txn—2, TThip—2)}
< ¢ maz{ D(Yn—2; Yns Yn+p—2)> D(Yn—1, Yn—2, Yntp-2);
D(Yn+1:Yns Yntp—2)s D(Yn—1:Yn, Yntp-2),

D(ynJrla Yn+2, yn+p72)}'

- D(ynfla Yn+1, ynerfl) <q ma:E{D(yn,g, Yn, yn+p72)a D(ynfly Yn—2, yn+p72), (3-7)

D(yn+1, Yns yn+p72>a D(yn,l, Yn, yn+p72)a

D(Yn+1, Yn+2: Yntp—2)}-
En substituant (3.4)-(3.7) dans (3.3), nous obtenons :
D(yna Yn+1, yn—i—p) < q2maxa,b,c{D(ya7 Yb, yc)}
tels que a;b;c verifient n —2 < a < n,1 <b<n+1,c=n+p-—1. En continuant ce procédé, on
obtient :
D(Yn, Yn+15 Yntp) < @"mazap,e{D(Yas Yo, ye) }- (3.8)

avec 0 <a<n,1 <b<n+1,c=p. Soit M la borne de O(ST~!, Sx()
Il découle de (3.8) que

D (Yn; Yn+1; Yn+p) < ¢" (M)

Par conséquent, (y,) est une suite D-Cauchy dans O(ST~!, Sxzg).

33



Chapitre 3 Théoréme de point fixe dans les Espaces D-métriques

3.3 Théoréme de point fixe

Théoréme 3.3.0.1
Soit (X, D) un espace D-métrique, f une auto-application de X. Supposons qu’il existe existe un

xo € X tel que O(xq) soit D-borné et f-orbitalement complet. Supposons aussi que f satisfait :

D(fz, fy, fz) < Amax{D(z,y, 2), D(x, f, z)}pourz, y, z € O(xo) (3.9)

pour un certain 0 < A < 1. Alors f a un point fize unique dans X

Preuve : Supposons qu’il existe un n tel que x, = Tn11. Alors f a x, comme point fize dans X.

On peut donc supposer que tous les xn sont distincts.

On veut montrer que, pour tout entier positif m,n,m > n, que D(Tpy1, Tpi2, Tm) < XK, ot K est

la D-borne de O(xg). La prewve est par induction. D’aprés (3.9), pour tout m

D(x1, 2, p) < Amax{D(xg, 1, Tm-1), D(x0, 21, Tm-1)} < AK (3.10)
Tougjours en utilisant (3.9)
D(z2,x3, ) < Amaz}D(xe, 23, m—1), D(x1, 22, Tm_1){< AK (3.11)
En utilisant (3.10)
D(zxo, x5, Tp) < Amax{D(x2, x3, Tm); AK.} (3.12)
L’inégalité (3.12) peut étre considérée comme une formule de récurrence en m. Donc
D(xy, 23, ) < Amaz{ maz{D(x2, 3, Tm_2); NK.}; MK} < N2k (3.13)
Supposons U'hypothése d’induction. Alors, a partir de (3.9)
D(xp41, Tnt2, Tm) < Amax{D(xp41, Tnt+2, Tm—1); D(Tn, Tnt1, Tm—1)} (3.14)

< dmax{D(Tn41, Tnt2, Tm—1); \"K.}

L’inégalité (3.14) peut étre considérée comme une formule de récurrence en m. Donc,

D(zpi1, Ty, Tm) < Amax{\max{D(zp+1, Tn+2, Tm—2); \"K}; N K}
= mam{A2D(:pn+1, Tn42y Tm—2); N2 )\"HK.}
= max{)\QD(a:nH, Tnt2y Tm—2); )\"'HK.}
< maz{ N2 maz{D(zpy1, Tnyo, Tm_3); K} ALK
= max{)\3D(asn+1, Tn42y Tm—3); )\"+1K.}

< max{A\"D(Tn11, Tnt2, Tm—n); )\"HK.}
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< max{\"Imazx{D(xp+1, Tn+2, Tm-n—1); )\”'HK}; A"HK}

= A"t (3.15)

et xy, est D-Cauchy d’aprés le lemme 2.1. Puisque X est xg-orbitalement complet, il existe un p € X
avec lim x, = p.

Dans (3.9) poser x = x,, , z = p pour obtenir.
D(xpi1, Tn1, xp) < Amax{D(xy, Tn, Tp); D(2n, Tni1, Tp)} (3.16)

Prendre la limite de (3.16) lorsque n — oo donne D(p,p, fp) < AD(p,p,p) = 0, et p = fp. Pour
prouver l'unicité, supposons que q soit aussi un point fize de f .

Alors, a partir de (3.9),

D(p.p.q) = D(fp, fp, fa) < Amaz{D(p,p,q); D(p, fp,q)} = AD(p,p,q) (3.17)
¢ qui implique que p = q.

Remarque 3.3.0.1

Soit f une autocarte d’un espace D-métrique complet et borné X satisfaisant

D(fx, fy, fz) < AD(x,y, 2) (3.18)

pour tout x,y,z € X, pour certains 0 < XA < 1. Alors f admet un unique point fixe p, et f est continue

en p.

Remarque 3.3.0.2
Soit f une auto-carte d’un ensemble complet et borné Espace D-métrique satisfaisant la condition qu’il

existe un entier positif q tel que
D(f%, fy, f12) < AD(=,y, z) (3.19)

pour tout x,y,z € X, pour certains 0 < A < 1. Alors f a un unique point fize p, et f est f -orbitalement

continue en p.

Remarque 3.3.0.3

Soit f une autocarte de X,X et f -orbitalement bornée et compléte Espace D-métrique satisfaisant

1+ D(x, fx, 2)

D(fe. fy. 12 < el pa 7y

1D(y, fy,z) + BD(z,y, 2) (3.20)

pour tout x,y,z € X, o, 20, a+ B < 1. Alors f admet un unique point fixe p et f est continue en p.
Preuve : Dans (3.21) set y = fx to obtain

D(fx, f?x, fz) < aD(fx, f?x,2) + BD(x, fz,2) < dmaxD(fz, f*z, 2), D(x, fz, 2) (3.21)
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0UA = a+ B < 1, et (3.9) est satisfaite. La conclusion découle du théoréme 3.1. Pour prouver la
continuité de f en p, soit z, C X avec limz, = p.

Dans (3.22) poser x = z = p, y = z,, pour obtenir

D(p, fzn,p) = D(fp, f2n, fD)

1+ D(p, fp,p)

Dl an p) PG fowp) + BD(D,.)

< af

< aD(zn, fzn,p) + BD(p, 2n, D) (3.22)
Prendre la limite sup des deuz cotés de (3.24) lorsque n — oo donne
D(p,limsupfz,,p) < aD(p,limsupfzy,,p) (3.23)

ce qui implique que limsupfz, = p. De méme, en prenant la limite inf des deux cotés de (3.23) lorsque

n — oo donne

D(p, liminf fz,p) < aD(p, liminf fzy,p) (3.24)
ce qui implique que liminf fz, = p. Donc limfz, = p = fp, et f est continue en p.

Remarque 3.3.0.4
Soit f une autocarte d’un espace Dmétrique f -orbitalement borné et complet X, q un entier positif fize.
Supposons que f satisfait

1+ D(z, fiz, 2)

D(f%, fty, f12) < a[— + D(z,y, 2)

ID(y, %y, z) + BD(z,y, 2) (3.25)

pour tout x,y,z € X ot o, =2 0, a+ f < 1. Alors f admet un unique point fize p et f est f
-orbitalement continue en p.
Preuve : Posons T = f1. Alors T satisfait (3.21). Donc T a un unique point fixe en p, et continue
en p. Un argument standard vérifie alors que f a p pour unique point fize. Comme dans la preuve du

corollaire 3.2,0,2 f est f -orbitalement continue en p.

3.4 Théorémes communs du point fixe

Théoréme 3.4.0.1

Soit S et T' deux fonctions définies de (X; D) espace D-métrique sur lui méme telles que :
1. 8(X) CT(X).
2. Le couple (S;T) est semi-compatible et T est continue.

3. Pour certains xg € X, certain orbite {y,} = O(ST1, Sxzo) est bornée et complét.
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4. pour certains 0 < ¢ <1 et Va,y € O(T~1S,20) JO(ST~1, Sxq) et pour tout z € X.
D(Sz,Sy,Sz) < ¢gmax{D(Tz,Ty,Tz), D(Sx,Tx,Tz), (3.26)

D(Sy,Ty,Tz), D(Sx,Ty,Tz), D(Sy, Tx,Tz)}.
Alors S et T ont un point fire commun unique dans X.

Preuve : Soit xy € X, on considére deuzx suites (x,,) et (yn) sur X définies par :
Stp_1 =Txy = Yn,Vn € N.

D’apreés le lemme (3.1.2), (yn) est une suite D-Cauchy dans O(ST~Y, Sxq) , qui est complet.

Par conséquent :

Yp =Txp =Sxpn 1 —ueX (3.27)
Comme T est continue et (S,T) est semi-compatible, nous obtenons :

T?%, — Tu, STz, — Tu. (3.28)

étape 1 :

Posons v = Txy,y =Tz, et z=u dans (3.26) nous obtenons :
D(STxp; STxyn; Su) < g max{D(TTxy; TTxy; Su); D(STxy; TTxy; Su);
D(STxy; TTxy; Su); D(STxy; TTxy; Su);
D(STxy; TTxy; Su).
En utilisant (3.28) nous obtenons, D(Tw; Tu; Su) = 0, en faisant tendre n — oo ; ce qui donne :
Tu = Su (3.29)

étape 2 :

Posons x = xyp,y = oy, et 2z =u dans (3.26) nous obtenons :
D(Sxzy, Stp, Su) < g max{D(Txy, Ty, Su); D(Sxp, Trp; Tu);
D(Szy, Txy, Tu); D(Sxy, Txy, Tu);
D(Szy, Txy, Tu).
A laide de (3.27) et (3.29), nous obtenons :

D(u,u, Su) < ¢g{D(u,u, Su)} < D(u,u, Su); si D(u,u, Su) > 0.

contradiction. Par conséquent D(u,u, Su) = 0, qui donne u = Su ot u = Su = Tu ce qui se traduit

par : "u est un point fire commun de S et T”.
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étape 3 : (Unicité)
Soit w un autre point fire commun a S et T, w = Sw =Tw.

Posons © = xp,y = xy, et z = w Par la relation (3.26) nous obtenons :
D(Szy, Stp, Sw) < g max{D(Txy, Txy,, Tw); D(Sxy, Txy, Tw);
D(Szy, Txy, Tw); D(Sxp, Trp, Tw);
D(Szy, Txy, Tw).
par passage 0 la limite n — oo nous obtenons :
D(u,u,w) < ¢{D(u,u,w)} < D(u,u,w), siD(u, u,w) > 0.

ce qui est une contradiction, par conséquent D(u,u,w) = 0, qui donne u = w, ot u est le point fize

commune unique de S et T.

38



CONCLUSION

Dans ce travail, on a étudié certaines définitions et quelques espaces d’un espaces mé-
triques,divers espaces métriques et ses propriété, on a intéressé da donner des conditions qui assure

Pexistence et l'unicité d’un point fize dans les espaces métriques surtouts dans les espaces D-métriques.

39



BIBLIOGRAPHIE

[1] F. Abbas, Etude de quelques théoremes du point fixe et leurs applications .mémoire master

2015,Université de Saida.

[2] Q. M. Ansari, Metric Spaces Including Fixed Point Théory and Set Valued.Maps. Norosa publi-
shing House, New Delhi(2010).

/3] S. Banach, Sur les opérateurs dans les ensembles abstraits et leur application.aux équations

intégrales, Fund. Math, 3(1922), 133-181.

[4] C. Berger, Topologie pour la licence (cours et exercices) Université de Vice.Sophia Anti polis

2004.

[5] N. Boulacheb, Etude de certains théorémes du point fixe (Exemples et applications ) mémoire

master 2019, Université Oum El Bouaghi.
[6] S. Chatterjea, Fixed Point theorems, C. R. Acad. Bulgare. Sci. 25(1972).727-730.
[7] G. Choquet, Cours d’analyse. Tome II, Masson, Paris, 1964.

/8] J. Cérnicki, Fixed point theorem for Kannan type mappings, Fixed PointTheory App. 19, 2145-
2152(2017).

[9] H. E. Djabri, S. Haddadi, Sur la théorie du point fixe dans les espaces mé-triques et applications,

mémoire master 2015, Université Abderrahmane Miro. Béjaia .

[10] N. El Hage Hassan, Topologie générale et espaces normés, Z.I des hautes.no. dition 54692, Rue
fond des Fourches 21, juillet 2011.

[11] R. Kannan, Some results on fixed points, Bull. Calculta. Math, Soc .Go(1968), 71-76.

[12] A.Malceski, K. Anervska, Existence of Kannan and Chatterjea, Fixed point.theorems on complete

metric spaces, J. Math.17(1) :1-10, 2016.

[18] A. Monier, Théoréme du point fixe de Brouwer, j. des éleves, ENS Lyon.vol 1, 1998, no 4, p
202-206.

40



Chapitre 3 Théoréme de point fixe dans les Espaces D-métriques

[14] J. Nachbar, fifixed point theorems. Econ 511 (2010), 1-16 .
[15] F. Neir, D. Iftinie, Introduction & la topologie. Université de Renne 1.

[16] N. Redjel, Quelques résultats de points fifixes et applications, mémoire doc.torat, Université

Mentouri Constantine 1, 2016.
[17] Y. Sonntag, Topologie et analyse fonctionnelle, Ellipses, Paris 1998.

[18] K. Taibi, La théorie du point fifixe et leurs applications, mémoire master.2017, Université Oum

El Bouaghi.
[19] S. Willard, General topology, Adison Wesley(1970).
[20] T. Zamfifirescu, Fixed point theorems in metric spaces, Arch. Math.(23)(1972), 292-298.

[21] E. Zielder, Nonlineair anelysis and its application fifixed point theoreme,Springer Verlage, New
York Berlin Heiderberg, Tokyo 1985.

[22] K. Zennir, Théorémes du point fifixe et ses applications, mémoire doctorat,Université Annaba,

2010.

41



	Préliminaires
	 Espace Métrique
	 Boules, Sphères
	 Espaces métriques complets

	Quelques Espaces Métrique et Divers types du Point Fixe
	Quelques Espaces Métrique
	 Espaces G-métrique
	 Espace D*-métrique
	Espace S-métrique

	Divers Types du point fixe
	 Théorème du points fixe de Banach
	 Théorème du point fixe de Brouwer
	 Théorème du point fixe de Schauder
	 Théorème de Kannan
	 Théorème du point fixe de Chatterjea
	 Théorème de Zamfirescu


	Théorème de point fixe dans les Espaces D-métriques
	les espaces D-métriques
	 Résultats principaux
	 Théorème de point fixe
	 Théorèmes communs du point fixe

	Bibliographie

