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INTRODUCTION

Introduction

Identification un systeme, c'est I'opération dduil@ des résultats de mesure d'une
expérience, les valeurs numériqgue des parameétwes rdbdele de processus, dont la
connaissance est nécessaire pour la conceptiora ehide en ceuvre d'un systeme
performant.

La disponibilité d'un calculateur numérique pernag mettre en place des
algorithmes d'estimation échantillonnés. Ces desnayant une formulation récursive
adaptée aux problemes d'identification et a leweren ceuvre sur micro-ordinateur.

Plusieurs méthodes existent pour trouver les paramées modeles nécessaires a
I'application, en particulier les procédés indesstiNous citons comme exemple "méthode
des moindres carrés, moindres carrés avec faceuppuldération, méthode de Marquardt,
filtre de kalman, .... etc "

Bien qu'il existe de nombreuses de syntheseys nmous intéressons
particulierement a I'étude d'une seule méthodiségilpar la plupart des chercheurs.

Le filtrage de Kalman, méthode en automatique dest applications les plus
courantes, se situe dans les domaines de guidagtéldeommunications, et permettent
d’obtenir la meilleure estimation d'un vecteur d&tépondant au critere du minimum
d’erreur quadratique moyenne.

Le filtre de kalman étendu est une technique madiéore capable d’estimer I'état et

identifie des paramétres du moteur a courant contin

La modélisation est une étape nécessaire pourysmde comportement du systéeme
ou la synthese des correcteurs pour la commandepdaftance de la modélisation est de

simplifier I'étude de différents régimes de fonatiement.

Présentation du mémoire:
Dans ce mémoire nous avons étudié les performadaesltre de Kalman et
Kalman étendu pour l'identification des paraméétkestimation des états conjoints d'un

systeme monovariables.
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INTRODUCTION

Ce manuscrit est divisé en cing parties plus ounmaidépendantes afin de permettre
au lecteur de localiser les sujets qui suscitemtisigrét. Ces cing parties sont:

Partie | généralité sur les modélisations des procesdascenception d'un modéle
avec la présentation d'un processus, et la techrdgu'identification des paramétres et
I'estimation des états avec quelque notion swdEme asservis, I'observation ...

Partie Il on dire dons cette partie Représentation d’état systemes a temps
discrets

Partie 1ll dons cette partie on présente généralité sulttage et le principe de
filtrage; estimation des états et identificatiors gg@rametres avec filtre de Kalman et
filtre de Kalman étendu (KFE).

Partie IV Dans ce chapitre en présenter le moteur a coacainu par un systeme

d’équations différentielles ; et le passage a kas@ntation d'état du moteur. Enfin la

résolution de I'équation d’état nous permettra die e comportement de la machine.

Partie V illustre d'un exemple théorique sous forme d'wrection de transfert et
I'application du filtre de kalman étendu pour liesttion des états et I'identification des
paramétres du moteur a courant continu.

donnée d'identification des paramétres et l'estimaties états et présenté les
résultats d'un programme de travail avec comparaisentre les deux méthodes

d'estimation.

A la fin une conclusion générale et résumé sur les tewbsigtilisés
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

|. INTRODUCTION

La modélisation est une partie inhérente a la qutrae d'une unité d'épuration. Le
but de cette étude consiste a élaborer une steuetsgez générale d'un boues activées
mettant en évidence les dynamiques de systéme.

L'ensemble des méthodes de commande de processessite la connaissance
d'un modele mathématique du systeme. L'identibcaties systemes a pour but de le
déterminer parmi I'ensemble des modéles mathénestigtudiés. Les connaissances a
priori peuvent étre de diverses natures: il pagistes lois physiques régissant I'évolution
du systéme ou d'expériences menées sur le processigdiser[4]

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous rappdes notions de processus et

de modele, ainsi que divers termes utilisés fréqnent dans le cadre de la modélisation.

ll. DEFINITION D’'UN PROCESSUS ET D’'UN MODELE

II.1. Processus
Un processus est caractérisé par:
* une ou plusieurs grandeurs d'entrée (ou factequspeuvent étre de deux types :
- des entrées sur lesquelles il est possible dlagirées de commande),
- des entrées sur lesquelles il n'est pas posdilgr (perturbations) ; ces dernieres peu-
vent étre aléatoires ou déterministes, mesurabie®n mesurables.
e une ou plusieurs grandeurs de sortie, mesurabiéscanstituent le résultat du
processus,
Les processus peuvent étre de toutes natureBysigoe, chimique, biologique,
écologique, financier, sociologique, €tt}
II.2. Processus aléatoires

Un processus aléatoire en temps discret estanmiéle {X, ;k 0N} de vecteurs aléatoires
(notée X, } ) définies sur un espace probabili&®, F ,P) valeurs dang1". Un processus
aléatoire gaussien est un processus aléafpirg tel que pour tout "N "et tout

i,...iyON
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

est un vecteur aléatoire gaussien (de dimensioi ).

Deux processus aléatoirfX, } et {Y,} sont indépendants si pour tduetM et

iy,eensin s Jyse- Ju ON les vecteurs aléatoires

Sont indépendants.
Un bruit blanc est un processus aléat§¥e} tel que:
E[X,]=0, E[X, X/ |=0SikzI.
{Xk}Est appelé bruit blanc gaussien lorsque gu'il ts@dign processus gaussien et d'un
bruit blanc.[6]
11.3. Notion de modele:
[1.3.1. Qu’est ce qu'un modele ?

Nous nous intéressons ici aux modeles mathématiogeis représentent les
relations entre les entrées et les sorties du psosepar des équations. Si ces équations
sont algébriques, le modéle est ditatique Si ces équations sont des équations
différentielles ou des équations aux différencesim&ntes, le modéle est diynamique
respectivementi temps continou a temps discretUn modele est caractérisé par son
domaine de validit&;'est-a-dire par le domaine de l'espace des erdegeslequel I'accord
entre les valeurs des sorties du processus catcylée le modeéle, et leurs valeurs
mesurées, est considéré comme satisfaisant comptede I'utilisation que I'on fait du
modele.

Un modéele est la représentation mathématique dysterse physique supposé
correspondre au systeme réel étudié.

Cette définition prouve d'emblée que la connaissatd'expérience sont les atouts
indispensables au modélisateur, puisqu'il établitrdprésentation mathématique de ce
"qu'il croit voir". Dans ces conditions, on cerreventage la notion limitative de modéle et
on congoit que des hypotheses simplificatricesnéadraplicitement introduites lors de la
phase d'appréciation du dispositif a étudier.

Généralement, la modélisation s'opere suivant dimarches différentes, selon qu'un

systeme physique, de structure connue, s'adapt®mwau systeme réel. Dans un cas, on
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

suppose connue les transformations internes abantisx la relation entrée-sortie, dans
I'autre, on recherche la structure a partir deoliion des grandeurs relevées en entrée et
en sortie|[6]
[1.3.2. Buts d'une modélisation:
Un modéle peut étre utilisé soit:
e pour simuler un processus : a des fins pédagogiagieedétection d'anomalies de
fonctionnement, de diagnostic de pannes, de coiocegssistée par ordinateur, etc.,
» pour effectuer la synthése d'une loi de commandeyaur étre incorporé dans un
dispositif de commandégs]
l1.4. Classe du modele d'un processus :

La classe de modéles est spécifiée par une steuciur par des propriétés
communes des modeéles. Cette spécification peut lEdasge sur des connaissances
physiques fournissant des eéquations mathématiggess,contiennent toute fois des
parametres inconnus. Les modéles qui en résulteritdits modeles semi-physiquesu
modéles boite-grise

Quand une telle spécification est impossible pamgqona de connaissances
physiques, la classe de modéles est basée suypethéses génériques, par exemple, la
linéarité du systeme a identifier. Les modelesespondant sont diteodeles boite-noire

La spécification de la classe de modéles boiteergnuléve des problemes d'ordre
théorique et pratique, notamment pour des systémpdinéaires. Dans cette these nous
nous intéressons plutét aux modeles semi-physiqueesla classe de modeles peut étre
obtenue grace a des études sur la physique du mie&eagoprincipal concerné.

Quand les données sont disponibles et la classgodéles est spécifiée, il ne reste
gu'a déterminer le "meilleur" modéle parmi cettessk. La signification du "meilleur" est
au sens d'un critere choisi, qui évalue quanteatient I'adéquation entre les données et
chaque modeéle de la classe spécifiée. Les crittvasamment utilisés sont basés sur
l'erreur de prédiction des modeéles, qui correspondaix méthodes d'identification
connues sous le nom commun PEM (Prédiction Errothdbtis), ce qui fait I'objet de la

section suivantg./]
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

[1.4.1. Modeles de connaissance:

Un modéle de connaissance est un modele dont fastéastiques et les équations
ont été établies en faisant appel a des modelasgéinéreux mettant en ceuvre les lois de
la physique, de la chimie, de la biologie, de Iéexuie,...

Les parametres d'un tel modéle ont alors une ird&gon physique directe:
température, pression, courant, force ...

lIs sont beaucoup plus riches de signification psemodeles de représentation et
contiennent toutes les informations utiles sur decpssus étudié. Par contre, il est en
général difficiles a déterminer et de mise en ceagreplexe.

[1.4.2. Modeles de représentation et modéles de adunte:

Ces modéles ne permettent pas, le plus souvemiterprétation physique des
phénomenes étudiés. lls sont constitués d'un ereatabrelations mathématiques qui vont
relier dans un domaine d'évolution donné, les wiffées variables du processus. Les
parametres de tels modeéles peuvent n‘avoir aucinpdg/sique particulier connu:

- Modéles de regles - Modeéles fichiers - Modeletréms-sorties - Modeles d'état -

Modéles graphique$4|

a) Modeles Polynomiaux:

Le Modele La fonction de transfert
AR A(q—l)yk -
ARX Ala™)y, =cla™ M,
ARMA A(q—l)yk - B(q—l)uk
CARMA ou ARMAX Ala)y. =Bla™Ju, +Ccla™,
CARIMA ou ARIMAX -1
o Aa™)y, =Bla™ ), + CZ Vi

y. sortie;u: commandey: perturbation ou bruit;
AR: Autoregressive Averag;: eXogenousMA : Moving AverageC: Controlled;
I: Integrated{8]
Ag?)=1+aq+a,q?+--+a,q™;
Bg?)=ba+b,g 2+ +b,g™
): Co +C1q_l +C2q_2 +.. +C|q_|;
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

11.4.3. Modéle mixte:

D'aprés ce qui a procédé, les approches de coanaes®t de représentation sont
fondamentalement différentes.

Donc il semble intéressant de rechercher un comipra@ntre un modele de
connaissance qui fait appel a des techniques deldads lourdes mais proche de réalité
physique et un modele de représentation mettemevre des algorithmes rapides, mais
bien souvent éloignées de celles-ci.

Tout en se référant a des techniques de résoleificaces, il convient donc
d'apporter le modele a des connaissances surdeertysique du signal.

L'ensemble de ces données constituées alors umrenition a priori qui peut étre
introduite dans le modéle ou dans la méthode dlicttion.

En pratique peu des connaissances a priori solitsgs, et généralement I'expéri-
mentateur s'arrange pour interprété a la lumiérecatéine intrinséques du processus
générateur du signal, les résultats issus d'urdue de représentation.

Le lient entre le modéle de connaissance et le laaliereprésentation reste encore

a parfaire[3]

lll. LES ETAPES DE LA CONCEPTION D'UN MODELE:

Lors de la conception d’'un modéle de connaissdacelation entre les entrées et
la sortie du modéle découle directement de la miiséquation des phénomeénes physiques
(chimiques, ou autres) qui régissent le fonctionsrendu processus. Une fois le modéle
obtenu sous forme analytique, des approximationsgre étre faites pour simplifier son
expression (par exemple "linéariser" le modéle guasser d'un modéle non linéaire a un
modéle linéaire) si une telle approximation estifiée.

Dans le cas d'une modélisation de type “boite ripil® construction du modéle
nécessite les trois éléments suivants :

* Une hypothése sur I'existence d’une relation détgste liant les entrées a la (ou
aux) sortie(s). Cette relation est caractérisée yae fonction appelédonction de
régression gu plus simplementgression) L'expression formelle supposée adéquate pour
représenter cette relation est appeheeléle-hypothese.

* Une séquence de mesures des entrées et de ladsoptiecessus.

* Un algorithme d’apprentissage.
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

Dans la suite de ce paragraphe, nous présentoddflagnts aspects qui doivent étre
pris en considération lors du choix d’un modéledtipse.
[11.1. Choix du modele-hypothese :

Les connaissances dont on dispose a priori surdeepsus doivent guidde
concepteur dans le choix de la modélisation la pioisropriée (statigue ou dynamique,
linéaire ou non linéaire, ...). L'élaboration du daéte-hypothese nécessite d'effectuer les
choix suivants :

[11.1.1. Modele statique ou dynamique :

Lorsque l'on cherche a modéliser un processus @irgsiimique ou biologique, il
est généralement facile de savoir si l'applicatemvisagée nécessite de modéliser la
dynamique du processus (c'est-a-dire si I'on dmitsidérer une échelle de temps petite
devant les constantes de temps du processusuoe shodélisation statique sulffit.

Les modeles dynamiques sont de deux types:
M Modéles non Paramétriques:
Un espace décrit par un nombre variable de paramég.g. les polyndbmes a n
variables). Pour ces modeles on détermine une dagepoints théoriguement infinie
(qu'on limite évidement). Par exemple: réponseueéadjelle, réponse a un échelon...
M Modéle Paramétrique:
Un nombre fixe de parametres réels (e.g. les patgsdde degrd). Dans ce cas on
détermine un ensemble fini de paramétres. Ce d@septe un avantage, mais on doit
au préalable a effectuer une hypothese sur l'atdrprocessus (ce qui fixe le nombre
de parametres a déterminer). Il est évident qu'aovais choix pourra conduire a un
modele erroné. Par exemple: fonction de trangdguations différentielles...
Donc nous intéresserons, par la suite a lidentifin des modéles dynamiques para-
métriques échantillonnés qui sont les plus appésgobur la conception et l'ajustement des
systeme numériques de commarjde.
[11.1.2. Modele linéaire ou non linéaire :

Il n'est pas douteux que la plupart des processies lpn peut rencontrer
nécessiteraient des modeéles non linéaires sdifadls décrire de maniére précise dans la
totalité de leur domaine de fonctionnement : lgpphti des modeles linéaires constituent
des approximations valables dans un domaine plusans restreint. Il est donc important

de pouvoir élaborer un modele non linéaire poudrercompte du comportement d'un
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

processus, non seulement autour de ses points rdiclonement "habituels”, mais
également lors des passages d'un point de fonetioant a un autrés]
[11.1.3. Modele a temps continu:

Dans ce type de modele, le temps est une variabléwplue continGment sur un
intervalle7 00 00 prenant en croissant toutes les valeurs situéesat intervalle.
[11.1.4. Modele a temps discontinu ou discret:

Ce type de modele est utilisé soit lorsque le @sue étudié a naturellement un
mode d'évolution séquentiel, soit lorsqu'on a a@lapte représentation du processus qui

corr-espond a une observation des variables @étde sortie a des instants discrgtslu

temps avek 0 Z . [4]
[11.1.5. Modele entrée-sortie ou modéle d'état

Dans le cas ou I'on opte pour une modélisation myamae, deux représentations
sont possibles pour le modeéle : il s’agit de laréspntation d’état ou de la représentation
entrée—sortie. L'état d'un processus est définihme la quantité d'information minimale
nécessaire pour prédire son comportement, étamgesres entrées présentes et a venir. |l
s’agit généralement d’'un vecteur de grandeur égdllerdre du modéle. La représentation
entrée—sortie est un cas particulier de la reptasen d’état ou le vecteur des états est
constitué par la sortie et ses valeurs retardées ldaemps. Si le but de la modélisation est
de prédire le comportement entrée-sortie du prosedisexiste généralement une infinité
de représentations d’état (au sens d’états ayantrdgctoires différentes) solutions du
problemes. En revanche, la représentation entrées-sst unique.

[11.1.6. Présence de perturbations déterministes :

Lorsque l'on cherche a réaliser un modéle dynamides perturbations
déterministes peuvent étre modélisées par uneeesiigplémentaire (échelon, signal carre,
sinusoide). En particulier, si le modele est caiistpour la synthese d'une loi de
commande, la prise en considération de I'existetwwee perturbation pendant la phase de
modélisation peut améliorer les performances deolamande pour le rejet de cette
perturbation. Par exemple, il est proposé dansappeoche qui consiste a considérer la
perturbation comme la sortie d’'un processus. Laéfigation de ce processus a pour effet

d'introduire de nouvelles variables d'état, doaaginenter I'ordre du modele.
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

[11.1.7. Présence d’'un bruit :

Lorsque l'on cherche a réaliser un modele dynamiqne perturbation de type
“bruit” est modélisée par une séquence de variabléatoires. Un bruit peut agir de
différentes manieres sur un processus. On distimpaamment le bruit de sortie (bruit
additif qui affecte la mesure de la sortie du pssce), et le bruit d’état (bruit additif qui
affecte I'état du processus). Comme, en généralgeaonnait pas avec précision la nature
du bruit qui affecte le processus, on doit effecties hypothéses sur celle-ci ; on déduit de
celles-ci la structure du modele-hypothése, egdi@hme utilisé pour l'ajustement des
parametres. Une hypothese erronée peut dégradsidéablement les performances du
modeéle. Ces problémes ont été trés largement &tuthés le cas de la modélisation
linéaire.[3]

[11.2. Du modele hypothése au prédicteur ou au simateur:

Un modéle-hypothése ayant été choisi, I'étape sigvaconsiste a établir
I'expression du prédicteur théorique, c'est-adtBrgression de la prédiction de la sortie du
processus a l'instant-d en fonction des données disponibles a l'ingtgentrées et sorties
du processus et/ou du prédicteur a l'instaat aux instants antérieurs). Enfin, la derniére
étape consiste a établir I'expression du prédidmuidu simulateur) proprement dit : dans
le cas d'une modélisation "boite noire", ce prédicutilise une fonction paramétrée, dont
on estime les parametres, a partir de mesureswgdtes préalablement sur le processus, de
telle maniere qu'il constitue la meilleure approaiion possible du prédicteur théorique. A
l'issue de la procédure d'estimation des paramédmpprentissage), il faut évaluer la
performance du prédicteur (ou du simulateur).

[11.2.1 Présentation de quelques modéles-hypothesetde leurs prédicteurs associés:

Nous présentons dans ce paragraphe quelques esedglenodeles-hypotheses
ainsi que les prédicteurs qui leurs sont assopig, I'élaboration d'un modéle dynamique
entrée-sortie. L'un des principaux parametres mji@rviennent dans le choix d’'un modele-
hypothese est la présence d’un bruit et la mamierg il agit sur le processus. Pour ceci,
nous allons considérer deux classes de modeéelegHages: le modeéle-hypothese
déterministe et des modeéles-hypothéses non déteteniffiaisant intervenir un bruit dans

la modélisation du processus).
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

[11.2.2 Modele-hypothese déterministe:
On considéere qu’aucun bruit n'agit sur le processiis propose un modeéle-

hypothese déterministe ayant I'expression suivante
y, () = f(y,(nxD,...,y,(n£N)u(n+1)...,u(nxN,)) (Eq.1.1)
Ou y,(n) est la sortie mesurée du processus a I'instaht, est I'ordre du modele &l

la mémoire sur I'entrée extermef est une fonction non linéaire dont on suppose lgu'el
existe, et qu'elle constitue une représentationhémaatigue du comportement du

processus. La forme prédicteur théorique assoadéendodéle-hypothése est la suivante :
y, () = f(y,(n£D,...,y,(n£N)u(n+),...,u(n N,)) (Eq.1.2)

Ou y(t) est la prédiction de la sortie du processus oddcydar la forme prédicteur

théorique. Etant donné que nous considérons gpeotessus n’est soumis a aucun bruit,

la forme prédicteur theorique doit calculer a tastanty(t) =y, (t ). Le prédicteur dont on
effectuera I'apprentissage aura pour expression :

y(n) =gy, t£D,...,y, (t+ N),ult+1),...,ut £ N,)) (Eq.1.3)
Ou ¢ est une fonction paramétrée, dont les parametie®mt étre estimés pour qu'elle

approche au mieux la fonctiohdans le domaine de fonctionnement considéré. Cette
optimisation s’entend au sens de la minimisatiofadenction de colt empirique, que I'on
appellera dorénavant fonction de codlt et que l'oera patd.

Si I'on est intéressé par la construction d'uodéle de simulation, un autre prédicteur
peut étre considéré :

y(n) =gy, t£D,...,y, (t+ N),ult+1),...,ut £ N,)) (Eq.1.4)
La seule différence avec la forme prédicteur deelation (Eq.1.3) réside dans le fait que
les entrées d’état du modele sont les sortiesd&adu modelenon cellesdu processus
[11.2.3 Modeles-hypotheéses non déterministes:

On désigne par “modeles-hypothéses non déternshidies modeles-hypotheses qui
supposent I'existence d’'un bruit agissant sur Ecessus a modéliser. On peut envisager
plusieurs hypothéses concernant la maniére ddmmtileagit sur le processus.

a) L’hypothése “Bruit de sortie™:

L’hypothese “Bruit de sortie” (Output Error en aaig) consiste a considérer qu’un bruit
agit sur la sortie du processus. L’'expression ddétehypothése est :
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

{ﬂm=f(ﬂntiqﬂniNJMmiDvamiNJ) (Eq.1.5)

Y, (N) = x(n) +w(n)
Ou {W(n)} est une séquence de variables aléatoires indémesdde moyenne

nulle et de variancer”. La forme prédicteur théorique associée a ce redugpothése est

donnée par I'expression suivante :

y(n) = f(y(nx1),y(n£2),...,y(n£ N,),u(nxD),...,u(n+x N,)) (Eq.1.6)
Le prédicteur réel associé a pour expression :
y(n) =g (y(n£l1),y(n£2),...,y(n£ N,),u(n+D),...,u(n£ N,)) (EQ.1.7)

Ou ¢ est une fonction réalisée a l'aide d'une foncfiaramétrée. C’est donc un
modeéle dont les entrées d'état sont ses propreis setardés, et non pas les sorties du
processus.

Si, apres apprentissage, la fonction était idemstigula fonctionf, I'erreur de prédiction
commise par ce prédicteur serait une séquencemde mémes caractéristiques gue
b) L’hypothése “Bruit d’état”:
L’hypothese “Bruit d’état” (Equation Error en anglaconsiste a considérer qu’un bruit
agit sur I'état du processus. Ce modele-hypothé&sé&ame suivante :
y,(n)=f(y,(nx),y,(n£2),...,y,(n£ N),u(nxD,...,u(nx N,)) +w(n) (Eq.1.8)

Ou {W(n)} est une séquence de variables aléatoires indémesdde moyenne

nulle et de variancer”. La forme prédicteur théorique associée a ce redugpothése est
donnée par I'expression suivante:
y,(n)=f(y,(nx),y,(n£2),....,y,(n£ N),u(nxD,...,u(nx N,)) (Eq.1.9)
Le prédicteur réel associé est de la forme:
yo(n)=¢(y,(nxD,y,(n£2),...,y,(n£N),u(ntl),....unxN,))+wn) (Eqg.l.10)

Ou est une fonction paramétrée. @eétait identique &, l'erreur de prédiction
effectuée par ce prédicteur serait une séquencevadi@bles aléatoires de mémes
caractéristiques que le brwit [5]

[11.3. Adaptation et simplification des modéles:

Le choix d'un modele «optimum» differe considéraid@at en fonction de

l'objectif. Nous avons vu par exemple que pour woc@ssus non linéaire, le modele

utilisable dans un fonctionnement en régulatevowaud'un point de consigne peut parfois
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

étre choisi linéaire, par contre si on s'intéremseomportement de processus pendant la
phase d'évolution qui permis d'atteindre ce régpeemanent, le choix de modéle
précédant pourrait conduire a des résultats akisrran

Dans méme pour un processus possédant des vat@blgnamiques séparées, par
exemple, une variable lente et une variable rapigesut étre intéressant et méme parfois
nécessaire d'utiliser différents modéles suivarbrgg'intéresse aux variations lentes ou
rapides du processus. Dans un probleme de rémulatin'est pas toujours nécessaire de
conserver tous les modes d'un modéle linéaire @ocessus dont la présence peut parfois
compliquer le calcule pour autant permettre, contgne@ de la précision de l'identification
et de celle de comportement souhaité, d'accroésepkerformances du processus réel.
D'autre part, il s'avere souvent tres intéressargalivoir passer d'un modele contenu a un
modele discret ou d'un modele de type matrice atestert a un modele d'état, la forme de
ce dernier n'étant pas elle méme indifférepte.
l1l.4. Représentation des processus:

Les modeles discrets linéaires sont tres adapt¢scédé technologique que I'on
peu mesure régulierement dans le temps et quideoptus en plus suivent commandé par
des calculateurs numériques.

Un modéele discret linéaire est d'écrit dans legéaseral par :

y(k)+ay(k-)+...+a,y(k—-n)=bu(k-d-1) +...+b u(k-d —m) (Eq.1.11)
Ou u(k) et y(k) sont des séquences d'entrée et de sortie respretiv et oud

correspond a un retard, multiple entier de la pkrid'échantillonnage, pris en compte a

traverse une translation des données de l'entrée.
Nous avons qug/(k —i)=z"y(k Ju(k—d—i)=z"z"u(k)
L'équation (Eqg.l.11) peut se récrire sous la forme:

AzMy(2)=z2%B(z")u(z) Ou écrire sous la forme y(2) =%u(z)

Ou A(z") et B(z™) sont des polynémes de degrégt m respectivement, qui
s'écrivent sous les formes développées suivants:

AizY)=1+az'+a,z%+....+a,2

(Eq.1.12)
B(z')=bz ' +b,z% +......... +b,z™"
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

2 B(z)/A(z*) Est un bloc déterministe linéaire & paramétrestems liant la sortie a

I'entrée 3]

IV. L'IDENTICATION :

Une définition clair et précise de l'identificatiafun systeme est donnée comme
suit. «L'identification d'un systéeme est la déteration sur la base de I'observation des
entrées et des sorties caractérisant ce systearendéle mathématique appartenant a
une classe des modeles donnés. Ce derniére, sounmg&mes signaux de test (entrées),
étant alors équivalent ou systeme donrié]».

L'identification consiste donc a déterminer graaea mesures expérimentales des
signaux d'entrée et de sortie, la structure estdesirs des paramétres du modeéle (fonction
de transfert) représentant le mieux possible deéul®[4]

Certains parametres ou certaines fonctions intarvemmlans ces modéles sont
inconnus, ou plutét mal connus (coefficients déudibn dans des équations paraboliques,
sources non linéaires dans des équations elligjquanditions initiales ou conditions aux
limites, etc....).

On se propose d’identifier ces paramétres ou fonstia partir d’observations
expérimentales :

Ce sont des problémes inverses (par oppositiorréstaution des équations elles-
mémes qui constitue le probleme direct).

La résolution de ces problemes est une aide piipour le physicien qui, en
général, posséde un modéle de son systeme, maisuagegrande incertitude sur ses
parameétres. La résolution du probleme inverse hirrfit donc une information
primordiale.

» Le probleme de la détermination des lois physiquesstitue un probleme de
modélisation qui dans certains cas, lorsque leanpatres sont connus avec suffisamment
de précision, peut suffire.

» Le probleme d'identification, que nous étudionsstste a déterminer les parametres
caractéristiques d'un modele externe ou d'un moadédene a partir d'un ensemble de
mesure entrée-sortie du processus. |l s'agit dendédiuire d'une expérience, les valeurs
numériques des parametres d'un modeéle du processus.

» Le probléme d'identification est généralement r¢sdlaide de trois ensembles:
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

» Les données issues de l'expérience:

Le probléme consiste a choisir une expérience danaanaximum d’information.

Les données peuvent étre enregistrées par desrvations passives du systeme a
identifier, ou par des expérimentations concues pealiser l'identification dans de bonnes
conditions[9]

* Les modéles:

Le choix d'un modele candidat peut se faire ampdes lois physiques régissant le systeme
dont les paramétres sont peu connus ou mal coruiteg grises), ou bien a partir du
résultat de l'expérience sans connaissance a fls@tes noires).

e Les algorithmes d'identification:
lls permettent a partir des données, de précisggdeametres du modéle candidat.

» Le choix d'un élément dans chacun de ces ensemdeiiit & une identification d'un
systeme qui se déroule en trois étapes.

» estimation structurelle:

Cette étape, liée au choix d'un modele, conaiskéterminer les parametres de structure;

» estimation paramétrique:

Il faut déterminer les valeurs numériques des aeffts de la structure choisie; le choix
d'un critere que l'algorithme d'identification daitinimaliser, permet de juger de la
confiance & attribuer a ces valeurs;

» Vvalidation du modele:

Le modele mathématique obtenu n'est valabletoah rigueur, que pour l'expérience
utilisée; il faut donc vérifier s'il est compatitdgec I'utilisation que I'on en fera.

L'identification ne se limite pas a une simple rastion de paramétre, mais toute
une dé-marche ou l'automaticien met en ceuvre spériexice pour déterminer le meilleur
modele relativement a son hypothése structurel &mantl et a l'utilisation qu'il fera du
modele choisie. Il faut donc fournir des résultaimplémentaires permettant de juger de la
qualité du modele. A cet effet des tests de vabdagont prévus.

Si ces tests s'avérent négatifs, il faut choisg ométhode d'estimation ou adopter
une nouvelle structure du modéle, ou méme dansasele plus défavorable, refaire
I'expérience s'il y a un manque d’informations.

L'identification d'un systéme est donc une procédateractive (Fig. 11.4) ou les
choix doivent étre remisent question lors d'un éalela validation du modeéle. La plupart
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

des méthodes demandent la résolution d'un sysiaéere dont les coefficients dépendant
des donnée$4]
De nombreuses méthodes d'identification sontig@és la suite correspondant le

plus souvent a I'un des schémas (Fig. .1 & 1.2).

u(t y(t) A
M,]  Processus Algorithme | Modéle
5

,| D'identification '

Fig. I.1 Identification & partir du comportement entréeisor

Processus
u(t) Algorithme
A D'identification
Modele

Systeme
D'adaptation °

Fig. 1.2 Identification de type paramétrique

IV.1. Importance et utilisé de l'identification:

Les systemes abondent dans l'environnement de Migorioutes les choses qui
nous entourent (la machine, I'économie, la pldatepciété, etc.) y compris nous méme les
étres humains, peuvent étre étudiées comme unnsysdesavoir modéliser c'est-a-dire
réduit a une forme de répercussion plus abstranahs physique du systeme. L'analyse
du modele de représentation permet d'obtenir dégeares connaissances sur le systeme
et de le corriger par la suite dans le sens désiré.

Les modeles mathématiques développes a traaerethniques d'identification doivent
étre adéquates et robustes car ils peuvent élisstpour :
» L'obtention d'une meilleure connaissance du pracédé
» L'obtention des propriétés du modéle par étudesieslations temporelles et des
propriétés structurelles (ordre, commendabilitésepbabilité, stabilité) c'est I'analyse de

modele.
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

» La conception et la mise en ceuvre d'un systemenpestht de régulation.

* Le choix entre un ou plusieurs algorithmes de contdaasuivant les performances
requises et test du schéma adopté par simulatitoulde fermée, constituée du modele
initial linéaire et de régulateur :

C’est la synthése de commande.

+« La prédiction des signaux.

+« L'optimisation du comportement du procédé.

% Le calcul des variables expérimentalement inacokessi

IV.2. Principe de [lidentification de procédés:

L'identification de systemes, ou tout simplememntification, désigne lI'ensemble
des méthodologies pour la modélisation mathématdpiesystemes a partir de données
expérimentales. En des termes plus techniquesnfifttation a été définie par comme la
détermination, a partir des signaux d'entrée esalie, du modéle mathématique d'un
systeme parmi une classe de modeles pré spééi]ée.

La disponibilité de calculateurs numérique a pertaismise en ceuvre d’une
approche moderne et performante pour lidentificatide modéles paramétriques
échantillonnés.

Cette approche est illustrée dans la figure (I13). procédé a identifier est

bY

représentée par un modeéle échantillonné a parampistable, ces deux derniers sont

excités par la méme entrégk).

L'erreur entre la sortie du procédé a l'instantyls) est la sortie prédite par la
modele y(k ) (erreur de prédiction) notég(k , gt utilisée par un algorithme d'adaptation
paramétriques qui a chaque instant d'échantillomnvagmodifier (piloter) les paramétres
du modéle afin de minimiser cette erreur. Une fes paramétres estimés, un test de
validation sur l'erreur de prédiction dans étré d&in de choisir le meilleur modele, car ce
test nous donne une idée sur la qualité de I'estma

Notons que cette approche moderne pour l'identificades modeles classiques et
offre donc les possibilités suivantes :

¢ plus grande précision.

¢ utilisation des signaux d'excitation extrémemeitilés (qualité trés appréciable en
pratique).

¢ identification des modéles de perturbation.
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

¢ modélisation des bruits en vue de leur suppression.

¢ validation des modeles.
Un des éléments clés pour la mise en ceuvre deamgiteche est l'algorithme d'adaptation
paramétrique (A.A.P) qui pilote les parameétres didéle ajustable de pré-diction a partir
des informations recueillies sur le systeme a chdqs d'échantillonnage.
Cet algorithme a une structure (récursive), c’edira que la nouvelle valeur de chaque
parametre est égale a la valeur précédant plugmmetde correction qui dépendra des

derniéres mesures.

e e e e e e e e e e e e e e e e e -

' | C.N.A :
Uk Ty Procédé CAN [ Y(k)
' | B.O.Z :
/ Y(k
»| Modéle échantillonné ajustable ) @
E(k)
Algorithme d'adaptation

A

paramétrique.

Fig.l.3 Principe de I'estimation des parametres.

On définit en général un vecteur des parametres i@sncomposantes sont les
différents parametres qui doivent étre identifléss algorithmes d'adaptation paramétrique

ont tous la structure ci-apres:

Nouvelleestimatiordes| [ Estimationprécédentdes| [Gaind'adaptation
parametres = parametres + (Gain)
(vecteu) i (vecteu) ] (Scalaire
Fonctiondesmesures | [ Fonctiondel'erreurde
X X préduction
(vecteu) | (Scalairg

Le vecteur des fonctions des mesures s'appefisi & « vecteur des observations ».

Indiquons qu'il existe aussi des algorithmes nawungfs l'identification paramétriques
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

(qui traité en bloc les fichiers entrée/sortie abesur un horizon de temps) par rapport a
ces techniques d'identification récursive offrestdvantages suivants
» Obtention d'une estimation du modeéle au fur et saumeque le procédé évolue.
» Compression importante des données, car les dlgwd récursifs traitent a
chague instant qu'une paire entrée/sortie au keendemble des données entrée/sortie.
» Mise en ceuvre aisée sur micro-ordinateur.
» Possibilité de realisation de systeme d'identifbcaen temps réel.
» Possibilité de poursuite des parametres de systarrable dans le temp.
Il est important de souligner qu e les méthodededtification, utilisant cette
approche (A.A.P), apparaissent comme une procétfuegive car le calcul servant pour

I'ajustement du modele est récurrent.
IV.3. Méthodes d'identification:

Les différentes classes du modele permettent dieglies les méthodes d'identification
qui sont en générale:
% Méthodes de base « classiques ».
% Méthodes de modele « modernes ».
IV.3.1. Méthodes classiques:
Cette méthode est faite pour déduire des modelesmgdriques a partir des
modeles non paramétriques. Initialement les mogeesmeétriques sont continus.
Cette méthode a été étendue pour l'identificatesrdodéles échantillonnés.
On choisit un type, a partir de la forme de la rig@du procédé a un échelon, et on
détermine graphiquement les parametres de ce maiéade la connaissance de la
frequence d'échantillonnage, donc, on peut comnaig modele échantillonné
correspondant a l'aide des tables.
Cette méthode a plusieurs inconvénients:
» Faible précision.
* Ne permet pas de modélisation.
* Procédure longue.
» Signaux de test d'amplitude importante.
[1.3.2. Méthodes modernes:
Les calculateurs numériques donnent des algoritiitestimation automatique des

parametres des modéles échantillonnés de procéde.

Identification des parametres et estimation des états conjoints d'un systeme monovariable en utilisant le

(f-K)etle (f-K-e).

<o This PDF was created using the Sonic PDF Creator.
=~f To remove this watermark, please license this product at www.investintech.com



Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

Des algorithmes d'identification performants ayamte formulation récursive
adaptée aux problémes d'identification en temps$ @€ea leur en ceuvre sur micro-
ordinateur ont été développés. Le fait que ces oaléih peuvent opérer avec des signaux
d'excitation extrémement faible une qualité apaddel en pratique (fig.l.4).

Cette approche moderne pour l'identification desxiéles de procédé élimine tout les
défauts des méthodes classique et offre aussresgqubssibilité telle que:
1) Identification des modeles de perturbation.
2) Modélisation des bruits en une de leur suppression.
3) Détection et mesure des fréquences de vibration.
4) Suivi des variations des parametres de procédésngps réel permettent

un ajustement des régulateurs pendant le fonctioang[3]

Connaissance$
A priori

A

Expérience |«

\4

Données

Modeéle |¢

A\ 4
Critere |

A\ 4 \ 4

Algorithme d'ldentification

\ 4
Parametre
Du
Modele

Utilisation e QUi | Validation? |Non

<

Fig.ll.4. Identification d'un systéme
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Chapitre 01: Modélisation et Identification des paramétres de processus

V Conclusion

L'ensemble des méthodes de commande de procesmssite connaissansce d'un modéle
mathématique du systeme .

L'identification des systeme a pour brit de le detmer parmi I'ensemble des modeles
mathématique étudie .

Dans la premiere partie de ce chapitre nous rappele notion de modélisation de
processus et dans le 2eme partie nous rappeloniten de L'identification de parametre
de processus
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Chapitre 02: Représentation d’état des systémes i temps discrets

|. PRINCIPE GENERAL

les systemes a temps discret peuvent étre piamésforme de représentation
d’état. pour la plupart, valables. Deux approdhaditionnelles sont souvent étudiées pour
aborder la représentation d’état des systemesetiistra discrétisation des équations d’état
continues et la représentation directe par analagee la représentation d'état en temps
continu. C’est cette deuxiéme approche que noussapoivilégiée car elle permet de
généraliser tres rapidement les propriétés déjadéées.
l.1. Variables d’état en temps discret

Nous avons propose des schémas fonctionnels darsstine comportant que des
intégrateurs et des gains et nous avons vu ga@it possible, a partir de tels éléments, de
reconstruire n’importe quelle fonction de transféth temps discret, il est possible de
décomposer un systeme en utilisant des gains etopésateurs dits de décalage. De
fonctions de transfed . La figure 1.1 présente un exemple de systénmepuse de tels
éléments. On peut, dans un tel modele, défininvdeiables d’état, que nous noterog(k)
et qui représentent, la valeur des signauxaux instantskT. , Te étant la période

d’échantillonnage de tout les signaux présents tlagysteme.

» S(k)

o) Z” T’@_. Z” X X
2 3

1

A 4
N
N

&
<

Fig. 1.1 Représentation d’état en temps discret

l.2. Modélisation du fonctionnement du systeme

Dans une représentation en temps discret, La plitgsid’exprimer I'état du
systeme a un instant donné en fonction du sigreadttBe et en fonction de son < passé >,
autrement dit, de son état précedent, prend tomtsems. La forme générale pour un
systeme monentrée et mono- sortie des équations d état epstatiscret correspond

donc a:
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Chapitre 02: Représentation d’état des systémes i temps discrets

Eq.ll.1
s()= (C)x(K) (Ea.lL3)

{x(k +1) =[Alx(k) +(B)e(k)
La matrice do command@] est une matrice carréd3)(est un vecteur colonne et
(C) est un vecteur ligne.
Remarque pour un systéeme d'ordre n, c'est-a-dire possédantariables d'état, la
premiere équation, dite de commande, correspona sygstéme de n équations:
X, (k +1) =ay; X, (K) +a,x, (k) +..+a,x, (k) +b,e(k)

X, (K +1) = a,X; (K) +8,,X, (K) +... +a,,X,, (K) + b,e(k) (Eq.I1.2)

X, (k +1) =a, X, (k) +a,,Xx,(k) +...+a, X, (k) +b, e(k)

Si le systeme posséde plusieurs entrées et plaseties, on retrouve une écriture
similaire ; soitn le nombre de variables d’étamn, le nombre d'entrées ptle nombre de
sorties. Dans ces conditions, La matrice de commastl toujours une matrice<n, [B]
est une matricexm et [C] est une matrice>m.

Pour étre complet, il faut tenir compte d'une passielation directe entre entrées
et sorties. La matricfD], de dimensionanxp représente ce lien. Signalons pour finir que
les coefficients des différentes matrices peuvassieétre variables dans le temps (c’est-a-
dire s’exprimer en fonction de.

x(k +1) = [AK)]x(K) +[B(K)]e(k)
s(k) =[C9Jx(K) +[DK)Jek)

on adoptdréquemment.a représentation schématique de La figure 11.2r fltustrer cette

On a alors :{ (Eq.11.3)

modélisation. Attention dans cetiprésentions. les signaux sont en réalité degwectle

signaux a temps discret.

A -
Vecteur de
commande x(k+1) s(k)
B 7zt H C —
&k) x(K) Vecteur de
sortie
D

Fig. 1.2 Représentation schématique d’une modélisation d&taemps discret

Si les coefficients des différentes matrices sonstants, le systéme est dit invariant.

22

Identification des parametres et estimation des états conjoints d'un systeme monovariable en utilisant le

(f-K)etle (f-K-e).

mg—z; This PDF was created using the Sonic PDF Creator.

To remove this watermark, please license this product at www.investintech.com



Chapitre 02: Représentation d’état des systémes i temps discrets

IIl. RESOLUTION DES EQUATIONS D’ETAT

Nous nous limitons ich étude des systemes invariants possédant unecsexde
etune seule sortie. Formulons I'hypothése que lI'dtesystéme a l'instant O est connu et

que la suite d’échantillons d’entrée I'est égaletregrire I'instant O et l'instarig -1.

Résoudre les équations d’état revient a rechelattat du systéme a I'instars.
Comme cet état sera déterminé sans tenir compla deur de I'échantillon d’entrée a

cet instant, on parle ici de prédiction de I'étatsysteme.
[I.1. Prédiction de I'état du system a UN instant gelconque

Procédons par itérations successives. On a

x(1) =[A]x(0) + (B)e(0)
x(2) =[A]x(1) + (B)e(l)

x(i) =[A] x(i -.1) +(B)e(i-1)

X(ko -1) =[A] x(kc; -2)+(B)e(k, -2)
X(ko) =[Alx(ko - 1) + (B) e(k, -1)

Soit : x(ko) =[ARIAIX(K , - 2)+ (B)e(k, - 2)} + (B)e(k, -1)
D't 1 X(K,) = [A]2x(K, - 2) +[A] (B)e(k, - 2) + (B)e(k, -1)

En remplacant successivement®és), on obtient :

ko1 .
x(ko) =[Al* x©@ + X [A] ™ (B)e(i)

Remarque:l'expression ainsi mise en évidence est tout adaiparable avec celle que
nous avons trouvée en temps continu. La matricératesition est égale e[A]KO et se
calcule donc sans aucune difficulté.

Le principe des itérations successives est tré&geassant a utiliser dans le cas ou I'on
recherche I'évolution de I'état du systéme pout tnstant sur I'intervalle [Ok].

lIl. COMMANDABILITE D’UN SYSTEME A TEMPS DISCRET
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Chapitre 02: Représentation d’état des systémes i temps discrets

La commandabilité des systémes a temps discretdséexactement de la méme

maniére gue pour systéemes a temps continu.
l11.1. Accessibilité

Un systéme est dit accessible I'étéd) sil est possible de déterminer une suite d'd
éhantillons d’entrée e(k) sur l'intervalle [k -1] de maniéré a amener le systéme de état
x(0) = 0 vers I'étatx(ko).

Si un systeme est accessible quel quexgj), il est dit complétement accessible.

Remarque:les notions d’accessibilité, de commandabilité @gduvernabilité sont encore

ici, généralement confondues

l1l.2. Critere de commandabilité

Un systéme est completement accessible et compatecommandable si et
seulement si les vecteur®), [A] (B), [A]2 (B), ..., [A]"}B) sont Linéairement
indépendants.

Cet énoncé peut se traduire également de la maniérante :
On définit la matrice de commandabilité ou de gooabilité par la matrice formée daes
vecteurs colonne@®), [A] (B), [A]2 (B), ..., [A]"Y(B) :

[Cliaey =[(B) [AI(B) [A*(B) - [A"(B)] (Eq.11.4)
La paire A], (B) est compléetement commandable si et seulemeatraitrice de
commandabilité est réguliere autrement dit si seterdninant n'est pas nul.

IV. OBSERVABILJTE DE L’ETAT D’UN SYSTEME

L’'observabilité des systemes a temps discret sétetactement de la méme

maniere que pour ceux a temps continu.
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Chapitre 02: Représentation d’état des systémes i temps discrets

V.1 Définition:

Un systeme est dit observable a un instant k2Tda Qionnaissance du signal
d’entrée et du signal de sortie sur un intervaletemps k; Te, kTe] permet de calculer
I'état du systeme a l'instaktTe.

Si un systeme est observable quel que soit I'imdtan , il est dit cornpletement
observable
V.2 Critere d'observabilité :

Un systéme est complétement observable si et sentesnles vecteurs colonnes :
©),[ATT(©), [AT12(Q)T, ..., [AT]"C)" sont linéairement indépendants

Ceténonce peut se traduire également de la maniérargai on définit la matrice
d’observabilité par la matrice formée des n vesteolonnegC), [A '] (C)", [AT] 2 ()",
~ [ATTTHOT

[Oliney =l©7 [A1Q)" [AF(C) - [AT]™O)] (Eq.IL5)

La paire B], (C) est completement observable si et seulement snd#rice de

d'observabilité est réguliere autrement dit sidéterminant n'est pas nul.

V. RELATION ENTRE LA REPRESENTATION DETAT ET LA
FONCTION DE TRANSFERT D'UN SYSTEME

V.1. Représentation d’état a partir de la fonctionde transfert:

En temps discret la représentation d'état d'unésgst n’est pas unique. Nous
présentons ici plusieurs types de représentatiétaidtue I'on peut obtenir a partir d’'une
fonction de transferG(z) Les principes de construction étant rigoureusérnenmémes
que pour la représentation d’état en temps contious nous limiterons a présenter les

résultats essentiels.

a) Représentation modale
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Chapitre 02: Représentation d’état des systémes i temps discrets

Ce type de représentation, encore appelée repafisentparallele, convient
particulierement bien la représentation d'un systepossédant plusieurs poles réels

distincts. SoiG(z) sa fonction de transfert :

G(Z) = E(é% = zﬁo1 C—réz + DDDDZ— (Eq.11.6)

Cette écriture fait apparaitre la Somme de n fonetide transfert et peut étre

matérialisée, sous forme de représentation d'@tat,le schéma de la figure en faisant

apparaitren blocs élémentaires placés en paralléle.

-PR
z » a,

X (k+1) %K)
_P2
e(k) g gy I B I o W )
%ok+1) o () 2
|
i |
| |
| |
! |
|
|
|
7 > a >
X, (k+1) X, ()

Fig. 1.3 Représentation modale d'un systeme a temps discret

On lit immédiatement x, (k +1) = p,x (K) +e(k )

P, 0 0 1
0O p, 0 O 1
Do : | X(K+1)=| o * .7 X(K)+ | le(k) (Eq.11.7)
o .. 0 p, 1
S(K =(a, a, - an)l(k)
0

La matrice de command@A] est diagonale et ses valeurs propres sont |es s

la fonction de transfert.
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Chapitre 02: Représentation d’état des systémes i temps discrets

b) Représentation série

— Slz) a
soit : G(Z) B E%Z% = (z=p.)(z- p, XIE(z-p,) (Eq.11.8)

Cette écriture fait apparaitre le produit de n fmms de transfert et peut étre

matérialisée par la mise en cascade de n bloceatéires.

_RI. | _P

e(k) s(k)
Z1 > >
¥, (K +1) %, (K) X.(k+1) Xa (K)

Fig. 11.4 Représentant d’état d’un systeme discret sousd@erie

La figure 1.4 propose une représentation d'étatécente avec cette forme en
cascade de la fonction de transfert.

X(K +1)= 1 P_Z _? 0 X(K)+ ? e(K)
Dans ce cas, ona ' - 0 ’ (Eq.I.9)
0 1 p, 0
sk)=0 - 0 a)x(k)
O

c) Représentation compagne commandable

On suppose ici que la fonction de transfert n'est factorisé

G (Z) — bpz" "+by 2™ 27 bz

l+a,_;z t+...+a;z "tragz " (Eq.11.10)

Soit :

Nous pouvons immédiatement proposer la représentdé la figure I1.5 par
analogie totale avec I'étude de la forme compagmemandable en temps continu il
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Chapitre 02: Représentation d’état des systémes i temps discrets

suffit en effet de remarquer la similitude compléte cette fonction de transfert en z avec

la faisant,G (p) qui y a été étudiée, en faisanansformationP™ — Z™.

3
an—2
an—l
K
e(k) - W 5= =_:(2(l = o s(k)
! X, (K) ° oy
X,(k+1) X, (k) X, (k 1
by
Xper (K) . b'm

Fig. Il.5 Représentation d’état sous forme compagne comméndab

Les équations d’état se déduisent naturellemenetie représentation :

X (k+1) = x,(k)
X, (k+1) = x5 (k)

' (Eq.I1.11)
X (K +1) = X, (K)
X, (K +1) = —a,x, (k) —a;X,(k) —...—a,, X, (k) + e(k)
(k) = boX, (k) +b;x, (K) +...+ b X, (K)

0 1 0 | 0

: o 1 . 0
Doy XKD =L 0Ky (Eq.11.12)

0o 0 - 0 1 0

__a'O _al _an—l_ 1

sk)y=(b, - b, 0 - 0)x(k)
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Chapitre 02: Représentation d’état des systémes i temps discrets

d) Représentation compagne observable

La représentation compagne observable peut éise an évidence a partir de la
forme de G(z) déja transformée dans le paragrapfeggent :

G (Z) — b,z" " +b, 2" "t bz " bz "
1 —n+1+aoz—n

l+a,_1z “+...t+ta,z

Nous pouvons immeédiatement proposer la représentate la figure 1.6 par
analogie totale avec I'étude de la forme compadpservable en temps continu. Il nouveau
de remarquer la similitude compléte de cette famctlie transfert en z avec la fonction

G(p) que vy été étudiée, en faisant la transformagiibpr—z-1

ek
| | |
bo bl ____________ bm
Xl(k) X2 (k) Xm+1(k) Xn (k +l) Xn (k)
7 -1 | 7 -1 7 -1 7 -1 »
% (K) X1 (K (k)
9 & | e o Ay
| |

Fig. 1.6 Représentation d’état de systeme sous forme comepauservable

Les équations d’état se déduisent naturellemenétle représentation :

0 0 -a] b

0
1 0 - - 0 —-a

01 0 - 0 '

x(k+1) = Do : x(k)+ b(r)n e(k) (Eq.11.13)

0 01 0 -

0 - 0 0 1 -a| 0
sk)=(0 - 0 Ix(K)

29

Identification des parametres et estimation des états conjoints d'un systeme monovariable en utilisant le

(f-K)etle (f-K-e).

s This PDF was created using the Sonic PDF Creator.

To remove this watermark, please license this product at www.investintech.com



Chapitre 02: Représentation d’état des systémes i temps discrets

V.2. Calcul de la fonction de transfert a partir dela représentation d’état

a) Transformation en z des équations d’état

Si on appligue la transformation en z aux équatmigtat et si on suppose nulles

les conditions initial. Obtient :

{x(k +1) =[Alx(k) +(B)e(k) {ZA(Z) =[AIX(2) +(B)E(2)
= (Eq.11.14)
s(k)= (C)x(k) S(2) = (©)X(2)
On a donc :X(2) = (zI -[A]) *(B)E(2) (Eq.11.15)
On tire alors I'expression de S(PB(z) = (C)(zl -[A]) *(B)E(2) (EQ.1.16)

La fonction de transfert du systéme est donc :

G(z)= %(é)y =)z -[AD)*(B) i

L'inverse d'une matrice carrée étant égale a saiceatdjointe divisée par son

déterminant, nous pouvons en déduire que les pfidda fonction de transfert sont les

valeurs de z qui sont solutions de I'équation :

det(zl —-[A]) =0

Ce sont donc les valeurs propres de la matrice [A)

. VI Conclusion

Le représentation d'état des systéme est un putdsant permettant de modéliser le
fonctionnement de systéme linéaire ou non , en $etoptinu en temps discret et qui

posseéde en outre I'avantage de conserver la egpadi®n temporelle ou discret des

phénomenes .

Dans ce chapitre on a étudie la représentatioatdlés systeme a temps discret
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Chapi'tr'e 03: Le Filtre De Kalman et Le Filtre De Kalman Etendu

|. INTRODUCTION

Le filtre de Kalman est un reconstructeur d’étatngdaun environnement
stochastique, ou bien est un observateur d’'étatappour un systéme linéaire perturbé
par différentes sources de bruits. Le filtre derkah nécessite une connaissance précise
des variances des bruits qui doivent étre blanassgiens, centrés et indépendants. Les
algorithmes donnant la solution de ce probleme @bt déterminés initialement par
(KALMAN, 1960) dans les cas discret, et (KALMAN, BY, 1961) dans le cas continu.
L'algorithme du filtre de kalman permet :

> Une estimation sans passe par l'inversion matieoilel dimension important.
» Une réalisation excellente d'identification.

2 | 'utilisation d'une mémoire restreinte.

Le filtre de Kalman étendu (EKF) donne par Jazwiir{gdR70) un estimateur des
états et identificateur des parameétres pour legisys non linéaires stochastiques.
Dans ce chapitre nous décrivons, en premier, tle file Kalman discret pour les systemes
linéaires, et puis son extension pour les systamadinéaires le filtre de Kalman étendu
(EKF).
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Il. LE FILTRE DE KALMAN DISCRET

Etant donné un systeme linéaire stochastique distr@variant, dont I'évolution

dynamique est modélisée a I'aide de I'équationad.ét
II.1 Le Processus a Estimer

Le probléme général du filtre de Kalman est l'esastimer I'étatxJR" d'un
processus commandé par temps discret qui estaégjeguation différentielle stochastique
linéaire:

% L’équation de processus :

Xe=AX1+BUk1+w (Eq.IL.1)

% L’équation de mesure:

Y =Cx +v (Eq.111.2)

LesW etV sont des variables aléatoires représentent réspaent le bruit d'état
de processus et de mesure.

On assume qu'ils sont indépendants (I'un de laidi@Enc, et avec des distributions
normales de probabilite.

P(w)~N(0,Q) (Eq.111.3)
P(v)~N(O,R) (Eq.111.4)

En pratique, les matrices de covariances des lpudR de processus et de mesure

bY

peuvent changer a chaque inst&mtmais dans notre cas on assume qu’elles sont
constantes.

X . I'état du systeme de dimension
Yk : la sortie (mesure ou observation) de dimension

Uy : I'entrée certaine de dimensian

A : une matrice de dimensiarxn.
B : reliant la command¥d a I'étatx de dimensiomx 1.

C : reliant I'état a la mesui de dimensiomxn.

[1.2. Equations du Filtre

Soit :

%, OR": I'évaluation a priori de I'état a I'étaje
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X, O R": I'évaluation a posteriori d'état & I'étdpdonnant la mesuré..
Nous pouvons alors définir les erreurs estiméasoa pt a posteriori respectivement par :
& = X~ X
& = Xk - >A<k
La covariance de l'erreur a priori d'évaluationadsts :
P =Ele e | (Eq.III.5)
La covariance de l'erreur a posteriori est :
R, =Elee] (Eq.IIL.6)
Le filtre de Kalman estime la valeur optimal detdta posteriorig_en fonction de

X I'état a priori la mesure actueltg.

% =% *K(Yk-CX ) (Eq.11.7)
La matrice du gai de dimensiomxm est choisie en minimisant la covariance de
I'erreur a posteriori décrite par I'équation (E48).
D’'ou K optimale:

-1 RCT

Ki=R CT(CR'CT+R) o (Eq.I1.8)

Nous constatons que quand la covariance d'ereenredurdr s’approche de zéro,

le gainK a un effet considérable sur I'erreur réSidungKk:C_l

D'autre part, comme la covariance d'erreur a pfris’approche de zéro, le gain

K sera comme un effet négligeablém K, = 0
P -0

11.3 Les Origines Probabilistes du Filtre
Le filtre de Kalman maintient les deux premiers neois de la distribution d'état
c'est a dire : E[x]= %
~ ~\T|_
El,(xk =X )(Xk - Xk) ]‘ Pk
A partir de ces derniéres équations, on déduit'geaeur d’estimation a posteriori
a une moyenne non nLl(xk - %) (% — %, )TJ

~

P(x /Y ) ~N(E[x ], (% = %)% =%)T) )= N(%, ,R.)
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[1.4 L'Algorithme du Filtre de Kalman Discret

Le filtre de Kalman estime I'état de processus &amoment donné et puis obtient la
rétroaction sous forme d’un bruit de mesure, d’'@s Equations du filtre de Kalman se

divisent en deux classes :

¢~ Equations de mise a jour de temps (la prédictioedponsables de
projeter en avant (en temps) les évaluations der@we d'état et
d'erreur actuel afin de les prédire a priori p@uptlochaine étape.

¢~ Equations de mise a jour de mesure (la correcti@gponsables du
rétroaction c'est-a-dire pour incorporer une ndevehesure dans

I'évaluation a priori pour obtenir une évaluatiarposteriori améliorée.

Ceci est présenté dans la figure (111.1):

La mise a jour La mise a jour de
de temps "prédiction " mesure"correction”

Fig lll.1: Le cycle du Kalman de filtre discret. La mise @rjde temps prédit |'état
actuel en avant. La mise a jour de mesure qui agligpvaleur prédit a une mesure réelle

Les équations spécifiques pour les mises a joutedgps et de mesure sont
présentées ci dessous :

> Les équations Kalman discretes de mise a jouermi@s du filtre
X =AX +Bug (Eq.111.9)
R =AR_,A"+Q (Eq.111.10)
Notons encore que les équations de mise a jouredws prédit I'état et la

covariance de l'erreur en avant de I'étape

> Leséquations de mise a jour de mesure du filtre dendaldiscret.
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Ke=R CT(CR CT+R]" (Eq.III.11)
Re=s+KiM—Ci ) (Eq.111.12)
R=(1 -KkC)R (Eq.11.13)

La premiére tache pendant la mise a jour de messtrale calculer le gain de

Kalman, K, . La prochaine étape est de mesurer réellemembéegsus pour obtenir ¥,

et puis d'une évaluation d'état a posteriori emrnparant la mesure (Eq.111.12). L'étape

finale est d’obtenir une évaluation de covariadieereur a posteriori (Eq.111.13).

[1.5. Parameétres et accords de filtre

L’implémentation du filtre nécessite la connaissade la covariance de bruit de
mesureR. La covarianceRr d'erreur de mesure est généralement pratique,uletibihent
mesurée avant utilisation du filtre (possible). &atement on pourrait prendre quelques
mesures d'échantillon "off line" afin de détermiteevariance du bruit de mesure.

La détermination de la covariance de processus Qruie est généralement plus
difficile car nous n'avons pas la capacité d'obsedirectement le processus que nous
estimons. Parfois un simple modéle de processusppeduire des résultats acceptables si

on injecte" assez d'incertitude dans le procesauBiptermédiaire du choix d@.[10]

La mise a jour de mesure correction

La mise a jour de temps

- prec'h'ctlon @®Calcule du gain de kalman:
Oprojeter I'état en avant: B ( B )_1

~_ ~ - T T

4= A1+ Bt Kk=R CT|ICR C"+R
®@projeter la covariance @la mise a jour de I'état estimé avec la mesjre
d'erreur en avant: Rk:Rk_+Kk(\ﬂ<—C§<k_)

i T

R =ARLA +Q ®la mise a jour la covariance de l'erreur:
R=(1-K«C)R"

Estimations initialesx,_, et P,

Fig ll.2: les différentes étapes et équations du filtre dirtan
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Notons que dans des conditionsQat R, sont en fait constantes, la covariarige

d'erreur d'évaluation et le gain de Kalmigpstabiliseront rapidement et demeureront alors

constants.

lll. LE FILTRE DE KALMAN ETENDU

L'algorithme du filtre de Kalman étendu est unehtégue de calcul largement
utilisée dans le domaine du filtrage non linéa@’est un outil mathématique capable de
déterminer des grandeurs d'état non mesurablel@soparameétres du systéme varient en
fonction du temps.

Le probleme de I'identification est tres important les deux plans, le contrble non

linéaire et les parametres variables.
l1l.1 Modele étendu Stochastique

Pour appliquer I'EKF pour I'évaluation d'état sitané et de parametre, on doit
étendre le vecteur d'état par le vecteur de paramét , = [X 6i]". D'ailleurs, I'approche
kalman de filtre suppose que le modéle détermimistenoteur est troublé par Gaussien et
bruit blanc centré : Le bruit d'état et le bruitrdesure.[11][6]

Nous supposons que les paramétres sont constantshamgeons lentement
(6(t)=0), le modeéle étendu stochastique est obtencoerbinant le modéle présenté dans
Le modéle d’état de moteur a courant continu gsesente par le systéme suivant :

X(k+1) =Ag X(k) + By U(K)
JLv(k) =Gy X(K)
et la dynamique de parametre affectée par Gaussiamit blanc centré :

{X oo = (X6 ) + Wy,

(Eq.Ill.14)
Y, =9(X,,6)+V,

oo :(Ad(ek)xk +B, (ek)ukJ

6,
g (%, k) =Ci0) Xt De, (k) Uk
Wek €t Vi sont le bruit étendu d'état et de mesure resmentnt. Leurs matrices des la
covariance sont :
Qe /k=E{ We /i We '} et R= E{ViV\}
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[11.2 Filtre de Kalman Etendu Discret (EKF Discret)

L'EKF se compose de deux phases. D'abord, I'eaatatest prévu selon la valeur

prévue du modele étendu donnéka.l11.14) :

{)A(e,k+1/k:f(5<k o Gk 1)

YAk+1/k:g (>A( k+1 K ék+1 2] (Eq.lll.15)
Puis, cette prévision est corrigée en injectanele d'estimation de rendement :

o o o
Xe k1 k1= Xe, krrktKien (Yerr—Yks1k) (Eq.l11.16)

Le gain de kalman K est déduit des propriétés ddéateostochastique pour réduire
au minimum la variance de l'erreur d’estimationp€&€wedant, parce que le filtre kalman est
un observateur linéaire, le modele étendu doitl&téarisé en ce qui concerne I'état étendu
estimé. Grace a la simplicitt du modéle de secordteode discrite-temps, cette

linéarisation peut étre calculée trés facilement :

~

Kok = Fr Xope T Wy
Yk+1/k = Gk+1Xe,k+1/k +Vk+1

~ O
avece(X) = X, — Xe l'erreur d'estimation

et les matrices suivantes de Jacobian :

[t <%

0Xe < 0 |
09(X,,,0,,1)
G +1= k /1 k /1 = C J
“ { aXe :|Xe:>2 [ “ Y}
_ | 0Xk+1i _| 0Yk+g,i
JX_[ 00, :|Xe:>2 ot JY_[ 00 :IXe:)Z

i=1,2 et j=1,2,3,4
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Etapes de l'algorithme

M(k) =F (k) P(k) F(k)

M(K)G(k+1)T
G(k+1)M(K)G(k+1)"+R

K(k) =

Xe(k+1) =Fi Xe(k) + K(K)(Y (k+1) — G(k+1)k Xe(k) )

P (k+1) = (1- K(K) G(k+1)) M(K)
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V. CONCLUSION

Le filtre du kalman est un observateur linéaire peut étre, il permet de résoudre,
dans le domaine temporel le probléme de l'estimatiatistique pour des systéme linéaire.

Une condition nécessaire pour la convergence tia,fllobservateur du systeme.

Si on veut estimer des paramétre recherchés, lelmatbvient alors non linéaire.
Dans ce cas, on applique le filtre de kalman étesmdumodéle linéairisé. Il faut alors

effectuer un développement limité —par exempleséaie de tailor.
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|. INTRODUCTION

La modélisation est une étape nécessaire poulysmde comportement du
systéme ou la synthése des correcteurs pour la aoden

Dans ce chapitre en présenter le moteur a courantincg par un systéeme
d’équations différentielles ; et le passage a kas@ntation d’état du moteur. Enfin la

résolution de I'équation d’état nous permettra die e comportement de la machine.

II. DESCRIPTION D'UN MOTEUR A COURANT CONTINU

bY

Le moteur a courant continu est l'actionneur élgutr le plus classique il est
toujours présent dans de nombreuses applicatioasisie beaucoup de structures mais le
principe de base est le méme avec en particuligdle fondamental du collecteur de

balais.
[1.1. Constitution :

Comme toute machine tournante, le moteur a cowamtinu comporte une partie
fixe (le stator) et une partie mobile (le rotorpaées par un entrefer. Le stator dit aussi
inducteur, porte des aimants qui sont chargésékr &8 champ magnétique dans I'entrefer,
il comporte un pole Nord et un pole sud. Les ddemi culasses permettant de canaliser

les lignes de champ. Le rotor porte un bobinagelggpduit.
[1.2. Comportement dynamique de la machine a c.c

Un moteur électrique est destiné a fournir de F§iemécanique aussi ce moteur

est-il toujours accouplé a la machine qu’il enteain
Différents types des machines ont c:c

En faisant un choix du type de connexion de l'irtduc et de I'induit nous permet
de I'obtenir une machine a c.c. du type :
» A excitation séparée.
» A excitation shunt.
> A excitation série.

» A excitation compound ou composée.
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[ll. MODELE DU MOTEUR A COURANT CONTINU

Le modele de moteur a courant continu est donné&t Rsont respectivement la
résistance et la slef de I'induit. La force corgteetromotrice E est proportionnels a la
vitesse angulaire w E = ke w.

L’équation électrique donne :

U(t) = Ri(t) + L d'(t)

L tkew (Eq.IV.1)

D’autre part, si on noté, le moment d’inertie de I'arbre moteurfgtle cofficient
de frottements visqueux, on peut écrire :

du(t)
dt

Jm =Cn- G (Eq.IV.2)

Cn: couple moteur, proportionnel au courant d’indGi,= kci.

C: : couple de frottements visqueux, proportionnel gifesse angulair€; = f, w

On obtient ainsi le systéeme différentiel dont lesiables sont le courant d’induit

et la vitesse angulairg.

m_;[u (t)-Ri(t)—kew(t)]

(Eq.IV.3)
dW“) i)~ frw()]
i __Ry (t)—&w(t)+iU(t)
=> da L (EQ.IV.4)
dW(t) Ky W(t)

lll.1. La représentation du systéme par I'espace 'dtat

En peut écrire I'équation sous forme espace déairend :
Les variables d’états (X) :
X1: le courant de I'induit.
Xz la vitesse angulaire.
Entrées de commande U.
U : I'excitation.
Sortie Y.
Y =Xz
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X 4(t)=— 1(t)-Ke/' Xz .
>§1(t) R Xa(t) 4.x )+ /L u(t) v
X027 a0~ xa()-0.0(0)

donc :

Xi(t) | = A { xl(t)} Eq.IV.6
L(Z(tj o +Blu] (Eq )

Y=C B&] (Eq.IV.7)

alors le modele sous forme d’état a donné par :

{ X (t) =A X(t) + B U(t)
Y(t) =C X(t) +D U(t) (Eq.IV.8)

Ou X(t) est un vecteur d’état de dimension (2x1)egst un vecteur d’entrée de
dimension (1x1). Et Y est vecteur de sortie de disien (1x1) et les matrices de A, B, C

en fonction des parameétres physiques sont :

a11=-R /L
a=-ke/ L
a1= Ke /dm
&= - flIm
b]_ =1/L
ou a1 a2 b
A= [ J B =
&1 A2

et C=[01] D=0

[1l.2. Discrétisation du systeme
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En peut calcul des matricesABy , Gy, Dy du systéme discrétisé a partir des
matrices A,B,C et D du systéme continu.

Le systeme est discrétisé au pas d’échantillonfiagies parametres du processus

aux instants d’échantillonnage k3e formalisent ainsi :

{X(k+1) =Aq X(K) + By U(K)
Y(K) =Cy4 X(k) +Dg U(K) (Eq.IV.9)

Connaissant I'état du systeme continu a linstantson état a l'instant {tTe)
s’écrit :
to+Te

X(to+Te)=eATex(to) + j A TEIB Y AT (Eq.IV.10)

En remplacanitpar kT et en considérant.implicite, nous avons :
X[(k+1)T¢g= X(k+1)

k+1
X(k+1)= erTeX(K)+ j ety pdr (Eq.IV.11)

k

Réalisons le changement de variabke r —kTe , il vientu(r) = u(k) reste constant

pendant T du fait du bloqueur d’entrée du processus.

Te
X(k+1)= eATeX(K)+ j AT IBU(K)dt
0
Te
X(k+1)=eATeX(K)+ j eATe0GtBU(K)
0

soit aprés identification :
A: eATe
Te ‘
Bd: jeA(Te_t)dtlB
0

G=C et Iy=D

V. SIMULATION DE LA REPONSE DU MOTEUR
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Le modele d’état de moteur a courant continu gs€sente par le systeme suivant :
X(k+1) =Aq X(k) + By U(k)
Y (k) =C4 X(k) (Eq.IV.12)

On se propose de déterminer I'évolution du coupletenr et de la vitesse
angulaire, les parametres électromécaniques dwmsdet :

R=3Q L=1mH k=1.2 Vrads?
ke=1.4 Nm A fn = 0.002 Nm rads Jh=0.01 Kg

I\VV.1. L’organigramme

Notons que la simulation a été effectuée par leiely' MATLAB " .

A 4

Input : le Modéle d'état
A B,C,D.
Et
Les bruits V, W
Et L'entrée U.

Discrétisation duModéle d'état

Te
T=002: A=€T, B,= jeA(Te“”de .

A\ 4

Initialization
X=0:n=0

[
»
A

A
X=A4X+ByU
Y =Cy X4V

n=n+1

Fin

A4
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IV.2. Résultats de simulation

Les figures suivantes représentent respectivermémbllition du couple, de la

vitesse angulaire, la sortie sans bruit et lasdntuitée.

signal de commande

_

-

T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[
I
[
[
[
|

Variation du nombre d itération
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evolution d'état x1

1.5
1

20 30 40 50 60 70 80 90 100

10

Variation du nombre d itération
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Chapifr‘e 04: Modélisation Du Moteur 4 Courant Continu

sortie du processus
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ChapiTr‘e 04: Modélisation Du Moteur 4 Courant Continu

V Conclusion

La machine & courant continu a été durant de nemsks années I' actionneur
principalement utilise dans les application assteen effet comme cela a été mis en
évidence
Dans ce chapitre, on a étudié la machine a cogmariinu sons forme générale , et le
fonctionnement du moteur & courant continu e$ pas comportement
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

. APPLICATION DU FILTRE DE KALMAN ETENDU
EXEMPLE (1)

[.1. Introduction

Apres avoir présenter la théorie du filtre de kairdgendu, nous allons présenter
dans ce partie son application a I'estimation d&¢a I'identification des parametres du
moteur a courant continu.

|.2. Estimation des états et identification des pametres par le filtre de
kalman étendu :

On adapte le modéle d’état non linéaire (1V.8) aesanémes parametres décrits
dans le chapitre précédent.

L'équation (V.8 )est présenté par:
X (t) =A X(t) + B U(t)
Y(t) =C X(t)
Et le systeme non linéaire discret :
{ X(k+1) =Ag X(K) + By U(K)

Y (k) =Cy X(K)
Avec:
A: eAte
Te
By j " 0dt B
0
CG=C et IDy=D
Ou:

o) U

C=[0 1] D =[0]
On ramene le systéeme non linéaire discret en stese linéaire discret

Le modéle s'écrit :

)Zé,k+1,k=|: K )Ze,k/k HWEk
Yeewk= Gisr Xekeuk + Vieos (Eq.V.1)
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

~ O
avec : X=Xe—Xe
Le vecteur X(k) est le vecteur étendu .

Xe (K) est défini comme suit :
Xe(@=[X"(k) d b1 (EqQ.V.2)
ol e:[gT DT]T
Avec:

a=lao aa a'
Et t_)=[bobl]T

On a:
dim[X (k)] =1x 2.
dim[d]=1x4.
dim[d]=1x2.
Donc :
dim[X (k)] = 8x1.

Il faut tirer une expression de(X+1) en fonction X (k) :
d’aprés I'équation (l11.2).
X(k+1) =[X'(k+1) & b']"

Avec:

Fi

el [ y] e

0X e
dim[FJ = (8 x 8)

Gk+1=[W} A:{ck JY} (Eq.V.4)
Xe=Xe

dim[Gu1] = (1 x 8)

J J

_ | OX k1 _| 0Yik+,i
JX—[ 30 Le=x‘ et JY—[ 30, Le=>z (Eq.V.5)

i=1,2 et j=1,2,3,4
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

Xi(k) %(k) 0 0 U(k) O
=

dim[3] = (2 x 6)
0 0 %(k) X(k) 0 U(k)

J=[000000]

dim[Jy] = (1 x 6)
|.3 L'organigramme :

Notons que la simulation a été effectuée par leiely' MATLAB "

A 4

Initialization
n=0;
P=4.1dg;

Xe=0;

X=FX;
P=FPF,;

K=PG'(GPG'+R")™;
P=(I - K G)P;
X=X+K(Y-H.X);
n=n+1

Fin

(F-K)etle (F-K-E).
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

|.4 Les résultats d'application:

nous avons obtenu les résultats illustrés pdidases suivantes :
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

parmeétre al
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10

parmetre a2
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Variation du nombre d itération

10
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

parmeétre a3
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parmétre a4
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

parmeétre bl

0.25} - |
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Variation du nombre d itération

parmetre b2
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

La remarque qui nous avons introduit, a chaque ggraent des valeurs initiales @
P et R donne une divergence des résultats. Alors l'liséiion de la matrice de variance-

covariance et les matrices de covariance est pipsrtante.
L’identification des parametres et I'estimation @ésts sont atteintes apres un

nombre fini d'itération.

L'utilisation de la technique du vecteur d’état memté nous a permis estime les

états et l'identification les parametres d’'une réamiconjointe (en ligne).

L’existence du bruit n’affecte pas la convergermt=el’algorithme.
1.5 lllustration sous Matlab
clear;
clc;
%0%%%%0%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %% %% %%
%%%%% 1- déclaration des matrices du systeme %%%%%% %% %% %% %%
%%%%% 2- caractéristigues du moteur a courant EN%%%% %% %% % %% %%
%%%%% 3- nombre de périodes d'echantionnage %%%%%%%%%%%%%%
% %%%%%%%%% %% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% %% % %% % %% %%
% les parameétres électromécaniques du moteur sont :
r=3;
L=0.001;
fm=0.002;
jm=0.01;ke=1.2;
kc=1.4;
%les matrices du system sont :
all=-r/L; al2=-kellL;
a2l=kc/jm;  a22=-fm/jm;
b1=1/L;
% nombre d'echantionnage
%N=input('N");
N=100;

% temps d'echantionnage
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

T=0.02;
%%%0%%%%% %% %% %% %% %% %% % %% % %% %% %% %% % %% % %% %% %%
%%%%%%%%%% %% %% Modéle d'etat %98%8%8/0% %% % %% %%

%%%% %% %% % %% % %% %% % %% % %% % %% % %% %% % %% % %% %% %% %%
A =[all al2; a21 a22];
B=[b1 O]}
C=[0 1];
D=0;
%%%%%% %% % %% % %% %% % %% % %% % %% %% % %% % %% % %% %% % % %% %
%%%%%%%%%%%%% discrétisation du modele d'e?a0%%%%%%%%%%%
%%%%%% %% % %% % %% %% % %% % %% % %% % %% %% % %% % %% %% %% %% %
% discritisation de matrices A et B a parire ledrioa d'origine
[Ad,Bd]=c2d(A,B,T);
% creates a discrete-time SS model with sample Time
sys=ss(Ad,Bd,C,D,T);
% le nouveu fonction de transfert
Hz=tf(sys);
%%%% %% %% % %% % %% %% % %% % %% % %% %% % %% % %% % %% %% % % %% %
%%%%%%%%%%%%  bruit de mesure et processu%%%%%%%%%%%% %%
%%%%%% %% % %% % %% %% % %% % %% % %% % %% %% % %% % %% %% %% %% %
w=0.1*randn(1,N);%Normally distributed random numbe
Q=std(w).”2; %Standard deviation.
v=randn(1,N); %Normally distributed random nunsber
R=std(v)."2; %Standard deviation.
%%%%%% %% % %% % %% %% % %% % %% % %% % %% %% % %% % %% %% %% %% %
%09%%%%%0%% %% %% %% signal de commande  %9%8%0%%%%%0%%%%
%%%% %% %% % %% % %% %% % %% % %% % %% %% % %% % %% % %% %% % % %% %
%1- evolution de signal de commande
u=5*idinput(N); % u: The generated input signal, et N: The lemgtine input.
% 2- evolution de I'etat

x=zeros(2,N); % vecteur d'état initial

% 3- evolution de la sortie bruité
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

for i=2:N;

X(:,D)=Ad*x(;,i-1)+Bd*u(i-1);
y(i)=C*x(:,i); %sortie non bruité
yb(i))=C*x(:,i)+v(i); %sortie bruité
end

%0%%%%0%%%%0%% %% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %% %% %
%%%%%%%%%%%% estimation des états et identidioat %%%%%%%%%%%
%0%%%%%%% %% %% des paramétres par EKF %%%%%%%% %% %%
%0%%%%0%%%%0%% % %% %% %% % %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %% %% %
% 1- les matrices étendu
G=[01000000];
Al=zeros(6,2);
A2=eye(6);
% 2- initialisation de I'estimateur
xe=zeros(8,N);% initialisation de vecteur d'états
P=10*eye(8); % variance de l'erreur d'estimation
for i=2:N
A3=[x(1,i) x(2,i) 0 0 u(i) O;
0 0 x(2,i) x(2,i) O u(@)];
F=[Ad A3;Al A2]; % matrice etendu

% estimateur kalman

M = F*P*F";
K=M*G"™inv(G*M*G'+R); % gain de kalman
P=M-K*G*M; % la covarionce

% estimation
xe(:,)=F*xe(:,i);
xe(:,)=xe(:,1)+K*(yb(i)-G*xe(:,));
end
figure(1)
plot(u),grid
title('signal de commande'

xlabel(Variation du nombre d itératign’
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

%0%%%%%%%%%%%

figure(2)

plot(x(1,:)),grid

title('evolution d"état x});
xlabel(Variation du nombre d itératign'
%0%%%%%%%%%%%

figure(3)

plot(x(2,:)),grid

title('evolution d"état x
xlabel(Variation du nombre d itératign'
%%%%%%%% %% %%

figure(4)

plot(y),grid

title('sortie du processys'
xlabel(Variation du nombre d itératigp’
%%%% %% %% %% %%

figure(5)

plot(y),grid

title('sortie bruitég;

xlabel(\Variation du nombre d itératign’
%0%%%%%%% %% %%

figure(6)

plot(xe(1,:)),grid

title('estimation de xJ);
xlabel(Variation du nombre d itératigrylabel(Le valeur estimép’
%0%%%%%%% %% %%

figure(7)

plot(xe(2,:)),grid

title('estimation de x2;
xlabel(Variation du nombre d itératirylabel(Le valeur estimép'
%0%%%%%%% %% %%

figure(8)
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

plot(xe(3,:)),grid

titte('parmetre a);

xlabel(Variation du nombre d itératigrylabel(Le valeur estimép’
%%%% %% %% % %% %

figure(9)

plot(xe(4,:)),grid

title(" parmetre a;

xlabel(Variation du nombre d itératigrylabel(Le valeur estimép’
%0%%%%%%%%%%%

figure(10)

plot(xe(5,:)),grid

title(" parmetre ay;

xlabel(Variation du nombre d itératirylabel(Le valeur estimép'
%0%%%%%%%%%%%

figure(11)

plot(xe(6,:)),grid

title(' parmetre aj;

xlabel(Variation du nombre d itératirylabel(Le valeur estimép'
%%%% %% %% %% %%

figure(12)

plot(xe(7,:)),grid

title(' parmetre b);

xlabel(Variation du nombre d itératigrylabel(Le valeur estimép’
%%%% %% %% %% %%

figure(13)

plot(xe(8,:)),grid

title(' parmetre b,

xlabel(Variation du nombre d itératigrylabel(Le valeur estimép’

29

Identification des paramétres et estimation des états conjoints d'un systéme monovariable en utilisant le

(F-K)etle (F-K-E).

m@ This PDF was created using the Sonic PDF Creator.

To remove this watermark, please license this product at www.investintech.com



Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

Il. APPLICATION DE FILTRE DE KALMAN
EXEMPLE (2)

Le modele dit " quart de véhicule " utilisé pouudier une suspension active de
voiture est représenté sur le FigV.1. L'organe a@mande permet d’appliquer des efforts
u entre la roue (de masse m repérée par sa poséitinalez) et la caisse du véhicule (de

masseM repéré par sa position verticalp

On désigne paK etf la raideur et le frottement visqueux de la susipengassive, pak la

raideur du pneu entre la roue et la route. Enfimnotew la position verticale du point de
contact pneu/sol sollicitée par les irrégularités ld route ( bruit de Roulement ). On
mesure I'accélération de la caisse avec un accglére sensible a la gravité (g=-9.81f/s

et on note v le bruit de mesure de ce capteur.

M

K u f|u
m
A

A,

=
— k

&

2. i
>

LS

ground

Fig.V.1. Modele 1/4 de véhicule.

On note &z et &Z les variations de et Z autour d’'une position d’équilibrey et Z
(obtenue en supposant que0 , u=0 et que la gravité est entierement compensée par
I'écrasement des 2 raidelsetk). En appliquant le principe fondamental de la dyitpe

sur les 2 masséd et m (calcul aux variations), on obtient :
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

M&Z = K(dz-Z)+ f(d&z-IZ) +u

. . (Eq.V.6)
moz=-K(dz-Z) - f(dz-Z)—u-k(dz-w)

En choisissank = [cZ,d'z, &, 52]T comme vecteur d’état, on obtient la représentatiétat

suivante:
0 0 1 0 0O O 0
_ 0 0 0 1 0 Ofu 0
Tlekim o KIM —fM M [ UM o[ }r o ["
g (Eq.V.7)
Kim —-(K+k)/m f/m -f/m -1/m O 1/k

y=[-K/M KIM =—fiM f/M]x+[/M —1]{:}+v

On obtient donc un modele du type de (1.1) awet, m=2, =1, p=1.
On reconnait dans les matrices ( A, B, C, D ) dodate (1.1) la représentation d’état
"classique” du transfert entre I'entrée u et latisoy:":

F(s)=D+C (sl-A}B (Eq.V.8)
La réponse de ce modeéle a des entrées détermin{tassir un horizon/fto , t] et a des
conditions initialex(to) s'écrit :

X(t) = e Tx(t,) + jeA‘t’” Bu(r)dr (EQ.V.9)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Démonstration: voir annexe A

Des essais en condition réelle de roulement ontmr@dgpie la densité spectrale de
puissance du bruit de roulement pour un véhiculkdarda a 90km/h sur une départementale

pouvait étre approchée par la fonction suivante:

w? +10*
® - Eq.V.10
(W) w* —-1.75.10%w? +1¢®8 (Eq )

a) Le spectre complexe du bruit w(t) par définition

-8 +10°
s +1.75.10*s* +1C°
b) la représentation de markoviennend®):

®,,,(8) =

la décompositior®,(s) = G(—s)G(s y'écrit :
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

s? +10° -8 +10°
® (s = Eq.V.11
() (32—503+104j(52+505+104J (Eq )

Il faut regrouper dan&(s) tous les péles stables dg.(s), ce qui permet de fixer
le dénominateur d&(s) mais il n’y a aucune condition sur la "stabiligds zéros de G(s).
II'y a donc 2 filtres stables qui permettent, lerggsont attaqués par un bruit blanc
normalisé b(t) , de générer un bruit de specfrg.(s) :

-5 +10° s +10°
G(s)=| 5——— et G(=|5———
=) (sz +505+10“J ) (52 +505+104j

Si I'on choisi G(s) alors une représentation marone de w(t) s’écrit (on choisit par

exemple une forme compagne observable):

_ 0o 1 0
xG(t){_lO‘; _5o}xe(t)+{l}b(t) (Eq.V.12)
w(t) =107 —1fx, (1)

c) La variance peut étre calculée de 2 facons :

— a partir du spectre complexe et du théoreme daléar initiale (voir Remarque 1.2 dans

I'annexe A) :
1 1 1 1
50°"2 , T50°"2
) S) = + :(D+ S )+ (-s
() s> +50s+10* s?-50s+10" w(S) wn (=5) (Eq.V.13)

T5 = @ (7) | _, =lims®y, () = 1/50

— a partir de la représentation markovienne ethéoreme 1.1 dans I'annexe B: en régime
permanent, la matrice de covariance P du vecté&latls de la représentation

1.15 vérifie I'équation deyapunov :

0 1 0 -10*| [0 0| [0 O
P+P + =
-10* -50 1 -50 01 00

10° 0
- P= Eq.V.14
{ 0 10‘2} (Fav-14)
—6 2
—oz=he -0 O |19 |=wus0
0 107 -1
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

[1.1. lllustration sous Matlab

Le fichier bruit.m donné ci-dessous permet d’illustrer l'utilisatiole macro fonctions
Matlab pour résoudre I'exemple. Il montre égalenmerhment simuler sur un calculateur
numérique un tel bruit coloré a partir d’'un brugepdo-blanc échantillonné-bloqué a la
cadencalt Il utilise pour cela le fichier Simulinimule_bruit.mdl représenté sur la figure
V.2. Les réponses du bruit pseudo-blanc b(t) etodut de roulementv(t) présentées
respectivement figures V.3 et V.4 mettent en évidegoe la variance dw(t) est
indépendante ddt (du moment que dt est rapide par rapport a lamiase du filtreG(s))
alors que la variance diét) est égale a/dt:

on retrouve que cette variance tend vers linfindtsiend vers 0 tout comme la
variance d’un bruit blanc continu est infinie (pante la densité spectrale t¢t) est
indépendante dét et vaut 1).
L’exemple B.1 en annexe compléte cette illustrapanune analyse de la variance du bruit
w en temps discret (a la cadenite
%%%% %% % %% %% % %% %% %% %% % %% % %% %% % %% % %% % %% %% % %% %
clear all close all
%%%%%% %% %% %% %%%% Définition du filter %%%%%%%%%%%%% %%
G=tf([-1 100],[1 50 10000])
% Calcul d’'une réalisation:
[A,B,C,D]=ssdata(G);
%%%%%%%%%% Calcul de la variance par I'équatiohypunov %%%%%%%%
P=Ilyap(A,B*B");
var w=C*P*C’
%%%%%%%% ==> On retrouve bien le résultat espéndéance=1/50 %%%%%%%
% (écart type: sigma=0.14)
% Validation en simulation: voir fichier SIMULINKsimule_bruit.mdl
% Choix d’'un pas d’échantillonnage rapide par rapfo
% la dynamique du filtre (100 rd/s):
dt=0.0001;
%%%% %% %% %% %% %% % %% %% Simulation %%%%%%%%%%%%%%%%%%
sim(’simule_bruit’);
%%%%%%%%%%%%%%%% Tracé des résultats %%%%%%%%%%%%%
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

plot(b.time,b.signals.values,’k’);

%%%%%%%%%%%% Calcul numérique de la variance Je4#%%%%%% %%
var(b.signals.valuesyp On retrouve var b=1/dt=10000.

figure

plot(w.time,w.signals.values,’k’)

%%%%%%%%%%% Calcul numérique de la variance de 96®%%%%%%%%
var(w.signals.values) On retrouve var w=1/50 (a peu prées)
%%%%%%%%%% On multiplie le pas d’échantillonnage J#2%%%%%%%%%
dt=0.001;

sim(’simule_bruit’);

figure(1) hold on

plot(b.time,b.signals.values,’g-');

var(b.signals.valuesy On retrouve var_b=1/dt=1000.

figure(2) hold on

plot(w.time,w.signals.values,’g-")

var(w.signals.values) On retrouve var w=1/50 (a peu pres).

%0%%%%0%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %% % %% % %

bt) ~5+100 wit)
'Hlﬂf P 5 3 W
52+505+10000

Band-Limited G(s) To Workspace
White Noise:
Noise power =1
Sample time=dt > b
To Workspace1

Fig.V.2 Fichier SIMULINK simule bruit.mdl pour la simulatiadu bruit de
roulement.
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Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

Fig.V.3. Réponse du bruit blanc normalisé b(t) (avec dt=0130 noir ; avec
dt=0.001s:gris).

A 0.5 1 1.5

Temp=s (=]

R

Fig.V.4. Réponse du bruit de roulement w(t)(avec dt=0.000bs; avec dt=0.001s: gris).
Cette exemple a permis de présenter les outils ématiques utilisés pour analyser les

signaux aléatoires continus et leurs transmissans des systemes dynamiques linéaires. Il

65

Identification des paramétres et estimation des états conjoints d'un systéme monovariable en utilisant le

(F-K)etle (F-K-E).

m@ This PDF was created using the Sonic PDF Creator.

To remove this watermark, please license this product at www.investintech.com



Chapitre 05: Identification Des Paramétres & Estimation Des Etats D'Exemple (1-2)

a egalement permis d’introduire la notion de bgaitissien centré (hypothese requise dans
le modéle de Kalman présenté dans le chapitreglil)a I'avantage d’étre entierement

caractérisé par sa fonction d’autocorrélation (@u spectre complexe s’il est stationnaire).

[1l. Conclusion

Le filtre de Kalman est un observateur linéaire pgut étre, il permet de résoudre,
dans le domaine temporel le probléeme de l'estomastatistique pour des systemes
linéaires. Une condition nécessaire pour la corermrg du filtre, I'observabilité du

systéeme.

Si on veut estimer des parametres recherchés,olielm devient alors non

linéaire. Dans ce cas, on applique le filtre denkaal étendu au modeéle linéairisé.

Nous pouvons dire que I'EKF est classé parmi leslkastimateurs. Ce filtre est

basé sur des itérations mathématiques qui convapijgement.

66

Identification des parametres et estimation des états conjoints d'un systeme monovariable en utilisant le

(F-K)etle (F-K-E).

s This PDF was created using the Sonic PDF Creator.

To remove this watermark, please license this product at www.investintech.com



CONCLUSION GENERALE

CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail nous avons montrés qu'on peuttaffecine estimation des états et

une identification des parametres conjointes dystesne monovariable en utilisant la

technique du vecteur d'état augmenté qui comportem@&me temps les parametres et les
états du systeme. On remarque qu'on peut arriveedorme canonique appropriée. Une
étude comparative peut étre faite en utilisantllieefde Kalman étendu. On remarque que
les algorithmes converges et de bons résultatsofpanus.

La méthode du filtre de Kalman est une méthodeadt qui assure une meilleure
estimation d'état et une meilleure identificatiomsdparamétres pour le systeme
monovariable et se préte bien face a la pertunbationparativement aux autres méthodes
d'identification. L'exemple théorique illustre fleacité du filtre de Kalman avec sa
rapidité de convergence vers les états et les gdrasna identifier.

Une autre approche est utilisée pour faire uneettinparative, il s'agit de la
technique du filtre de Kalman étendu qui a donre&erdsultats acceptables par rapport a la

méthode du filtre de Kalman.
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Annexe A

A. Rappels et définitions

A.1. Caractérisation d’'une variable aléatoire scalme

Soit X une variable aléatoire scalaire prenant ses \alganslR. La fonction de
répartitionF(x) associe a tout réglla probabilité de 'événemeit< x. On note :

F(x) = P[X <X].
Propriétés :
— [x1<x2, P[x1< X <x2] = F(x) — F(xp),
— limy 0 FX) =1 ; limy,—, F(X) = 0.

— F(x) est monotone, non décroissante, et peut étrent@ntu discontinue selon que

X prenne des valeurs continues ou discretes.
Si F(x) est dérivable, alors sa dérivée est appelée éatesiprobabilité et notgeXx) :
p(x) = dF(x)/dx soit: p(x)dx = P[x<X <x+dx].

Pour caractériser et manipuler mathématiquement vamiable aléatoire X, on
utilise également les moments de cette variablanbment d’ordre 1 est plus connu sous

le nom de moyenne ou espérance mathématique. Leentarentré d’ordre 2 est appelé

variance que I'on notear, = o?;

X1

o, désigne I'écart type.

Soit :

— l'espérance mathématique ou moyenne E[ X] = J'xp(x)dx:.[xdF(x)

—00 —00

— le moment d’'ordre k : E[X*] = jx" p(x)dx
— le moment centré d’ordrek : E[(X —E[X])¥] = I(x— E[X])* p(x)dx
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Annexe A

Les moments d’ordre supérieur ou égal a 3 sontpe@sutilisés car ils se prétent mal
au calcul théorique. L'intérét (mathématique) desiables aléatoires gaussiennes est
gu’elles sont entierement caractérisées par lewwments d'ordre 1 et 2. SoK une
variable aléatoire gaussienne de moyemnest d’écart type,

_(x-m)?
2

e 20° | E[m]=m , E[(x-m¥]= ¢

alors: p(x) =

1
N 2o
Variable aléatoire discrete :

si la variable aléatoirX prends ses valeurs dans un ensemble discrist\w@deurs
X, i=1,...,N alors on ne parle plus de densité de abdité et on défini directement la
"probabilité queX=x;" que I'on noteP(X=xi). La calcul des moments fais alors intervenir

une somme discreéte :
N
E[X 1= xP(X =x)
i=1

A.2. Caractérisation d’'une variable aléatoire a plsieurs dimensions

Soit X=[Xy, ..., )g]T une variable aléatoirecgdimensions prenant ses valeurs
dansiRY,
Fonction de répartition

F(Xy5e00%q) = POX (X, €t X (X, et,...et, X (X,).

Densité de probabilité

09F (X;,0.1%,)
T O I —
P0G %) 0%...0%,
Moments
On notex=[xy, ..., >@|]T et on ne s’intéressera qu’au vecteur des monakordre

1 (c’'est-a-dire le vecteur moyen) et a la matries sthoments d’ordre 2 centrés (c'est-a-dire
la matrice de covariance).

— Moyenne :E[X]= [E[X 1], ... .E[ X]] T .

— Covariance :Cow= E[( X - E[X] ) (X - E[X]")]. L'élémentCoy (i,j) de la ligne

I et colonng de cette matrice de covariance veérifie :
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Annexe A

Cov, (i, j) = [ (x —E[X,D(x, —E[X, DdF(x,x).

La matrice de covariance est définie, positiveyaté&trique.
Vecteur aléatoire gaussien de moyenne m et de coiarceA:

—%(x—m)T A (x-m)

(X) = ; e
P (27)9"*+/detA

Le vecteur aléatoire gaussien de moyemnet de covariancd peut étre généré a
partir du vecteur gaussien normalié(c’est-a-dire de moyenne nulle et de covariance
unité) de la fagon suivante{ =m + G N
ou G est une matrice vérifianBG' = 4
Indépendance:

Deux variables aléatoire§ et X, sont indépendantes si et seulement si:

F(x1, %) = F(x1) F(x).
Une condition nécessaire d’'indépendance s’écrit:
E(&, %) = E(X1) E(%).

A.3. Signal aléatoire (processus stochastique)

Etant donné une variable aléatoXge le signal aléatoire ou processus stochastique
X(t) est un signal fonction du tempsgel que pour tout fixé, x(t) corresponde a une valeur
de la variable aléatoing .

A.4. Bruit blanc

est un signal aléatoire stationnaire de variancénién dont la fonction
d’autocorrélation est proportionnelle a un Diraegta-dire un spectre complexe constant
sur toute la plage des fréequences). Cela tradwet lga valeurs du signal pris a deux
instants, méme trés proches, ne sont pas du todlées.

Les bruits blancs gaussiens centrés w(t) et v@)rmpus allons utilisés dans le cadre
du filtre de Kalman sont donc entierement défiras lgur densités spectrales respectives
W(t) et V(1) : E[w(t)w(t+7)"] = W(t)d(z) , E[v(t)v(t+1)"] = V() 5()

Les matrices W(t) et V(t) deviennent constantessdarcas de bruits blancs stationnaires.
Le bruit blanc gaussien normalisé est tel W(¢) = lgxq (q: nombre de composantes dans
le bruit).
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Annexe B

B. Passage d’un bruit dans un systeme linéaire
B.1 Complément: caractérisation des signaux aléatas discrets
Soitw(n) une suite de variables aléatoires.
— Espérance mathématique (moyenme(n) = E[w(n)]
— Fonction d’autocorrélationg,,,(n, k) = E[w(n)w" (n +K)]
— Stationnarité a I'ordre2 : m(n) = mg,,,(n,k) =@, (k) On
— Variance:o; = @,,(K)| 1=

— Spectre complexed,, (2) = > @,,(K)z
k=—c0

1 _ 17 N
k) =— o, (2)Z'dz=— | P, (e'%)e'*dg
%W( ) 27]' cercleunité WW( ) 277':[1 WW( )

— Densité spectrale de puissance: cette fonctioradaulsationw suppose que I'on
introduise une échelle de temps. On introduit dangériode d’échantillonnagst

entre les événementgn).

D, (W) =D, (2)| o
On a alors:
R0 =2 [ 0, (Werdw et o =17 @, (waw
Vi

-/ dt 277d-mldt

T/ dt

La variance est dt/2/r prés, I'intégrale de la densité spectrale de pniss entre-z/dt et
7/dt.
B.2 Approche temporelle
B.2.1 Cas continu :
Théoremel.1:
Soit le systéme linéaire continu:

X(t) = Ax(t) + Mw(t) (Eq.B.1)
w(t) est un bruit blanc gaussien centré de densitérapede puissandd/. On notem(t) et
P(tp) la moyenne et la covariance de I'état initiéh) ( lui aussi aléatoire gaussien mais

indépendant der(t)). On montre que(t) est un signal aléatoire gaussien :
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Annexe B

— de moyenne : m(t) = E [x(t)] = €*"'m(t)
— de covarianc®(t) = E[(x(t) — m(t)) (x(t) — m(t)] vérifiant I'’équation différentielle
de LYAPUNOV :
P(t) = AP(t) + P(t) A" + MWMT (Eq.B.2)
Si le systeme est stable (toutes les valeurs psoged sont a partie réelle négative) on
tend vers un régime permanenR=0 et P(t)=P vérifie alors I'équation de
Lyapunov continue:
AP+PA" +MWMT =0 (Eq.B.3)

Démonstration:

I'intégration de I'équation (B.1) entre l'instamtitial tO et le I'instant courant t s’écrit:

t
x(t) = " Ix(t,) + j e’ Mw(r)dr

to
X(t) est donc une combinaison linéaire de signdéataires gaussiensx(ty) et w(z)), x(t)
est donc également un signal aléatoire gaussidaulGas sa moyenn@(t) = E[x(t)] et sa
matrice de covarianc®(t) = E[ (x(t) — m(t)) (x(t) — m(t)].

Moyenne m(t) :

ot
m(t) = Lf.'“:'_“’}'ﬁ,'[,r;(tgj] —|—/ eA=7)\f Elw(r)|dr ,

]

or Elw(7)| =0 (bruit centré) et E|x(to)| = m(to) donc:

m(t) = et m(t,) | .
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Annexe B

Covariance P(t):

"
z(t) —m(t) = ettt (J:lfiu) - m(iu)) + / e M=) Muw(r)dr

tp

"f
_ A=t (J;-(gﬂ,) — m(tg) +]

]

e_-h(fu—r}lﬂ_w(T)[-ET) , (Eq.B.4)

(J:[i]l - m[i)) (J:[i) - mlfi)) ' = gAlt=to) ((J:[iu) - m[tu)) (.r:lfiu} — m[ig))r—i-

. T
_l_-/ E.—i(fg—r}ﬂju_,(.r) (Jﬂ'[tu} — Iil[fu}) dar +
!

o

v )
-l--/ (.r:[tg) - ril(fuj)'t!.?T(T)J'I-thE"F (to—7) iy +

tp

vl
+// e"i('”_T}M-w[T}-wT(u);‘l!Te"&r('”_”}'{'fn'fu)e'ﬂ-('—'”}' . (Eq.B-5)
L

1]
il T
P(t) =e"5('_'”}(}’[tu} + / elte=7) )f E[wh’)(x[ig} —mlfig}) }d’r—l—
ol ’ T
+ E[(.r[tg] — m(iu))wr[ﬂl] MTeA (o=T)gr 4
t
? 't T T
+ // e"i('“");‘lfE[w['r}-w]"(u)} MTe? (m_u}di"t’fii) gt t=t)  (EQ.B.6)
4]

Du fait des hypothésesx(ty) et w(r) sont indépendant8Ir)t,et w(t) est un bruit blanc

centré), on peut affirmer:
- EIw(r)(X(to) ~m(t,))"1=0

- E[w()w' (u)] =Wo(T - u)
On a donc :

W . )
P(t) = eMli—to) (f’(iu)+ / eMo—) N f 1Y ﬂﬂ}ﬁn:m—’?rf’f)e’”“"“. (Eq.B.7)

to
et
pit) = LU _ yoa0-0) (puc.) . )e-ﬂ'tf—w + eAli=to) (mo) . )e-ﬂ":f—w:'_.ﬂ'
dt
4 eAlt—to) (E_-a(m_f}M W M I'E_-iT[fu—f))E_.iTI:f—fu}I . (Eq.B.8)
Soit
P(t) = AP(t) + P() AT + MW MT|. (Eq.B.9)
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Annexe B

B.2.2 Cas discret :
Théoreme B.1Soit le systeme linéaire discret:

X(k +1) = Ay x(k) + M 4w, (k) (Eq.B.10)
w, (k) est un bruit pseudo-blanc gaussien centré de tdespectraleWy (c’est-a-dire
E[w, (K)w, (k+ j)"]=W,d(j) ). On notem(0) et P(0) la moyenne et la covariance de
I'état initial x(ko) = (0) (lui aussi aléatoire gaussien mais indépendamnt,dk) ).
On montre que&(k) est un signal aléatoire gaussien:

— de moyennem(k) = E[x(k)] = A*m (0)

— de covarianc®(k) = E[(x(k) — m(k)) (x(k) — m(K)) vérifiant I'équation récurrente
de LYAPUNOV : P(k +1) = A,P(K)A] +M W,M," (Eq.B.11)
Si le systéme est stable (toutes les valeurs psape®y sont de module inférieur a 1) on
tend vers un régime permanentP(k+1) =P(k) =P. Vérifie alors I'équation de
LYAPUNOV discréte :P = A,PA] + M ,W,M " (Eq.B.12)
RemarqueB.2 A partir de I'équation B.7 on retrouve I'équatide Lyapunov discréte

dans le cas d’'un systeme continu échantillonnécad@ncedt. 1l suffit de prendre,=ndt

ett=(n+1)dt oudt désigne la période d’échantillonnage. On notesdhft) = P(n+1) et
dt

P(t0 ) =P(n)on obtient:P(n +1) = e**P(n)e" * + jeA”MWM TeNidu
0

On note :

- e™ = A,: la matrice dynamique discréte,
dt T

- je‘“‘MWMTeA “du=W,: la matrice de covariance du bruit intégré sur péeode
0

d’échantillonnage,
Pour obtenir:P,,, = A,P,A] +W, (dont le régime permanent s'écri, = A,P,A] +W,.
On retrouve bien I'équation (B.11) avilg=Il. On peut vérifier que:
— siAestinversible W vérifie 'équation de Lyapunov :
AW, +W,AT + MWMT —e**MWMTe* ® =0

— W, =dtMWM" sidt est petit par rapport au temps de réponse dursgsté
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