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/ Résumé \

Dans ce mémoire, nous avons utilisées une étude informaticiene de la méthode
numérique relative a la nouvelle méthode (I'ondelette de Haar) pour résoudre des
équations différentielles linéaires, puis nous avons fais une comparaison entre les
résultats de cette méthode et les résultats de la méthode classique (de Euler).
L’objectif de ce travail est de montrer l'efficacité de la méthode présentée et ses
avantages sur 1’ autre méthode. L’ondelette de Haar est une méthode simple et
ses résultats numériques sont proches ainsi plus précis a la solution exacte que
la méthode classique.

Mote clés: Résolution, équation différentielle, ondelettes de Haar, méthode

de Euler, méthode numérique. /
Abstract \

In this thesis, we used a computer study of the numerical method relating to
the new method (the Haar wavelet) to solve linear differential equations, then
we made a comparison between the results of this method and the results of the
classical method (of Euler). The objective of this work is to show the effectiveness
of the presented method and its advantages over the other method. The Haar
wavelet is a simple method and its numerical results are thus closer to the exact
solution than the classical method.

Key words: Resolution, differentielle equations, Haar wavelts, Euler’s method,
numerical method.
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Introduction générale

Les équations différentielles sont en plusieurs applications en physique et en ingénie-
rie. Cependant, les solutions analytiques des équations différentielles n’ existe pas ou sont
difficiles & trouver. C’est précisément pour cette raison que plusieur méthode numérique ont
été développées pour trouver des solutions des équations différentielles.

L’utilisation des ondelettes a pris de 'importance d’une application numérique.

Les ondelettes on été développées indépendamment dans les domaines des mathématiques,
de la physique quantique, de l'ingénierie et des technologies médical, etc. La principale
branche des mathématiques aux ondelettes a commencé avec Joseph Fourier en 1807 avec
ses théories de I'analyse des fréquences.

Les efforts de Fourier avec I'analyse des fréquences ont conduit & ’analyse de Fourier
bien connue . Le travail de Fourier est basé sur le fait que la fonction périodique peut étre
représentée comme une compinaison linéaire de depuis et de consinus [17] une autre contri-
bution de Fourier est la transformée de Fourier . Il transforme une fonction f de son domaine
temporel en son domaine fréquentiel [11].

L’analyse de Fourier est adaptée a I’étude de signaux stationnaires; ’analyse par les
ondelettes est adaptée aux signaux mon- stationnaires.

A noter que dans I’histoire du mathématique I’analyse des ondelettes remonte au début des
années (1930) et sont actuellement utilisées dans plusieurs domaines tels que : le traitement
du signal d’image , la compression des données.

Méme si peu de gens connaissent probablement trés peu de choses sur le concept des

ondelettes ils contrastentent avec son impact phénoménal dans la technalogie Aujourd’hui.

" n n

La notion d’ " ondelettes " ou " wavelets " a été utilisée pour la premiére fois au dé-

but des années 80 par le géophysicien frangais J. Morlet [14] pour désigner des fonctions

vi



Introduction générale

mathématiques utilisées dans la représentation des données séismiques. Les ondelettes sont
des fonctions de base de variation multi-échelles, ou multi-résolutions utilisées dans le but
de l'apporximation ou de la compression données. La théorie des ondelettes n’est pas en
fait tout a fait nouvelle, mais le support mathématique, contenu déja dans les recherches
des années 30 , a été développé considérablement dans les derniéres 20 années aprés que
ces fonctions ont été utilisés dans le traitement numérique du signal et en particulier dans
I’analyse et la compression des images.

Utiliser les ondelettes pour résoudre des équations intégrales, des équations différentielles
intégrales et des intégrales numériques. Parmi les types les plus importants d’andelettes ,on-
delette dérivé premiére de gaussienne et ondelette sombrero, égal & A-G ( dérivé second de
gaussienne), ondelette de Myer et dans notre travail de spécialité dans 1'ondelette de Haar
qui est le mois le plus commun. ’obejectif principal des recherches moderens sur les onde-
lette est de créer des fonctions de base variation multi-échelles, ou multirésolutions faciles
a se transformer en information, efficace et utile dans la description d’une fonction ou d’un
signal. Si celui ci est représenté comme une fonction du temps et si les ondelettes fournissent
une localistions efficace en terme de temps et de fréquence ou d’échelle.

Notre travail est reparti en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré en général sur les équations différentielles : nous avons
présenté quelques définitions de base de I'espace de Hilbert et la transformation de Fourier.
Ainsi, nous avons présenté quelques méthodes sur de résolution d’équations différentielles.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons discuté la théorie des ondelettes leurs définitions
et proprietés; aussi bien que 'analyse de multi-résolution et décomposition en ondelettes
orthogonales finalement, nous sommes concentrés sur 'ondelette de Haar sur I'intervalle.

Dans le troisiéme chapitre nous avons fait une application de méthode nunérique d’on-
delettes de Haar pour la résolution des équations différentielles. La méthode est basée sur
I’expansion de la derivée la plus élevée de I’équation différentielle en termes d’ondelettes de
Haar, puis sur 'intégration de I’expansion pour obtenir la solution.

Aussi nous avons appliqué la méthode d’Euler pour résoudre les problémes aux valeurs
initial homogéne et non homogéne puis, nous avons comparé les résultats obtenus par les

deux méthodes.

Vil



Notations générales

(.,.) Le produit scalaire .

Pr La projection orthogonale.

L*(R) Espace les fonctions de carré intégrable sur R, avec |[f[|72@) = [g [f(£)[*dt < oo.
Ff(w) Transformée de Fourier de f.

f(w) Transformée de Fourier de f.

TF Transformée de Fourier de f.

Ff(w) Transformée de Fourier inverse de f.
EDO Equations différentielles ordinaires
EDP Equations différentielles partielles
W(t) Ondelette mére.

¥ j(t)  Ondelette discréte.

b Somme directe.

I ; Intervalle dyadique.

i j Le systeme des fonctionnels ’échelle Haar.
Vi Le systeme des ondelettes de Haar.

E Espace mesure.

R L’ensemble des nombres réels.

C L’ensemble des nombres complexes.

Z L’ensemble des nombres entieres.

N L’ensemble des nombres naturels.

TOC  Transformée en Ondelettes continue.
TOD  Transformée en Ondelettes discrétes.

AMR Analyse multirésolution.
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Chapitre 1

Généralité sur les équation différentielles

1.1 Préliminaire

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1. /19 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H sur C muni d’un

produit scalaire (.,.), tel que la norme ||z| = (z,2)2 est complete.

Définition 1.1.2. [19] Soit H un espace de Hilbert. un systéme orthonormé est un sous-

ensemble E de H tel que pour tout e, y € E nous avons

1 ste =1y,

0 si e # .

<€7y> =

Définition 1.1.3. [19/ Soit H un espace de Hilbert et soit ' C H. Le complément orthogonal
de I est
Fr={xecH:(z,f)=0 VfecF}L (1.1)

Proposition 1.1.1. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H.
Alors on dispose d’un opérateur de projection orthogonale Pr : H — F' caractérisé par la

propriété suivante : pour tout x € H, Pp(x) est l'unique y € F' tel que

Vze F, (z—y,z)=0.



1.2 Définition de I’équation différentielle

L’application Pr est un opérateur linéaire continu de H dans F'. De plus, le sous-espace
Ker pr de H coincide avec le sous-espace F+. On en déduit alors H = F @ F*. Ainsi, dans
un espace de Hilbert, tout sous-espace vectoriel fermé admet un supplémentaire orthogonal
qui est fermé.

En particulier, lorsque F' est une droite de vecteur directeur u, la projection orthogonale
sur F' est donnée par

T,u
Ve € H, Pr(z)= Wu

1.1.2 L’espace L*(R)

o0

L*(R) = {f : R — C mesurables avec /

—00

)P < oo}

avec le produit scalaire (f, g) = / f(t)g(t)dt.

1.1.3 Transformation de Fourier

Définition 1.1.4. [5/ Pour f : R — R, f € L', sa transformation de Fourier (TF) est

définie comme
Fiw) = flw) = /R F(¢) exp(—2imwt)dt, (12)

et sa transformation conjuguée est donnée par

Fflw) = / f(t) exp(2imwt)dt. (1.3)
R
Définition 1.1.5. (Base hilbertienne) Soit (ey,)n>0 une famille dénombrable d’un espace de
Hilbert H. On dit que la famille (e,)n>0 est une base hilbertienne si :
(i) pour tous n #m on a (e, e,) =0, et ||e,]| =1 pour tout n € N,

(11) Uespace vectoriel Vect {e, : n € N} des combinaisons linéaires

finies des vecteurs e,, pour n € N, est dense dans H.



1.3 Equations différentielles d’ordre supérieur a un (notions générales)

1.2 Définition de ’équation différentielle

Nous appelons une équation différentielle chaque équation reliant la variable indépen-

dante x et la fonction y(z) (pour faire court, ou écrit y) et ses dérivés de rangs différents.

1.2.1 Classification des équations différentielles

a) Equations différentielles ordinaires(EDO) :
L’équation différentielle est appelée équation différentielle ordinaire si la fonction
inconnue dépend d’une variable indépendante.

b) Equation aux dérivées partielles (EDP) :
I’équation différentielle partielle est appelée équation différentielle partielle si la fonc-

tion inconnue dépend de deux variables indépendantes ou plus.

Remarque 1.2.1. Dans cette ce rappelle, nous allons seulement étudier les équations dif-

férentielles ordinaires.

1.3 Equations différentielles d’ordre supérieur a un (no-
tions générales)
On peut écrire symboliquement une équation différentielle d’ordre n sous la forme

F (99" y™) = g(@). (1.4)
Si g(z) # 0 I’équation (1.4) est dite non homogene ou encor avec second membre.
Si g(x) = 0 I’équation (1.4) est dite homogene c-a-d
F(z,y.y.9",....,y™) =0 (1.5)

ou encor, si elle se résout par rapport a la dérivée d’ordre n

y™ = f(zy.y. Y,y Y) (1.6)
Théoréme 1.3.1. [18] Si dans ’équation

y" = f (v, y,9,....y")



1.4 Equation différentielle ordinaire du second ordre

la fonction f (x, T T ,y(”*l)) et ses dérivées partielles par rapport a y,v', ..., y™ Y sont

continues dans un certain domaine contenant les valeurs

r=20,y =vo, Y = Yp,...,y" Y = y(()"fl) il existe une solution et une seule y = y(x) de

I’équation vérifiant les conditions

Yr=zo = Yo
/ o
yz:xo Yo (17)
u) =y Y

qut sont appelées les conditions initiales.
Si l'on considére une équation du second ordre y" = f (x,y,y), les conditions initiales

de la solution pour x = xy seront
/ /
Yy = yOa Yy = y07

ol o, Yo, Y, sont des nombres donnés.

1.3.1 Equation différentielle lineaires d’ordre n

Définition 1.3.1. [18] Une équation différentielle d’ordre n est dite linéaire si elle est du
premier degré par rapport & la fonction inconnue y et ses dérivées ', ..., y™ 1, y™, c.-a-d.
si elle est de la forme

apy'™ + ary" TV .+ any = f(x) (1.8)

ol ag,ai, ..., a, et f(x) sont des fonctions données de x ou des constantes, et ag # 0 quel
que soit x dans le domaine de définition de l’équation (1.8). La fonction f(x) est appelée le
second membre de [’équation(1.8).

Si f(x) =0, et ag =1 l’équation s’écrit
Y™ +ary" Y+ 4 ay =0 (1.9)

et elle est dite homogéne ou sans second membre (le premier membre de cette équation est

une fonction homogeéne du premier degré par rapport a y, vy, y", ... ,y(”)).



1.4 Equation différentielle ordinaire du second ordre

1.4 Equation différentielle ordinaire du second ordre

Définition 1.4.1. Une équation différentielle ordinaire du second ordre est une équation
dans laquelle la dérivée seconde y"(x) est exprimée en fonction d’une variable x, de y(z) et
de la dérivée premiére y'(x) :

y' = f(x,y,y)

1.4.1 Propriétés et définitions des équations différentielle linéaires

de second ordre

Théoréme 1.4.1. Si y; et yy sont deux solutions particuliéres de l’équation linéaire homo-
géne du second ordre

y' + a1y +ayy =0, (1.10)
1. y1 + yo est aussi solution de cette équation.
2. Si ¢ est une constante, cy, est aussi une solution de cette équation.

Preuve. Etant donné que y; et y, sont solutions de I’équation proposée, on a

1+ a1y} + asy; =0,
N 191 2Y1 (1.11)

Yy + a1ys + asys = 0.
Substituant la somme y; +y2 dans I’équation (1.10) et prenant en considération les identités

(1.11), on aura

(y1 4+ 12)" 4+ ar(yr + y2)' + az(yr + y2) = (] + aryy + asyn) + (Y5 + a1yy + azys)

=0+0=0
ce qui montre que y; + yo est solution de I’équation. O
Définition 1.4.2. [18] Deux solutions y, et yo de (1.11) sont dites linéairement indépen-
dantes sur le segment |a,b] si leur rapport n’est pas constant sur ce segment, c.-a-d. si

) # const.
2

Y



1.4 Equation différentielle ordinaire du second ordre

Sinon, les solutions sont dites linéairement dépendantes. En d’autres termes, deux solutions
y1 et yo sont dites linéairement dépendantes sur le segment [a,b] s’il existe une constante A

telle que ho_ Apoura<x<b Onaalorsy, = \ys.
Y2

Exemple 1.4.1. Soit [’équation y”"—y = 0. On vérifie facilement que les fonctions e*, e~*, 3e*, be ™ *

sont des solutions de cette équation. Les fonctions €* et e™" sont linéairement indépendantes

e®
—x

= = e?® ne reste pas constant lorsque = varie.

sur tout segment, étant donné que le rapport

Les fonctions e* et 3e”, elles sont linéairement dépendantes, car 36%1 =3 = const.
Définition 1.4.3. y; et yo étant des fonctions de x, le déterminant

Y1 Y2
Yi Vs

w (ylu y2) = = ylyé - yi?ﬁ

est appelé le déterminant de Wronski ou wronskien des fonctions données.

Théoréme 1.4.2. Si les fonctions y; et y, sont linéairement dépendantes sur le segment
la,b], leur wronskien est identiquement nul sur ce segment.

En effet, si yo = Ay ot A = const, yh = Ay, et

Y1 Yo Y1 A (TR
W (y1,12) = =1 =\ =0

Ny N N
Théoréme 1.4.3. Si le déterminant de Wronski W (y1,ya) des solutions y, et yo de l’équa-
tion linéaire homogéne (1.10) n’est pas nul en un point x = xo du segment [a,b] ot les

coefficients de ’équation sont continus, il ne s’annule nulle pas sur ce segment.

Remarque 1.4.1. Si le wronskien est nul pour une certaine valeur x = xq, il est alors nul
pour toute valeur x du segment considéré. Ceci résulte directement de la formule (W = Ce e aldx) :
si W =0 pour x = xg, alors

(W)amay = C = 0;
par conséquent, W = 0 quelle que soit la valeur de la borne supérieure x dans la formule

<W = Ce I aldx) .

Théoréme 1.4.4. Si les solutions y; et ys de l’équation (1.10) sont linéairement indépen-
dantes sur le segment [a, b], le déterminant de Wronski formé avec ces solutions ne s’annule

en aucun point de ce segment.



1.4 Equation différentielle ordinaire du second ordre

Théoréme 1.4.5. Si y; et yo sont deux solutions linéairement indépendantes de l’équation

(1.10), alors
y = Ciy1 + Caypo. (1.12)

ot Cy et Cy sont des constantes arbitraires, est la solution générale de cette équation.

1.4.2 Equations différentielles du second ordre a coefficients constants

Equations différentielles homogénes du second ordre
Soit I’équation linéaire homogéne du second ordre
ay’ +by +cy=0, (1.13)

oll a, b et ¢ sont des constantes réelles et a # 0.
On cherche une solution de (1.13) sous la forme y(z) = € ou k € C est une constante
a déterminer. On trouve
ay” + by +cy=0
& (ak®>+br+c)expfz =0
& ak* +br +c=0
Définition 1.4.4. L’équation ak®+bk+c = 0 est appelée l’équation caractéristique associée
a (1.13).

Soit A = b* — 4ac, le discriminant de 1’équation caractéristique associée a (1.13).

Théoréme 1.4.6. 1. 8i A > 0, l’équation caractéristique posséde deux racines réelles

distinctes ky # ko et les solutions de (1.13) sont les
y(x) = XM 4 peh®, ot A\, it € R.

2. Si A =0, l’équation caractéristique posséde une racine double ko et les solutions de
(1.13) sont les
y(x) = (A + px)er”, oi A\, € R.

3. St A <0, léquation caractéristique posséde deux racines complexes conjuguées ki =

a—+if, ko =a —if et les solutions de (1.13) sont les

y(x) = e*® (Acos(Bx) + psin(fz)) , oi A\, 1 € R.



1.4 Equation différentielle ordinaire du second ordre

Exemple 1.4.2. Soit ’équation
! /
y' 4+ 2y + o5y =0.

Trouver la solution générale et la solution particuliere satisfaisant aux conditions initiales

Yro =0, yo_o=1.

Solution :

1. Ecrivons I’équation caractéristique
kK —2k+5=0
et trouvons ses racines :
ky=—-14+2i, ky=-1-2i.
La solution générale s’écrit
y=-e ?(Ccos2zx + Cysin2z).

2. Trouvons la solution particuliere satisfaisant aux conditions initiales données : déter-
minons a cet effet les valeurs correspondantes de Cy et Cy. On déduit de la premiére

condition :

0=e¢"2(Cicos2-0+Cysin2-0), dou C; = 0.

Remarquant que

Yy = e 205 cos 2z — e "y sin 2,
on déduit de la seconde condition :
- 1
1 =205, ot bien Cy = 7

La solution particuliére cherchée est

1
= —e "sin2z.
Y 26 sin 2x



1.4 Equation différentielle ordinaire du second ordre

Equations différentielles non homogénes du second ordre

Soit I’équation différentielle
ay” + by +cy = f(2), (1.14)

ou a,b et ¢ numéros réels fixes, avec f(x) # 0.

Méthode de solution : Nous savons que la solution générale est y = y, + y, ot yp
la solution de I’équation homogéne et y, sa solution particulieres en peutétre trouvé par la
méthode de variation de constantes.

Le premiér cas : le c6té droit I’équation a la forme d’une polynéme Sense
f(x) = P,(x) ou P,(z) polynome from degré n, dans ce cas, la solution spécial prend la
forme suivante : y, = Q,(x)z" ot Q,(z) polynoéme de degré n, (du méme degré r le nombre
des racines de 1’équation égal au zéro.

La deuxiéme cas : L’extrémite droit de la forme e** P, () a savoir f(x) = e**P,(x). La
solution spécial dans ce cas prend la forme suivante : y, = Q,(z)2z"e ou @), (x) polynoéme
de degré n et r le nombre de racines de 1’équation égal a la valeur ot a.

La troisiéme cas : L’extrémite droit de la forme acosbx + bsinz. La solution spécial
dans ce cas prend la forme suivante : y, = (A cosbr + Bsinbx)z" ot r le nombre de racine
de I'équation égal a 2b.

La quatriéme cas : L’extrémite droit de la forme e”(P,(z)cosbr + P, sinbx) ou
P,, P, polynome de degré n,m respectivement dans ce cas, la solution spécial prend
la forme suivante :

Yp = 2" (Q1(x) cos br+ Q2(x) sinbx) ot @1, ()2 polynéme en degré S ou S = Max{m,n}

et r le nombre de racines de I’équation caractéristique est-il égal a a + b.
Exemple 1.4.3. [13] Résoudre I’équation différentielle suivant
y// + 2y/ =7 + 1

La solution : Il est connue que la solution générale aux équations homogenes y" + 2y = 0

est y, = C1 + Coe™2, la solution spécial prend la forme suivante

yp:@n(l')ﬂj"' oun = 17 r=1 ou yp — (ax_l_b)aj



1.4 Equation différentielle ordinaire du second ordre

par dériwation et compensation nous trouvons b = %, a= %L. Et de la sur devien y, = ix2+%x.
Par conséquent la solution générale a cette équation esty = %x2+%x+(3’1 +Che 2% o0 O, Cy
constantes des optionnels.
1.4.3 Equation différentielle du second ordre & coefficients variables
Equation différentielle homogéne du second ordre
soit I’équation linéaire homogéne de second ordre.

ao(2)y" + a1 (x)y + az(z)y =0 (1.15)

ol ag(x) # 0, ai(x) et az(x) sont de fonction données de z.

Exemple 1.4.4. [18] L’équation
1 1
y'+ -y = Sy =0,
T T

1 1
dont les coefficients a1 = — el ax = —;sont continus sur toul segment ne contenant pas le
x x

point x = 0, admet les solutions particuliéres

Yy =, Yo = —
T

La solution générale s’écrit comme

1
y=Cix + Cy—.
x

Equation différentielles non homogéne du second ordre

soit I’équation linéaire non homogéne de second ordre.

ao(2)y" + ar(x)y’ + ax(x)y = f(x) (1.16)

ol ag(x) > 0, ai(x) et az(x) sont de fonction données de z.
Pour resourdre les équation (1.15)nous appliquons la méthode des paramétres. Soit y; ()

et y2(z)la solution (1.15), la solution (1.15) c’écrit y(z) = Cy(x)y1(z) + Co(z)y2(z) ot Cy(x)

10



1.4 Equation différentielle ordinaire du second ordre

et Cy(x) sont deux fonction inconnais, nous pouvons donc avoir deux ensembles de conditions

qui déterminent Cy(x) et Co(x). Depuis
y' = Ciyy + Coys + Ciyi + Cys
comme premiére condition, nous supposons que
Clyr + Cay2 =0 (1.17)

Ainsi, nous avons

y' = Cuyy + Cayy
et sur la différenciation
y" = Cuyf + Cayy + Clyy + Cory.
Les substituer dans (1.16), nous trouvons

Ch(aoyy + a1yy + asyn) + Colagys + a1yh + asys) + ao(Clys + Chys) = f(x).

De toute évidence, cette équation compte tenu de fait que y;(z) et yz(x) sont solution

de ap(2)y” + a1(z)y’ + az(z)y = 0 est la méme que

Ay + Yy = (1.18)

Résoudre (1.17) et (1.18) nous trouvons

c! __»@f@)/a) ¢ _ nl@)f(@)/a(z).

y2() yi(x) ya(z)
ys(2) yi(x) yo(x)

11



1.5 L’équations différentielles de Cauchy-Euler

Exemple 1.4.5. Trouver la solution générale de l’équation

y// o y_ — 0
x
Ona:
yll 1
— =—, logy =logz+logC, 3y =Cu;
y
anst,

y = Ca® + Cs.

Pour que cette expression soit la solution de l’équation proposée, il faut déterminer Cy et Co

comme fonctions de x du systeme
Cia®>+Cy-1=0, 2002 +ChL-0=ux
On trouve en résolvant ce systéme :
1 1
Cl =_ O/ — __12
o T2

et par intégration :
3

xr — x _
01:§+01, CQZ_E_FCQ

Substituant les fonctions trouvées dans la formule y = Ci1x* + Cy, on obtient la solution

générale de [’équation avec second membre :

3 3 3
yzC’lx2+C’g+%—% ozly:CleJngJr%,

ot C et Cy sont des constantes arbitraires.

1.5 L’équations différentielles de Cauchy-Euler

Définition 1.5.1. [1] L’équation différentielles Cauchy-Euler de second ordre c’est l’équa-

tion qui prend la forme suivante :
2" + axy' + by = f(2)

ot a,b de constantes et f(x) est une fonction numérique.

12



1.5 L’équations différentielles de Cauchy-Euler

e Si f(x) # 0 I’équation est dit non homogéne.
e Si f(x) = 0 I’équation est dit homogéne.

nous trouverons la soulution de I’équation Cauchy-Euler

v*y" + axy + by = 0; x>0 (1.19)
y(z) = 2™ la compensation a (1.19)

w*m(m — )™ 2 + axma™ ' + ba™ = 0; (1.20)

ou

m(m—1)4+am+b=0 (1.21)

c’est I’équation caractéristique de (1.20), et comme précédemment la nature de ses

racines (1.21) détermine la solution de (1.20).

1. Racines réelles et distinctes m; # ms :

y(r) = Cra™ + Cya™

2. Racines réelles et répétées m = m; = my :

y(x) = Cia™ + Cy (Inzx) 2™

3. Racines conjuguées complexes m; = u + v;ms = u — v @

y(x) = Ciz* cos (vInx) + Cyz®sin (Inz)

Exemple 1.5.1. [§] Considérer ’équation

22y + 2y +9y =0

I’équation caractéristique est m(m — 1) + m+9 =0, qui a des racines m = +3i

la solution générale est donc

y(x) = Cycos(3Inz) + Cysin(31nz).

13



1.6 Résolution Numeérique des équations différentielles

1.5.1 La solution particuliére a I’équation différentielle de d’Euler

Pour obtenir la solution particuliére de I’équation d’Euler non homogéne, nous applique-
rons également la méthode des paramétres, nous trouvons d’abord les solutions de base y; ()
et y1(z) des I’équation (1.19)homogene et ensuite nous mettons y, = u(z)y1 () + v(z)ya(x).
Et pour obtenir les fonctions u(z), v(x) nous faisons dérivation et la compensation que nous

trouve
v(T) = 5 v/ () dx u(z) = 5 b2/ () dx
w?w(y1; y2) (x) w?w(yi; y2) (x)
Exemple 1.5.2. [13] Trouver la solution générale de l’équation suivante :

22y — dayr + 4y = 2t + 22

solution : Cette équation d’Euler second ordre non homogéne, pour le résoudre, nous
trouvons d’abord la solution 1, de I’équation homogéne sont sa équation caractéristique
est : 72 —5r +4 = 0 et a elle racine réel 7, = 1 et r5 = 4. Ainsi, la solution général est
yn(z) = Ciz + Coz?.

Nous recherchons maintenant une solution particuliére v, supposons qu’il soit sur la

forme
Yp = u(@)y1(z) + v(2)y2(2)
donc
Yy, = vu(z) + 2t (7)

on a

x xt A

W(y1, y2)(x) = =32 #0
1 423

Pour obtenir les fonctions u, v utilisons les deux relations précédentes nous trouvons

u(z) = _% (%3 + x) ot v(z) = % (m ] — 2%)

Donc la solution particuliéres

1 1 1
Donc la solution générale est
1 1 1
y(x) = Cro + Cox' + §$4 In|z| — §x4 — 5:52

14



1.6 Résolution Numeérique des équations différentielles

1.6 Résolution Numérique des équations différentielles

1.6.1 Introduction, le probléme mathématique

Soit I = [a, b] un intervalle fermé de R et f une application donnée
fAIXR—R, (ty) — f(t.y)

Et soit y une application différentiable de R — R On appelle equation différentielle du
premier ordre, la relation

WO _ fio.ve) (122

On dit que y est la solution de cette équation différentielle sur [a, b] si y vérifie la relation
(1.22) pour tout t € [a,b] On appelle probléme de Cauchy ou probléme de condition initiale
I'équation différentielle a laquelle on adjoint la condition initiale y(a) = yo o yo est un
nombre donnée :

y'(t) = f(ty(t))

y(a) =yo

Remarque 1.6.1. [2/ 1. Si y est une fonction du temps, il est d’usage de noter la dérivée

(1.23)

dy . i . A Lo d2y T .
o par y et de lappeler vitesse. De méme la dérivée seconde 53 sera notée i et appelée

accéleration. 2. St on considere une équation differentielle d’ordre supérieure

y? =1ty o, y®Y)

on peut ramener le probleme a celui d’un systeme d’équations différentielles du premier

ordre, en posant z = (z1, 22, -+ , 2p) et y = 21 on obtient le Méthodes numériques avec Java
systeme :
( /
zh =z
(1.24)
/ —
Zp—l - Zp
/ .
\ Zp _f<t7zlaz27“'7zp)

Définition 1.6.1. /2] Soit f une application définie sur [a,b] X R; s’il existe une constante
L > 0 indépendante de t,u et v telle que | f(t,u)— f(t,v)| < Llu—v|,Vu,v € R, et Vt € [a, b,

alors f est dite Lipschitzienne de rapport L sur [a,b] x R (ou simplement L-lipschitzienne

15



1.6 Résolution Numeérique des équations différentielles

Théoréme 1.6.1. Si f est une application définie sur [a,b] X R continue et L lipschitzienne
par rapport & y, alors le probleime de cauchy admet une solution unique sur |a,b] et ceci

pour toute condition initiale yo, (Vyo € R)

Proposition 1.6.1. /2] Une condition suffisante pour que les hypothéses du théoréme soient

vérifiées est que f soit dérivable par rapport a y et que sa dérivée soit bornée.

1.6.2 La Méthode d’Euler

Soit le probléme de Cauchy (1.23) et soit y (¢;) la solution de ce probléme & ’abscisse
t;. Une méthode d’analyse numérique pour intégrer cette équation différentielle consistera a
fournir des approximations y; de y (¢;) pour i =1,--- | N, N entier donné.
Les différentes méthodes d’intégration se distinguent par la maniére d’obtenir ces y;. La

méthode d’Euler, est la plus simple et consiste a substituer la dérivée y/(t) = ‘fl—i’ par l'ex-

pression
y(t+h) —y(t)
1.25
/ (1.25)
ou h = b_Ta est le pas d’intégration numeérique. Considérons alors une subdivision de [a, b] en
N sous intervalles [t;,t;+1] de longueur h,i =0,--- | N et t;, = a+ih, avec to =a et t, = b

L’expression (1.25) entraine y(t + h) = y(t) + hy'(t) dou y(t + h) = y(t) + hf(t,y)

Par conséquent, partant de la condition initiale (o, o), et prenant un pas régulier

h =t;11 — t;, on obtient, en posant y; approximation de y (;)

Yirr = yi + hf (ti,y) (1.26)
L’algorithme d’Euler s’écrit alors :

Yo = y(a) donné
Yir1 =Y +hf(tiy) i=1,--- ,N—1

2|

Remarque 1.6.2. On dit que la méthode d’Fuler est une méthode a pas séparés ou a un

pas, parceque le calcul de y;1 ne fait intervenir que y;

16



1.6 Résolution Numeérique des équations différentielles

Etude de 'erreur d’Euler

Définition 1.6.2. [2/ Une méthode mumérique approchant y (t;) par y; telle que Uerreur
e; =y (t;) —y; vérifie
lej| < kh?
est dite d’ordre p, (k € R))
Théoréme 1.6.2. [2/
Supposons que lapplication f(t,y) soit contimue par rapport aux deuz variables, et lip-

schitzienne par rapport a y uniformément par rapport a t, et que y € C*([a,b]). On pose

My = maxseiqp |y (t)], alors on a la majoration

a M.
lei] < (eL(b ) — 1) 2—£h

ot e; = y; — y (t;) est Uerreur commise au point (t;, ;)

Remarque 1.6.3. 1. Ce résultat s’exprime sous la forme |e;| < kh, c’est a dire que la

méthode d’Euler est d’ordre 1

2. Pour que y € C?[a,b] il suffit que f € C'([a, b XR)

1.6.3 Résolution de systémes différentiels dans R?

Dans R? soit le systéme différentiel :

y'(t) = f(t,y,2)
Z(t) =gt y,2)

L’application de I'algorithme d’Euler & ce systéme se fait composante par composante d’ot :

Vi1 = Yi + hf (i, vir %)
Zig1 = 2 + hg (ti, i, 2i)

Cet algorithme s’applique aux équations différentielles d’ordre 2 (ou plus ...) & condition

de les réduire au préalable a des systémes différentiels du premier ordre. [2]
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Chapitre 2

Rappel Sur la Théorie des Ondelettes

La notion d’ondelettes a été utilisée pour désigner des fonctions mathématiques utilisées
dans la représentation des données séismiques. On utilisées les ondelettes pour résoudre des
équations intégrales, des équations défférentielles intégratrices et des intégrales numériques.

Elles sont utilisées pour "approximation ou de la compression des données.

2.1 La théorie des ondelettes

2.1.1 Deéfinitions et quelques exemples sur les ondelette

Définition 2.1.1. [10] Une ondelette est une fonction de L*(R) vérifie la relation suivante :

/ Y(z)dr =0
R
Définition 2.1.2. [10] Une ondelette v € L'(R)N L*(R) vérifie la condition d’admissibilité,

+00 |7, 2
I I
0

c.a.d :

Définition 2.1.3. [16] L’ondelette mére 1 géneére une famille d’ondelettes constituée de ses

dilatées et de ses translatées : {wb,a(t) = \/Law (%)}

beR,a€R”,

18



2.1 La théorie des ondelettes

2.1.2 Exemples d’ondelettes

e L’ondelette de Haar : c’est la premiére et la plus simple des ondelette définie
comme suit :

1 s € [0,3]

Y(r) =9 —1 si €[5.1]

0 si r<Qoux>1

l\?l»—A

1.3 — T 7T T
ok — O .
L I 4
sk ! ]
2 [ 7
|
00— ! o
L I .
i ! ]
0.5 | -
r I
[ 1
10 — .
P S R I

FIGURE 2.1 — L’ondelette de Haar

e Soit une gaussienne G(z) = e ™, ses dérivées G™(n > 1) sont des ondelettes a n

moments nuls.[10]

FIGURE 2.2 — La premiére dérivée de G
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2.1 La théorie des ondelettes

2.1.3 Propriétés des ondelettes

Les ondelettes sont des fonctions qui peuvent étre caractérisées par certaines propriétés
remarquables, ces derniéres pouvant étre incompatibles entre elles, cela implique des choix
a faire suivant l'application souhaitée. Nous donnons des propriétés usuelles ainsi que des

exemples d’ondelettes.

- Décroissance rapide : une ondelette sera dite a décroissance rapide si

Chn

YmeN, 30, >0 / VeR, |yt |< —=—.
m / | (1) | T3 [t

Orthogonalité : une ondelette 1 est dite orthogonale si pour tout (j, j',n,n') € Z* :

(jns Vjrnr) = 0jjrOnnr, (0550 =0 81 j #5055 = 1).

Nombre de moments nuls : Les ondelettes orthogonales doivent avoir un nombre

de moments nuls

pour n € N, Une ondelette admet n moments nuls si

+o0
Vk=0,..,n—1, / thap(t)dt = 0.

[e.o]

Support compact : Autant ’'ondelette a moins de moments nuls autant son support

est compact, et une analyse plus exacte des hautes fréquences est possible.|5]

2.1.4 Transformée en ondelettes (TO)

(Jean Morletin1982)

La définition de 'ondelette mére est donné par la formule suivante

1 t—>b .
¢“'b:m¢(7)’aeR’b€R (2.1)

ou :
1. b facteur de translation.
2. a facteur de dilatation < Echelle>>.
3. 4 ondelette mére.

4. ¢ (%) ondelette enfants.
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2.1 La théorie des ondelettes

2.1.5 Transformée en ondelettes continue(TOC)

La transformée en ondelettes continue utilise des translations et des dilatations de la
fonction ondelette mére durant tout I'intervalle du temps de maniére continue. La transfor-
mée en ondelettes de f € L?(R) peut étre définie comme

oftont) = [ 108 (7)) de = (v

ot 9 (t) complexe conjugué de ().
Ty f(a,b) est appelée la transformée en ondelettes de f dans L*(R).

La transformée en ondelettes inverse peut étre définie dans [7], par la formule
10 = [ [ Turla.byng (a2da) b
* JR

[ (w)]?
|w]

ou Cy, =2 [, dw < 0o est 1h(w) la transformée de Fourier de ¢(t).[21]

2.1.6 Transformée en ondelettes discrétes (TOD)

La transformée en ondelettes discréte( translate et dilate), selon des valeurs discrétes.
Ces coefficients a et b seront discrétisés de la maniére suivante :
a = ag' et b = nbpay' avec ag' > 1 et by > 0 fixés et appartenants a Z
Les ondelettes sont alors définies de la maniére suivante :
_ m
Pour f € L*(R), on définit la transformée discréte en ondelettes de la fonction f par :

Tof (a0, bo) = j_m / F(t)D (#) it

Tel que :
ag’ Facteur d’échelle.
by Facteur de translation.

n et m des entiers.
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2.2 Analyse multirésolution (AMR)

La famille des ondelettes discrétes peut étre obtenue en limitant les valeurs de a et b a
des valeurs discrétes. Mettre a = 277, b = k277 | j, k sont des entiers arbitraires, on obtient

une famille d’ondelettes discrétes v, ;(t) définis par
b (t) = 2% (27t — k)

Les ondelettes 1), x(t) forment une base orthonormale dans 'espace de Hilbert L?(R) et (t)
est appelé ondelette mére.[25][7]

2.2  Analyse multirésolution (AMR)

L’analyse multirésolution (AMR) est une notion mathématique apparue depuis 1985 par
Stéphane Mallat et Yves Meyer. Cette notion a été considéré comme un outil a extraire
des bases orthonormées d’ondelettes, dont le signal peut étre représenté par une limite de
ses approximations & différents niveaux ou a des échelles successives. En effet, I’analyse
multirésolution a donné le soutien au développement de théorie des signaux tel que, la
plupart des algorithmes de traitement du signal et de I'image se basent basiquement sur la

décomposition en ondelettes,|10]

Définition 2.2.1. [15] Une analyse multirésolution de L*(R) est une suite de sous-espaces
fermés (V})jez (espaces d’approzimation) vérifiant les propriétés suivantes :

1.V, k) €Z? f(t) eV, & f(279t — k) € V.

2.N¥j€Z, ViqCVydonc...CViCVoCViC...CL*R).

3.NjeZ, f(t)eV;s f(2t)e V.

Jolimy V= (V= {0} et limy o Vi = UV, = I2(R).

5. 1l existe p € Vjy telle que la suite {p(z — k), k € Z}, forme une base de Riesz de V;

(cette fonction ¢ est appelée fonction d’échelle de I'AMR).

Les espaces V; sont appelés espace d’approximation. L’approximation multirésolution de

f & la résolution 277 est définie comme sa projection orthogonale sur I'espace V; .

Définition 2.2.2. Soit ¢ une fonction de L*(R). On pose p;i(t) = 25p(2/t — k), j € Z,
keZ.
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2.2 Analyse multirésolution (AMR)

On définit les espaces Vo = {f(t) = chgp(t —k), Z x| < oo},
k k
et pour j € Z, V; = {h(t) = f (27t), [ € Vo}.
On suppose que (or)pey = (P(- — k))rez, k € Z est une famille orthonormale. Dans ce
cas.
pour tout j € Z, (Pjk)eq €5t une base orthonormale de Vj. On dit alors que o engendre

la suite (Vj) ez -

Quelques éclaircissements a propos de ces propriétés s’imposent :

— La premiere propriété signifie que V; est invariant par toute translation proportion-
nelle a I'échelle 277,

— La seconde caractérise le changement d’échelle d'un sous-espace emboité a un autre :
I'espace Vji; contient des signaux plus grossiers que 1’espace V.

— La troisiéme propriété garantit que la dilatation par 2 d’une fonction f de V; (donc
le grossissement par deux des détails) définit une approximation de cette fonction a
I’échelle plus grossiére 277+,

— La quatriéme propriété montre que si j — +oo (de plus en plus grossier), alors
nous perdons toutes les informations nécessaires a la reconstitution du signal f et
inversement si j — —oo alors la convergence vers f est assurée.

— La cinquiéme définit 'existence d'une fonction ¢ qui permet d’approximer toute
fonction f de V de maniére discréte et unique : {@(x — k)}rez forment une base
orthonormale de Vj
Toutes les propriétés énoncées ci-dessus caractérisent ’analyse multirésolution dya-
dique (on utilise un facteur 2 lors d’un passage d’un sous-espace a un autre).

Les ondelettes apparaissent naturellement comme un moyen d’écrire la différence
entre deux espaces Vj et V., consécutifs. On construit pour cela un espace de Riesz
W tel que :

VoeWy =W (2.2)

L’espace W, est engendré par une fonction v :

WO—{tHZakw(t—k):akeR}

keR

23



2.3 Décomposition en ondelettes orthogonales

2.2.1 Quelques exemples

Exemple 2.2.1. [10] La fonction § = 1j91| et ses translatées entiéres engendrent l’analyse

multirésolution définie par :

V= {f € L’(R),Vk € Z f/[i,%[ - Cte}

Exemple 2.2.2. [10] La fonction 6 définie par :

;

0 st <0

T st 0<z<1
0(x) =

2—x st 1<zx<2

0 st T >

\ -

et ses translatées entieres engendrent ’analyse multirésolution définie par :

fe L R)NCR),Vk € Z f/[i ki_l[zpk

277 27

ou Prest un polynome de degré 1

2.3 Décomposition en ondelettes orthogonales

2.3.1 Les bases d’ondelettes

La relation (2.2) se transpose a toutes les échelles j :
Vi @ Wj = Vi,
et on obtient par itérations de cette relation :
VieW; @ oWy =V, st j < J,

En faisant tendre j’ vers +oo (et éventuellement j vers —oo), on obtient deux relations :

+o00
L*R)= V;&® @ Wi, quel que soit j € Z,
Jj'=J

+oo
L*R)= P wy.
j'=—00
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2.3 Décomposition en ondelettes orthogonales

La réunion des bases de Riesz de chacun des espaces de ces sommes directes fournit ainsi

plusieurs bases d’ondelettes :

Bi ={¢jr: k€ Z}U{yy: 5 >3, kel},
B={yj.:j€l kel}.

13l

Théoréme 2.3.1 (Bases orthonormees d’ondelettes). Soit AMR une analyse multirésolution
de L*(R). A partir de (définition2.2.1(6)) on peut construire une fonction d’échelle ¢ puis
une ondelette 1 telles que : Vj € Z, {{(pj,k-}kez , {wjvk}j,kEZjZJ} est une base orthonormée
de L*(R) et {¥jn}; ez €st une base orthonormée d’ondelettes de L*(R).

Preuve. A partir de g et donc de {g(t — k)}rez, on construit une fonction telle que {¢(t —

k)}kez soit une base orthonormée de V;

on déduit que {¢;x},., est une base orthonormée de V;

a partir de ¢, on construit une fonction ¢ telle que {¢(t — k)}rez soit une base
orthonormée de W,

- on déduit que {9}, est une base orthonormée de W

on conclut que {t;};,, est une base orthonormée de L2

2.3.2 Transformée en ondelettes [3]

La transformée en ondelettes s’applique a des signaux échantillonnés sur une grille dis-

créte, et en général cet échantillonnage consiste a approcher une fonction de L?*(R) par

F=Y_2f [k)2] b,

kEZ

ou léchantillon f [k/27] peut lui aussi étre estimé par :
flk/27) = f (k/27),

Le signal dont on part est donc représenté sur une base de Riesz de V. Appliquer & ce signal

une transformation en ondelettes jusqu’a ’échelle L € Z revient a représenter ce signal sur
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2.4 L’ondelette de Haar sur l'intervalle [0,1]

une base adaptée a la somme directe :
VieoWLe Wi @& Wy

L’algorithme de transformation est itératif et consiste a remplacer la représentation d’une
composante sur Vj, par une représentation sur Vy_; @ Wy _;. On passe ainsi successivement

par des décompositions adaptées aux différentes sommes directes suivantes :

Vici®@ W,
Viea @ W0 @ W4

VL@WL@WL+1@"‘@M/}71

2.4 L’ondelette de Haar sur l'intervalle |0,1]

2.4.1 Ondelettes de Haar sur L?*(R)

Nous discuterons en détail des ondelettes les élémentaires, appelées ondelettes de Haar.

Définition 2.4.1 (fonction de Haar). [24] l'ondelettes de Haar est la fonction sur définis
ligne réele R comme :

1
27
1,

Exemple 2.4.1 (Ondelettes de Haar). L’ondelette de Haar est ['un des exemples classique

défini par
1 0<t<yi,
Y(t) =49 -1 ;<t<1,
0 sinon.

L’ondelette de Haar a support compact, et clairement / Y(t)dt =0, et p € L*(R), mais ce
R

n’est pas une ondelettes continue, sa transformée de Fourier est donnée par

Q[J(w) _ ie%wSiHQ (%)

(%)
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2.4 L’ondelette de Haar sur 'intervalle [0,1]

ou

/}RWA’(Tw’)]de = 16/R |cu|_3 ‘sin (%) ‘4dw < 00

Les deux fonctions v et 1@ représenteé par les graphes suivants

1 y(w)
0E
-2 i U 2
05 f\j\'
0 4m 81 l6m
4

A (1) | (W) |
FIGURE 2.3 — Les graphiques de (t) et |¢)(t)]

Intervalles Dyadiques :

Pour chaque pair d’entiers j, k € Z, définissez U'nterval par : I;;, = [k277; (k + j)277)

2.4.2 Le systéme de Haar

1- La fonction d’échelle Haar :

L’ondelettes de Haar est généré par une fonction d’échelle Haar (une ondelette pére) :

1,si,x €[0,1]
p(z) = .
0, ailleurs

Cette fonction pouvait se décomposer sur les fonctions de

p(t) = (2t) + (2t — 1)

Définition 2.4.2. On dit qu’une fonction ¢ définie sur R a valeurs dans R est une fonction

d’échelle s’il existe une suite de coefficients hy, k € Z tels que :

p(r) = mV2p(2z — k).

kEZ
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2.4 L’ondelette de Haar sur 'intervalle [0,1]

tel que :

e = (o(2), V20 (20 — k) = /R o(2)V20(20 — k), k € 7

Damﬁmnz4&{¢ﬂay:ﬁ¢@%—k&
Haar.[20]

est appelé le systéme des fonctions d’échelle
k€T

L

FIGURE 2.4 — Fonction d’échelle ou ondelette pére

. 1,80, k277 <t < (k+1)277
gp(QJt—k): ( )

0, ailleurs

Cette collection peut étre désignée comme le systéeme de fonctions d’échelle de Haar.

2- La fonction de Haar ondelettes :

Définition 2.4.4. La fonction de Haar (une ondelette mere ) peut étre écrite comme

1 0<t<y,
0 st non

{%’,k(t) = 254 (27t — k’)} est appelé le systeme de Haar sur R.
ke
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2.4 L’ondelette de Haar sur 'intervalle [0,1]

FIGURE 2.5 — Fonction d’échelle de Haar

Remarque 2.4.1. Il existe une relation (mathématique) entre les ondelettes pére et mére :

P(t) = ¢(2t) — p(2t = 1).

2.4.3 Orthogonalité du systéme de Haar

Théoréme 2.4.1. Le systéme de Haar {wjk}] ez €St un systéme orthonormal complet sur

R. Nous avons le produit scalaire

<wj7k’wj1,k1> :/R?ﬂj,k(t)wjhkl(t)dt.

Propriétés :

a- Les fonctions ;4 () et 1, () sont supportées dans I'intervalle dyadique
L =[k279, (k+1)279) pour tout j, k € Z.

b- Le systéme de Haar est un systéeme orthonormé dans R

2.4.4 Le systéme de Haar sur [0,1]

Nous travaillerons dorénavant dans 1'espace L*([0, 1])
On pose I = [0,1] et on décompose I en développement diadique en considérant pour

jENet0< k<2 —1,les intervalles

E k+1
j:k = [2_]7 2] [7

(2.3)
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2.4 L’ondelette de Haar sur 'intervalle [0,1]

Ainsi on obtient 'union disjointe

27 -1 20 -1

k k+1
I=[01= [ |5 5= [ L (2.4)
k=0 k=0
Avec cette décomposition, on peut considérer les fonctions
pinlt) =280 (2t —k), jEN, 0<k <2 1. (2.5)
et
1 telo,1],
P(t) = Licp) = ' (2.6)
0 sinon .

Notons :
Vo le sous-espace vectoriel de L%([0,1]) engendré par les fonctions constantes sur [0, 1].
V1 Pespace vectoriel des fonctions constantes par morceaux sur les intervalles [0, 1/2[et
[1/2,1].
V; T'espace vectoriel des fonctions constantes par morceaux sur les intervalles I;;, =

(5. 5[ 0< k<2 1.

Théoréme 2.4.2. [l est évident que la famille {p;, 0 < k <27 — 1} est un systeme libre
donc elle forme une base sur l'espace qu’elles engendrent, qu’on notera par la suite V; €

L3([0,1]) Nous pouvons vérifier que cette base est orthonormée.

Preuve. Vérifions les deux propriétés d’une base.

j , 2
lesa@iagony = [lean@F dt= [ [2ho @t 1)] ar

iy
k+1

I A N L .
/E 9 dt 2{2]. 5| =1

27

Alors
||Q0j,k(t)||L2([o,1]) =1,

Sik#k etk k =0,1,...,2 —1 alors
1 .
Winstin) = [ 2hi (2t = b) 2ho (27 — ) e =0,
0

car Ij,kﬂ[j,kl = . ]
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2.4 L’ondelette de Haar sur l'intervalle [0,1]

eDes bases d’ondelettes de Haar dans ’espace L?([0, 1]).

On a vu que V; C V). Cette inclusion est stricte, on peut donc considérer Wj, le

supplémentaire orthogonal de V; dans V44, c’est-a-dire : V;1; = V; @ W; On a alors

V=V ® (@9 Wn> (2.7)

Comme dim (V;,11) = 2""! on a que dim (W,,) = 2" = dim (V,,). On définit maintenant
des fonctions de v;, telles que

Pour j > 0et 0 <k <2/ —1, on pose

Vjk(t) =%¢@”—)

2 B,

six € [2],2—J

A k43 ktl
—22 siz€ [ 57 o |-

ou
1 0<t<sg,
1 te|0,1],
v(t)=q -1 $<t<1, et p(t) =
0 sinon .
0 sl non .

Théoréme 2.4.3. La famille {poo, ;r /j >0, 0 <k <2/ —1} est une base Hilbertienne
de L*([0,1]), appelée base de Haar

Verifions les deux propriétés d’orthonormalité.

Preuve. On sait déja que ¢o est de norme 1. Pour k=1,...,27 —1lon a:

1
ij,k(t)H;([o,u) = /Wj,k(t)‘2 dt = 5 / 051,26 () = Pi1.2041 ()| dt
I I

1
T2 [/ (i r1am O = 2050106 (O)pj 01,0501 (8) + 05112001 ()[) dt
1
1
=510+ =1,

Alors
2
1956 Oz 0,1 = 1
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2.4 L’ondelette de Haar sur l'intervalle [0,1]

Pour k # ky et k,k; =1,...,27 — 1 alors

(i, Yjny) = . V() 0, (B)dt = /12%¢ (27t — k) 2%1) (27t — k) dt
-]7
1
=5 [1mm1a) = et O] loseran (1) = Prerann ()] e
I
1
=5 /(90j+1,2k(t><ﬂj+1,2k1 (t) + @j41,261 (1) Pj41,200 41 (2)
I

— ©jr1,26 ()i 1.2k 11(E) — @i12k41(8) @412k, (1))dt = 0,

De plus pour k=0,......... .2 —1ona:

(00rp) = / o0 (t) by (D)t = / poo(D)25 (2t — k) dt

I

=7 /900,0(75) P12k (8) = @jerzma (B)] dt
k+‘% k+1
27 J+1 27 i+l il 7
= /k, ? dt_/wé 2% dt| =L [2]2 (z7) — 27 (Wl“)] =0
27 2

e Approximation par ondelettes de Haar

Décomposition d’une fonction 1D :

On a la famille {¢g 0, ¥/ j >0, 0 <k < 27 — 1} est une base Hilbertienne de L?(0, 1),
appelée base de Haar. Alors

la décomposition d’une fonction f € L2(0,1) s’écrit

co 29—-1

F(t) = aopoo(t) + ) Y biatia(t), (2.8)

j=0 k=0

avec
ao = (f, o) :/0 f)dt, et big = (f,¥jx) :/0 FO)Y;(t)dt. (2.9)

Théoréme 2.4.4. Soit g une fonction de L*(0,1), la somme partielle de la série Haar est
m—127-1

Im(t) = aopop(t) + Z Z bixin(t),

j=0 k=0
pour j = m € N, fize. Ensuite, l'erreur de ’approzimation L*(0,1) est O (2’%).
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2.4 L’ondelette de Haar sur 'intervalle [0,1]

Preuve. L’erreur de approximation dans L?(0,1) est

m—127—1
1f = gllr2oay = ||f — aopoo(t) + > ) biwtbk(t)
=0 k=0 £2(0.1])
oo 20-1 o 2-1 2
= I bistu(t) <D el
r=m k=0 £2(0,1]) r=m k=0
00 » 2 o 1 o
~ ;2 ) ~ 273 NW_O(Q 2),

donc

[ QHL2([O,1]) ~ Z 275 ~ 272 = () (2_%) '
r=N
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, nous utilisons des ondelettes de Haar pour résoudre des équations
différentielle en termes initiaux, et ils ont également trés bonne estimation de la solution
avec certains points d’agrégation.

L’objectif principal du cette application est de présente une mise en ceuvre simple et précise

de la méthode d’ondelettes de Haar pour la solution numérique de :

y' +a(t)y +ax(t)y = f(t) (3.1)

Ce probléme sera résolu sous réserve de condition initiale suivante y(0) = yo et ¥'(0) = y; Il a
également ét¢ résolu par la méthode numérique traditionnelle bien connue (méthode d’Euler)
et en faisant une comparaison numérique entre eux Les estimations d’erreurs montrent que

la précision des calculs est trés élevée méme lorsque le nombre de mode est petit.
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3.2 Méthode d’ondelette de Haar

3.1 Méthode de collocation d’ondelettes

Méthode de collocation utilisée dans la solution numérique d’équation différentielle I'idée
principale implique des opérateurs numériques agissant sur la valeur du point (points de
collocation) dans I’espace physique, ou divisant le domaine en nombre de points et calcule
la solution a cet sujet. Généralement, les méthodes de collotion d’ondelette sont créées en
choisissant une ondelette et certains types de structure de grille qui seront adaptés par
calcul.

la méthode de collocation en ondelettes est une tache simple.|4]

3.2 Meéthode d’ondelette de Haar

La famille d’ondelettes Haar pour = € [0,1) est définie comme

1 our x € |a,b).
h; = P a,9) (3.2)
—1 pour =z € [b,c).

. k k+ 0.5 k+1
oia=—;b= = ———.
m m m '
Dans cette définition I'entiére m = 27; 57 =0,1,---,J indique le niveau de 'ondelette
et U'entier £k = 0,1,--- ,m — 1, est le paramétre de tradution. J est le niveau de résolution

maximale I'indice ¢ sur (3.2) est calculé a l'aide de la formule i = m + k + 1.
La valeur minimale de ¢ est ¢ = 2 que est obtenu des solutions d’ondelettes au deuxiéme
ordre (ODE) quand m = 1; k = 0. La valeur maximale de i est i = 2; m = 2/t1,

Pour i = 1, la fonction hy(z) est définie comme

1 e 0,1
B — pour =z € [0,1) (3.3)

0 sinon

3.2.1 Intégration de la fonction Haar

L’intégration de la fonction Haar dans I’équation (3.2) peut s’écrire

Por(t) = /0 i) da (3.4)

35



3.2 Méthode d’ondelette de Haar

t—a te€la,b)
Pii(t)=4 c—t te[be) (3.5)
0 sinon

et 'intégration ultérieur peut étre définie récursivement comme

t
Pi(®) = [ Pa(a)ds (3.6)
0
certains P, ,41(t);v =0, 1,--- calculés sont données ci-dessous.
(
0 t€0,a)
2
(t 2&) t €la,b)
Pl =) 17 ey t € [b,c) 0
2 )
47{1 2
L 4_7712 t e [C, 1)
(
0 te€0,a)
t — 3
( 6(1) t € la,b)
Pol=y it _c=0® .
4m? 6 ¢
t—0
| 2 t€lel)
(0 te0,a)
t— 4
( 24&) t €la,b)
Pa)=9 + 5 (c—1) L (3.9)
Sz~ 21 1oamd €00
. + = telel)
\ 8m?2  192m4 ’
De méme pour P;,(t);v = 5,b,--- sont obtenus de maniére similaire.[4][22]

3.2.2 la matrice opérationnelle du produit de ’ondelette Haar

Les intégrales en [3.6,—3.9] sont évalauées peuvent étre utilisées toutes les équations

différentielles.
Il est commode de passer a la formulation matricielle.

A cet effet, I'intervalle = € [0, 1] est divisé en parties de 2m chacune de longueur sz = ﬁ
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3.2 Méthode d’ondelette de Haar

Nous définissons les points de colocation ot approcheons n’importe quelle fonction comme

201

Ty =~ pour £ =1,2,--- ,2m. (3.10)

A ces points de collocation, nous descrétisons la fonction de Haar hi(xz) pour obtenir une

matrice de coefficient de Haar H, nous est définie comme
H(m)(i,g) = hi(a:g). (3.11)
Pour calculer H, nous définissons un vecteur de fonction de Haar
H,,(z) = [ho(z), ha(z), - - ,hm,l(x)]T ) (3.12)

ou m est dimensions du vecture. Ces vectures sont utilisés pour calculer chaque colonne de

la matrices de Haar comme

Hy, = _)7h(m)(_)"" >h(m)( )| - (3.13)

4dm

1 3 dm—117
[hm)(

4m 4m

les matrices intégrales P, ont les éléments P,(i,¢) = P;,(¢) Chen et Hsiao ont définie la

matrice intégrale d’'une maniere différente. Ils ont calculé p(,,) a partir de I’équation

/ h(m)(F)dF = Pp(m)h(m) (l‘), T &€ [0, 1]. (314)
0

Le résultat est la matrice carrée P,y = Pnxm) qui est appelée la matrice opérationnelle
d’intégration.

La méthode Chen et Hsiao a montrer que la formule récursive suivant

(3x3)  ~(5x%)
ou O(%X%) est une matrice nulle.
3 T
Himy = | hmy (20), oy (1), -+ By (@m1) | (3.16)

‘ 041
ofl — < 1 <
m

_ 1 4
et H(nixm) = EHg;nxm)dmy(r).
Il est & montre que le calcule de P, et H(,,) ne doit étre effecuté qu'une seul foit puisque

H et H™! contiennent de nombreaux zéro.|4|
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3.2 Méthode d’ondelette de Haar

Exemple 3.2.1 (Matrices de Haar). [}/ Nous commengons par la matrice de Haar d’ordre
un Hy = [1].
1. La matrice de Haar d’ordre deuz.

Les deux premiéres victures de fonction Haar avec x = %u ¢ = 1,3 peuvent étre

exprimeés comme Suit

1 1 1 T T
h2(1) = [ho(z)afh(z)] = [1,1]".

3 3 3.7 T
hQ(Z) = [hO(Z)ahl(Z)] = [1,-1]".

qui peut étre écrit matrice a partir comme

1 3 1 1
Hg) = [h2(z)ah2(z)]T = _

2. Matrice de Haar d’order quatre.
Les quatre premiers victures de fonction Haar avec
T = %7€: 1a375777"'

peut-étre exprimé comme Suit

1 IS T RS R ’
h4(§) = [hO(g)ah1(§)7h2(§)7h3(§)] =[1,1,1,0]".

3 3 3 3 3

h4(§) = [h0(§)7 h1(§)7 h2(§)7 h3(§)]T = [1’ 1, _170]T'
ha(2) = o2, (), ), (I = [1,~1,0,1)"
ha(g) = o), ), Palg), o))" = [1,~1,0,—1]".

Que peut-étre écrit comme matrice

11 1 1
1 3 5 7 11 -1 -1
Hpy = [ha(=), ha(=), ha(=), hu(=)]F =
00 1 —1]
Exemple 3.2.2. [/] La matrice opérationnelle d’intégration montré en commengant par la
1
matrice opérationnelle d’ordre un Py = [5]
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3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

1. La matrice opérationnelle d’ordre deuz est obtenue par la Formula récursive et la
matrice opérationnelle de rang un définie Pp) = % i (;1

2. La matrice opérationnelle d’ordre quatre est obtenue par la formule récursive et la
matrice opérationnelle de rang un définie comme

(8 —4 —2 —2]

1|40 -2 =2
6111 0 o0

1 -1 0 O

3. La matrice opérationnelle d’ordre huit est obtenue par la formule récursive et la ma-

trice opérationnelle de rang quatre définie comme

32 —16 -8 -8 —4 —4 —4 —4 ]
16 0 -8 -8 —4 —4 —4 —4
4 4 0 0 —44 0 0
Py L 4 4 0 0 —44 0 0
6411 1 2 0 0 0 0 0
1 1 —20 0 0 0 0
1 =1 0 2 0 0 0 0
1 -1 0 20 0 0 0

3.3 Approximation des fonctions

[22] Toute fonction f(t) € £2[0,1) peut-étre décomposée en

f(t) = Zaihi(t), te0,1).

1
o= (70 1ut) =2 [ Fom(0)e
0
A = lag,ay,- -+ ,aq)" est une vectur de confficients d’ondelettes. Pour le calcul de la somme,

cette somme infinie se termine & N = 27 5 € N de sort que f(t) est une approximation

comme

F#) =YY" a;hi(t), telo,1) (3.17)
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3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

3.4 Meéthode des ondelettes de Haar pour les équations
différentielles ordinaires

[22| Nous résolvons I’équation différentielle ordinaire du second ordre par la méthode des

ondelettes de Haar, soit I’équation

y'(t) + p (0)y'(t) + pa(t)y(t) = f(2) (3.18)

out € [a,b.
Nous avons lintention de faire J niveau de résiliation, nous laissons 2M = 21, L’in-

tervalle a sera divisé en 2M sous intervalles d’ot1 At = Z;_—M“ et la matrice sont de dimension

2M x 2M.

3.4.1 Probléme de valeur initiale

Pour expliquer I'approximation de la solution & une IVP linéaire du second ordres en

utilisant la série d’ondelette Haar. Considérant I'IVP linéaire générale du deuxiéme ordre

y'(t) + my () + pay(t) = f(1) (3.19)

avec conditions initiales y(0) = o, ¥'(0) = o.
ou les confessions pu () et po(t) sont supposés expausibles dans le série Haar. Pour commen-
cer 'approximation, nous suivons [4] [22].

Etap(1) Nous supposons que
2M
y'(t) = ahi(t), (3.20)
i=1

pour un niveau de la résiliation M donné.
Etap(2) Maintenant intégrons (3.20) de 0 & ¢, pour obtenir puis (3.21)pour obtenir

2M 2M

Y(t)=> aPa(t)+y(0) =) aPut)+o (3.21)

=1 =1

y(t) = aiPia(t) + ot + y(0)

- (3.22)
=> 1 a;Ps(t) +ot+a
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3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

Etap(3) Remplacons (3.20)—(3.22) & (3.19), apré quelque simplifications et évaluations

aux points de collocation nous obtenons

20 — 1
tyr=—, (=1,2,---,2m.
4dm

2M

> ailhi(te) +pn(te) Pua(te) + pe(te) Poa(te)] = f(8) = pu(te)o — pa(te)[teo —al. (3.23)

i=1

Etap(4) On résoudre le systéme de I'étape (3) pour obteir les coeficients d’ondelettes
a;.

Etap(5) Pour obtenir la solution numérique pour y(t) on substituons les coefficients a;
a la série d’ondelettes de la solution.

Probléme homogéne :

Considérons le probléme suivant
Y+ 2vy +wiy =0, t€0,1] (1)

1
y(O):l, y/(O):O, fy:l’ w0:§

1
(1)©y”+2y’+1y=0

I’équation caractéristique correspendant

P 4+2r+3=0 A=3, 7“1:—1—‘/73, 7’2:—1—1—‘/75.
la solution générale

y=c eXp’(”?)t +cy exp’(1+§)t

Pour y(0) =1, y'(0) =0,

Méthode de Haar :

En utilisant trois niveaux d’ondelettres Haar (j = 3).
Etap(1) Développons Le dérivé le plus élevé

2M

y'(t) = ahi(t)

=1
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3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

Etap(2) Intégrons les deux membres de 0 & ¢

Cy(m)dr = [ aihi(r )dT
:’y(t)—y’( S ai fo b
y’(t)—ZfMlaP (t)

Aussi une fois intégrons les deux membres de 0 a ¢

f T)dT = fo o M, Ps 1(7)dr
y(t) —y(0) = Y2 aiPa(t)
y(t) = 2 aiPo(t) + 1

Etap(3) Remplacons () et ses dérivés dans 1’équation et évaleur au point de colloca-

tion tg.
y"(t) + 2yr(t) + y(t) =0
SN aihi(te) + 252 P () + 135 aiPa () = 0,
S @i [hi (te) + 2P () + 1Pa ()] =0, (=1,2,...,16

Etap(4) En résolvant le systéme d’équation linéaire a I'étable (3), nous obtenons les
Coefficients d’ondelettres a;.

Etap(5) Remplacons les coefficients en y(t) pour obtenir la solution.
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3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

D’aprée MATLAB on a les tableaux :

Noeud (t/32) | Solution de Haar | Solution Exacte | Erreur
1 0.9999 0.9999 0
3 0.9990 0.9990 0
5 0.9973 0.9972 0.0001
7 0.9949 0.9948 0.0001
9 0.9923 0.9917 0.0006
11 0.9886 0.9881 0.0005
13 0.9846 0.9840 0.0006
15 0.9801 0.9795 0.0006
17 0.9779 0.9746 0.0033
19 0.9727 0.9694 0.0033
21 0.9639 0.9623 0.0034
23 0.9615 0.9582 0.0033
25 0.9557 0.9523 0.0034
27 0.9496 0.9462 0.0034
29 0.9434 0.9399 0.0035
31 0.9370 0.9335 0.0035

Méthode d’Euler : on a le systéeme

y' +2y + 3y =0

(1) 9 »(0) =1
y'(0)=0 avec t € [0, 1].
poson ¢/ = z d’ot 2/ = y” donc 2/ = —2z — %y c-a-d
on a le systéme
Yy =z
(2) #/=-2z—13y avec t € [0, 1]

y(0) =1et 2(0) =0
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3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

le systéme matricielle correspondante

/

y 0 1 y
N 1
2 N YAW
et U = F(t,U) avec U = Y )etF I’endomorphisme associé a la matrice
z
0 1 ,
A= CF: R = R
1 _9
1

d’aprée la formule(1.26)(chapitre 1)
ona U,y =U,+hF (t,,U,).

c-a~d
Un—l—l = Un + hAUn

0 1
=U,+h . U,
—1 -9
n 0 1 n
= ") el Y
Zn -7 —2 Zn
n Z’I’L
= Y +h
Zn _iyn - 2271
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3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

Les résultats d’Euler :

Noeud (t/32) | Solution Exacte | Solution d’Euler | Erreur
1 0.99988 1 0.00012
3 0.998967 0.999283 0.000316
5 0.997244 0.997707 0.000463
7 0.994808 0.995377 0.000569
9 0.991745 0.992386 0.000641
11 0.988132 0.988818 0.000686
13 0.984036 0.984744 0.000708
15 0.979519 0.98023 0.000711
17 0.974633 0.975333 0.000701
19 0.969426 0.970104 0.000678
21 0.963942 0.964589 0.000647
23 0.958217 0.958826 0.000609
25 0.952285 0.952851 0.000566
27 0.946176 0.946695 0.000519
29 0.939916 0.940386 0.00047
31 0.933529 0.933949 0.000419
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3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

Tableau des erreurs (ondelettes de Haar et d’Eler) :

Noeud (t/32) | Erreur de Haar | Erreur d’Euler
1 0 0.00120
3 0 0.000316
5 0.0001 0.000463
7 0.0001 0.000569
9 0.0006 0.000641
11 0.0005 0.000686
13 0.0006 0.000708
15 0.0006 0.000711
17 0.0033 0.000701
19 0.0033 0.000678
21 0.0034 0.000647
23 0.0033 0.000609
25 0.0034 0.000566
27 0.0034 0.000519
29 0.0035 0.000470
31 0.0035 0.000419

Probléme non homogéne :

Considérions le probléme suivant homogeéne

y"(t) + y(t) = sin(t) + t cos(?), 0<t<l1
y(0) =1,y(0) =1

avec la solution exacte.
5 . I, 5.
y(t) = cos(t) + 1 sin(t) + ) (¢* sin(t) — t cos(t))

Méthode de Haar :

En utilisant trois niveaux d’ondelettres Haar (j = 3).
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3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

Etap(1) Développons le dérivé le plus élevé

2M
i=1
Etap(2) Intégrons les deux membres de 0 & ¢

t // fo P 1 az ; )dT
:>y(t)—y/(0 > oie 1a2f0
y(t) =3 aiPi(t) + 1

Aussi une fois intégrons les deux membres de 0 a ¢

Jo v/ ()T = [ 320 ai P (r)dr + [y dr
y(t) —y(0) = 72 a; Pia(t) +t
y(t)ZZfﬁail%,z(t)+t+1

Etap(3) Remplacons y(t) et ses dérivés dans 1’équation et évaleur au point

de collocation t,.

y"(t) + y(t) = sin(t) + t cos(t)
SO s [ (te) + Pig (t0)] = sin (t) + tycos (t) — t; — 1, (=1,2,...,16

Etap(4) En résolvant le systéme d’équation linéaire a I'étap (3), nous obtenons les
Coefficients d’ondelettes a;.

Etap(5) Remplacons les coefficients en y(t) pour obtenir la solution.
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3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

D’aprée MATLAB on a les tableaux :

Noeud (t/32) | Solution d’Haar | Solution Exacte | Erreur
1 1.030793 1.030767 0.000026
3 1.089637 1.089496 0.000142
5 1.144892 1.144700 0.000193
7 1.196953 1.196643 0.000310
9 1.245953 1.245594 0.000359
11 1.292290 1.291819 0.000472
13 1.336093 1.335577 0.000517
15 1.377736 1.377118 0.000618
17 1.417333 1.416676 0.000657
19 1.455208 1.454467 0.000741
21 1.491454 1.490681 0.000773
23 1.526319 1.525485 0.000834
25 1.559869 1.559012 0.000857
27 1.592255 1.591364 0.000891
29 1.623509 1.622605 0.000904
31 1.653672 1.652763 0.000909

Méthode d’Eleur

On résoudre méme exemple par la méthode d’Eleur

Soit ’équation

y"(t) + y(t) = sin(t) + t cos(t)
(1) § y(0)=1
y(0)=1

Avec t € [0,1]

1. On pose ¢y = z d’ou y" = 2/ = sin(t) + tcos(t) — y.

On trouve le systéme
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3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

y ==z
(2) _
7' =sin(t) + tcos(t) — y
avect € [0,1] et y(0) =1 et 2(0) =1
Matriciellement ce systéme s’écrit,

/

y\ 01 y
z -1 0 z
ouU' = F(t,U) avec U = Y et F' 'endomorphisme associé a la matrice
z
0 1 )
A= , F: R* — R
-1 0

Ce systéme peut donc sécrire,
2.
a) D’apres (1.26) on a U,y = U, + hE (t,,U,).

Uni1 = Uy, + hAU,

01
-1 0
n 01 n
N Y
Zn _1 O Zn
n Zn
Y +h
Zn sin(t,) + t, cos(tp) — Yn

Yn+1 = Un + th
Zni1 = 2n + h(sin(ty,) + £, cos(tn) — yn)

avecyy=1let zp =1
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3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

On utilise les programmes MATLAB pour résolution probléme non homogéne pour la

méthode d’Euler

cle
dy = Q(x,y)sin(x)+x*cos(x)-y;
f = @Q(x)cos(x)+(5/4)*sin(x)+(1/4)*(x? sin(x)-x cos(x));

% Initial conditions and setup

h =1/32; % step size

x=0:h:1; % the range of x

y = zeros(size(x)); % allocate the result y
u = zeros(size(x)); % allocate the result u
J=1

y(l) =1; % the initial y value

u(l) =1; % the initial u value

n = numel(y); % the number of y values
err=0;

fprintf ("x= %f \ t Euler Exact = %f \t Euler Sol = %f \t Erreur = %f\n’,x(1),f(x(1)),y(1),err);
% The loop to solve the DE
for i=1 :n-1
y(i41) = () + b * u();
u(i 1) = u(i) + b * dy(e(i)y(0):
err=abs(f(x(i+1))-y(i+1));
fprintf ("x= %f \t Euler Exact = %f\t Euler Sol = %f\t Erreur = %f\n’ x(i+1),f(x(i+1)),y(i+1),err) ;
err= 0;

end

50



3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

Les résultats d’Euler :

Noeud (t/32) | Solution Exacte | Solution d’Euler | Erreur
1 1.030767 1.03125 0.000483
3 1.089496 1.090851 0.001355
5 1.444700 1.146793 0.002094
7 1.196643 1.199336 0.002692
9 1.245594 1.248742 0.003148
11 1.291819 1.295278 0.003459
13 1.335577 1.339205 0.003629
15 1.377118 1.380779 0.003662
17 1.416676 1.420242 0.003566
19 1.454467 1.457818 0.003351
21 1.490681 1.493713 0.003031
23 1.525485 1.528105 0.002620
25 1.559012 1.561148 0.002135
27 1.591364 1.592969 0.001596
29 1.622605 1.623627 0.001022
31 1.652763 1.653199 0.000414
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3.4 Méthode des ondelettes de Haar pour les équations différentielles ordinaires

Tableau des erreurs (ondelettes de Haar et d’Eler) :

Noeud (t/32) | Erreur de Haar | Erreur d’Euler
1 0.000026 0.000483
3 0.000142 0.001355
5 0.000193 0.002094
7 0.00310 0.002692
9 0.000359 0.003148
11 0.000472 0.003459
13 0.00517 0.003629
15 0.00618 0.003662
17 0.000657 0.003566
19 0.000741 0.003351
21 0.000773 0.003031
23 0.000834 0.002620
25 0.000857 0.002135
27 0.000891 0.001596
29 0.000904 0.001022
31 0.000909 0.000414

Remarque 3.4.1. Nous remarquons que les erreurs obtenirs par la méthode des ondelettes

de Haar sont plus petit par rapport aux erreurs obtenir par la méthode d’Euler.

52



Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons développé des méthodes de résolution des équations
différentielles du second ordre avec condition initiale, I’ objectif principal de ce travail est de
proposer la méthode des ondelettes de Haar pour la résolution des équations différentielles
linéaires, une solution exacte du probléme a été utilisée dans le test pour illustrer l'efficacité
de I’ approximations de solution de I’équation différentielle liniére de second ordre par la

méthode des ondelettes de Haar. Et enfin nous tirons les résultats suivant :

- Les ondelettes de Haar peut étre appliqué aux problémes de valeur initiale directe-
ment sans complication.

- L’applicabilité simple et la convergence rapide des ondelettes de Haar présentent une
base solide pour I'utilisation de ces fonctions de contexte d’approximation numérique
de la solution des équations différentielles ordinaires.

- Le principal avantage de cette méthode est sa simplicité et ses petits cotits de calcul,
elle est due & une matrice multiple de transformation et au petit nombre de coefficients
d’ondelettes significatifs.

- Nous avons constaté que la méthode des ondelettes de Haar est meilleure que la
méthode de Euler en termes de précision de résultat.

Les ondelettes de Haar peuvent étre utilisées pour les résolutions des problémes aux
limites, autre type des différentielles ordinaires ainsi les équations différentielles aux dérivées

partielles.
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/ Résumé \

Dans ce mémoire, nous avons utilisées une étude informaticiene de la méthode
numérique relative a la nouvelle méthode (I'ondelette de Haar) pour résoudre des
équations différentielles linéaires, puis nous avons fais une comparaison entre les
résultats de cette méthode et les résultats de la méthode classique (de Euler).
L’objectif de ce travail est de montrer l'efficacité de la méthode présentée et ses
avantages sur 1’ autre méthode. L’ondelette de Haar est une méthode simple et
ses résultats numériques sont proches ainsi plus précis a la solution exacte que
la méthode classique.

Mote clés: Résolution, équation différentielle, ondelettes de Haar, méthode

de Euler, méthode numérique. /
Abstract \

In this thesis, we used a computer study of the numerical method relating to
the new method (the Haar wavelet) to solve linear differential equations, then
we made a comparison between the results of this method and the results of the
classical method (of Euler). The objective of this work is to show the effectiveness
of the presented method and its advantages over the other method. The Haar
wavelet is a simple method and its numerical results are thus closer to the exact
solution than the classical method.

Key words: Resolution, differentielle equations, Haar wavelts, Euler’s method,
numerical method.
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