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 إليك والدي الحبيب ...لقد كنت نعم الأب ومازلت...

 أسأل الله أن يحفظك وأن يبارك لنا في عمرك...

 ... من أجمي في كل شيء تمن ضحي يا ... أمي الغالية إليك

 .الله عني خير الجزاءزاك اج

  أخواتي الأعزاء.خوتي و إإلى كل 

 .كبيرهم وصغيرهم متيإلى عائ

                                                           ولم ينساه قمبي. إلى كل من نساه قممي

 

 رحال يونس                                                                                               
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أىدي ثمرة  ،يسر لي أمري لإنياء عمميدربي و  لي الحمد لله الذي أنار

 ا:مجيدي إلى من قال الله تعالى فيي
 "...واعْبُدُوا الله ولا تُشْرِكُوا بِوِ شَيْئَا وَبِالوَالِدَيْنِ إِحْسَانَا..."

 أطال الله في عمرىا ةلغالياي أم إلى ينبوع العطاء والحنان
 أنمازلت أسأل الله ان يحفظك و لقد كنت نعم الأب و  اليك والدي العزيزو 

 .يبارك  لنا في عمرك 
 خوتي وأخواتيإىدي عممي ىذا إلي وأ

  الأىل والأقارب والجيران وأخص بالذكر: وكل                 
 أخوالي وخالاتي                               
لى كل أساتذتو  إلى أصحابي لجامعةزميلاتي باالى كل زملائي و  ي الفضلاء ا 

لى الزملاء دفعة و  العمموكل من يسير عمى خدمة          دفعة خاصةو   0251ا 
 .الرياضيات                                 

 .الى كل من نساه قممي و لم ينساه قمبي              
               

 صوالح محمد اسماعيل                                                  
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 ׃أهدي هذا العمل إلى                          

 ''ياني صغيرا"ي ارحمهما كما رب  قل رب  و '' وعلا من قال عنهما جل  

لى مصدر      مبعث فخري وقدوتي عرفانا بحبها العظيم أمي، وا 

لى قر   أبياد دري ورو  عزتي   إخوتي  مبعث فرحي وسروريو  ية عينوا 

لى زملاء  اءالأحب  و  والأقارب الأهل إلى كل  ووأخواتي   وطمبة وا 

 .5102نة الثالثة رياضيات دفعة قسم الس  

                                                            والى الذين لم أذكرهم في مذكرتنا ولكنهم موجودون في ذاكرتي

 
 

 لبيهي جعفر                                                                                               
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  :ةـمقدمال

عصــب  مــن أهــم فــروع الرياضــيات قــديما وحــديثا هــو فــرع المعــادلات التفاضــلية التــي تعتبــر     

لــم نقــل كلهــا، حيــث نجــد العديــد مــن المســائل فــي مجــال الهندســة والعلــوم  جــل العلــوم النشــطة إذ

 ادإيجـ، لمعرفـة طـرق اضـليةتف تعلى شـكل معـادلا تصاغ رياضيا الفيزيائية والعلوم الاجتماعية

وذات متغيــر واحــد  ،إلــى عاديــة وخطيــة مــن جهــة هايفنالمعــادلات وجــب علينــا  تصــ هــذه حلــول

ـــى أن  الإشـــارةأو أكثـــر مـــن جهـــة أخـــرى وتجـــدر  وذات متغيـــرين ـــالطرق ت ههـــذ مـــذكرتناإل هـــتم ب

حـل وهـو ل التحليلـي ـدراسـتنا علـى بـاب الحـفـي نركـز لحل المعـادلات التفاضـلية لـذلك  ةالتحليلي

   .وخصوصا عند النقط الشاذة أي طريقة فروبينيسستعمال السلاسل المعادلات با
  

حـل  المعـادلات التفاضـلية العاديـة ومعنـى مفهوم  ىباختصار إل رضـعنتفي الفصل الأول    

ى طريقـة الحـل وذلــك لوجــود الحـل، ثـم إلــ الابتدائيـةالشـروط  إلــى بالإضـافةالمعادلـة التفاضـلية 

ـــــة الرتبـــــة الجـــــة الأولـــــى و الدر بالنســـــبة إلـــــى المعـــــادلات ذات  ومســـــألة الوجـــــود المتجانســـــة ثاني

   .أيضا إلى ما يسمى بتخفيض الرتبة نتطرقو  ،والوحدانية
  

لسلاســل التوابــع والسلاســل الصــحيحة فصــل ا اولـنتنــ الفصــل الثــاني مــن هــذه المــذكرة فــي   

علــى محــور سلاســل التوابـع بمــا فيــه مــن تقاربــات  عرجوســن، والتـي نحتاجهــا فــي الفصــل الثالـث

شـتقاق فالمكاملـة تطرق بعد ذلك إلى نظريـات قابليـة الاوسننظيمية و منتظمة و مطلقة  و  بسيطة

تناول كيفيـــة حســـاب نصـــف وســـمحـــور السلاســل الصـــحيحة طـــرق إلـــى نت، ثـــم لسلاســل التوابـــع

، وبعــد دالمبيــروشــي و قطــر تقــارب سلســة صــحيحة باســتخدام كــل مــن علاقــة أدامــار فمقيــاس ك

 )كاملـــةموال قابليـــة الاشــتقاق(عرض إلـــى الخــواص التحليليـــة لسلاســل الصـــحيحة مــن ســنتلــك ذ

إلـى قابليـة النشـر إلـى سلسـلة نعـرج ثـم  ،وجمع ءالجبرية على السلاسل من جداإلى العمليات و 

       .لدوال التحليليةا لتعريف سوف نعطيوفي آخر الفصل صحيحة 

لمعادلة التفاضلية الخطيـة مـن الدرجـة الأولـى والرتبـة الثانيـة ا ندرس حلث في الفصل الثال   

التفاضـلية الخطيـة مـن الدرجـة للمعادلـة علـى النقطـة الشـاذة  ز أكثـرـونرك العادية  ةالنقط حول

 جــأنل ،ســلة فــروبينيسعلــى شــكل سل نظريــة وجــود هــذا الحــلنبــين  بعــدها الأولــى والرتبــة الثانيــة

  .الحل هذا قوم من خلالها على التعرف على شكلإلى النظرية التي ن
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  :خطية المتجانسة من الدرجة الأولى والرتبة الثانيةالمعادلات التفاضلية ال. 1

  :مقدمة

وم ـادية وسنعرج إلى مفهـة العـادلات التفاضليــالمفاهيم الأساسية للمع إلى هذا الفصل بعض سنتطرق في    

المعادلة التفاضلية المتجانسة من رق إلى حل ـتطـونللمعادلة التفاضلية، وكيف تكون الحلول أساسية ''الرونسكي''

   . ذات المعاملات الثابتة وكيفية تخفيض رتبتهاالأولى والرتبة الثانية  الدرجة

 :عموميات حول المعادلات التفاضلية. 1.1

  :تعريف المعادلة التفاضلية. 1.1.1

  ا كانإذ ةـــــعتيادياة تفاضلية ــــوتسمى معادل ،هــــومشتقات ة تشمل تابع مجهولــــعادلالمعادلة التفاضلية هي كل م   

  .، أما إذا كان التابع المجهول متعدد المتغيرات فتسمى معادلة تفاضلية جزئيةالمجهول تابع لمتغير واحد 

   :تصنيف المعادلات التفاضلية. 2.1.1

 :هيو  اعتباراتت التفاضلية على عدة تصنف المعادلا  

  :التفاضلية رتبة المعادلة   - أ

":هي أعلى مشتقة في المعادلة مثلا و    ' 0y y y+ +   .من الرتبة الثانية =

  :التفاضلية درجة المعادلة  -  ب

'' مثلا، أعلى مشتقة في المعادلة التفاضلية) قوة(وهي درجة    0y y+   .من الدرجة الأولى =

  [7]  الخطية   -  ت

  :كل معادلة من الشكل nنسمي معادلة تفاضلية خطية من الرتبة   

( )
1

1 1 01
( ) ( ) ( ) ( ) (1.1)

n n

n nn n

d y d y dy
a x a x a x a x y f x

d x d x dx

−

− −+ + + + =⋯  
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0حيث 1, ,.........., na a a،f توابع معرفة على المجالI0، وna  الخطية وللمعادلة التفاضلية، Iمن xلكل ≠

  :نوعان هما

   :المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة *

) بحيث (1.1) هي المعادلة   ) 0f x   .Iمن xلكل =

  :متجانسةالالمعادلات التفاضلية الخطية غير  *

) بحيث (1.1)وهي المعادلة    ) 0f x ≠.  

  :الرتبة الثانيةالدرجة الأولى و لمعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من الحلول العامة ل. 2.1

    1.2.1تعريف 

  :بصفة عامة التي تأخذ الشكل التالي الرتبة الثانيةالدرجة الأولى و تعرف الصورة العامة للمعادلة التفاضلية من   

( , , ', '') 0 ,F x y y y x I= ∀   . xهي فترة انتماء المتغير المستقل I حيث ،∋

   2.2.1 تعريف

  المعادلة التي تأخذ التفاضلية الخطية غير المتجانسة من الرتبة الثانية والدرجة الأولى على أنهاتعرف المعادلة   

  :الشكل التالي 

" ( ) ' ( ) ( ) (1.2)y P x y Q x y G x+ + =   

)حيث  ) , ( ) , ( )P x Q x G x على دوال مستمرةI، وإذا كانت( ) 0G x   تكون معادلة  (1.2)فإن المعادلة  =

  :وتأخذ الشكل التاليالدرجة الأولى والرتبة الثانية  من خطية متجانسة

( ) " ( ) ' ( ) 0 (1.3)L y y P x y Q x y= + + =  

  3.2.1 تعريف

)إذا كانت الدالة  )y f x=  على المجال  (1.2)تحقق المعادلةI  عندئذ نقول أن( )y f x=  (1.2)حل لـهو   

   .على هذا المجال
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  [1]  )الوجود والوحدانية( 1.2.1نظرية 

)نفرض أن الدوالــول (1.2)لتكن المعادلة التفاضلية    ), ( ), ( )P x Q x G x مجالاللى رة عــــــمستمI إذا كان ،  

0ين ـــــــالابتدائين ـق الشرطيــــود ويحقــــموج (1.2)ــــــةل المعادلـــح 0( ) , '( )y x y xα β= α,يث ــ، ح= β ناددــــع   

0xاـــ، بينمانحقيقي I∈ناالشرطو  (1.2)ة المكونة من المعادلة التفاضليةلتفاضليللمسألة ا حل وحيد ، إذا فإنه يوجد   

  .السابقينالابتدائيان 

   [7]4.2.1 تعريف

1ليكن   2,y y  نسمي المحدد (1.3)حلين للمعادلة التفاضلية:      [ ] 1 2
1 2

1 2

( ) ( )
,

'( ) '( )

y x y x
W y y

y x y x
=  

1 ينالحل ''رونسكي'' ـب 2,y y.  

    [14]2.2.1 نظرية

}إذا كانت المجموعة    }1 2,E y y= فإن رونسكي الحلول هو، (1.3)أساسا لفضاء حلول المعادلة:  

[ ]( ) ( )
1 2,

P x dx
W y y x ce

0cحيث،  =∫−   .ثابت ≠

  .  [5]: البرهان

]                  :الرونسكي يأخذ الشكل التالي ] 1 2
1 2

1 2

( ) ( )
,

'( ) '( )

y x y x
W y y

y x y x
=    

]باشتقاق  ]1 2,W y y نجد:  

[ ] [ ]
[ ]

1 2 1 2

1 2 2 2 1 1

1 2 2 1

( )
( ) ''( ) ''( ) ( )

( ) ( ) '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ( )

( ) ( ) '( ) ( ) ' ( )

( ) ( )

dW x
y x y x y x y x

dx

y x P x y x Q x y x y x P x y x Q x y x

P x y x y x y x y x

P x W x

= −

= − − − − −

= − −

= −

  

)وعليه فإن   )
dW

P x dx
W

= −   
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)وبحل هذه المعادلة التفاضلية نحصل على  ) ( )P x dx
W x ce

−∫=  

   [1] 3.2.1 نظرية

1إذا كان    2,y y  مجالفي ال (1.3)حلان للمعادلة I 1، فإن 1 2 2y c y c y=   هو أيضا حل +

  .(1.3)للمعادلة  

  :البرهان

1بما أن    2( ), ( )y x y x فهما يحققانها أي (1.3)للمعادلة  نحلا:  

1 1 1 1( ) " ( ) ' ( ) 0L y y P x y Q x y= + + 2و          = 2 2 2( ) " ( ) ' ( ) 0L y y P x y Q x y= + + =  

]لنحسب         ]1 1 2 2( ) ( )L c y x c y x+   

[ ] [ ] [ ] [ ]1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) '' ( ) ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( )L c y x c y x c y x c y x P x c y x c y x Q x c y x c y x+ = + + + + +

  

[ ] [ ] [ ]1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) " ( ) ' ( ) " ( ) ' ( )

( ) ( ) 0

L c y x c y x c y P x y Q x y c y P x y Q x y

c y x c y x

+ = + + + + +

= + =

  

1 :         وعليه فإن 1 2 2( ) ( )y c y x c y x=   .(1.3)هو الآخر حل للمعادلة التفاضلية  +

   [2] 4.2.1 نظرية

P,إذا كانت الدالتان    Q  حيث مستمرتين (1.3)للمعادلة التفاضلية xα β< 1إذا كان و  > 2( ), ( )y x y x  حلين  

xα، وإذا كانت نقطة واحدة على الأقل من المجال (1.3)التفاضليةللمعادلة  β< 1ثحي> 2( , ) 0W y y ≠   

}فإن   }1 2,y y  (1.3)هي أساس لحلول المعادلة.  

  :البرهان

1نفرض أن    2 3, ,y y y  1و (1.3)حلول للمعادلة التفاضلية 2( , ) 0W y y xαعلى المجال  ≠ β< <   

3إثبات أن   والمطلوب  1 1 2 2( ) ( )y c y x c y x= +.                                                               
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1بما أن  2 3, ,y y y  فإن (1.3)حلول للمعادلة التفاضلية:  

1 1 1" ( ) ' ( ) 0 (1.4)y P x y Q x y+ + =  

2 2 2" ( ) ' ( ) 0 (1.5)y P x y Q x y+ + =  

3 3 3" ( ) ' ( ) 0 (1.6)y P x y Q x y+ + =  

)2في  (1.4)بضرب  )y− 1في  (1.5)و( )y  الجمع نجدو:  

[ ]1 2 2 1 1 2 2 1" " ( ) ' ' 0 (1.7)y y y y P x y y y y− + − =  

12بوضع                              1 2 1 2 2 1( , ) ' 'W W y y y y y y= = −   

  :على الشكل (1.7)تصبح العلاقة 

12 12' ( ) (1.8)W W P x=  

  :هي معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى والتي حلها من الشكلو 

( )

12 12 (1.9)
P x dx

W c e
−∫=  

  :نحصل على (1.4) و (1.6)،  (1.6)و (1.5) معبنفس الطريقة و 

2 3 2 3' ( ) (1.10)W W P x=  

  : و التي حلها من الشكل

( )

2 3 2 3 (1.11)
P x dx

W c e
−∫=                                                               

  :و أيضا

13 13' ( ) (1.12)W W P x=  

  :حلها من الشكلو التي 

 
( )

13 13 (1.13)
P x dx

W c e
−∫=  

12حيث  13 2 3, ,c c c ثوابت.  
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)1في  (1.11)بضرب  )y−  2في  (1.13)و( )y  الجمع نجدو:  

( )

1 2 1 2 3 13 2 2 3 1( ' ' ) ( )
P x dx

y y y y y c y c y e
−∫− = −  

2            :                    وعليه 3 13
3 1 2 1 1 2 2

12 12

c c
y y y c y c y

c c
= − + = +   

      [5]) تخفيض الرتبة للمعادلة التفاضلية من الرتبة الثانية( 5.2.1 نظرية

)، وكان (1.3)حل للمعادلة التفاضلية 1y  إذا كان   )1 0y x )فإن Iمنx لكل  ، ≠ ) ( )
( )2 1 2

1

u x
y y x dx

y x
= ∫  

}وبالتالي تكون المجموعة Iحل ثاني على المجال }1 2,E y y= على (1.3) أساسا لفضاء حلول للمعادلة I.  

  [2]  انظر :البرهان 

)1:    نقوم بالتغيير التالي   ) ( )y x y xφ=   

  :بالاشتقاق نجد

1 1 1 1 1' '( ) ( ) '( ) ( ), '' ''( ) ( ) 2 '( ) '( ) ''( ) ( )y x y x y x x y x y x y x x y x xφ φ φ φ φ= + = + +  

  :والترتيب نجد (1.3)بالتعويض في المعادلة 

[ ] [ ]1 1 1 1 1( ) ''( ) ( ) '( ) ( ) ( ) '( ) 2 '( ) ( ) ( ) "( ) ( ) 0x y x P x y x Q x y x x y x P x y x x y xφ φ φ+ + + + + =

  

  تأخذ منه تصبح المعادلةو عليه الحد الأول يساوي الصفر، و  (1.3)حل للمعادلة التفاضلية  1yبما أن  

]              :الشكل  ]1 1'( ) 2 '( ) ( ) ( ) "( ) ( ) 0x y x P x y x x y xφ φ+ + =   

)1وبما أن  ) 0y x   :تصبح المعادلة أعلاه من الشكل ≠

1

2 '( )
"( ) '( ) ( ) 0

( )

y x
x x p x

y x
φ φ

 
+ + = 

 
  

)'نضع  )x zφ   :الشكل ، وعليه تصبح من=
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1

'( ) 2 '( )
( )

( ) ( )

z x y x
p x

z x y x

 
= − + 

 
  

1ln         :     بالمكاملة نجد ( ) ( ) 2ln lnz x P x dx y c= − − +∫   

                                  :      عليهو 
( )

2
1

1
( )

P x dx

z x c e
y

−∫=  

1ومنه ينتح       2( ) ( )x zdz c u x dx cφ = = +∫ ∫   

 :حيث
( )

2
1

1
( )

P x dx

u x e
y

1و  =∫− 2,c c ثوابت اختيارية.   

1                                      :ومنه 1 2 1( ) ( ) ( )y c y x u x dx c y x= +∫  

)                                               :بالتاليو  ) ( )
( )2 1 2

1

u x
y y x dx

y x
= ∫  

  :الرتبة الثانية ذات المعاملات الثابتةية المتجانسة من الدرجة الأولى و حل المعادلات الخط.3.1

  :لتكن المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة من الدرجة الأولى والرتبة الثانية التي تأخذ الشكل  

" ' 0 (1.14)y Ay By+ + A,حيث ،   = B ثوابت.  

rxy: حلها من الشكل نفرض أن (1.14)لحل المعادلة  ce=  

rxy                   ومنه cre′ 2rxو  = rxy ce cr e′′ = +  

,بـ  وبالتعويض ', "y y y نجد (1.14)لة في المعاد :  

( )2 0rx
ce r Ar B+ + =  

0rxceبما أن    :فإن ≠

2 0 (1.15)r Ar B+ + =  

)، لحل المعادلةوتسمي المعادلة المميزة    .نبحث عن جذري المعادلة المميزة  1.15(
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)مميزة من الواضح ان حل ال  :هو 1.15(
2 2

1 2

4 4
,

2 2

A A B A A B
r r

− + − − − −
= =  

1هذا يعني ان لدينا ثلاث حالات للجذرين و  2,r r:  

 :حالة الجذران حقيقيان مختلفان  .1.3.1

  [5] 1.3.1 نظرية

)نفرض أن جذرا معادلة التعريف  )، فإن للمعادلة حقيقيان ومختلفانهما عددان  1.15(    حلان أساسيان 1.15(

1 :هما 2
1 2,r x r x
y e y e= 1وعلية فالحل العام يأخذ الشكل  = 2

1 2
r x r x

y c e c e= +.  

  [1] :البرهان

1 2,r r  2حقيقيان ومختلفان أي أن 4 0A B∆ = −           :هما (1.14)، وهذا يعني أن هناك حلان للمعادلة <

  1 2
1 2,r x r x
y e y e= =  

  :رتبطان خطيا نقوم بحساب الرونسكيم غيروللتأكد أنهما 

   
1 2

1 2

1 2

1 2 ( )
1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( )
( , ) ( ) 0

'( ) '( )

r x r x

r r x

r x r x

y x y x e e
W y y r r e

y x y x re r e

+= = = − ≠  

1   :يكون من الشكل (1.14)للمعادلة  وعليه فإن الحل العام 2
1 2
r x r x

y c e c e= +  

 :مكرر جذرحالة ال. 2.3.1

  [2] 2.3.1 نظرية

)نفرض أن جذر معادلة التعريف  1مكرر 1.15( 2r r r= )، فإن للمعادلة =   حلان أساسيان  1.15(

1 :هما 2
1 2,r x r x
y xe y e= 1وعلية فالحل العام يأخذ الشكل  = 2

1 2
r x r x

y c e c xe= +.  

  [1] :البرهان

1 2,r r 2 حقيقيان ومكرران أي أن 4 0A B∆ = − 1وعليه فإن ، = 2 2

A
r r

−
= =.  
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2وهذا يعني أن هناك حلان مكرران  2
1 2,

A A
x x

y e y e
− −

= =.  

                  :لكن
2 2

1 2
1 2

2 21 2

( ) ( )
( , ) 0

'( ) '( )
2 2

A A
x x

A A
x x

e ey x y x
W y y

A Ay x y x
e e

− −

− −= = =
− −

   

1وبالتالي فإن الحلين 2( ), ( )y x y x ، وهذا يعني أنه لا يمكن أن يكونا حلين أساسيين، وللحصول ياطمرتبطان خ  

2خطيا نأخذ الحل الأول  مسستقلينعلى حلين 
1

A
x

y e
−

  :بينما نأخذ الحل الثاني في الشكل =

2
2 1( ) ( ) ( ) ( ) (1.16)

A
x

y x x y x x eψ ψ
−

= =  

  :نجد (1.16)باشتقاق 

2 2
2 '( ) '( ) ( ) (1.17)

2

A A
x xA

y x x e x eψ ψ
− −

= −  

  :نحصل على (1.17)بالإشفاق 

2

2 2 2 2
2 ''( ) '( ) ''( ) '( ) ( ) (1.18)

2 2 4

A A A A
x x x xA A A

y x x e x e x e x eψ ψ ψ ψ
− − − −

= − + − +

2والقسمة على  (1.14)في المعادلة  (1.18),(1.17),(1.16)بالتعويض بـ 

A
x

e
−

والتعويض بـ  
2

4

A
B نحصل  =

)'':   على ) 0xψ =  

  ، لحلها نقوم بإدخال التكامل مرتينالرتبة الثانيةو  الدرجة الأولى نموهذه الأخيرة معادلة تفاضلية خطية متجانسة 

1    :على طرفيها نحصل على  2( )x c x cψ = +  

  :عليه نحصل على الحل الثاني من الشكلو 

2
2 1 2( ) ( )

A
x

y x c x c e
−

= +    

  :عليه الحل العام يأخذ الشكلو 

         2 2
0 1 1 2( )

A A

gy a e a c x c e
− −

= + +  
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 :حالة الجذران مركبان. 3.3.1

  [6] 3.3.1 نظرية

)نفرض أن جذرا معادلة التعريف  1 مركبان 1.15( 2,r p iq r p iq= + = )، فإن للمعادلة −   حلان  1.15(

1 :هماأساسيان  2( ) cos , ( ) sinpx pxy x e qx y x e qx=   :، وعلية فالحل العام يأخذ الشكل=

1 2( ) cos sinpx pxy x c e qx c e qx= +.  

  [3] :البرهان  

  1 2,r r  2مركبان أي أن 4 0A∆ = −   :، وعليه الجذرين يأخذان الشكل التالي >

2 2

1 2

4 4
, (1.19)

2 2

A i B A A i B A
r r

− + − − − −
= =  

  :بإجراء تغيير التالي
24

,
2 2

A B A
p q

−
= −   :نحصل على (1.19)في العلاقة  =

1 2, (1.20)r p iq r p iq= + = −  

  : و عليه فإن

( ) ( )
1 2( ) , ( ) (1.21)p iq x p iq xy x e y x e+ −= =   

  :عليه فالحل العام بأخذ الشكل، و ن التأكد أنهما غير مرتبطان خطياويمك

( ) ( )
1 2( ) p iq x p iq x

gy x c e c e+ −= 1، وعليه + 2( ) cos sinpx pxy x c e qx c e qx= +  

   1.3.1 مثال

'':     لتكن المعادلة التفاضلية التالية   9 0y y− =                                                       

2:المعادلة المميزة تأخذ الشكل 9 0r − 1، وعليه للمعادلة المميزة جذران حقيقيين هما = 23, 3r r= −   ومنه   =

. :الحل العام يأخذ شكل الحالة الأولى أي من الشكل 1 2 3 3
1 2 1 2
r x r x x xy c e c e c e c e−= + = +  
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  :السلاسل الصحيحة. 2

  :مقدمة

  وسنركز أكثر النظيميو سنتطرق في هذا الفصل إلى دراسة سلاسل التوابع وأنواع تقاربها البسيط والمطلق والمنتظم   

  نعرج ثم الخواص التحليلية والجبرية لهاو دراسة السلاسل الصحيحة وتقاربها وكيفية حساب نصف قطر تقاربها  على

   .بتعريف الدوال التحليلية ثم نختمإلى قابلية نشر تابع إلى سلسلة صحيحة  

  :سلاسل التوابع. 1.2

    1.1.2 يفتعار 

: التطبيق المعرف بـ  *  ( , )f F E→ℕ ℂ  يدعى  متتالية توابع معرفة علىE ونرمز لها بالرمز( )nf حيث 

 ( )nf f n= و( , )F E ℂ اليةـــر الخـــــة الجزئية غيــة على المجموعــي مجموعة التوابع المعرفــهE نـــمℝ  والتـي  

  .ℂتأخذ قيمها في مجموعة الأعداد المركبة 

)لتكن *   )nU ℕ
  .ℝمن  Eمتتالية توابع ذات قيم عقدية معرفة على مجموعة غير خالية  

تسمى سلسلة التوابع ذات الحد العام  )1
nU ونرمز لها بالرمز

0

n

n

U
≥
}الثنائية  ∑ } { }( ),

n n
U S  المألفة من

}المتتاليتين  }nU و{ }nS ،
n
S  المجموع الجزئي من الرتبة يسمىn حيث:

0

n

n k

k

S U
=

=∑ 

السلسلة  )2
1

k

k n

U
∞

= +
للسلسة  nتدعى الباقي من الرتبة  ∑

0

n

n

U
≥
∑. 

   :التقارب البسيط لسلاسل التوابع. 1.1.2

  2.1.2 تعريف

 نقول عن سلسلة توابع  
0

( )n

n

U x
≥
  .Eمن xعند كل إذا كانت متقاربة Eببساطة علىأنها متقاربة  ∑

  .[9] )معيار كوشي للتقارب ببساطة لسلاسل التوابع( 1.1.2 نظرية

تتقارب سلسلة التوابع   
0

n

n

U
≥
  : ببساطة إذا وفقط إذا ∑

, 0, , , : ( ) ( )
m n

x E N n m m n N S x S xε ε∀ ∈ ∀ > ∃ ∈ ∀ ∈ > > ⇒ − <  ℕ ℕ  
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  :حيث  
1

( ) ( ) ( )m n k

k n

S x S x U x
∞

= +

− = ∑  

  3.1.2 تعريف

إذا كانت السلسلة   
0

n

n

U
≥
limفإن  Eمتقاربة ببساطة على ∑

n
n

S S
→∞

  . هو مجموع السلسلة =

  1.1.2 مثال

لتكن سلسلة التوابع التالية   
0

n
n

U
∞

=
::حيث ∑ ( ) n

n
x U x x∀ ∈ =ℝ.    

): بتطبيق معيار كوشي نجد )n
nU x x=   

1x من أجل*  limلأن ( تكون السلسلة المعطاة متباعدة < 1
n
x

→∞
limأي أن  < 0

n
x

→∞
≠.(  

1xمن أجل*    . تكون السلسلة المعطاة متقاربة >

و 
1

0

1
( ) ( )

1

nn

n k
k

x
s x U x

x

+

=

−
= =

−
1و منه  ∑

lim ( ) ( )
1

n
x
S x S x

x→∞
= =

−
   

عليه  و 
0

n

n

x
≥
1تتقارب ببساطة نحو ∑

1 x−
، ونكتب 

] [

.

0 1,1

1

1

C Sn

n

x
x≥ −

→
−∑.  

   :التقارب المطلق لسلسة التوابع .2.1.2

  4.1.2 تعريف

نقول عن سلسلة التوابع 
0

n

n

U
≥
إذا كانت السلسلة  Eأنها متقاربة مطلقا على ∑

0

n

n

U
≥
   .Eمتقاربة ببساطة على ∑

   :التقارب بانتظام لسلاسل التوابع .3.1.2

  5.1.2 تعريف

نقول عن سلسلة التوابع   
0

n

n

U
≥
إذا كانت متتالية المجاميع الجزئية  Eأنها متقاربة بانتظام على  ∑

nS متقاربة 

 :، وهذا يعنيSنحو تابع  Eبانتظام على 

0, , : ( ) ( )n
x E

N n n N Sup S x S xε ε
∈

 ∀ > ∃ ∈ ∀ ∈ > ⇒ − <  
ℕ ℕ  
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    [8] )معيار كوشي للتقارب بانتظام( 2.1.2نظرية   

حتى تكون سلسلة التوابع 
0

n

n

U
≥
∑  ،:nU E →ℂ  متقاربة بانتظام علىE يلزم ويكفي أن يكون:  

1

, 0, , : k

k n

x E N n m n N Uε ε
∞

= +

 
∀ ∈ ∀ > ∃ ∈ ∀ ∈ ≥ ≥ ⇒ < 

 
∑ℕ ℕ   

  :مي لسلاسل التوابعيظالتقارب الن. 4.1.2

  6.1.2 تعريف

إذا كانت السلسلة العددية  Eميا علىين سلسلة التوابع أنها متقاربة نظنقول ع  
0

n

n

U
≥
حيث  متقاربة ∑

( )sup
n

x
n

X

xU U
∈

C. ونكتب،  = N

n E
S S→.    

  [10] 3.1.2 نظرية

  .Eفهي متقاربة مطلقا وبانتظام على  Eعلى ميامتقاربة نظي كل سلسلة  

   :خواص مجاميع سلاسل التوابع. 5.1.2

  [8]  )خاصية الاستمرار( 4.1.2 نظرية

تكنل  
0

n

n

U
≥
∑، [ ]: ,nU a b →ℂ ]على  متقاربة بانتظام سلسلة توابع   ],a b إذا كانت كل التوابع ،

nU 

]مستمرة عند ]0 ,x a b∈ المجموع  فإنS عند للسلسلة مستمرة 
0x.  

  1.1.2نتيجة 

إذا كانت كل التوابع 
nU  مستمرة على[ ],a b  وكانت

0

n

n

U
∞

=
]على متقاربة بانتظام ∑ ],a b المجموع  فإنS 

]على  مستمر ],a b.  

  [10]  )خاصية قابلية المكاملة( 5.1.2 نظرية

لتكن
0

n

n

U
∞

=
∑ ، [ ]: ,nU a b →ℂ ]على  متقاربة بانتظام سلسلة توابع   ],a b  إذا كانت كل التوابع ،

nU قابلة  
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]على  للمكاملة  ],a b فإن:  

]. قابل للمكاملة على  S  - أ ],a b   

  - ب
0 0

( ) ( )

b b

n n

n na a

U x dx U x dx
≥ ≥

=∑ ∑∫ ∫.                      

 - ج
[ ]

.

0 0 ,

( ) ( )
x x

C U

n n
n na a a b

U t U t dt
≥ ≥

→∑ ∑∫ ∫.  

  

  [10] )خاصية قابلية الاشتقاق( 6.1.2 نظرية

 لتكن  
0

n

n

U
≥
∑،[ ]: ,nU a b →ℂ حيث سلسلة توابع:   

]  - أ ]( )1 ,
n

n U C a b∀ ∈. 

]توجد على الاقل نقطة    - ب ]0 ,x a b∈  0بحيث تكون السلسلة العددية

0

( )n

n

U x
≥
 .متقاربة ∑

  - ت
0

n

n

U
≥
]على المجال بانتظاممتقاربة  ∑ ],a b.  

فإن السلسلة 
0

n

n

U
∞

=
]متقاربة بانتظام على  ∑ ],a b  السلسلة مجموع ويكون

0

n

n

S U
∞

=

تمرار قابل للاشتقاق باس ∑=

]على  ],a b  ومشتقها : 
0 0

( ) ' ( )n n

n n

S U x U x
≥ ≥

′ ′ = = 
 
∑ ∑.  

  :السلاسل الصحيحة .2.2

  1.2.2 يفتعر 

)نعتبر متتالية الأعداد العقدية  )
n
a.  

وذات المعاملات  zنسمي السلسلة الصحيحة ذات المتغير العقدي*  
n
a  سلسلة توابع

0

n

n
n

a z
≥
∑.  

تدعى السلسلة*  
0

n

n
n

a z
≥
 .الصحيحة العقديةبالسلسلة  ∑

:التابع *   n

n n
U z a z∈ →ℂ هو الحد العام لسلسلة. 
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  :الصحيحةدراسة طبيعة السلاسل  .1.2.2

  .الصحيحة ما دامت السلاسل الصحيحة سلاسل توابع فإن كل ما طبقناه على هذه الأخيرة يطبق على السلاسل

  [11] )آبيل نظرية( 1.2.2 نظرية

إذا كانت السلسلة الصحيحة
0

n

n
n

a z
≥
متقاربة عند  ∑

0
0z     بحيث zفإنها ستكون متقاربة مطلقا من أجل كل ≠

0
z z<.  

   1.2.2ملاحظة 

zتعرف المجموعة   C∈  حيث
0

z z< على أنها القرص المفتوح المعرف بـ: . { }0 0
(0, ) :D z z z z= ∈ <ℂ    

  1.2.2 النظريةبرهان 

بما أن  
0

n

n
n

a z
∞

متقاربة فإن  ∑
0

lim 0
n

n
n
a z

→∞
0M، وهذا يعني وجود =  بحيث <

0

n

n
a z M≤.  

0 0

0 0 0

n n
n

n n n

n n nn

z z z
a z a z a z M

z z z
= = ≤ 

لكن
0

n

n

z

z
n حسب معيار المقارنة  بالتاليو ، سلسلة هندسة متقاربة ∑

n
n

a z∑ وبالتالي متقاربة على  متقاربة مطلقا

0
(0, )D z.  

  :1.2.2 نتيجة

nإذا تباعدت السلسلة  

n
n

a z
∞

عند∑
0
z فإنها تتباعد من أجل كلz حيث

0
z z<.  

  [8] 2.2.2 نتيجة

nإذا تقاربت السلسلة  

n
n

a z
∞

[في المجال ∑ [,a a− 0حيثa ]ميا على كل مجال، فإنها متقاربة ناظ < ],r r− 

aحيث  r>.  

  :  البرهان

r'نثبت أن    r a< 0M، يوجد > nبحيث <

n
a r M≤.  

  :آبيل نحصل على نظريةكما هو الحال في برهان نص 
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[ ], :
'

n

n

n

r
x r r a x M

r

 ∀ ∈ − ≤  
 

 

  .منه برهان النتيجةو 

  :مجال تقارب سلسلة صحيحةو نصف قطر  .2.2.2

} متقاربة { المجموعةنذكر أن  ••••
0

: n

n

n

z C a z
≥

∆ = ∈ لسلسة  يدعى حيز التقارب ∑
0

n

n

n

a z
≥
∑.  

   2.2.2 تعريف

بنصف قطر تقارب السلسلة الصحيحة  Rنسمي العدد الحقيقي الموجب  
0

n

n

n

a z
≥
.حيث ∑ { }sup /R z z= ∈∆  

     1.2.2 مثال

  الصحيحةلنعتبر السلسلة 
1

! n

n

n z
≥
∑     

lim ! n

n
n z

→∞
= }وعليه ،  ∞+ }0∆ 0Rو  = =.  

    :ق العملية لحساب نصف قطر التقاربالطر. 3.2.2

   ]11[ ''أدامارطريقة '': طريقة الأولىال ••••

nلتكن السلسة الصحيحة 

n

n

a z∑  وR نصف قطر تقاربها، عندئذ                                                                          :

1
, 0

0 ,

, 0

R

σ
σ

σ
σ

 < < +∞


= = +∞
 +∞ =



  

lim: حيث  sup n n
n

aσ
→+∞

=  

  [8]لبرهان علاقة أدامار أنظر :البرهان
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                                             ]9[ )قاعدة دالمبير: (الطريقة الثانية ••••
11 1

1 1 1 1
. .

lim lim lim lim
. .

nn n

n n n n

nn nn n n n
nn n n

a z a z a z a
L z z

aa z a z a z

++ +
+ + + +

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

 
= = = = = 

 
ℓ  

1
1z L< ⇔ <

ℓ
  

1:        نأخذ
R =
ℓ

  

   ]9[ )مقياس كوشي: (الطريقة الثالثة ••••

( )lim limn nn
n n

n n
L a z a z

→+∞ →+∞
= =        

  

L:                              أي  z= ℓ  

           *n

n

n

a z∑  1:    متقاربة مطلقًا إذا كان
. 1. 1z z L< ⇔ < ⇔ <ℓ

ℓ
  

      *n

n

n

a z∑ 1: متباعدة إذا كان
 1z L> ⇔ >

ℓ
  

1:                         و منه
R =
ℓ

         

  2.2.2مثال 

: لتكن السلسلة الصحيحة التالية   
1

1

(3 ( 1) )

n

n n
n

z
+∞

= + −
1: حيث  ∑

(3 ( 1) )
n n n
a =

+ −
 

1  :باستخدام علاقة أدمار نجد 1
lim sup

2
n

n
n

a
R →+∞

= 2Rهذا يعني أن  ، = =.   

: دراسة السلاسل الصحيحة الحقيقية من الشكل. 4.2.2
0

0

( )nn

n

a x x
≥

−∑   

نستطيع كتابة السلسلة 
0

0

( )nn

n

a x x
≥

على الشكل  ∑−
0

n

n

n

a y
≥
حيث  ∑

0x x y−   ، وعليه يكون نصف قطر=

نه فإن السلسلة ـــ، ومىـــه نصف قطر تقارب الأولــــثانية نفسة الـــارب السلسلـــتق
0

0

( )nn

n

a x x
≥

  تتقارب مطلقا على ∑−



   السلاسل الصحيحة: انيثالفصل ال

 

  19                                                                                                       

 

[المجال  [0 0,x R x R− 0xل ــة من  أجـــد هذه السلسلـــتتباعهو نصف قطر تقاربها، و  Rحيث  + x R− >   

]ميا على المجال يكما أنها تتقارب نظ ],a b  من] [0 0,x R x R− +.  

  2.2.2ملاحظة 

0xفي حالة    x R− فإن السلسلة  =
0

0

( )nn

n

a x x
≥

  .قد تتقارب أو تتباعد ∑−

     :سلاسل الصحيحةلالخواص التحليلية ل. 5.2.2

   [8] )استمرار مجموع سلسلة صحيحة( 2.2.2 نظرية 

اذا كانت   
0

0

( )nn

n

a x x
≥

)نصف قطر تقاربها و Rسلسلة صحيحة و ∑− )S x مجموعها عندئذ فإن( )S x  

[يكون مستمرا على المجال   [0 0,x R x R− +.  

  :البرهان

نعلم أن   
0( )nx a x x→ [و بالتالي على  Rمستمر على  − [0 0,x R x R−   كما أن  nمن أجل كل  +

السلسلة 
0

0

( )nn

n

a x x
≥

]متقاربة بانتظام على كل مجال  ∑− ],a b  من] [0 0,x R x R− ) ، وعليه فإن + )s x 

[مستمر على المجال  [0 0,x R x R− +.  

  [12] )المكاملةالاشتقاق و  قابلية( 3.2.2 ةنظري 

إذا كانت   
0

0

( )nn

n

a x x
≥

  :عندئذ فإننصف قطر تقاربها  Rسلسلة صحيحة و ∑−

) التابع  - أ )S x  يكون قابل للاشتقاق على] [0 0,x R x R− 1ومشنقته  +

0

1

'( ) ( )nn

n

S x na x x −

≥

= −∑. 

)  - ب )S x  قابل للمكاملة على[ ]0 ,x x  وتكامله ،
0

1

0

0

( ) ( )
1

x

nn

nx

a
S t dt x x

n

+

≥

= −
+∑∫ . 

  [10] 3.2.2نتيجة 

إذا كان 
0

0

( ) ( )n
n

n

S x a x x
≥

= :               فإن  ∑−
( )

0
( )

!

k

k

S x
a k N

k
= ∀ ∈   
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  :البرهان

)باشتقاق   )s x نجد:  

1 2 ( )

0 0 0
1 2

'( ) ( ) , ''( ) ( 1) ( ) ,......., ( ) ( 1)....( 1) ( )n n k n k

n n n
n n n k

S x na x x S x n n a x x S x n n n k a x x− − −

≥ ≥ ≥

= − = − − = − − + −∑ ∑ ∑

و بوضع 
0

x x=  نستنتج العلاقة مباشرة
( ) ( )

!

k

k

s x
a k N

k
= ∀ ∈.  

    :يات الجبرية على السلاسل الصحيحةالعمل. 6.2.2

  [12] 5.2.2 نظرية

لتكن   
0 0

   ,  n n

n n
n n

b x a x
≥ ≥
∑ قطرهما سلسلتين صحيحتين نصف  ∑

1 2,R R عندئذ التوالي على:  

) :هما هو السلسلة الصحيحةمجموع •••• )
0

n

n n

n

a b x
≥

ونصف قطرها  ∑+
1 2( , )R Min R R≥. 

 :  داؤهما هو السلسلة الصحيحةج
0 0 0

 n n n

n n n
n n n

a x b x C x
≥ ≥ =

    =   
   
∑ ∑ : مع  ∑

0

,
n n p p

n

C a b x R−
≥

= ∀ ∈∑  

والتي نصف قطرها 
1 2( , )R Min R R≥.  

   :قابلية النشر إلى سلسلة صحيحة. 7.2.2

  4.2.2 تعريف

)نسمي  )
( )

0
0

0

( )

!

n
n

n

f x
x x

n≥

في جوار  fبسلسة تايلور للتابع ∑−
0x وإذا كانت ،

0 0x   بسلسة fتدعى  =

  .ماكلوران

  [8] 1.2.2 قضية

  .كل سلسلة صحيحة هي سلسلة تايلور  

  5.2.2تعريف 

المعرف في جوار  fنقول عن التابع   
0x  أنه يقبل النشر إلى سلسلة تايلور في جوار

0x  0إذا وجدR >  
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)      : يحقق  )
( )

0
0

0

( )
( )

!

n
n

n

f x
f x x x

n≥

= −∑   ] [0 0,x x R x R∀ ∈ − +  

  [8] 6.2.2 نظرية

)ليكن    )f C ∞∈ [حيث   ∆ [0 0,x R x R∆= −   :عندئذ +

( )
( )

0
0

0

( )
: lim ( ) 0 ( )

!

n
n

n
x

n

f x
x R x f x x x

n→∞
≥

∀ ∈∆ = ⇔ = −∑  

)حيث  )nR x  هو باقي نشر تايلور من الرتبةn.  

  :البرهان

( )
( )

0
0

0

( )
( ) ( )

!

n
n

n

n

f x
f x x x R x

n≥

= −   .ومنه التكافؤ ينتج مباشرة  ∑+

  4.2.2نتيجة 

)إذا كان    )f C ∞∈ [حيث  ∆ [0 0,x R x R∆ = − 0Mفإنه إذا وجد عدد حقيقي  +   :بحيث <

( ): ( )nx f x M∀ ∈∆   .يقبل النشر إلى سلسلة صحيحة fعندئذ فإن  ≥

  :البرهان

):  بما أن )
( )

0
0

0

( )
( ) ( )

!

kn
k

n

k

f x
f x x x R x

k=

= − في جوار  f، وهو نشر تايلور للتابع   ∑+
0
x   

)و )( 1)

10 0

0

( )
( ) ( )

( 1)!

n

n

n

f x x x
R x x x

n

θ+
++ −

= −
+

0هو باقي لاغرانج و   1θ< <.   

:       إذا
1

1

0
( )

( 1)! ( 1)!

n
n

n

M M
R x x x

n n

δ +
+

≤ − ≤
+ +

                                                                  

limلكن  ( ) 0
n

n
R x

→∞
جوار  يقبل النشر إلى سلسة صحيحة في fعليه حسب النظرية السابقة فإن التابعو ، =

0
x.  

  :نشر بعض التوابع المألوفة. 8.2.2

i. ( ) cosf x x=   
( ) ( ) 1nn N x R f x∀ ∈ ∀ ∈ ≤  



   السلاسل الصحيحة: انيثالفصل ال
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    :لى سلسة صحيحة و نشره يأخذ الشكليقبل النشر إ fعليه و 

2 4 2

2( 1)
cos 1 ............................. .......

2! 4! (2 )!

n

nx x
x x

n

−
= − + + + 

ii. ( ) xf x e=   

2 3

1 .............. ( )
2! 3! !

n

x

n

x x x
e x R x

n
= + + + + +  

1و 
( ) ,0 1

( 1)!

x

n

n

e
R x x

n

θ

ϑ+= < <
+

   

1       عليه فإن                           و 
( ) 0

( 1)!

x

n

n

e
R x x

n

θ
+≤ →

+
 

  :   ومنه

2 3

1 .............. ...
2! 3! !

n

x x x x
e x

n
= + + + + +  

    :الدوال التحليلية .9.2.2

  6.2.2 تعريف

)نقول عن الدالة    )f x   أنها تحليلية عند النقطة
0
x لمجال، أي تتقارب في ارتايلو بسلسلة  إذا أمكن تمثيلها  

 
0

x x R− < .  

  3.2.2مثال 

1 لتكن الدالة  
( ) 2

2
f x x= +  

تحليلية عند النقطة   fالدالة  
0
0x   :لأنه يمكن كتابتها على شكل سلسلة من الشكل  =

0 21
( ) ( 0) 2( 0) 0( 0) .......0( 0) ....

2

nf x x x x x= − + − + − + − +  
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حل المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من الدرجة الأولى والرتبة الثانية حول النقطة . 3

  :الشاذة بطريقة فروبينيس

  :مقدمة

 لاتة من الدرجة الأولى والرتبة الثانية ذات المعـامــل المعادلات التفاضليــح صعبمن الحالات ي في كثير     

  حول النقطة العادية ـةـــالصحيحــ ة السلاسلـــالمعادلات باستخدام طريقهذه ل ـح إلىرق ـسنتط هــــــ، وعليرةـالمتغي

  .منتظمة بطريقة فروبينيس المنتظمة والغيرعلى النقطة الشاذة أكثر وسنركز 

حلول المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من الدرجة الأولى والرتبة الثانية باستعمال . 1.3

 :الصحيحة حول النقطة العادية السلاسل

    1.1.3 تعريف

  :الثانية التي تأخذ الشكل التالي لتكن المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة من الدرجة الأولى والرتبة  

( ) " ( ) ' ( ) 0 (3.1)P x y Q x y R x y+ + ,حيث ، = ,R Q P توابع تحليلية. 

. إذا كان (3.1)نقطة عادية للمعادلة  0xنقول أن *  0( ) 0P x ≠ : 

)0:إذا كان (3.1)نقطة شاذة للمعادلـة  0xنقول أن *  ) 0P x =. 

 :تحليليتين حيث 1ϕ،2ϕنقطة شاذة للمعادلة التفاضلية وكانت الدالتان  0xإذا كانت 

2
1 0 2 0

( ) ( )
( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( )

Q x R x
x x x x x x

P x P x
ϕ ϕ= − = −           .تسمى نقطة شاذة منتظمة 0xفإن النقطة ،  

     1.1.3مثال 

2  في المعادلة '' ' 0x y axy by+ + 0نلاحظ  أن  = 0x   بعد الحساب ،ة شاذة للمعادلة التفاضلية أعلاهنقط =

)1: نجد  )x aϕ )2و= )x bϕ 0وبالتالي ، دالتان تحليليتين = 0x   .نقطة شاذة منتظمة =

   [2] 1.1.3نظرية 

إذا كانت النقطة  
0x ادية للمعادلة التفاضلية التاليةنقطة ع:  

'' ( ) ' ( ) 0 (3.2)y q x y r x y+ + =  
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r,كانت الدالتان و  q   تحليليتين عند النقطة
0x  من الشكل (3.2)فإن الحل العام للمعادلة:  

0 0 1 1 2
0

( ) ( ) ( ) ( )n

n

n

y x a x x a y x a y x
∞

=

= − = +∑  

0حيث  1,a a 1ثابتان اختياريان و 2( ), ( )y x y xسلسلتان تحليليتان عند النقطة
0x  ومستقلتان خطيا، ونصف  

)تقارب كل منهما أقل من أصغر نصفي قطر تقارب السلسلتين  قطر  )p x  و( )r x.  

   [2] رانظ :البرهان

   [1] لإيجاد الحل عند النقطة العادية الطريقة العملية •

0: لـــمن الشك (3.2)نفرض في هذه الحالة أن حل المعادلة    
0

( ) ( )n
n

n

y x a x x
∞

=

=  يضو تعــــ، ثم نقوم بال ∑−

   xـوىـــــــــاملات قـــل وبمقارنـة معـــا سلاســـنحصـل على معادلة كـل حدوده (3.2)ة ـــه في المعادلــــــبهذا الحل ومشتقات

المختلفـة في طرفي المعادلة يمكن الحصـول على الـمعاملات
na  التـعويض بهذه المعاملات في الحل المفروضثم  

  .الحل في شكله النهائي نحصل على هذا

   2.1.3مثال 

'': لتكن المعادلة التفاضلية التالية   0y y+ =  

0حل هذه باستخدام السلاسل الصحيحة حول النقطة العادية  للبحث عن 0x   نفرض حل هذه المعادلة =

                               :من الشكل 
0

( ) n

n

n

y x a x
∞

=

=∑  

  :نقوم باشتقاق الحل المفروض مرة و مرتين نجد

                 2

2

''( ) ( 1) n

n

n

y x n n a x
∞

−

=

= −∑                 ،1

1

'( ) n

n

n

y x na x
∞

−

=

=∑  

)''بالتعويض و  ), '( ). ( )y x y x y x المعادلة التفاضلية السابقة نجد في: [ ]2
0

( 2)( 1) 0n

n n

n

n n a a x
∞

+
=

+ + + =∑  

[ ]2
0

( 2)( 1) 0n

n n

n

n n a a x
∞

+
=

+ + + =∑  
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  :يةتراجعال يغةلصفر نحصل على الصبا nxبمساواة معاملات و 

2( 1)( 2) 0n nn n a a++ + + =   ، 0,1,2........n =  

:وهو الحل العام للمعادلة العطاة ية نحصل علىتراجعة اليغوالي في الصتعلى ال   …n= 0,1,2بالتعويض عن 
   

2 2 1
0 1 0 1

0 0

( 1) ( 1)
cos sin

(2 )! (2 1)!

n n
n n

n n

a x a x a x a x
n n

∞ ∞
+

= =

− −
+ = +

+∑ ∑  

  :طريقة فروبينيس. 2.3

  :حالة النقطة الشاذة المنتظمة .1.2.3

   [2] 1.2.3 نظرية 

0xإذا كانت    x=  الأقل حل على شكل سلسلة فإنه يوجد على ، (3.1)نقطة شاذة منتظمة للمعادلة التفاضلية

) :لسلة فروبينيس تأخذ الشكل التالي، حيث سفروبينيس )0
0

n r

n

n

y a x x
∞

+

=

= )حيث∑− )0
0

n

n

n

a x x
∞

=

−∑

00متقاربة على المجال  x x R< −   .هو نصف قطر تقارب السلسلة Rو، >

  [2] البرهان

 :على الشكل التالي (3.1)نلاحظ أنه يمكن وضع المعادلة 

( ) '' ( ) ' ( ) 0 (3.3)L y y f x y g x y= + + =     

):                            حيث )
( )

( )

Q x
f x

P x
)و     = )

( )
( )

R x
g x

P x
)و   = ) 0p x ≠  

0نفرض أن 0x )، هذا يعني أن كلا من(3.3)للمعادلة منتظمة نقطة شاذة  = )xf x 2و ( )x g x  دالتين  

0 دن عنـــتحليليتي 0x  ثـــن حيـــن صحيحتيـــبسلسلتين تمثيلهما ــي أن يمكـــنعهذا ي، و =
0

( ) n

n

n

xf x A x
∞

=

=∑  

2و

0

( ) n

n

n

x g x B x
∞

=

  .أصغر مجال تقارب Rهاتان السلسلتان متقاربتان في مجال و ليكن ∑=

هو (3.3)نفرض أن حل المعادلة 
0

n r
n

n

y a x
∞

+

=

= 0: حيث ، ∑ 0a 1و ≠ 2, ,...... na a a ثوابت.  
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  :نجد  yنقوم باشتقاق

1

0

'( ) ( ) n r

n

n

y x n r a x
∞

+ −

=

= +∑    ,  2

0

"( ) ( )( 1) n r

n

n

y x n r n r a x
∞

+ −

=

= + + −∑  

)2كل من قيم  (3.3)بالتعويض في المعادلة  ), ( ), , ', ''xf x x g x y y y وضرب السلاسل في بعضها نجد  

  :التكرارية التالية العلاقة 

{ } [ ]2 2
0 0 0

0 0

( 1) ( )( 1) ( ) 0 (3.4)
n

r n r

n n m n m m

n m

r r A r B a x n r n r a r m A B a x
∞

− + −
− −

= =

 
− + + + + + − + + + = 

 
∑ ∑

  :المختلفة بالصفر نحصل على xبمساواة قوىو   

2     :بالصفر xمعادلة التعريف والتي تنتج من مساواة أصغر قوة لـ 
0 0(1 ) 0r A r B− − + =  

ولها جذران 
1 2,r r  يعينان بدلالة

0 0,A B.  

          :أيضاو  

{ } { }
1

0 0
0

( )( 1) ( ) ( ) 0 (3.5)
n

n n m n m m

m

n r n r n r A B a r m A B a
−

− −
=

+ + − + + + + + + =∑    

نلاحظ أنه يمكن كتابة معامل
n
a على الشكل التالي:  

 0 0 0( )( 1) ( ) ( 2 1 )n r n r n r A B n n r B+ + − + + + = + − −         

:          من معادلة التعريف نجد
1 2 01r r A+ = −    

هذا يعني أنه يمكن كتابة معامل  
n
a 1  : على الشكل 2( 2 )n n r r r+ − −        

(3.5)ومنه تصبح العلاقة                      :من الشكل  

{ }
1

1 2
0

( 2 ) ( ) 0 (3.6)
n

n n m n m m

m

n n r r r a r m A B a
−

− −
=

+ − − + + + =∑  

بـ  rللحصول على معاملات الحل الأول نعوض عن و 
1r  التكرارية التالية  العلاقةنجد  (3.6)في:  

{ }
1

1
0

( ) ( ) 0 (3.7)
n

n n m n m m

m

n n a r m A B aδ
−

− −
=

+ + + + =∑   

                                                :حيث
1 2r rδ = −.  
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  .ثم نقوم بالتعويض في الحل المفروض نحصل على سلسلة الحل الاول

  :نبرهن أنها متقاربة نقوم بما يليل، و ة لا تمثل شيء إن لم تكن متقاربةلكن هذه السلسل

)بما أن السلسلتين    )x f x  2و ( )x g x  متقاربتين من أجلx R< فإن لكل منهما قيمة محدودةk  

xمن هاتين القيمتين في المجال  أكبرو   r<  حيثr R<، هذا يعني أن:  

0

( ) n

n
n

x f x A x
∞

=

≤ 2و          ∑

0

( ) n

n
n

x g x B x
∞

=

≤∑  

xومن أجل  r= نجد:  

0

n

n
n

A r K
∞

=

و     ∑≥
0

n

n
n

B r K
∞

=

≤∑  

  : وبالتالي 

(3.8)
n n

K
A

r
و    ≥

n n

K
B

r
≤.  

  :نجد (3.8)التعويض بالعلاقة و   (3.7)التكرارية  العلاقةبأخذ القيمة المطلقة لحدود و 

               
1

1
0

( ) ( 1)
n

n m n m
m

K
n n a a r m

r
δ

−

−
=

+ ≤ + +∑  

بأخذ سلسلة معاملاتها و 
n
b تحقق العلاقة:     

1

1
0

( ) ( 1)
n

n m n m
m

K
n n b b r m

r
δ

−

−
=

+ = + +∑  

:  يكون
n n
a b< وبالتالي ، 

1

1
lim n

n
n

b

b r→∞
−

=.  

أي أن نصف قطر تقارب السلسلة 
0

n

n
n

b x
∞

=
، وهذا يعني أن السلسلةrهو ∑

0

n

n
n

a x
∞

=
xمتقاربة من أجل  ∑ R< 

1:وهو (3.1)بذالك نكون قد عينا أحد حلول المعادلة و 
1

0

( ) n r

n

n

y x a x
∞

+

=

=∑.  

  وهنا نميز ثلاث ،(3.6) في الصيغة التكرارية 2rبـ rأما لتعيين الحل الثاني نعوض في الصيغة التكرارية  بدل

  :والتي تبينها النظرية التالية حالات 
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  [5]  )نظرية فروبينيس( 2.2.3 نظرية

0xلنفرض أن   x=  1وأن  (3.1)نقطة شاذة منتظمة للمعادلة التفاضلية 2,r r  الخاصةهما جذرا معادلة التعريف  

1حيث  (3.1) بالمعادلة التفاضلية 2r r≥   .  

 : الحالة الأولى •

1إذا كان الجذران       2,r r  حلان (3.1)فإن للمعادلة التفاضلية والفرق بينهما ليس عدد صحيحا مختلفين  

1  :مستقلان من الشكل  2
1 0 2 0

0 0

( ) ( ) , ( ) ( )n r n r

n n

n n

y x a x x y x b x x
∞ ∞

+ +

= =

= − = −∑ ∑.    

 :الحالة الثانية •

1جذران ــإذا كان ال      2,r r من لانــــلان مستقـــح (3.1)ادلة ـــفإن للمعالفرق بينهما عدد صحيحا موجبا ، و نـــمختلفي  

1  :الشكل  2
1 0 2 1 0 0

0 0

( ) ( ) , ( ) ln( ) ( )n r n r

n n

n n

y x a x x y x Ay x x b x x
∞ ∞

+ +

= =

= − = − + −∑ ∑   .ثابت Aحيث،  

 : الحالة الثالثة •

1إذا كان الجذران       2,r r 1، بمعنى أن يكون مكررين 2r r α=   حلان (3.1) ، إذا فإن للمعادلة التفاضلية=

. :مستقلان من الشكل   1 0 2 1 0 0
0 0

( ) ( ) , ( ) ln( ) ( )n n

n n

n n

y x a x x y x y x x b x xα α
∞ ∞

+ +

= =

= − = − + −∑ ∑  

حيث 
0

0a 0و  ≠ 0b   . في الحالات الثلاثة ≠

  :البرهان

باعتبار  
0 0x   : ت الثلاثة الآتيةفي برهان الحالا =

  [2] الحالة الأولى •

كون 
1 2r rδ = عدد غير صحيح في هذه الحالة يتناظر جذر معادلة التعريف  −

2r على نمط سلسلة الحل الأول 

2  أن أي
2

0

( ) n r

n

n

y x b x
∞

+

=

  .الثاني مستقلان خطياواضح أن الحلان الأول و ، ∑=
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 [2]  الحالة الثانية •

وعليه ،الرتبة إلى طريقة تخفيض لمعرفة الحل الثاني نلجأ •
( )

2 1 2

1

( ) ( )
f x dx

e
y x y x dx

y

−∫
= حسب نظرية ( ∫

  ).الفصل الأول 1.2.4

بأخذ بعين الاعتبار
1 2 01r r A+ = أيضا ، و  −

1 2r r δ− ينتج  =
0 11 2A rδ= −   :لدينا، و −

[ ] [ ] [ ]0 1 1 1 11
..... 2 1( ) ........ ........2 1

n
n

dx dx
A A x A x rf x dx A dx A dxrx xe e e e x e

δ δ
 − + + − − −− − + − +  − −∫ ∫∫ ∫ ∫= = =  

  :  الحل الثاني يأخذ الشكلوعليه 

 2 1 1

( )
(3.9)

g x
y y

x δ+
= ∫  

  :                            حيث
2

1 1( ....)

2

0

( )
A x A x dx

n

n
n

e
g x

a x

− + +

∞

=

∫
=

 
 
 
∑

  

)نلاحظ أن )g x  0دالة تحليلية عند النقطةx 0لأن  = 0a )، وبالتالي يمكن كتابة فرضا ≠ )g xعلى شكل  

أي  سلسلة
0

( ) n

n

n

g x g x
∞

=

)، بالتعويض عن ∑= )g x  نجد (3.9)في العلاقة:  

1

2 1
0

n

n
n

y y x g x dxδ
∞

− −

=

= ∑∫  

بملاحظة أن معامل 
n
g  لماn δ=  1هي

x
1تكامل ، و  

x
lnهو   x 2، فإن ( )y x يأخذ الشكل التالي:  

                                
1

2 1
0 1

( ) lnn nn n

n n

g g
y x y x g x x

n n

δ
δ δ

δ
δδ δ

− ∞
− −

= = +

 = + + − − 
∑ ∑  

2ومنه 

2 1
0

( ) ( ) ln n r

n
n

y x g y x x b xδ

∞
+

=

= 2، وعليه∑+

2 1
0

( ) ( ) ln n r

n
n

y x Ay x x b x
∞

+

=

= +∑.  

 [15]  الثالثةالحالة  •

لدينا 
0

n

n

n

y a x
∞

=

)أي أن (3.3)حل للمعادلة  ∑= ) 0L y )؛ نقوم باشتقاق = )L y  جزئيا بالنسبة لـr نجد:  
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0

0n r

n

n

L a x
r

∞
+

=

∂  
= ∂  

∑ ، وعليه   
0 0

ln 0n r n rn
n

n n

da
L x a x x

d r

∞ ∞
+ +

= =

 
+ = 

 
∑ ∑  

1rوبالتعويض  r=  1تصبح العلاقة من الشكل 1

0 0

ln 0n r n rn
n

n n

da
L x a x x

d r

∞ ∞
+ +

= =

 
+ = 

 
∑ ∑   

1وعليه 
2 1

0

ln n r

n

n

y y x b x
∞

+

=

=   .(3.3) هو حل ثاني للمعادلة التفاضلية  ∑+

الرتبة الثانية حول النقطة الشاذة المنتظمة بطريقة و  ادلة تفاضلية من الدرجة الأولىالطريقة العملية لحل مع

  :فروبينيس

  :الخطوات في النقاط التاليةهذه كن اختصار مي

 فإذا كانتا تحليليتين 1ϕ،2ϕنتأكد أن النقطة شاذة منتظمة للمعادلة المعطاة وذلك من خلال النسبتين  •

  .النقطة المدروسة شاذة منتظمةتكون 

0نفرض أن الحل من الشكل  •
0

( ) ( )n r

n

n

y x a x x
∞

+

=

=  المعادلة نعوض بالحل المفروض ومشتقاته فيو  ∑−

 .لمطلوب حلهاا

  الأخرى  نقوم بمساواة  معاملات أصغر أس بالصفر فنحصل على معادلة التعريف ثم نقوم بمساواة القوى •

بالصفر فنحصل على الصيغة التكرارية لمعامل  المختلفة
na.  

1حيث نعتبر 2rو 2rعلىبعد حل معادلة التعريف نحصل الجذريين  • 2r r≥  ثم نعوض الجذر الأكبر في

  .الأولالتكرارية فنجد الحل  علاقةال

في الصيغة التكرارية ونستنتج الحل  2rعددا غير صحيح نعوض عن  2rو 2rاذا كان الفرق بين الجذرين  •

 .الثاني

  المعاملات في الصيغة التكرارية ونوجد 2rعددا صحيح نعوض عن  2rو  2rاذا كان الفرق بين الجذرين   •

1 2, ,.............,a a aδ أما اذا كانت، فإذا كانت جميعها معينة نستنتج الحل الثانيaδإلى طريقة غير معينة نلجأ  

  .تخفيض الرتبة

1إذا كانت • 2r r=1لإيجاد حل مستقل خطيا عنyنقوم بالاشتقاق الجزئي بالنسبة الىr ثم نحسب قيمة هذا  
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1rالجذر عند  r= 2فتكون هي الحل الثاني ( )y xحيث: .
12

( , )
( ) r r

y x r
y x

r
=

∂
=

∂
  

1 :بذالك يكون الحل العام  من الشكل و  1 2 2( ) ( ) ( )y x c y x c y x= +  

      1.2.3مثال 

  :بطريقة فروبينيسلنبحث عن حل المعادلة التفاضلية التالية 

22 " ( 4 ²) ' (2 1) 0; 0 (3.10)x y x x y x y x+ + + − = >  

0نلاحظ أن  0x 0، نبحث الآن فيما إذا كانت المعطاةشاذة للمعادلة التفاضلية هي نقطة  = 0x   نقطة شاذة =

  : غير منتظمةو منتظمة أ

  :بعد الحساب نجد

           1 0

( ) 1
( ) ( ) 2

( ) 2

Q x
x x x x

P x
ϕ = − = + 2     و        

2 0

( ) 1
( ) ( )

( ) 2

R x
x x x x

P x
ϕ = − = −       

1إن الدالتين  2( ), ( )x xϕ ϕ  0تحليليتان عندx 0xفالنقطة  يه، وعل=   ، وبالتاليهي نقطة شاذة منتظمة =

. :يمكن فرض حل فروبينيس 
0

( ) n r

n

n

y x a x
∞

+

=

=∑  

)باشتقاق  )y x نجد:  

1

0

'( ) ( ) n r

n

n

y x n r a x
∞

+ −

=

= +∑    ,  2

0

"( ) ( )( 1) n r

n

n

y x n r n r a x
∞

+ −

=

= + + −∑  

,بالتعويض عن  ', "y y y  نجد (3.10)في المعادلة:  

0 0 0 1 1
1

1 1 1 1
[( ( 1) ] [( )( 1) ( ) 2( 1 ) ] 0

2 2 2 2
r n r

n n n n n

n

r r a ra a x n r n r a n r a n r a a a x
∞

+
− −

=

− + − + + + − + + + − + + − =∑    

:                            هذا يعني أن
1 1

( 1) 0
2 2

r r r− + − =  

1 1
1

1 1
[( )( 1) ( ) 2( 1 ) ] 0 (3.11)

2 2
n r

n n n n n

n

n r n r a n r a n r a a a x
∞

+
− −

=

+ + − + + + − + + − =∑
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1حل معادلة التعريف يعطي  2

1
1,

2
r r= = 1بما أن .  − 2

3

2
r r− ، إذا شكل الحل ينطبق مع الحالة الأولى من  =

  .نظرية فروبينيس

  :التراجعية التالية علاقةصل على النح  (3.11)من العلاقة 

1

2(2 1)

(2 3) 4n n

n
a a

n n
−

− +
=

+ +
  

1التراجعية عن  علاقةثم نعوض في ال 1r r=          :  على الحل الأول والذي يأخذ الشكلنحصل  =

  :إذا فإن الحل الأول هو

1
1 0

0

( 1) 2
( ) 3

!(2 3)

n n
n

n

y x a x
n n

∞
+

=

−
=

+∑  

2للحصول على الحل الثاني. ثابت اختياري غير صفري 0aحيث  ( )y xالعامة ة التراجعيةعلاق، نعوض في ال  

2عن 

1

2
r r= = فنحصل على معاملات  −

nb تأخذ الشكل الخاصة بالحل الثاني والتي:  

              1,2,...n =              1

4( 1)

(2 3)n n

n
b b

n n
−

− −
=

−
  

n....,1,2,3وبالتعويض عن     التراجعية يمكن أن نحصل على الشكل النونية علاقفي هذه البالترتيب  =

للمعاملات 
nb، 1ا بالتعويض عن ـفإذا بدأنn 1د أن ـنا نجـفإن = 0b   nة قيم ـالتعويض ببقي رار فيـــــوبالاستم ،=

2  ما يلــي دــنج  3 ... 0b b= =   :التالي الشكل ، الأمر الذي يعني أن الحل الثاني يأخذ=

                  
1 1 1 1

02 2 2 2
2 0 0

0 1

( ) 0
n n

n n

n n

b
y x b x b x b x b x

x

∞ ∞− − − −

= =

= = + = + =∑ ∑  

1                                    :وعليه 0
0

0

( 1) 2
( ) 3

!(2 3)

n n
n

n

b
y x a x

n n x

∞
+

=

−
= +

+∑  

 [4]  حالة النقطة الشاذة غير المنتظمة . 2.2.3

0x  إذا كانت     1، نفرض أنكبيرة جدا xنقطة شاذة غير منتظمة نبحث عن الحل عندما تكون =
w

x
  ثم =
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0wنعوض في المعادلة التفاضلية إذا كانت     ةـون نقطة عاديـكت ∞عند  xنقطة عادية أو شاذة منتظمة فإن  =

  وعليه ،كبيـر جدا xى أنـبمعن ر جداـــصغي wابقة حيث نلاحظ أنــطرق السـة بالــل المعادلـ، وتحةـمنتظم أو شاذة 

0w  تـول إذا كانـــونق    لها نقطة عـادية أوتكون فإن المعادلة   ،نقطة عادية أو شاذة منتظمة للمعادلة المحوّلة =

)منتظمة عند شاذة  )∞.  

    2.2.3ل مثا

  :لتكن المعادلة التفاضلية التالية

3 24 " 6 ' 0 (3.12)x y x y y+ + =  

0عند النقطة الشاذة (3.12)لإيجاد حلول المعادلة التفاضلية  0x =   

2 :بالحساب نجد  0

( ) 3
( )

( ) 2

Q x
x x

P x
ϕ = − 2و         =

1 0

( ) 1
( )

( ) 4

R x
x x

P x x
ϕ = − =  

نلاحظ أن 
1ϕ 0غير تحليلية عند النقطة 0x 0وهذا يعني أن  = 0x   (3.12)لـ نقطة شاذة غير منتظمة =

  :ة  المعطاة نقوم بالتغيير التاليلإيجاد حلول المعادل

 1 1
w x

x w
= ⇒ =  

1
²

²

dy dy dw dy dy
w

dx dw dx x dw dw
= = − = −  

4 3² 1 ² ²
² ² 2 2

² ² ² ²

d y d dy dw d y dy d y dy
w w w w w

dx dw dw dx x dw dw dw dw

−   = − = − − = +      
  

  :نجدبالتعويض في المعادلة التفاضلية المعطاة 

²
4 2 0 (3.13)

²

d y dy
w y
dw dw

+ + =                                                              

0wوعليه فإن    وبالتالي فإن النقطة عند الملا نهاية تكون نقطة شاذة، (3.13)نقطة شاذة منتظمة للمعادلة  =

  .(3.12)منتظمة للمعادلة  
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نفرض أن 
0

n r

n

n

y a w
∞

+

=

  :نجد(3.13)مرة ومرتين و التعويض في yباشتقاق ∑=

1 1

0 0 0

4 ( )( 1) 2 ( ) 0n r n r n r

n n n

n n n

a n r n r w a n r w a w
∞ ∞ ∞

+ − + − +

= = =

+ + − + + + =∑ ∑ ∑  

1    : الاختصار نحصل على معادلة التعريفو بمساواة معاملات أقل أس بالصفر   2

1
0,

2
r r= =                   

1nوبمساواة قوى rw +   : نحصل على الصورة التكرارية −

 1

1
, 1

( )(4 4 2)n na a n
n r n r

−

−
= ≥

+ + −
          

1بالتعويض في الصيغة التكرارية عن و  0r r= 1  :نجد =

1

(4 2)n na a
n n

−

−
=

+ −
  

 :أي أن
2 3

1 0 2 0 3 0 0

1 ( 1) ( 1) ( 1)
, , ,...............,

2! 6! 7! (2 )!

n

n
a a a a a a a a

n

− − − −
= = = =   

بعد تعويض و 
n
a   1وr نجد الحل الأول من الشكل التالي:  

1 0
0

( 1)
( )

(2 )!

n
n

n

y w a w
n

∞

=

−
= ∑ 

2للبحث عن الحل الثاني نعوض عن و  

1

2
r r= التكرارية مع أخذ سلسلة حدودها  علاقةفي ال =

n
b نجد:  

                                                    1

1
, 1

(2 1)(2 )n nb b n
n n

−

−
= ≥

+
  

  :ي أنأ
2 3

1 0 2 0 3 0 0

1 ( 1) ( 1) ( 1)
, , ,...............,

3! 5! 7! (2 1)!

n

n
b b b b b b b b

n

− − − −
= = = =

+
  

          :الحل الثاني يأخذ الشكل التاليبعد تعويض و 
1

2
2 0

0

( 1)
( )

(2 )!

n
n

n

y w b w
n

∞ +

=

−
= ∑  

  :هو (3.13)بالتالي فإن الحل العام للمعادلة و 

1

2
1 2

0 0

( 1) ( 1)
( )

(2 )! (2 )!
n

n n
n

n n

y w C w C w
n n

∞ ∞ +

= =

− −
= +∑ ∑  
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Résumé  

Nous avons traité dans cette mémoire la solution de l'équations différentielle 

linéaire hétérogène de première vitesse et deuxième ordre autour du point 

anormale de méthode Frobunius, et pour résoudre cette équation, nous devons 

comprendre le concept du  point régulière et irrégulière, et la solution doit être 

sous la forme d'une série entière; donc d' étudier la nature des séries et le type de 

convergence avec la définition des fonctions analytiques ; ainsi nous prenons en 

charge  des généralités sur les équations différentielles et les résoudre par des 

méthodes normal.                                                                   

  ملخص المذكرة

تناولنا في ھذه المذكرة حل المعاد)ت التفاضلية الخطية المتجانسة من الدرجة ا�ولى والرتبــــة الثانية حول النقطة 

ولحل ھذه المعادلة نحتاج إلى مفھوم النقطة الشاذة المنتظمة وغير المنتظمة  والحل  ،''فروبينيس''الشاذة بطريقة 

المفروض يكون على شكل سلسلة صحيحة فوجب دراسة طبيعة السBسل  ونوع تقاربھا مع تعريف الدوال التحليلية كما 

 .   تعرضنا إلى عموميات حول المعاد)ت التفاضلية  وحلھا بالطرق العادية

  

  

  

  

  

    

  

  

    

  

  

  

    

      

  

  

Summary  

We treat in this note the solution of linear differential equations 

heterogeneous first grade and  second grade about the abnormal point 

in a way of Frobunius and to solve this equation we need the concept 

of abnormal point regular and irregular, and the solution should be in 

the form of true series and should study the nature of the series and 

the type of convergence with the definition of analytic functions as we 

were to generalities about differential equations and solve it by 

normal methods.                                                  

 طريقة فروبينيس، نقطة شاذة منتظمة وغير منتظمة، سلسلة صحيحة، الدول التحليلية: الكلمات المفتاحبة

 , point régulière et irrégulière, série entière, fonction analytique.   niusuméthode Frob: mots clés  

way of Frobunius, point regular and irregular, true series, analytic : Key words

functions . 
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