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INTRODUCTION GENERALE

La théorie des opérateurs linéaires d’un espace de Hilbert vers autre espace de Hilbert constitue un
lieu de rencontre privilégié pour diverses disciplines des domaines des mathématiques. Les opérateurs
linéaires continus d’un espace de Hilbert vers autre forment une classe assez particuliere des opérateurs
linéaires d’un espace vectoriel normé vers autreespace vectoriel normé.

La premiere partie du premier chapitre est consacrée a ’appel des espaces et sous-espaces linéaires,
ainsi que des groupes linéairement indépendants, et des sous-espaces générés. On se souvient des
espaces métriques, des espaces normatifs, et dans les espaces de Hilbert, citons des produits scalaires,
des bases orthogonales, des bases orthogonales et orthogonales, on parlera de quelques propriétés de
base : comme 1’égalité des parallélogrammes, ainsi que la théorie des orthogonales projection d’un
point quelconque sur un sous-ensemble fermé et convexe de ’espace de Hilbert et étude générale du
spectre et L’image numérique et quelques définitions des classes opérateur.

Dans le deuxiéme chapitre, on présente les définitions et les propriétés générales des opérateurs linéaires
continus normaux d’un espace de Hilbert vers le méme espacede Hilbert On donne la définition des
opérateurs linéaires continus normals et les propriétés structurelles associés ( norme ,image ).

On définit aussi quelques classes des opérateurs linéaires continus normaux .Citons : opérateurs positifs
,opérateurs projecteurs ,opérateurs auto-adjoints, opérateurs compacts.On explique dans la méme
occasion les relations entre les des opérateurs linéaires continus normaux et les opérateurs normaux.
Le troisieme chapitre s’occupe de deux applications sur ce qui nous avons étudié dans les deux chapitres
précédant, ces application sont illustrées par les propriétés structurelles citées aux chapitre un et
chapitre deux.

La premiere application concerne des résultats trouvés sur la représentation d’'un opérateur linéaire
continu normal sur un espace de Hilbert séparable ( on considére une base orthonormée puis on trouve
la propriétés matricielle des opérateurs linéaires continus normals associés.On trouve enfin des résultats
sur le spectre opérateur linéaire continu normal sur un espace de Hilbert séparable

La deuxieme application s’occupe principalement sur I’étude des opérateurs intégraux continus et le
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noyau de ce type des opérateurs intégraux aussi on fait le calcul des normesdes opérateurs intégraux
et les conditions permettant que ces opérateurs integraux soient normals dans ce cas on trouvera
facilement le spectre de ces opérateurs intégraux . On met ’accent sur un opérateur intégral a noyau

normal continu.
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NOTATIONS GENERALES

Espaces normes

Espace de Hilbert .

Produit scalaire, ||| La norme, | .| la valeur absolue, d(.,.) distance.
L’opérateur linéaire .

L’espace des opérateurs linéaires sur ’espace de Hilbert H.
L’espace des opérateurs linéaires bornés sur ’espace de Hilbert H
L’inverse de 'opérateur A.

L’adjoint de 'opérateur A.

Opérateur Intégral de Noyau

FEnsemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients complexs.
Ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réel.
Opérateur Identité.

Orthogonal de A.

L’image de 'opérateur A.

Le noyau de 'opérateur A.

L’ensemble résolvante de 'opérateur A.

La résolvante de l'opérateur A.

Le spectre de 'operateur A.

Le spectre ponctuel de 'operateur A.

Le spectre résiduel de 'operateur A.

Le spectre continu de 'operateur A.

Le rayon spectral de I'operateur A.



TABLE DES MATIERES

ii

Notations générales ii
1 Préliminaires 1
1.1 Espaces normés . . . . . . . ..o e e e e e 2
1.2 Espacede Hilbert . . . . . . . . . . 2
1.2.1 Produit scalaire . . . . . . . . . 2

1.2.2  Quelques propriétés . . . . . . .. 4

1.2.3 Orthogonalité . . . . . . . . . . . . e 5

1.2.4 Bases orthonormales . . . . . . . . . ... 6

1.3 Opérateurs linéaires et bornés sur un espace de Hilbert . . . . . . . . .. ... ... .. 6
1.3.1 Opérateurs lindaires . . . . . . . . . . . . . e 6

1.3.2 Opérateurs linéaires bornés . . . . . . . . . . . . . ... o 7

1.3.3 Puissance d’un opérateur . . . . . . . . . . . ... 9

1.3.4 L’inverse d'un Opérateur linéaire bornée . . . . . . . . . .. .. .. ... ... 10

1.4 Convergence sur L(H) . . . . . o o oo i 11
1.5 Théoremes générales . . . . . . . . .. 12
1.6 Spectre d’un opérateur linaire borné . . . . . . . ... .. L. 14
1.6.1 Définitions générales . . . . . . . . . . 14

1.7 Image numérique . . . . . . . ... oL e e 15
1.8 Les classe d’opérateur . . . . . . . . . . . .. e e 16

2 Opérateurs normaux 17
2.1 Opérateurs linéaires bornés adjoints dans les espaces de Hilbert . . . . . . . ... ... 18
2.1.1 Définition et exemple . . . . . . ..o 18

vi



TABLE DES MATIERES Table des matiéres

2.1.2  Propriétés 'opérateur adjoint . . . . . . . . .. . ... 18

2.2 Opérateurs linéaires bornés normaux dans les espaces de Hilbert . . . . . .. .. ... 24
2.2.1 Définition et exemple . . . . . ..o 24
2.2.2 Propriétés des opérateurs normaux . . . . . ... .. e e e e 24

2.3 La relation entre 'opérateur normal avec autres classes des opérateurs . . . . . . . .. 27
2.3.1 Relation entre opérateur normal et un opérateur auto-adjoint . . . . .. ... 27
2.3.2 Relation entre opérateur normal et un opérateur hyponormal . . . . . .. . .. 28
2.3.3 Relation entre opérateur normal et un opérateur n-normal . . . ... ... .. 29
2.3.4 Relation entre opérateur normal et un opérateur positif . . . . ... ... ... 29

2.4 Théorie spectrale des opérateurs normaux . . . . . . . . . .. ..o 30
2.4.1 Lespectre continu . . . . . . . ..o L e 32
2.4.2 Le spectre résiduel . . . . . ... oL 33

2.5 Image numérique d’un opérateur normal . . . . . . .. ..o oL 34
2.5.1 Relation entre I'image numérique et le spectre d’un opérateur . . . . . . . . .. 34

3 Applications 36
3.1 Représentation d’ un opérateur . . . . . .. .. Lo 37
3.1.1 Représentation d’un opérateur sur un espace de Hilbert séparable. . . . . . . . 37
3.1.2 Polynoéme caractéristique . . . . . . ... Lo 38
3.1.3 Matrices diagonales . . . . . . . ... 40

3.2 Opérateurs intégraux, propriétés et étude spectrale . . . . . . . . ... ... ... ... 43
3.2.1 Opérateur Intégral . . . . . . ... 43
3.2.2  Normes des opérateurs intégraux sur L>(Z) . . . . . . .. ... ... .. 43
3.2.3 Opérateur intégral a noyau normal continu . . . . . .. ... ... ... ..., 44
Bibliographie 54

vii



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

La premiere partie du premier chapitre est consacrée a ’appel des espaces et sous-espaces linéaires,
ainsi que des groupes linéairement indépendants, et des sous-espaces générés. On se souvient des
espaces métriques, des espaces normatifs, et dans les espaces de Hilbert, citons des produits scalaires,
des bases orthogonales, des bases orthogonales et orthogonales, on parlera de quelques propriétés de
base : comme 1’égalité des parallélogrammes, ainsi que la théorie des orthogonales projection d’un
point quelconque sur un sous-ensemble fermé et convexe de I'espace de Hilbert et étude générale du

spectre et I'image numérique et quelques définitions des classes opérateur.



Chapitre 1 Préliminaires

1.1 Espaces normés

Définition 1.1.0.1
Soit E un espace linéaire sur K(R or C). On appelle semi-norme sur E, une application P : E — R4,

telle que pour tout p,» € E et \€e K on a :

1) P(Ap) =] A | P(yp), (propriété d’homogénéité absolue).
2) Ple+v) <Pe) +P), (propriété de sous-additivité).
Il est clair que P(0) = 0.

Un espace linéaire E muni d’une semi-norme s’appelle espace semi-normé.

Définition 1.1.0.2

Soit E un espace linéaire sur K. On appelle norme sur E, une application
II.|: B — Ry, telle que || . || est une semi-norme pour E et de plus

3) || ¢ ||=0 si et seulement si ¢ = 0.

Un espace linéaire E muni d’une norme s’appelle espace normé, noté par (E,| . ||).

Ezxemple 1.1.0.1

L’espace C([0,1], E) est normé, lorsqu’il est muni d’une les normes suivantes :

1
1 f = [ 1@

2. |l £ lla= (/01 \f(t)]th)é.

3| f llo= sup [f(t).
te(0,1]

Définition 1.1.0.3 (Espace de Banach)
Un espace de Banach est un espace linéaire normé complet.
Note : On dit qu’un espace normé (E, || . ||) est complet si toute suite de Cauchy de E est convergente

dans E.

Exemple 1.1.0.2

L’espace E = C([a,b],R™) des fonctions continues de [a,b] dans R™. Le nombre

If = max | ) |

ot | .| est la norme dans R™, définit une norme rendant (E,|| . ||) un espace de Banach.

1.2 Espace de Hilbert

1.2.1 Produit scalaire

Définition 1.2.1.1
Soit X un C -espace vectoriel, s’il existe un nombre complexe ¢ =< @, > pour tout couple des

vecteurs @ et Y dans X qui vérifient les conditions suivantes :
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1L.VpeX<p,p>>20 e <p,p>=0&¢p=0.
2. <, >=<1, o> VYo, ecX.

3. <p+Y,d>=<p, 0>+ <P, p>, Vo etpeX.
4. <A, >= A<, >, Vo, eX et VA e C.

Alors < p, 1) > est dit produit scalaire de ¢ et 1) outrement dit que (X, <,>) est un espace prehilbertien.

Définition 1.2.1.2

On appelle espace prehilbertien tout espace vectoriel muni d’un produit scalaire et on pose

loll = vV< e, o>

(X, <,>) est un espace vectoriel normé.

Définition 1.2.1.3
Un espace préhilbertien complet muni de la norme induit par le produit scalaire est dit espace de

Hilbert.

FExemple 1.2.1.1

1. Sur H = R"™. L’application
< .. >R'xR"—R
n
(z,y) — > =25y,
j=1
2. Soit H = C". L’application
<.,.>C"xC'"—C
n .
(z,y) — Z = TkYk
k=1
3. Soit

n>0

H=1= {x = (Tn)p>o Z EMERS oo}

L’application
< . > HxH—C

(@,y) — > Taln
n>0

4. Soit
H =L*R) ={f: R — C mesurable et [ |f(x)|*dr < 0o}

L’application
<.,.>HxH—C

(Fg)— [ rayglards

son des produits scalaires.
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1.2.2 Quelques propriétés

e Inégalité de Cauchy-Schwarz : Pour touts ¢, € X, on a

DI < (/s o)\ (¥, ). (1.1)

Preuve : L’inégalité (1.1) est trivialement satisfaite si (p,) = 0.

Nous supposons donc que (p,1) # 0. Alors nous obtenons

e ey e ey >
(o, 0) N )V, ) Vg, ) e, V)V W, ¥)
P (0] +1
IERVARVRVICIRT)
donc
2l ) 2/, ¥)|
R e Y T S ey W/ e

= (o, )| < /@, o)\ (¥, ).

Généralisation  (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soient X un K-espace vectoriel et S une forme sesquilinéaire hermitienne positive sur X. Alors,

on a inégalité de Cauchy-Schwarz :

Vo € X, IS, 9)| < /S(e, /S8, ). (1.2)

Corollaire 1.2.2.1

Preuve :

e Loi du parallélogramme : Pour tout ¢,y € X, on a

le+v 12+ 1e—wlP=2(l¢ >+ 114 (1.4)
Preuve :
En effet
le+y 12+ le—v I =(p+v,0+9) + {0 —v,0 )
= (p,0) + (0, ¥) + (¥, ) + (¥, ¥)
+ (@, 0) = (0, ¥) = (¥, ) + (b, ¥)
=2(l¢ I>+ 119 1.
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e Identité de polarisation :

Sotent p,1 € K(R ou C). On peut montrer que

<¢w>—{ Flo+01P = llo = 9IP) +i (o + il = llp = i]?) dons €
’ o 1
14

(e + 2l =l — ¢II?) dans R.

Preuve :

Yo, € C. On a :

1 [l +9I? = lle = ¥l1?) +i (le + il — lle — iv]?)] =
<P o>+ <P >+ <>+ <thp>—<p,e>— <, h >+ <,p>+ < p,h >)+
(< 0,0 >+ <@ ith >+ <ith, o> +ii <, > — < @,0>—ii <P, >+ < i >+ < ih, o >)]
:%[2<907¢>+2<<P7¢>+2<907¢>—2<<Pa¢>]:<807¢>

Vo, € R. On a :
(e +o? =l —I?) = < e+ o +¥> - <p—tp -1 >]
1
:Z[<S07SO>+<¢7¢>+<1/}790>+<w7¢>_<Q0790>
- <Y >+ <>+ <9 >
=<, >
Dans R :< @, >=< 1,0 > .
Théoréme 1.2.2.1 [1]

1) Tout espace de Hilbert est normé.

2) Soit (H,||||ln) un espace vectorail normé sur K(R ou C) tel que :
le+y P+ le—vIP=2(le P+ v [*) (1.5)

Alors (H,<,>3)est espace de Hilbert dans ce cas

1 2 2 . - 2 . 2
2 Ul + 9l =Ml =l1?) +i ([l +ilI* — [l —@p||*) dans C
<s0,¢>—{le

(le +9I* = lle — ¥II*) dans R.

1.2.3 Orthogonalité

Définition 1.2.3.1
1. Soit (H,<,>%) un espace de Hilbert. Soient p,vp € H. Si < p,1p >= 0, on dit que p,1) sont
orthogonaux et on écrit o L 1.

2. L’othogonale de A C H est défini par

At ={peH < pa>=0;Yac A}
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Ezxemple 1.2.3.1

Soit H un espace de Hilbert ¢, alors :
1) H+ = {0}.

2) {0}t =H.

Définition 1.2.3.2

1) Un ensemble E = {e;;i € I} d’un espace de Hilbert H est un systéme orthonormal si :

1, st 1=j
0, si ©#j.

(eisej) = dij = {

Proposition 1.2.3.1

Soit H un espace préhilbertien et A C H, on a :

1. 0 AL,

2. Si0¢c A alors AN A+ = {0}, sinon AN AL = @.
3. {0}t = H et H- = {0}.

4. Si A C B alors B+ c At.

5. AL est un espace véctoriel fermé.

6. AC (AL)L et AL = ALLL

1.2.4 Bases orthonormales

Définition 1.2.4.1
Soit H un espace de Hilbert séparable.

On appelle base orthonormale de H tout sous ensemble fini ou dénombraable e, qui vérifie :
1) |l =1 et (en,em) =0 sin # m.

2) Le sous espace vectoriel engedré par e, (par combinaisons linéaires finies)est dense dans H.

1.3 Opérateurs linéaires et bornés sur un espace de Hilbert

1.3.1 Opérateurs linéaires

Définition 1.3.1.1
Soit H un espace de Hilbert. Une application A : H — H est dite opérateur linéaire si A satisfait les

deux conditions suivantes :
i) Additivité : A(p+ ) = A() + A(Y) Ve, € H.

ii) Homogénéité : A(\p) = NA(y) , Vo € H, A € C.
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1.3.2 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.3.2.1

Un opérateur linéaire A sur un espace de Hilbert H est dit borné, s’il existe ¢ > 0 tel que
[Ae]l < cllel| pour tout ¢ € H.
A||l la norme d’opérateur A est défini par

[A]l = inf{c > 0: [[Ap[| < cllgll, Ve €M}

Théoréme 1.3.2.1 [2]

Pour tout opérateur linéaire et borné A, on a :
[All = sup{|[A¢l| : [lel = 1}

= sup{[|Ag| : [l¢] <1}
= sup{[(Ap, )| : [l¢ll = [|¢]] = 1}

Théoréme 1.3.2.2 [2]

Pour tout opérateur linéaire A sur un espace de Hilbert H les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est borné.

(ii) A est continu sur lespace H.

(iii) A est continu en po € H.

Preuve :

(i) = (i1) Soit A un opérateur borné, ¢, une suite converge vers @y dans H , comme
0 < [Apn = Agoll = [|A (¢n — @o)ll < IA]l - lon = woll — 0 quand n — +oc

, on obtient la continuité de A.

(791) = (i) Soit A continu en o € H. Supposons que A est non borné ( i.e Vn € N, Jp,, # 0 vecteur dans H

|Apnll > nllenll) . On pose ¥y, = %; |l = % Or ¥, — 0 alors V¥, + @9 — @o mais

1 nleall _
= | Agn|| = 1.
n || on | n || @nll

14 (W +90) = A o)l = 4wl = |42

D'ou
A (¥n + ©0) — A (o)l > 1,Viy.

A n’ est pas continu en ¢qg, d’ ot la contradiction, donc A est borné.
Théoréme 1.3.2.3 [2]

Soient A et B deux opérateurs linéaires et bornés sur un espace de Hilbert H. On a les propriétés

sutvantes :
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(i) ||All = ||| Al| pour tout o € C.
(ii) [[A+ B[ < [lA] +[B]-

(iii) |AB[ < [A[lB]-

Exemple 1.3.2.1

1. L’opérateur A, est application opérateur de multiplication par ¢ , et on définit comme .
A (L2[0,3], ]|+ [Iz2) — (L2 [0, 1], - [Iz2) -
f(p) — @ f(p).

est borné car :

1
) 1
on a |[Agf| 2 = </ |A@f($)|2> ’ , alors pour tout ¢ € [0, 1]
0

1Af (@122 = llef (@)l
< IF @)1z,

donc
[Apfllze < Ifllze-
2. Soit H = (%, L’opérateur (shift)
A:H—H
x+— Ax) = (0,21, 22,23, ...)
est borné.
3. Soit H = 2. Lopérateur
A:H—H
x +— S(x) = (x1, 3x2, x3, 314, T5, 36, - . .)

est borné car

|Az||? = |z1> 4+ 9)2a|® + 23] + 9 |aa* + ... + 9|z + . ..

d’ot

|Az||? < 9|z1)? +9|wa)* + 923> + 9|za* + ...+ 9|zn* + . ..

par conséquent

1Az]|* < 9| [*

donc

Je=3>0 tel que :||Az| < 3|z|| ,Vz € ¢

D’ou A est borné.
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4. Soit H = ¢%. L'opérateur

A:H—H

x+— A(x) = (21,229,323, ..., NTp, .. .)

n’est pas borné car si on suppose que A est borné, on a

Je > 0:Vx € 2| Az < ||z
n’est pas borné car si on suppose que A est borné, on a

Je > 0:Vz € 2| Az < ||z

Si on prend x = e, = (0,0,0,..., 1 ,0,0,...), on trouve

2
neme

2 2
| Aen|® = [(0,0,0,...,1,0,.)|> = n?[|en]?.

Donc

[Aenl| = nllenll tel que [len]| =1

et puisque ||Aey|| — oo alors A n'est pas borné.

Définition 1.3.2.2
Soit A € L(H), limage de A est défini par :

Im(A) ={Ap: p e H}.
et le noyau est défini par :

Ker(A) ={p e H: Ap =0}.

1.3.3 Puissance d’un opérateur

Définition 1.3.3.1

Soit A un opérateur sur un espace de Hilbert H, ot

A"p=AoAo...0Ap VYneN, avec A° = Iy( opérateur identité )
_

nfois

A" est dit Uopérateur puissance de A.

Proposition 1.3.3.1

Soit A € L(H), alors la propriété suivante est vérifiée :

A" < JJA|I"  pour tout n € N.
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1.3.4 L’inverse d’un Opérateur linéaire bornée

Définition 1.3.4.1
Soit A € L(H). On dit que A est inversible B s’il existe un opérateur B € L(H), qui vérifie

AB = BA = I4.
B sera dit Uinverse de A et on note B = A~!.

Exemple 1.3.4.1

L’opérateur Iy est inversible, et Iil = Iy.

Théoréme 1.3.4.1 [3]

Lopérateur A~1, inverse d’un opérateur linéaire A, est aussi linéaire.

Définition 1.3.4.2
Soit A € L(H) est, dit coercive si :

Jo > 0:Vp € H, || Ap| > ol

Lemme 1.3.4.1 [}]

Soit A € L(H) un opérateur invesible alors
-1
Yo H, [Agll>|la7Y " llel.

Preuve :

Pour tout ¢ € H, on a
lell = [ a7 (49)| < ||a7"| 14l

Il
- < 144
1A=

alors

donc

|4~ ™" el < Il

Lemme 1.3.4.2 [5]
Soit A1, Ay € L(H). Si Ay et Ay sont inversibles alors

(A1Ap)t = AtATh

Preuve :

Montrons d’abord que A1 o Ay admet une inverse sur H, et que

(A1 Ag)™t = AJtATL

10
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En effet
(AlAQ)H =AH= Iy.

Et
(A1A2)(A7TATY) = (A3 TAT (A1 4g) = Iy

Puisque ’élément inverse, s’il existe, est unique

(A1 Ag)™t = AJtATL

Théoréme 1.3.4.2 [6]
+oo

Si A € L(H) tel que ||A]| < 1, alors la série Z A" est convergente dans L(H),
n=0
Uopérateur I3y — A est inversible et

+oo
(Iy—A) = Am
n=0

Remarque 1.3.4.1
Il convient de savoir utiliser le résultat du théoréme sous la forme suivante :
Si A e L(H) est tel que ||[Iyy — Al < 1, alors A est inversible et on a

71_+OO o n
AT =D (I — A

n=0

Théoréme 1.3.4.3 [7]

St dim H < 400, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) A est inversible.
2) A est injectif.
3) A est surjectif.
4) A admet un inverse a droite (i.e. il existe U € L(H) tel que Ao U = Iy ).

5) A admet un inverse a gauche (i.e. il existe V€ L(H)) tel que V o A= Iy ).

1.4 Convergence sur L(H)

Définitions 1.4.0.1

Soit (Ap)n une suite d’opérateur linéaires bornés dans un espace de Hilbert H

1 e On dit que (A,), est convergente uniformément vers A € L(H) si
|An — Al — 0 quand n — +o0
appelé aussi convergence en norme et on écrit A, — A.

11
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2 o On dit que (A,), est convergente fortement vers A € L(H) si

n

Vo eH: ||Anp — Ap|| — 0 quand n — +0o0

et on écrit A, > A.

3 e On dit que (A,,), est convergente faiblement vers A € L(H) si

n

Yo, € H :< App, ¥ >—=< Ap, b > quand n — +0o

et on écrit A,, = A.

1.5 Théoremes générales

Théoréme 1.5.0.1 (Théoréme de Fubini)

Soit f une fonction continue sur [a,b] X [c,d] d valeurs dans C. Alors

A ( / df(so,w)chp) ao=[" ( [ st ¢>d¢> "

Théoréme 1.5.0.2 [9] (représentation de Riesz)
Soit U une forme linéaire sur un espace de Hilbert H. Alors il existe un vecteur et un seul f € H, tel

que pour tous p € H

Ulp) = (¢, f)-

Théoréme 1.5.0.3 [13] (Lax-Milgram)

Soit H un espace de Hilbert et soit B une forme hermitienne sur H x H. On suppose que :

(1) la forme B est continue, c’est-a-dire qu’il existe une constante M telle que, pour x ety dans H
on ait |B(e,¥)| < Mllg|[[[¢]]

(2) la forme B est coercive, c’est-a-dire qu’il existe une constante C' > 0 telle que,

pour tout ¢ € H, B(p,¢) = C|l¢|?

Alors, il existe un unique opérateur A dans L(H), inversible et auto-adjoint tel que

Blp.y) = (e}, JAl<M e a7 <c

Théoréme 1.5.0.4 [19] (Arzela-Ascoli)
Soit (E,|| . ||g) un espace norme compact, (F,| . ||p) un espace norme complet. Une partie A de

C(E,F) est relativement compacte si et seulement si :

1. A est équicontinue, c’est-d-dire :
Vo € E,Ve>0,3n>0Vf € A, VY € Ellp —dlle <n=|flp) - f(¥)llr <e

12
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2. Pour tout ¢ € E, Uensemble A(p) = {f(p); f € A} est relativement compact, (i.e. A est unifor-

mément borné ).

Théoréme 1.5.0.5 [15] (Fuglede - 1950)
Soient A et N deux opérateurs bornés sur un Hilbert H, tels que AN = NA ou N est normal. Alors,

AN* = N*A

Puis en 1951 Putnam a fait la généralisation au cas de deuxr opérateurs normals .

Théoréme 1.5.0.6 [15] (Putnam - 1951)

Soient A, M, N trois opérateurs bornés sur un Hilbert H, avec N, M sont normal et
MA = AN.

Alors
M*A = AN*.

Preuve :

La preuwve suivante est a M.Rosenblum. Supposons que S € L(H) et posons V =S — S*, on définit

o0

Q=exp(V) =)

n=0

Lom
n!

Alors, V* = =V done Q* = exp (V*) = exp(—V) = Q7. Dot Q est unitaire, la conséquence dont
nous avons besoin est que |lexp (S — S*)|| = 1 pour tout S € L(H). D’autre part, on a MA = AN
d’ot par récurrence, alors MFA = AN* pour tout k € N. Dot exp(M)A = Aexp(N) ou bien,

A =exp(—M)Aexp(N)

Posons Uy = exp(M* — M) et Uy = exp(N — N*), puisque M et N sont normal il s’enuit que
exp (M*) Aexp (—N*) = U1 AU, et |Uy|| = ||U2]| = 1, d’oi

llexp (M*) Aexp (—N7)|| < || A]].
Maintenant, on définit

F(X) =exp (AM*) Aexp (—AN™)

tel que A € C. Les hypothéses du théoréme sont vérifices avec A\M et AN a la place de M et N donc
implique que ||[F'(N)|| < ||A]| pour A € C. Alors, F est une fonction bornée analytique d valeur dans

L(H). D’aprés le théoréme de Liouville F'(A\) =0 on a
F'(\) = M* exp (AM*) Aexp (=AN™) + exp (AM*) A(—=N*) exp (=AN") .

Pour A =0, F'(0) = 0.
D’ou,

M*A = AN™.

13
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1.6 Spectre d’un opérateur linaire borné

1.6.1 Définitions générales

Définition 1.6.1.1 (Valeur propre et vecteur propre)
Soit A € L(H). Un nombre A € C s’appelle valeur propre de l'opérateur A, si l’equation (A— Xy )p =0
admet une solution ¢ # 0 dans H.

Une telle solution ¢ est appelée vecteur propre (ou une fonction propre) associé a la valeur propre .

Définition 1.6.1.2 (point régulier)
Soit A € L(H). Le nombre A € C s’appelle un point régulier de l’opérateur A si (A—Aly) est inversible.

Définition 1.6.1.3 (ensemble résolvante et la résolvante)
On appelle ensemble résolvante de A l'ensemble des points réguliers de l'opérateur A et note par p(A)
tel que

p(A) ={\ € C,T — Ay inversible }.

L’ensemble résolvante p(A) est un ouvert de C.

e On définit la résolvante de l'opérateur A comme
Ry(A) = (A=)~

Définition 1.6.1.4 (Spectre d’un opérateur)
Spectre de A l’ensemble

o(A) = C\p(A) = {\ € C, A — Ay n'est pas inversible } .

Corollaire 1.6.1.1
1. 0(A)Up(A) =C.
2. o(A)Np(A) =0.
3. Le specter d’un opérateur borné n’est jamais vide i.e. o(A) # 0.

Définition 1.6.1.5 (Le spectre ponctuel)

On appelle spectre ponctuel de A Iensemble des valeurs propres de A, noté o,(A) tel que

op(A) ={X € 0(A), A — Ay non injectif }.

Remarque 1.6.1.1
Lorsque H est de dimension finie, alors o(A) = op(A).

Mais si H est de dimension infinie, on a op(A) C o(A).

14



Chapitre 1 Préliminaires

Définition 1.6.1.6 (Le spectre continu)

On appelle spectre continu de A et on note par o.(A), l'ensemble

oc(A) ={N € o(A), A— Ny injectif et Im(A — Ny) # Im(A — A\y) = H}.

Définition 1.6.1.7 (Le spectre résiduel)

On appelle spectre résiduel de A et on note par o,(A), l’ensemble

or(A) ={X € 0(A), A — A injectif et Im(A — \y) # H}.

Remarque 1.6.1.2

Le spectre o(A) est la réunion disjointe de trois ensembles

0(A) = 0,(A)Uo.(A) Uo,(A).

Définition 1.6.1.8 (Le spectre approximatif)
On appelle spectre approxzimatif de T', noté o.,(T) défini par

oap(T) ={A € C,3(xy),,. Dans H, tel que ||z,|| =1 et |[(T — X)z,| — 0}.

Définition 1.6.1.9 (Rayon spectral)
Soit A € L(H). On définit le rayon spectral de A comme suit

r(A) = sup{|A|,A € c(A)}.
Aussi sous une autre forme

r(A) = lim [A"x.

n—-+o0o

1.7 Image numérique

Définition 1.7.0.1

L’image numérique de T est l’ensemble W (T') des nombres complexes défini par

W(T) ={{Tz,z) e C:x € H,|z| =1}

15
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Proposition 1.7.0.1 [16]
Soient T, S € L(H)
1. W(al + BT) = a + BW(T) pour tout a, 3 € C.
2. W(T+S)cW(T)+W(S).
3. W(T*) = {\Ae W(T)}.
Preuve :
Soit T € B(H). Pour tout o, 5 € C,
W(al + 5T) = {{(ad + pT)z,x) : x € H, |z|| = 1}

= {{alz + BTz,2) : x € 1, ||z|| = 1}

= {{alz,z) + (BTz,z) : z € H, ||z|| = 1}

= {{odz,z) : x € H, ||z = 1} + {(BTx,2) : x € H, ||z|| = 1}

W(I) + BW(T)

3) Soit T € B(H),
W(T*) ={(T"z,z) : x € H,||z|| = 1}
— {(0,Ta) 12 € H, o] = 1}
— (Twa):a e H,fal =1}
= {\AeW(T)}

Théoréme 1.7.0.1 (Toeplitz-Hausdorff)

L’image numérique d’un opérateur linéaire borné est un ensemble convexre borné.

1.8 Les classe d’opérateur

Définitions 1.8.0.1

- Opérateur Auto-adjolnt : T* =T.

- Opérateur Quasinormal : T (T*T) = (T*)T.

- Opérateur Projection : T?> =T (idempotent) et T* =T.

- Opérateur Unitaire : T*T =TT* = 1.

- Opérateur Isométie : T «T = 1.

- Opérateur Positif : (noté par T > 0)(Tx,xz) > 0. pour tout x € H.

- Opérateur Hyponormale : T*T > TT*.

- Opérateur n-normal : T"T* =T*T".

- Opérateur Isométrie Partielle : T =TT*T.

- Opérateur Paranormal : |T%z|| > ||Txz|* pour tout vécteur unité x € H.
- Opérateur k-quasihyponormale : T*F (T*T — T*)T* > 0, pour tout K € N,

- Opérateur Compact : (Tx,,x,) — 0, pour toute suite orthonormée xz,, de H.
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CHAPITRE 2

OPERATEURS NORMAUX

Dans le deuxiéme chapitre, on présente les définitions et les propriétés générales des opérateurs
linéaires continus normaux d’un espace de Hilbert vers le méme espace de Hilbert. On donne la défini-
tion des opérateurs linéaires continus normals et les propriétés structurelles associés ( morme ,image
On définit aussi quelques classes des opérateurs linéaires continus normaux. Citons : opérateurs posi-
tifs ,opérateurs projecteurs, opérateurs auto-adjoints, opérateurs compacts.On explique dans la méme

occasion les relations entre les des opérateurs linéaires continus normaux et les opérateurs normaut.
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2.1 Opérateurs linéaires bornés adjoints dans les espaces de Hilbert

2.1.1 Définition et exemple

Définition 2.1.1.1 (Opérateur adjoint)
Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert Hi a wvaleurs dans un espace de Hilbert
Ho, lopérateur linéaire noté A* défini de Ho dans Hi est dit opérateur adjoint de A si l'on a pour

tout p € H1 et ¥ € Ha
<A90>¢>H2 = <§07 A*w>H1 :

Exemples 2.1.1.1

1. On considére opérateur shift défini par : S : (I*(C), || . [li2(c)) = (*(C), || - llizc))

S((pl,gﬁg, .. ) = (O,gOl,(pQ, .. ) .
Soit (¢n) et (1) dans 1*(C) : Alors

(Sn, n) = (0, 01,02, ), (Y1, 12, +))
:@2E1+¢2E3+...
= (1,02, ), (Y2, 93, ))
= (o, S%tn) .
Alors S* est défini par :
S*(p1,02,...) = (p2,p3,...).

2.1.2 Propriétés 'opérateur adjoint

Théoréme 2.1.2.1 [10] (Existence de 'opérateur adjoint)
Soit A € L(H1,H2), alors il existe un opérateur linéaire borné unique noté A* défini de Ho dans Hq

tel que l'on a pour tout € Hy et ¥ € Ha,

<A90,¢>H2 - <§07A*'¢>’H1 .

De plus, on a :

[A[l = A" -

Preuve :
e Existence
Pour tout ¢ € Hy et 1) € Ha, on définit une fonctionnelle linéaire bornée U de Hy dans K = (R ou C)

comme suit

H1—>(C

o = U(p) = (Ap,¥).

18
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La fonctionnelle U est linéaire car :

pour tout w1, € Hi,¥ € Hae et a1, a0 € K, on a

U (onpr + agpa) = (A (arp1 + a2p2) , ¥)
= (1A (1) + A (p2) ,v) car A est linéaire
= (1A (1), ¥) + (024 (p2) , ¥)
= a1 (Ap1, ) + az (Ap2,¥)
= a1U (1) + a2U (92) -

La fonctionnelle U est borné car :

pour tout ¢ € Hyi et Y € Ha, on a

U (p)| = [(Ap, ¥)]
< [ Ap||||2]] Par U'négalité de Cauchy-Schwartz (1.1)
< [[Alllle ]l car A est borné.

D’aprés le théoréme de Riesz 1.5.0.2 il existe un élément unique f € H1, tel que
U(p) = (Ap,¥) = (o, f).
Cette égalité définie un opérateur noté A* de Ho dans Hy tel que
A% = f.
Ou encore
Ulp) = (Ap, ¢) = (¢, A™Y) .
o Unicité

Soient A7 et A% deux opérateurs adjoints de l'opérateur A alors, pour tout ¢ € Hy et ¢ € Ha, on écrit

<A90,¢> = <S07 y1ﬂ¢> = <907A§¢> .

Autrement dit, pour tout ¢ € Hi et p € Ha, on a

(p, A1) = (p, A31) .
D’ou,
10 = A3
Ou encore

At = A3
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e Linearité de l’opentear adjoint A*

Pour tout ¢ € Hi,¥1,1%2 € Ha et a1, a0 €K, on a

(0, A (a1th1 + agh2)) = (Ap, a1thr + )

= (Ap, anyr) + (Ap, azt)2)

= an (Ap, ) + Qo (Ap, ¥2)
ay (p, A1) + as (@, A%2)
= (¢, a1 A%1) + (@, 02 A"1)2)
= (p, a1 A%P1 4 agA™1y) .

Par conséquent

A" (a11P1 + agipa) = ar A1 + A%,

e Egalité des normes || A et ||A*|

1l est clair que l'on a

|A*p|)* = (A%, A™y)

= (AA™Y,¢)
< [[AA Y| [|¥]| par 'négalité de Cauchy-Schwartz (1.1)
< ||AJ| |A*p ]| |¥]| car A est borné.

Apres simplification, on obtient

[A™ I < [[A[l[l]
ou encore
A" < Al
De plus, on a
1A¢|* = (Ap, Ap)
= (A% Ap, )
< ||A*Ap]| ||l par 'négalité de Cauchy-Schwartz (1.1)
< IA* Il A¢llllell car A* est borné.
Apres simplification, on obtient
[ Al < [[A™[ [l
ou encore
[A] < [ A™]].
D’ou, l’égalité des normes
[A] = [[A™]]-
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Corollaire 2.1.2.1
Soit A € L(H1,Hsa). Alors

(i) [|[A"All = [|AA™]| = [l A]1%.
(ii) A*A =0 ou AA* =0 implique A = 0.
Preuve :

(i) En linégalité de Cauchy-Schwartz (1.1) , on a

A*A Apy, A
HA*AH: sup <8027 901> = sup < ¥2, ¢1>
eery leilllloall  erern llonll [zl
p2EMH2 poEH2
[ Ap]|®
~ e el
= || 4],
d’autre part, ||[A*Al < ||A*||||A]] = ||A||?, donc ||A*A|| = ||A||®. L’autre égalité s’obtient en

échangeant les roles de A et A*.

(ii) Si A*A =0 alors ||A*A|| = ||A||*> = 0, donc A = 0. On procéde de méme maniére pour AA*.

Proposition 2.1.2.1 [2]

Soient Ay, As € L(H1,H2). Alors, on a les relations suivantes
i) (M) = MA5, pour tout € C.

ii) (A + BA2)" = @A} + BAS pour tout  «,3 € C.

iii) - (4)" = A;.

Preuve :

i) Pour tout ¢ € H1,v € Ha, et A€ C, on a

(0, (ANAD)"Y) = (A1) ¢, ¥)
= A (A1p,9)
= M, ATY)
= (p, A\ATY).

D’ou la relation

(AN Y = NALp.

Ou encore

(AA7)* = AA%
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ii) Pour tout ¢ € Hy et 1 € Ha, on a

(0, (A1 + BA2)"¥) = (A1 + BA2) ¢, v)
= (adip + BA2p, 1))

= (ad1p,9) + (BA20, )
= (o, @ATY) + (0, BAZY)
= (0, @AY + BA3Y)

= (i, (@AT + BA)Y).
D’ou, la relation

(aAy + BA2)"Y = (@A] + BA3).
Ou encore
(aA; + BA2)" = (@A] + BA3).

iii) Pour tout ¢ € Hi et i) € Ha, on a

(A1, ) = (p, AT¢)
= (AjY, 9)
= (¢, (41)* )
= (A1) ¢, ¥)
D’ot, la relation

Arp = (A]) .
Ou encore

(A1) = Ar

Proposition 2.1.2.2 [2]
Sotent A € L(H1,Hza) et B € L(Ha,H3).Alors, on a la relation suivante

(BA)* = A*B*.

Preuve :

En effet, pour tout ¢ € Hy et € Hs, on a

(¢, (BA)" ) = ((BA) ¢, ¥)
= (B(49) )
= (Ap, B*)
= (p, A"B") .

D’ou la relation

(BA) ¢ = (A"B") ¢

22
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Ou encore

(BA)* = A*B".

Proposition 2.1.2.3 [2]
Soit A € L(H). Alors

Si A est inversible d’inverse A~1, alors A* est inversible d inverse
(a4 = (a1

Preuve :
On veut montrer que : (A*) ' = (A=Y ¢ pour tout 1 € H.
Soit w € H tel que w = (A*)_1 ¥ alors ¥ = A*w On a

(o, (A7) 8 = (A7, )
= (A7lp, Aw)
= (447, w)
= (e, (A" ).

D’ou la relation

Ou encore

Proposition 2.1.2.4 [10]

Soit A € L(H). Alors, on a
1. ker(A) = [Im (4%)]*
2. Im(A) = [Ker (A*)]*-.

Preuve :

1. En effet, on a
Ker(A) ={p e H: Ap =0}

={peN VY e (Ap, ) =0}
={peH VY eH: (p,A"Y) =0}
— [lm (4]
2. Par (1), si on prend A* d la place de A, on obtient
ker(A*) = (Im(4))*
& (ker(A%)* = (Im(A))*) " = Tm(A).
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2.2 Opérateurs linéaires bornés normaux dans les espaces de Hilbert

2.2.1 Définition et exemple

Définition 2.2.1.1
On dit que A € L(H) est un opérateur normal si AA* = A*A.

Exemple 2.2.1.1 La mutiplication T, par une fonction mesurable bornée ¢ est un opérateur

normal sur L?([0,1]), car
T, : L*([0,1]) — L2([0,1]),

(T f) (1) = (1) ()

. (Tofr9) = (£, Tog) Vf.g€ L(0,1])
(o) (), 9(1)) = (F(1), p(D)g(1))-
Donc
(T29) ) = 2(g(t)
D’ou
T = Tp.
Alors,

TiT, = TpT, = T,T; = T,T.

Donc T, est un opérateur normal.

2.2.2 Propriétés des opérateurs normaux
Proposition 2.2.2.1 [17]

Soit A€ L(H) , Les assertions suivantes sont équivalentes
a) A est normal.

b) ||Az| = ||A*z|| pour tout x € H.

Dans le cas compleze, ces assertions sont équivalentes d
c) Les parties réelles et imaginaires de A commutent.
Preuve :

a) Pour tout x € H, on a
|Ta|| = |T*z]| & |Tx]? = || T"«|

& Tz, Tz) = Tz, T"x)
& (2, T"Tx) = (x, TT"x)

& TT =TT", pour tout x € H
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b) On pose T = A+iB, tel que A =Re(T) et B=1Im(T), on a T* = A —iB
TT* = (A+1iB)(A—iB)
= A —iAB +iBA+ B?
T*T = (A — iB)(A + iB)
= A’ +iAB —iBA+ B?
Alors,
TT* — T*T = 2i(BA — AB)

Donc TT* =T*T si et seulment si AB = BA.

Théoréme 2.2.2.1

Si A et B sont normauz et commute avec eux et « € K | alors
1. Sia € C et A est normal, alors aA est aussi normal.

2. (A+ B) normal.

3. AB normal.

Preuve :

1. Nous avons
(aA)(aA)* = (aA)aA* = aaAA*

(aA)*(aA) = (aA*) (aA) = aa A* A.

Puisque A est normal, il sont égauz.

2.
(A+B)(A+B)*=(A+ B) (A" + B")
= AA"+ AB* + BA* + BB*
et
(A+B)"(A+B)=(A"+B")(A+ B)
=A"A+A"B+ B*A+ B*B
3.
(AB)(AB)" = (AB) (B"A"),
= ABB*A*
Et

(AB)"(AB) = (B"A") (AB),
= B*A*AB.
Lorsque A, A*, B et B* commute avec tous les autres, en conséquence de théoréme de Fuglede-

putnam 1.5.0.6 , les deuz produits sont égauz.

Corollaire 2.2.2.1

Si P est polynome et T' est normal, alors, P(T) est normal.
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Proposition 2.2.2.2 [18]
SiT € L(E) est normal, on a
kerT'® ImT = H.

Preuve :
On sait que ker T* = (ImT)* et T normal.
D’ou
ker T* = ker T = (ImT)*

ce implique

(kerT)*" = (mT)*) " =TT

et on a
kerT @ (ker T)* = H
i.e
kerT & ImT = H.
Proposition 2.2.2.3 [15] (Inverse d’un opérateur normal)

Si T € L(H) est normal et inversible d’inverse T, alors T~' est normal.
Preuve :

On a
(17~ = (T*7)!

= (T*)—l Tfl — T*l (T*)—l
= (17) T =17 (1)
i.e T~Y est normal.

Proposition 2.2.2.4 [18] U est unitaire l'opérateur U*TU normal si et seulement si T est
normal.
Preuve :
On a
(U*TU)" (U'TU) = U*T*UU*TU = U*T*TU
et
(U*TU) (U*TU)* = U*TUU*T*U = U*TT*U

On remarque que T*T = TT* si seulement si U*TU est normal.

Proposition 2.2.2.5 [15]

Si T € L(E) est inversible, les assertions suivantes sont équivalents

1. T est normal.
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2. T7IT* (ou T*T~' ) est unitaire.

3. 1l existe un opérateur unitaire U tel que T* = UT.

Preuve :
1=2 .0na
(771 (T—lT*)* — 7l (T—l)*
=TT (1)
=II=1
et

(r7')" (1717 = 1.
2=13 . Onpose U =T7'T* Dou
T"=TU =UT.
3=1 Il existe U tel que T* = UT, pour tout x € H on a

|T*2|* = |UT|?
= (UTz,UTz) = (Tx,U*UTz) = (Tx,Tx) = ||Tz|?

Donc,

|IT*z|| = |Tz|| Va € H.

i.e. T est normal.

2.3 La relation entre ’opérateur normal avec autres classes des opé-

rateurs

Dans cette partie , la relation entre l’opérateur normal avec autres classes des opérateurs ( auto-

adjoint , hyponormal , n-normal , positif ).

2.3.1 Relation entre opérateur normal et un opérateur auto-adjoint

Proposition 2.3.1.1
Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint, Alors est un opérateur normal.
Preuve :
On a
AA*=A"A  car A= A"
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Mais linverse n’est pas vrai .

Contre exemple :

)G (08)

Donc A est un opérateur normal,mais n’est pas auto-adjoint car A # A*.

2.3.2 Relation entre opérateur normal et un opérateur hyponormal

Proposition 2.3.2.1 [8]

Tout opérateur normal est hyponormal.
normal C hyponormal .

Preuve :
Ona :
HT*xH2 = (T2, T"x) = (T"Tx,z) < [|[T*Tz| < HTJUH2

Donc A est un opérateur hyponormal, mais n’est pas normal car AA* # A*A.
Contre exemple :

Soit Uopérateur T € L(H).

0 0 0 0
n 0 0 0
T: O I O 0 ......
0 0 1 0
On a

0O 0 0 0 T 0 0 0
0 T2 0 0 0 1 0 0
0 0 0 I 0 0 0 1
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Alors
5 0 0 0
0 I-T72 0 0
T —-TT" = 0 0 0 0
0 0 0 0

Donc T opérateur hyponormal,mais n’pas normal car TT* # T*T.

2.3.3 Relation entre opérateur normal et un opérateur n-normal

T normal = T" normal , pour tout n € N .
Preuve :
T normal = TT* =T*T
= (TT*)" = (T*T)"
=T (T*)" = (T*)"1T"
= T (T")" = (T™)" T™.
Donc T"™ est un opérateur normal, pour tout n € N, mais n’est pas normal car TT* # T*T.
Contre exemple :

En effet, soit

-1 0
OnaT?= ( ) est normal, mais T n’est pas normal.
0 -1

2.3.4 Relation entre opérateur normal et un opérateur positif

Proposition 2.3.4.1
Soit B € L(H), telque T > 0, alors il existe un opérateur A avec T = A2, de plus

T est normal < TY? = A est normal.

Preuve :

B est normal alors,

TT = TT" = (4?)" (4%) = (42) (4%)°
= (A7) (42) = (47) (a7)?
— (A*A)? = (AA*)?
e A*A = AA

Donc A = TY? est normal.
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2.4 Théorie spectrale des opérateurs normaux

Dans cette section , nous étudierons les propriétés spectrales ( spectre ponctuel , spectre continu ,
spectre résiduel ) de I’ opérateur normal.

Rappelons que le spectre ponctuel o,(T) est l’ensemble du valeur propre.
Proposition 2.4.0.1
T € L(H) un opérateur normal. Alors
1. SiTx = Az, tel que A € C et x € H. Alors, T*x = .

2. Deux espaces propres de T associés des valeurs propres distincts sont orthogonaux.

Proposition 2.4.0.2

Soit T € L(H) un opérateur normal, Alors
A€ o(T) < Je >0 tel que |(T — N)z|| > c||z| Vx € H. (2.2)

Preuve :
Sans perte de généralité, supposons que A = 0, supposons qu’il y ait est ¢ > 0 satisfaisant la condition
2.4.0.2, alors T est injectif. Il résulte de 2.4.0.2 cette range T'(H) est compléte et donc fermé en H, il
reste a prouver que

Im(T) = H.
Choisissez x € Im(T)* alors

0= (@, TT"¢) = (¢, 7°T) = («T,aT*) = ||Ta|]* > ]

En d’autres termes, x = 0 et Im(T") = H.

Donc 2.4.0.2 implique 0 ¢ o(T) Uinverse l'implication est clair.

Corollaire 2.4.0.1
Si T € L(H) est normal et A € o(T)\op(T), alors

(T — X)(H) n' est pas fermé.

Preuve :
Si T — A est injectif et (T — NI )(H) est fermé, alors par le théoréme inverse de cartographie, il y a
une carte linéaire conlinue
S (T —MN)(H) — H tel que S(T —AX)z=x  pour tout x € H .
Cela signifie que
]l < ISII(T = AL)z].
Comme ||S|| =0, on voit que
1

T - M)z|| > +—| |-
It )| IISIIH I

En wvue de la proposition 2.4.0.2,\ ¢ o(T).
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Proposition 2.4.0.3 [20]
SiT € L(H) est un opérateur normal. Alors

o(T) = 04p(T).

Théoréme 2.4.0.1 [12]

Soit T' € L(H) un opérateur compact, alors

oap(T)\{0} = 0 (T)\{0}.

Théoréme 2.4.0.2

Soit T' € L(H) un opérateur normal, alors les assertions suivantes sont vraies.
i) Il existe A € o(T) tel que |X| = ||T|| (¢’est-a-dire, op(T) N {z € C: |z| = ||T|| n'est pas vide }.
ii) Si de plus, T' est compact alors il existe A € o,(T) tel que |\ = ||T|
(c’est-a-dire, op(T)N{z € C: |z| = ||T||n" est pas vide }).
Preuve :

Nous pouvons supposer que T n’est pas nul. Puisque T est normal, alors

1T = sup [(T'z,z})].

llz[l=1

Il s’ensuit qu’il existe une suite (xy,), des vecteurs unitaires telle que

lim (T (xn) , )| = [T

n——ao0

On peut supposer que la suite des nombres ((T (xy,),xy)), est convergente (sinon, on peut prendre

n

une suite de (x,),). Soit X la limite de cette suite, alors |\| = ||T'||. Pour prouver que A appratient
au spectre de T, il est suffisant pour montrer que (ZL‘n)n est une T -suite spectre. Pour voir cela, nous

utilisons les inégalités suivantes
IT () = Azal® = [T (@) |* = 28 (A (T, ) ) + A2 ]|
= |7 (@n)I” = 2R (A (Twp, ) ) + A2
<22 = 2R (MTzp,20))
— 2|A\? — 2|\, quand n — oo.

Ainsi, A € 0qp(T)\{0} C o(T), si en plus T est compact, alors, par théoréme 2.4.0.1 nous en déduisons
que X € 0gp(T)\{0} C o(T)\{0}. Ceci compléte la preuve de (i) et (ii).
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2.4.1 Le spectre continu

Théoréme 2.4.1.1
Soit (H,(,)) espace Hilbert compleze, soit T € L(H) et A € C. Alors le assertions suivantes équiva-
lentes

i) Aeop(T).

i) 1l existe T\-suite spectre, (xy),, est convergente fortement dans H.

iii) Il existe T-suite spectre, (xy)

, nest pas convergente faiblement vers 0.

Théoréme 2.4.1.2

Soit T € L(H) un opérateur normal, les assertions suivantes sont équivalentes

(i) A€o (T).

(ii) A€ o(T)\op(T).

(iii) T — A est injectif, et l’image de (T — NI )(H) n’a pas fermée.

(iv) L’ensemble St(\) n’est pas vide, et tout suite spectrale T convergent faiblement vers zéro.

Preuve :

it) =1 ) puisque A € o(T)\op(T'), alors T — A est injectif, mais ne pas surjectif. Supposons que
image (T — M )(H) n’est pas dense dans H, alors il existe z € (T — ANI)(H)*. Par conséquent
nous avons,

2 € (T = \I)(H)" =ker (T* = AI) = ker(T — AI).
D’ot contradiction, donc nous concluons que X € o.(T).
i) = iii ) est évidente a partir de la définition du spectre continu.

i1i) = i) on a T — X est injectif, alors X ¢ op(T). Supposons que, A € o,(T) alors il existe un
opérateur ( inversible )S € L(H) tel que S(T — N )x = x, pour tout x € H. En particulier nous

avons,
1
151l

D’ou (T — NI )(H) est complet et fermée dans H, qui est une contradication. Nous concluons que.

A€ o(T)\op(T).

[zl < (T = ADzll, Ve e H.

Les équivalence (it) < (iv) < (v) sont assurérs par le Théoréme 2.4.1.2. Par conséquence, notre

résultat est complétement prouvé.

En conséquece du Théoréme 2.4.1.1, nous relrouvons les éléments suivants bien connus résultat.

Corollaire 2.4.1.1

Soit T € L(H) un opérateur normal. Alors, le spectre résiduel o, est vide et,
o(T) = 0,(T) U 0o(T) = 00p(T).
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2.4.2 Le spectre résiduel

Soit T € L(H) et X € C. Rappelons que \ € o,.(T) si et seulement si :

(a) T\ =T — Ay est injectif.

(b) le fermeture Im (Ty) de le rang Im (Ty) n’est pas égale H.

Nous avons la proposition suivante.

Proposition 2.4.2.1

Soit T € L(H) et A e C.

Supposons que l’ensemble op(X) est vide et Ty n'est pas surjectif.

Alors X € o.(T).

Preuve :

Puisque o7 () est vide, alors € := infyeg,, |Tx — Ax|| >0, on a Sy :={x € H : |z| =1}.

Par conséquent, nous avons

|Tx — Az|| > ¢||z|| Vo e H. (2.3)

(2.3) montre que T est injectif et que range Im (T)) est fermée dans H. Puisque n’est pas surjectif,

nous concluons que Im (Ty) n’est pas dense dans H. Ainsi, A € o,.(T).

Proposition 2.4.2.2 [15]

Le rayon spectral d’un opérateur normal T € L(H) vérifie

r(T) =T
Preuve :
On suppose d’abord que T est auto-adjoint. on a |[T?|| = |T||* et par récurrence sur n l’on obtient
pour tout n € N la relation | T?"|| = ||T|*", il vient

r(T) = lim ‘TZ"

H2—n
n—>o0

= |71
On revient au cas normal, [’élément TT* est auto-adjoint et il s’ensuit que ['on a,

r(T) = lim | T"]»
1
= lim_/||T (7))
;
= lim_/[|(TT")" |
r(TT*)
= ITT|
= |||
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2.5 Image numérique d’un opérateur normal

Dans ce qui suit, T désigne un opérateur borné sur H.

Définition 2.5.0.1

Le rayon numérique de T est défini par

w(T)= sup [\
AEW (T)

Voici quelques propiétés de base souvent utilisées dans le calcul de l'image numérique et facile a

démontrer.

Théoréme 2.5.0.1
Si T est un opérateur normal. Alors,

w(T) = ||T]].
Preuve :

Puisque T est normal , on a pour n > 1 :

i = (i) = |y | = e | =

< 2w (TQH) < 2uw(T)?".

Dou, |T|| < 22 w(T).

En faisant tendre n vers linfini, on obtient |T| < w(T).

D’un autre coté, j’ai toujours compris w(T) < ||T||.

Rappelons aussi que l’envoloppe convexe de o(T), noté Conv {o(T)} est le plus petit convexe contenant
o(T).

Le théoréme suivant montre que l'image numérique d’un opérateur normal est une bonne approrimation

de son spectre.

2.5.1 Relation entre I'image numérique et le spectre d’un opérateur

Dans cette subsection , nous étudierons la relation entre limage numérique et le spectre d’un

opérateur normal.

Théoréme 2.5.1.1 [16]

On a toujours o(T) C W(T), ot le W(T) dénote la fermeture de I’image numérique de l’opérateur T.
Preuve :

Soit X € o4pp(T') (le spectre approché de T ) et soit (x,,) une suite de vecteurs initaires telles que

(T — A)xy|| — 0. De linégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
(T — A)zp, xzn)| < (T — A)zy| — 0.
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Donc (Txy,x,) — X et par suite A\ € W(T'), on a alors

Tapp(T) € W(T).

Ainsi, d’apreés la proposition, on a 0c(T') C oapp(T) C W(T'). De la convexité de W(T'), il s’en suit

que o(T) CW(T). En général, pour S et T dans B(H), ’ensemble o(T' + S) n'a aucun lien avec o(T")
et 0(S). Mais d’aprés [11] on a

o(T+S) CW(T +8) CW(T)+W(S).

L’ensemble W(T') n'est pas toujours fermé. En fait, on peut voir des opérateurs dont

les images numériques sont toujours fermées.

Théoréme 2.5.1.2

Soit T € L(H) un opérateur normal , on a que

W(T) = Conv {o(T)}.

Corollaire 2.5.1.1

Soit m et M deux nombres complexes. St

=
3
[
Bl
=

Alors
{m,M} C o(T).

Preuve :
Si W(T) = [m, M|, alors le théoréme 2.5.1.2 implique que T est un opérateur normal.

Ainsi, d’aprés le théoréme 2.5.1.2 W(T') est l’enveloppe convexe de o(T'), ou encore

[m, M] = W(T) = Conv{o(T)}.

11 suit donc que :

{m, M} C o(T).
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CHAPITRE 3

APPLICATIONS

Le troisiéme chapitre s’occupe de deux applications sur ce qui nous avons étudié dans les deux
chapitres précédants, ces applications sont illustrées par les propriétés structurelles citées aux chapitre
un et chapitre deux.

La premiere application concerne des résultats trouvés sur la représentation d’un opérateur linéaire
continu normal sur un espace de Hilbert séparable ( on considére une base orthonormée puis on trouve
la propriétés matricielle des opérateurs linéaires continus normals associés).On trouve enfin des résul-
tats sur le spectre opérateur linéaire continu normal sur un espace de Hilbert séparable .

La deuxieme application s’occupe principalement sur ’étude des opérateurs intégraux continus et le
noyau de ce type des opérateurs intégraur aussi on fait le calcul des normes des opérateurs intégrauz
et les conditions permettant que ces opérateurs integraur soient normals dans ce cas on trouvera fa-
cilement le spectre de ces opérateurs intégraux . On met l'accent sur un opérateur intégral @ noyau

normal continu.
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3.1 Représentation d’ un opérateur

3.1.1 Représentation d’un opérateur sur un espace de Hilbert séparable

Tout espace linéaire X sur K de dimX = n est isomorphe a [’espace K™, et chaque opérateur
linéaire sur X peut étre représenté, dans une base choisie pour X, par une matrice d’ordre n. Etant
donné qu’un espace de Hilbert séparable est isomorphe a (% il est facile de prévoir des propriétés
analogues.

Soit donc H un espace de Hilbert séparable et soit E = {e,;n € N} une base orthonormale pour H.

Nous avons pour tout p € H,
oo o0 9
o= Z Enen avec Z |€n]” < o0.
n=1 n=1

D’autre part, nous obtenons pour T € L(H) ete; € E

[e.e] [e.e]
Te; = Z QiLer avec Z laip|? < oo ; i €N
k=1 k=1

ou a;, = (Tej,ex) , i,k €N.

Nous avons ainsi associé a T une matrice infinie A, par rapport a la base orthonormale E, ot
A= (o), i,k € N.

Etudions maintenant la transformation des coordonnées.

oo oo

Soit =Ty , oup= kaek et = anej . Nous allons exprimer n; a Uaide des &, et de la
k=1 j=1

matrice A.

Pour
n
on = &ei, neN,
i=1

Nous avons

Tren =3 &Te,— 36 (z ) |
k=1

=1 =1

Puisque T est un opérateur linéaire continu et puisque @, — p, NOUS AVONS

ce qui entraine que
n (o)
(T, er) = lim (TE;, ep) = 7}1_{1(}0;& (kzl az‘kek) =1k
1= =
et

M=y & o ; i,keN (3.1)
i=1
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ce qui entraine que
m &1
M2 &2

Théoréme 3.1.1.1
Soient H un espace de Hilbert séparable, T € L(H) et (a;),i,k € N la matrice correspondante a T,
par rapport & une base orthonormale de H. Alors l'opérateur adjoint T est représenté dans la méme
base par la matrice ag;, i,k € N.
Preuve :
Soit ap, = (Te;,ex), i,k € N et soit (Bix), i,k € N, la matrice correspondante ¢ T™*, i.e.
Bir = (T ei, ex) . Alors
Bik = (T*e;, ex) = (es, Te) = (Teg, e;) = 0.

Corollaire 3.1.1.1
Soit (ar), i,k € N la matrice correspondante & T € L(H). Alors

o)

Z | < 00,k € N.
i=1

Corollaire 3.1.1.2
Sotent T € L(H) et (oux) la matrice correspondante a T par rapport a une base orthonormale pour H.

Alors T est normal si et seulement st

Qi = @y, 1,k €N,

3.1.2 Polynéme caractéristique

e On note le K= (R ou C)-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n par

ailr - Qln

Mn(K) =J{A= (aij) \aij eK

1<i,j<n

anl - dpn

Définition 3.1.2.1
Soit A € M,,(K). Le polynome caractéristique de la matrice A est P(A\) = det (A — AI},)
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tel que
ai1 — A ai,2 N a1.n
a1 az2 — A
det (A —\I,) =
Gn—1,n
Gn,1 cee nn—1 Gpn — A

n .
= Z aj)\J .
=0
est un polynome.

Théoréme 3.1.2.1
Soient A € Myp(K) et A € K

A€ a(A) & P(N) =0.

Preuve :

Soit X\ une valeur propre de A. Alors

A€ o(A) < (A— A,) non injective
& (A — AI,) non bijective

& det (A — \,,) = 0.

Remarque 3.1.2.1
Tout matrice normal n X n carrée posséde n valeur propre simple et n vecteurs propres correspondant

orthogonaux deux d deuxr donc, on obtient n spectres.

Théoréme 3.1.2.2

Soit A € M,,(K) normal posséde n valeurs propres et n vecteurs propres orthogonauz deux d deux.
Preuve :

Orthogonalité des vecteurs propres. Si p1 et po sont deux vecteurs propres d’une matrice normal A,
associés respectivement d A1 et Ao, avec \1 # g alors @1 et po sont orthogonaux. En effet, on sait

déja que A1 et Ay sont réelles. Donc, si

A(pl = /\1<p1 et A(,DQ = )\2@2

alors

<é<f_1/7902> = <901,ﬁ1/802>

A1 A ,

A2¢p2
A1 (o1, 02) = A2 (01, p2)
(A1 = A2) {p1,02) =0 = (p1,92) = 0.
£0
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3.1.3 Matrices diagonales

Définition 3.1.3.1
Soit A € M, (K) une matrice diagonale. Si pour touti,j = 1,n (1 #j= ai; =0) il s’écrit sous la

forme suivante

A O 0
0 X
0
0 0 M
se note diag (A1, A2, ..., An) ou encore diag (\i);<icy, -
Exemple 3.1.3.1
Considérons la matrice A € M3(C)
- —t 0
A=|—-i 4 0
0 0 1
e adjoint matrice A est :
1 1 0
A=At=|; —i 0
0 0 1
e A est normle puisque AA* = A*A.
Eneffet :
-2 0 0 2 00
AA*=1 0 -2 o|=[0 2 0
0 0 1 0 01
-2 0 0 2. 00
AA=1 0 -2% 0o|=[0 2 0
0 0 1 0 01

e Calculons d’abord les valeur propres de A .

Le polynome caractéristique P est

P(\) =det(A—\3)=| —i i—\ 0

c-a-dire

P\ = (1 =N\ +2).
Comme il fallait s’y attendre, les valeurs propres sont réelles

PA) =0 (1-NA\+2)=0
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donc valeurs propres {\; = 1, Ay = v/2i, A3 = —/2i}.

D’aprés le théoréme 3.1.2.1 on obtient
o(A) = {1,V2i,—V/2i}.

e On calcule les valeurs peopres correspondants (u,v,w) = . dans la base canonique de C>

1°A=+1

u =0, 0
v=0, d’ou le vecteur propre p1=10
w = w, 1

u=(—v2+ 1), —V2+1

v=u, d’ou le vecteur propre Yo = 1

u=(V2+1), V241
v=u, d’ou le vecteur propre 3 = 1

0

On peut vérifier que {¢1,p2,p3} sont orthogonaux deuzr a deux .

Par exemple le produit scalaire normal pop3 est
w203 =(1+V2).(1-Vv2)+1.14+00=~-1+1+0=0.

Alors, on obtient la base orthonormale de C? constituée des vecteurs propres de A.

La matrice de passage U est unitaire

0 —vV2+1 V2+1
U=10 1 1
1 0 0

Dans la nouvelle base de C , on a la matrice diagonale réelle

1 0 0
D=10 iv/2 0 ,
0 0 —iVv2
telle que
A=UDU "
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e Le rayon spectral matrice A selon la définition 1.6.1.9 , alors :
r(A) = sup{|A\[, A € 7(A)} = V2.
D’ autre part selon la proposition 2.4.2.2 , alors :
r(4) = Al = V2.

e Image numérique matrice A est : Si X = (x1,x2,23). On a

-t —1 0 1 1
<AX,X>:< —i i 0 x2 || a2 >
0 0 1 3 T3
—il‘l — ’i$2 T
= < —ix1 +ixe |, | o2 >
I3 I3
(Az,z) = —i|zq|* — i|zo|?® + |23)* — 2iz173.
(Az,2)| = |lzaf2 + |oaf? + 5] + 2212

<1+ (|:131|2 + |1:2|2>

< 2.

Alors
W(A)={:eC, |- <2},

e Le rayon numérique matrice A selon la définition 2.5.0.1, alors :

w(A) = sup |\ =2
AEW (T)

D’ autre part selon la théoréme 2.5.0.1, alors :

w(A) = 4] = 2.
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3.2 Opérateurs intégraux, propriétés et étude spectrale

Les opérateurs intégrauz constituent des objets fondamentauzr en analyse fonctionnelle, ot ils per-
mettent notamment de transformer les équations fonctionnelles en une version plus simple afin de
les résoudre facilement. Les opérateurs intégraux interviennent dans plusieurs domaines tels que les
équations aux dérivées partielles, les phénomeénes de diffusion et les équations intégrales.

3.2.1 Opérateur Intégral

On appelle opérateur intégral tout opérateur linéaire Ay défini sur un espace Hilbert H d valeurs

dans un espace Hilbert H donné sous la forme

Acf@)= | Ky f@is, pe,

ot k(p, 1) est une fonction mesurable définie sur un ensemble mesuré Iy x Iy et f(1) est une fonction

mesurable définie sur Is.

Définition 3.2.1.1 ( Noyau d’un opérateur)

La fonction mesurable K(p,1)) est dite noyau de l'opérateur intégral Ay.
3.2.2 Normes des opérateurs intégraux sur L*(Z)

Soit Ay un opérateur intégral défini sur L? (I1). La norme de l'opérateur Ay, est donnée par

el = ([ 1 (f 2 (e, 0)Pdv dwf ,

ot k(p,v) une fonction mesurable définie sur un ensemble mesuré Iy x Iy

Théoréme 3.2.2.1

Soit A, un opérateur intégral de norme finie
[ Akl £2(z,) < o0
alors l'opérateur intégral Ay, est un opérateur linéaire continu de L? (I3) dans L? (I;). De plus, on a

IRl 22y < A&l L2z fll 22(z)-

Preuve :

Par lutilisation de 'négalité de Cauchy-Schwartz (1.1), on obtient

[ 1astae= [ ([ ki) a

<[ [( A \K(@,w)zd@b)é (/Z |f(w>2dw)é

=1 F1Z2(z) K (p, )Py ) de
71 \JT,
= ‘|Ak|’%2(11)||f||%2(12)-

2
dyp

43



Chapitre 3 Applications

D’ot la continuité de lopérateur intégral Ay f(p) = / K(p,¥)f(¥)dy de L?(Iy)dans L? (1) . De
I

plus, on a
1
2
([ 1as@Pde)” < Mg Il
1
ou encore

I Ak fll2zyy < Akl 2@l fll 22z

Remarque 3.2.2.1
La condition || Ag| 12(z,) < oo donnée sur la norme de l'opérateur intégral Ay est uniquement suffisante

et non nécessaire pour la continuité de cet opérateur.

3.2.3 Opérateur intégral a noyau normal continu

Proposition 3.2.3.1
Soit Ay, un opérateur intégral défini a partir d’un noyau K continu sur [a,b] X [a,b] — C par la

formule suivante , pour tout f € L*([a,b],C)

Voclntl  Ade)= [ K

Alors, Uopérateur Ay, admet un unique opérateur adjoint Af pour le produit scalaire usuel de L*([a, b],C)
Pour tout ¢ € [a, b
4'1(0) = [ K@ 21w
Preuve :
Pour tout f,g € L?*([a,b],C), on a
(Arf,9) = (£, Arg) -

Donc

<m¢m:f([waﬁwwOﬂww

= /b (@) (/b K(¢p, @g(cp)dtp) dy  Par la théorie de Fubini(1.5.0.1)

b b
=Afw%Lwamwwﬁw

= (f, Axg) -
On en déduit que A} est U'opérateur intégral de noyau K* avec K*(p,v) = K(1, ).

Autrement dit

b
Aif(o) = | KW@ @),
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Corollaire 3.2.3.1
L’opérateur integral Ay, de noyau K est normal si, et seulement si, le noyau K est normal :

K(p,¥) = K(¢,9), Yo, € [a,b]

Théoréme 3.2.3.1 [9] (Propriétés du spectre d’un opérateur compact)
Soit H un espace de Hilbert sur C et Ay un opérateur compact sur H. Alors
(i) Sidim H =400 alors 0 € o(Ay)

(i) o(Ag) = Up(Ak) U {0}.

Ezxemple 3.2.3.1

1/ Dans le cas K(, ) =1 :
e opérateur de volterra :

On note dt la mesure de Lebesque. On considére l’opérateur linéaire
L?0,1] — L?[0,1]

T: ©

o [ uw)av.

T est borné, en effet :
Vu € L?[0,1]
2 ! 2
[Tulf = [ 1) e

= /0 1 Tio.4) /0 1 u()dt

1 1
< /0 ljo,4) (/0 ]u(lﬂ)]%lﬁ) de  (par inégalité de Cauchy-Schwarz)

2
dp

2
= lfull3-
Donc T est borné et ||T| < \/¢. Ceci étant prouwvé, nous allons maintenant déterminer le rayon
spectral.

Soit u € C[0,1], alors pour tout n € N, ¢ € [0,1]

_ n—1
1) (o) = [,

On démontre cela par récurrence. Sin = 0 c’est évident.
On suppose le résultat vrai jusqu’au rang n.

Alors pour tout ¢ € [0,1] :
T (w)(p) = T"(Tu)(p)

_ n—1
- [ oW

= [W(TU)(QM]LP + /cp Mu(t)dw (par IPP puisque Tu est C’l)
o Jo n!

n.
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Ce qui termine la récurrence. Donc T coincide avec lopérateur borné
L?[0,1] — L*[0,1]

sur C[0,1] qui est dense dans L?[0,1]. Donc T" = S.

Mais alors pour tout u € L?[0,1] et toutn > 1 :

1 1 n—1
n <P—¢
Il = [ 1|

o

1 1
< T (/ lo — |1 dw> lull3  (par inégalité de Cauchy-Schwarz) -
n—1)12\Jo
2
gl

Qui tend vers 0 en +o0o. En notant r(T) le rayon spectral on a d’aprés la définition1.6.1.9

r(T)= lim |T7|"

n—-+00
1 1
(n— 1)!}

Qui tend vers 0 . Il en résul te que r(T) = 0. Par conséquent o(T) = {0} car le spectre n ’est
jamais vide.

< lim
n——+o00

A présent, Iadjoint T de T est le seul ingrédient qui manque a Uappel afin de déterminer le
spectre.

On a pour tout u,v € C[0,1] qui s’annulent en 0 et 1 :

<Tu,v>=<u,T v >

—/Tu de

Par IPP car Tu,Tv € C'[0,1]

_ 1 _
= (Tuw)(1)(T)(1) - / ( )(Tv)(p)de

/ )(Tv)(1)dp — (Tv)(p)de.
_ /0 u(p) </€01 v(t)dt) dy

Finalement on obtient Donc T™ coincide avec l'opérateur borné

L?[0,1] — L?[0,1]

o (o [t
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sur l’ensemble des fonctions continues a support compact.
On en déduit donc T* = W. Remarquons que si u est une fonction de C'[0,1] qui sans nule en
0et 1, alors

uw=-T"(u)
Montrons que 0 ¢ op(T).
Supposons qu’il existe u € L?[0,1] tel que Tu = 0.
Alors pour tout v € C[0,1] tel que v(0) =v(1) =0
0= (Tu,v') = (u,T*) = —(u,v)
donc u L {v € C1[0,1];v(0) = v(1) =0} := E. Or E est dense dans C'[0,1], donc E+ = {0}
d’otu=0. Dou

op(T) =10

T* est injective. On va appliquer la méme méthode utilisée pour T.

En effet soit u € L*[0,1] tel que T*u = 0, alors pour tout v € C[0, 1] tel que v(0) = v(1) = 0.
0= (T"u,v") = (u, Tv") = (u,v)

donc u L {v e C0,1];v(0) =v(1) =0} = E.
On en déduit par densité de E dans C'[0,1],u = 0. Donc

op (T*) = 0.

1l s’ensuit immédiatement
or(T) = op, (T") \op(T) = 0.
On en déduit alors
o.(T) = {0}
2/ Dans le cas K(i,p) #1 :
Soit H = L*([0,1]) et Ay € L(H) défini, pour f € H et ¢ € [0,1], par

Al = [ Ko fw)de

avec
—) si0<p<y<l1
P(l—p) si0<yp<p<l.

» A, est continue car :

Lt = ([ ([ 15t P ) as)

< 400

Ona :

D’prés le théoréme 3.2.2.1 on obtiemt Ay, est continue donc A, € L(H).
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» A, est un opérateur normal et compact car :

e A, est un opérateur normal :

donc :

P(1—¢p) si0<p<y<l1
o(l—v) si0<yp<p<l1.

) e(l=) si0<p<yp <1
Y1 —p) si0<yp<p<l.
= K(p,¢¥

K(p, ) = K(1, ¢).

e A, est un opérateur compact :

On utilise le théoréeme d’Ascoli Arzela pour montrer que l'opérateur Ay, est compact.

- Ax(Bf(0,1)) est équicontinue :
Soit f € B(0,1) et 1,02 € [0,1] on a

AL (1) = A = | [ 1K o10) = K(oa,] F0)0

g/O|K<¢1, K(po,¥) | | f@) | do

<|| K(¢1,-) = K(#2,-) lle2qo, I £ lz2¢0,1))

Par I'négalité de C-S (1.1)

Soit ¢ € [0,1], soite >0, Ja = — c
vip € [0,1],

<|l K(¢1,.) = K(#2,-) l2(0,1)
w1 2 2
= [T 1ePle - Pav

®2 9
+ | K(p1,v) — K(p2,9) |* dif
®1
1
[ 11 r— o [P dy)?
P2

<([" o=l (o |+ g ) dv

+ (| K1) | + | K (02, ) ) dip

1 1
+ [ 4lor—p2| (o1 |+ |p2])dp)2
P2

1 2 1
<([2ler-eatavr1o [“aves [ 1o- gl dv)
®1
S\/%\/\wl—%’-

2

26
o —v[<a =] Aufler) — Auf(¥) [<e Vf € By(0,1).
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- Ax(Bf(0,1)) est uniformément borné :

pour tout f € B(0,1) et p € [0,1] :

)l < [ YK (o) F ()i

<|| K(p,.) 2l f |lz2 par I'négalité de Cauchy-Schwartz (1.1)
<[l K(p;-) llz2 car || flI<1
<2

Done A (By(0,1)) est uniformément borné.

Alors d’aprés le théoréme d’Ascoli 1.5.0.4 , et puisque A(B(0,1)) est relativement compact
donc Ay, est compact.

Alors d’aprés le théoréme 3.2.3.1, on a 0 € o(Ay) et 0(Ar)\{0} est Uensemble des valeurs

propres non nulles de Ay.

e Les vecteurs propres associés aux valeurs propres sont des fonctions continues

car :

Si Apf = \f pour un X # 0, alors f € Tm(A) car :
Acf =Af X TAf=f car A #0
s AN =F car Ay € L(H)
3 g=\"1f telle que Apg = f
& f € Im(Ay).

Pour tout f € H, ¢ €[0,1]

® 1
Acf(e) = (1=9) [" w)av+¢ [ =) fwds.
%)
On va montrer que Ay f continue sur [0, 1].
D’abord, on montre la continuité de K

- St <Y ou > ona K est continu car il est polynome.

- St p=vYona:

lim 1-— = lim 1-— =t(1—-1t)=K(t,1t).
e T = ) S P Y = ) = KD

Donc K est continu sur {(t,t) : t € [0,1]}.
Alors la fonction K est uniformément continue sur le compact [0,1] x [0, 1]. Soit e > 0, donc il

existe 6 > 0
Vo, € [0,1],]p1 — 2| <0 = |K(p1,%) — K(p2,9)| < ¢

par l'inégalité de Schwarz, on a

| Ak f(p1) — Aef(w2)] < sup (|K(p1,9) — K(p2, V)DIf 220,17 < €l fllz2(o,17)-

¥el0,1]
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Ceci exprime la continuité uniforme de Ay f. Par suite Ay f est une fonction continue. Comme
tout vecteur propre f relatif a une valeur propre non nulle X vérifie f = X\~Y Ay f est une fonction

continue.

e A la fin nous allons déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de

A

Comme Ay, est normal , alors tout valeur propre est réelle. L’équation aux (valeurs propres,

vecteurs propres), (A, f) est

© 1
M) = (=) [Terwias+¢ [ =0 @, (32)
@
On va déduire, par dérivations successives une équation différentielle en f associée a des condi-

tions aux limites.

M) == [y + (1 - so)(;fo ([ eswiav)

1

+f ) f e + oz [ a-vrww)

© 1
— - [Twrwidy+ [ (1= w)swav.
0 @
() = —;fp ([Twrwv)+ di ( ;<1 ~ W) fW)
=—pf(p) = (1 —p)f(e)
=—f(y).

Donc

M) = — /0 Cpf@)dy + /@ (1= ) ).
() = —£()

(©
(1

Af(0) =0
Af(1) = 0.

Le systéme suivant est équivalent a (3.2).

M (@) = —f(»)
f(0) = f'(0)
f() = f(1).

Deuzx cas sont a étudier.

50



Chapitre 3 Applications

(i) A= —p"2,u>0. Alors
f(p) = Crexp(pep) + Cy exp(—pp)
Ci+Cy=0
Cyexp(u) + Cyexp(—u) = 0.
e Un couple (C1,Ca) # (0,0) est solution si et seulement si u? = 1.

On peut exprimer cette résultat par absurde, on supposons que p? # 1 donc p # 1 (> 0),

maintenent on va chercher la solution du systéme de variable C1 et Co

En multipliant (x) par exp(p) on obtient
C1exp(p) + Czexp(u) = 0.
Cyexp(u) + Cyexp(—p) = 0.
Donc
Colexp(p) —exp(—u)] =0 Co=0 car (u>0 et p#1).
En multipliant (x) par exp(—u) on trouve
Crexp(—p) + Cyexp(—p) =0
Crexp(p) + Coexp(—p) =0
Donc
Cilexp(—p) —exp(p)] =0 C1 =0 car (u>0 et p#1).

Alors (C1,Cq) = (0,0) c’est une contradiction donc p* =1 cela signifie que u=1.
Alors Coq =0, Avec compensation en (x) on trouve f(p) = C1exp(p)

{(1, Vect(fo)), ot fo(w) = exp(¥)}

est le seul couple solution.

Le théoréme 3.2.3.1 exprime que 0 € o(Ay) et o(Ay) = {0} Uo,(Ag), on obtient donc
o(Ag) ={0,1}.

(ii) A= p"2,u> 0. Alors
f(p) = Crcos(pp) + Casin(pgp)
Ci=0
Cicos(p) + Casin(p) =0
Un couple (C1,C2) # (0,0) est solution si et seulement si sin(u) = 0 donc p = nmw,n € N*.
Alors C1 = —nnwCs  ¢a signifie

fn(p) = —Conm cos(nmp) + Cy sin(nmp)

= Cy [—nm cos(nmy) + sin(nmp)]
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{((mr)_Q,Vect (fn)) , fn(p) = —nm cos(nmp) + sin(nmy), n € N*} :

sont les solutions.

Le théoréme 3.2.3.1 exprime que 0 € o(Ay) et o(Ay) = {0} U o,(Ag); on obtient donc

o(Ag) = {(mr)_z;n € N*} U {0}.

52



CONCLUSION

On a étudié dans ce mémoire, les caractérisations fondamentales des opérateurs linéaires continus
normaux d’un espace de Hilbert vers le méme espace de Hilbert. Dans chapitre trois de ce travail nous
avons apporté deux applications différentes illustrées dans le domaine de la théorie des opérateurs
linéaires continus d’un espace de Hilbert vers autre espace de Hilbert. La premiére application concerne
[’étude spectrale d’un opérateur linéaire continu normal sur un espace de Hilbert séparable .On trouve
que tout opérateur normal possede des valeurs propres .

La deuxieme application s’occupe principalement sur l’étude des opérateurs intégrauz continus et le
noyau de ce type des opérateurs intégraur aussi on fait le calcul des normes des opérateurs intégraux
et les conditions permettant que ces opérateurs integraux soient mormaux dans ce cas on trouvera
facilement le spectre de ces opérateurs intégrauz. On met l'accent sur un opérateur intégral d noyau

normal continu.
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Abstract:

This observation relates to the study of an important
class of finite linear operators, the normal operator.
Where we started with the initial definitions of finite
distances and linear effects and some of their important
properties and types, then we presented the definition of
the natural stimulus and some basic properties, and we
also studied its relationship to some linear effects, and
we searched for the spectrum. The digital image and the
relationship between them. In conclusion, we have done

a spectroscopic study of some applications of this effect.
Key words: espace hilbert , operator linear bounded ,
normal operator, spectre , image, ray.

Résumeé:
Cette note concerne I'étude d'une classe

importante d'opeérateurs linéaires finis, I'opérateur
normal. La ou nous avons commence avec les définitions
initiales des espaces linéaires finis et des influences et



certaines de leurs propriétés et types importants, nous
avons ensuite introduit la définition du stimulus normal
et certaines propriéteés de base, et nous avons également
etudié sa relation avec certains effets linéaires, et nous
avons cherché le spectre. L'image numérique et la
relation entre eux. En conclusion, nous avons fait une
etude spectroscopique de quelques applications de cet

effet.

Mots clé: espace hilbert , opérateur lineair borné,

opérateur normal, spectre, image , rayon.
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