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Principales notations utilisées

Notions géométriques:


 est un ouvert plan de frontière polygonale notée �.

! la mesure de surface sur � ,Q =]0; T [�
 ,T > 0 un corps polygonal .X
la frontière de Q; 
la mesure de surface

X
, t 2]0; T [ .

X
=]0; T [��:


' un secteur plan in�ni d�ouverture ', (' étant un angle de 
' ).

O un ouvert régulier à l�intérieur du polygone, O = 
�[Nj=1 
'j .
N = le nombre de sommets du polygone.

Sj: les sommets du polygone j = 1,2....N .

' : angle du secteur plan, telle que 0 < � < ' < 2�.

�': la frontière du secteur plan.

Espaces fonctionnels:

C10 (
):l�espace des fonctions indéfniment di¤érentiables et nulles à l�in�ni dans 
 .


 l�adhérence de 
 .

C10 (
):l�espace des restrictions à 
 des fonctions de C10 (R2):

L2(
): l�espace des classes de fonctions de carré intégrable pour la mesure dx.

Si 
' un secteur plan d�ouverture ' pour la mesure dx = �d�d�.

(�; �) désigne les coordonnes polaires.

k u k2L2(
')=
Z

'

juj2 dx:
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Principales notations utilisées

H1(
):l�espace de Sobolev d�ordre 1.

H1
0 (
): l�adhérence de D(
) dans H1(
).

Hm(
): l�espace de Sobolev d�ordre m ( dé�ni ici pourm 2 N , par convention d�écriture
on a H0(
) = L2(
))

Hm(
) = fu 2 L2(
) = D�u 2 L2(
); j�j � mg

tel que D� = @j�j

@
�1
x1
........@�mxm

, désigne la dérivé d�ordre � sens des distributions

avec � = (�1; �2;.....,�n) 2 N�; j�j =
mX
i=1

�i.

On munit l�espace Hm(
) du produit scalaire :

(u; v)Hm(
) =
X
j�j�m

(D2u;D2v)L2(
), 8u; v 2 Hm(
) et la norme associé étant donné par:

k u k
Hm(
)

= (
X
j�j�m

k D�u k2
L2(
)

)
1
2 ,8u 2 Hm(
)

E�(
'):l�espace de Sobolev avec poids d�ordre 2 dé�ni par :

E�(
') = fu 2 H1(
') n��D2u 2 L2(
')g

où, les fonctions u sont à support compact dans 
' .

Le symbole D2 désigne les dérivées partielles d�ordre 2 par rapport aux variables et � et

�:Où @
@�
= 1

�
@
@�
.

E�;0(
') = E�(
') \H1
0 (
).

E�;0(
') désigne l�espace de Sobolev avec poids d�ordre m dé�ni par :

E�;0(
') = fu 2 H1(
') n��Dj�ju 2 L2(
'); 2 � j�j � mg.
où, les fonctions u sont à support compact dans 
' .

C1(
) désigne l�espace des fonctions continues et dérivables dans 
.

C10 (Q') désigne l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiables et nulle à l�in�ni

dans Q' telle que Q' =
P

'�]0; T [.
Liste des symboles :
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Principales notations utilisées

V (Sj): une voisinage du sommet Sj pour j = 1; 2; 3; :::::N; (Sj désignera l�origine de

la frontière �j).

�(�) : une fonction poids qui est une fonction indé�niment di¤érentiable à l�intérieur de


'.
@
@�
:la dérivée normale par rapport � ,et égalité à @

�@�
.

(fP'): le problème obtenu de (P')après transformation de Mellin.eu(�; �): la transformation de Mellin de u(�; �) par rapport à �.
R: corps des réels.

R�+: espaces des réels strictement positif.

R��: espaces des réels strictement négatif.

R+: espaces des réels positif.
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Introduction générale

En mathématiques, plus précisément en calcul di¤érentiel, une équation aux dérivée par-

tielles (parfois appelée équation di¤érentielle partielle et abrégée en EDP) est une équation

di¤érentielle dont les solutions sont les fonctions inconnues dépendant de plusieurs variables

véri�ant certaines conditions concernant leurs dérivées partielles.

Une EDP a souvent de très nombreuses solutions, les conditions étant moins strictes que

dans le cas d�une équation di¤érentielle ordinaire à une seule variable ; les problèmes com-

portent souvent des conditions aux limites qui restreignent l�ensemble des solutions. Alors

que les ensembles de solutions d�une équation di¤érentielle ordinaire sont paramétrées par

un ou plusieurs paramètres correspondant aux conditions supplémentaires, dans le cas des

EDP, les conditions aux limites se présentent plutôt sous la forme de fonction ; intuitivement

cela signi�e que l�ensemble des solutions est beaucoup plus grand, ce qui est vrai dans la

quasi-totalité des problèmes.

Les EDP sont omniprésentes dans les sciences puisqu�elles apparaissent aussi bien en dy-

namique des structures ou en mécanique des �uides que dans les théories de la gravitation,

de l�électromagnétisme (équations de Maxwell), ou des mathématiques �nancières (équation

de Black-Scholes). Elles sont primordiales dans des domaines tels que la simulation aéro-

nautique, la synthèse d�images, ou la prévision météorologique. En�n, les équations les plus

importantes de la relativité générale et de la mécanique quantique sont également des EDP.

L�un des sept problèmes du prix du millénaire consiste à montrer l�existence et la continu-

ité par rapport aux données initiales d�un système d�EDP appelé équations de Navier-Stokes

L�étude de l�équation de Laplace dans un polygone ou un polyèdre, et généralement

l�étude des problèmes elliptiques dans des domaines non réguliers n�est entamée que depuis

1



Introduction

une date relativement récente; d�une part Grisvard [5] montre que la formule de Green

construite pour le Laplacien dans le cas classique c�est à dire dans des domaines réguliers

est encore valable dans les domaines non réguliers tels que les polygones ou polyèdres, par

exemple, et en utilisant l�alternative de Fredholm, il retrouve des résultats analogues à ceux

du cas classique, ces résultats ne sont pas encore généralisés à des opérateurs elliptiques

aux dérivées partielles d�ordre plus élevé dans des domaines de Rn, et ceci à cause de la

complexité des calculs.

Le but de notre travail est d�étudier le rôle que jouent les fonctions poids dansl�étude du

problème suivant :

(P )

8<: �u = f dans 


u = g sur �

Où 
 est un ouvert plan de frontière polygonale notée �:

La transformation de Mellin, est bien adaptée à la géométrie du domaine, le noyau de

Green aussi bien adaptée à la résolution de l�équation di¤érentielle explicite, et de mettre

en évidence d�inégalité à priori.

Grisvard [5] précise la régularité des solutions du problème de Dirichlet ou dans un

polygone plan en norme L2, En utilisant l�alternative de Fredholm, il a généralisé les résultats

de Hanna-Smith [11] grâce à une méthode très particulière.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre on va donner quelques dé�nitions principales avec espaces fonctionnels

généralisée, d�autre part on seront utiles pour la résolution de quelques problèmes Poisson

dans des domaines plan non réguliers.

Dans ce paragraphe, on donnera la géométrique est bien adaptée au domaine après la

transformation de Mellin [29], le noyau de Green est aussi bien adaptée à la résolution

d�équation di¤érentielle explicite.

1.1 Formes sesquilinéares et formes hermittienne

Dé�nition 1.1.1 Soient E et F deux |�espaces vectoriels.
Une application f : E �! F est dite semi-linéaire ou anti-linéaire.

Lorsque, pour tout x; y 2 E et tout � 2 |; on a :

f(x+ y) = f(x) + f(y) et f(�x) = �f(x):

Dé�nition 1.1.2 Lorsque | = R, semi-linéaire coincide avec linéaire. Si F = | = R; f est

dite forme semi-linéaire.

Dé�nition 1.1.3 soit E un |�espace vectoriel.Une forme sesquilinéaire sur E est une

application � : E � E �! |; véri�ant, pour tout x; x0; y; y0 2 E et tout �; � 2 |, les

propriétés suivantes :

3



1.2. Produits scalaires

i) �(x+ x0; y) = �(x; y) + �(x0; y) et �(�x; y) = ��(x; y):

ii)�(x; y + y0) = �(x; y) + �(x0; y) et �(x; �y) = ��(x; y):

Autrement dit, une forme sesquilinéaire sur un |�espace vectoriel E est une application
� : E � E �! | telle que :

i) pour tout y 2 E; l�application x �! �(x; y) soit linéaire.

ii) pour tout x 2 E; l�application y �! �(x; y) soit semi-linéaire.

Dé�nition 1.1.4 Soit E un |-espace vectoriel. Une forme hermitienne sur E est une ap-

plication � : E�E �! | telle que, pour tout x; x0 ; y 2 E et tout � � |, on ait:

�(x+ x
0
; y) = �(x; y) + �(x

0
; y) ; �(�x; y) = ��(x; y) et �(y; x) = �(x; y):

1.2 Produits scalaires

Dé�nition 1.2.1 Soit E un |�espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une forme

hermitienne dé�nie positive sur E. Autrement dit, un produit scalaire sur E est une appli-

cation dé�nie par :

E � E �! |

(x; y) �! hx; yi

véri�ant, pour tous x; x0; y 2 E et tout � 2 |, les propriétés suivantes:
1: hx+ x0; yi = hx; yi + h x0; yi et h�x; yi = � h x; yi :
2: hy; xi = hx; yi:
3: hx; xi � 0:
4: hx; xi = 0() x = 0:

Le nombre hx; yi est appelé le produit scalaire des x et y.
Tout |�espace vectoriel muni d�un produit scalaire (x; y) �! hx; yi est donc un espace

normé pour la norme dé�nie par x 7! kxk =
p
hx; xi et naturellement, un tel espace est

toujours considèré comme un espace métrique pour la distance correspondante

4



1.3. L�inégalité de Cauchy Swartz genéralisé

d(x; y) = kx� yk =
p
hx� y; x� yi:

1.3 L�inégalité de Cauchy Swartz genéralisé

Si ( E; h:; :i ) est un espace préhilbertien réel, alors pour tout (x; y) 2 E2 :

jhx; yij � kxkkyk

Où k:k désigne la norme induite par le produit scalaire.

1.4 Espace de Hilbert

1.4.1 Dé�nition principales

Si un espace préhilbertien est complet, pour sa norme hilbertienne, on dit que c�est un

espace de Hilbert. C�est donc un cas particulier d�espace de Banach [13] , [28].

1. Le produit scalaire usuel sur Rn est dé�ni par :

hx; yi =
nX
j=0

xjyj

où x = (x1; :::; xn); y = (y1; :::; yn) 2 Rn:
2. Le produit scalaire usuel sur Cn est dé�ni par

hx; yi =
nX
j=1

xjyj

où x = (x1; :::; xn); y = (y1; :::; yn) 2 Cn:
3. Sur |n, tout produit scalaire dé�nit une structure d�espace de Hilbert.

4. Rappelons que `2 est l�espace vectoriel des suites de scalaires (xn)n�0 pour lesquelles

la série
X
n�0

jxnj2 converge. Alors `2 est un espace de Banach pour la norme k k2 dé�nie par :

pour tout x = (xn)n�0 2 `2;on a kxk2 =
 
+1X
n=0

jxnj2
! 1

2

: Soient x = (xn)n�0; y = (yn)n�0 2 `2:

5



1.5. Espace de fonctions-test

Pour tout n � 0; on a 2jxnynj � jxnj2 + jynj2; donc la série de terme général xnyn est
convergente dans |. On pose :

hx; yi =
+1X
n=0

xnyn:

Alors l�application �;�est un produit scalaire sur `2 et pour tout

x = (xn)n�0 2 `2; on akxk2 =
p
hx; xi: Donc (`2; kk2) est un espace de Hilbert.

Exemple 1.4.1 1) Tout espace préhilbertien de dimension �nie est un espace de Hilbert.

Lorsque le corps de base est réel, on dit que c�est un espace euclidien, et que c�est un espace

hermitien lorsque le corps de base est complexe.

2) Pour toute mesure positive m, L2(m) est un espace de Hilbert, en vertu du théorème

de Riesz-Fisher [13], puisque la norme k:k2 :

kfk2 =

0@Z
s

jf(t)j2 dm(t)

1A 1
2

est la norme hilbertienne associée au produit scalaire usuel :

(f j g) =
Z
s

f(t)g(t)dm(t):

En particulier, `2 est un espace de Hilbert .

1.5 Espace de fonctions-test

Soit 
 un ouvert de R .Rappelons les notations suivantes.

1) Si K � 
 est compact, on note, pour tout entier m 2 N, DmK(
) l�espace des
fonctions ' : 
! C de classe Cm dont le support est contenu dans K. On le munit

de la norme:

k ' k(m)=
mX
j=0

k '(j) k1;

6



1.5. Espace de fonctions-test

où:

k  k1= sup
x2


j (x)j = sup
x2K

j (x)j ;

qui en fait un espace de Banach. L�espace :

D1K (
) =
\
m2N

DmK(
)

est simplement noté DmK(
).Cet espace n�est pas normé; néanmoins, on peut le
munir de la distance suivante:

dK(';  ) =
1X
m=0

1

2m+1
k '�  k(m)

1+ k '�  k(m)
;

qui en fait un e:v:topologie .localement convexe métrique complet (ce que l�on appelle

un

espace de Fréchet [13]), et pour laquelle on a :

Une suite ('n)n converge vers ' dans DmK(
) si et seulement si :

'(m)n
���!n!1 '(m)uniformément sur 
, pour tout m 2 N .

2) L�espace :

D(
)=
[

Kcompact,K�

DK(
)

est l�espace des fonctions ' : 
! C indé�niment dérivables à support compact (contenu

dans 
). On dit que c�est l�espace des fonctions-test.

Dé�nition 1.5.1 Soit 'n; ' 2 D(
), on dit que la suite ('n)n>1 converge vers ' dans

D(
) si :

1) il existe un compact K � 
 tel que supp'n � K pour tout n � 1;
2) la suite ('(j)n )n>1 converge uniformément sur K, donc sur 
, vers '(j),

pour tout j 2 N.
En d�autres termes :

(9K � 
;compact ) 'n; ' 2 D(
) et 'n��!!1' dans DK(
).

7



1.6. Espaces distributions

1.6 Espaces distributions

Dé�nition 1.6.1 On appelle distribution sur l�ouvert 
 toute forme linéaire

T : D(
) �! C ayant la propriété de continuité suivante :

T ('n)n��!!1T (') pour toute suite ('n)n convergeant vers ' dans D(
).

On note D0(
) l�ensemble des distributions sur 
. En d�autres termes : T : D(
) �! C

est une distribution si et seulement si, pour tout compact K � 
, la restriction TjDK(
) est
une forme linéaire continue sur DK(
) .On notera souvent :

T (') = hT; 'i.

Remarque 1.6.1 . On peut munir D(
) d�une topologie, dite limite inductive des topolo-
gies des DK(
) pour K parcourant les compacts de 
, de la façon suivante: si A � D(
)
est convexe, on dit que c�est un voisinage de 0 dans D(
) si, pour tout compact K � 
 ;

A \ DK(
) est un voisinage de 0 dans DK(
) . On montre que cela forme une base de
voisinages de 0 pour une topologie sur D(
) en faisant un e.v.t. localement convexe séparé
(mais non métrisable), et qu�une forme linéaire T : D(
) �! C est une distribution si et

seulement si elle est continue pour cette topologie; c�est-à-dire que, bien que la topologie de

D(
) ne soit pas métrisable, tester sur des suites convergentes su¢ t pour la la continuité
des formes linéaires.

Ces considérations topologiques, délicates, ne seront d�aucun intérêt pour la suite.

La caractérisation suivante montre que l�on peut en fait se contenter d�un nombre �ni

de dérivées pour véri�er que l�on a une distribution.

Proposition 1.6.1 [36] Soit T : D(
) �! C une forme linéaire. C�est une distribution

sur 
 si et seulement si : pour tout compact K � 
 il existe un entier m = m(k) 2 N et
une constante CK > 0 tels que :

8' 2 DK(
); jT (')j � CKk'k(m):

Dé�nition 1.6.2 On dit qu�une distribution T sur 
 est d�ordre �ni s�il existe un entier

m 2 N tel que, pour tout compact K � 
 , il existe CK > 0 tel que:

8' 2 DK(
); jT (')j � Ckk'k(m):

8



1.6. Espaces distributions

Autrement dit, dans la Proposition 1:6:1, l�entier m peut être choisi indépendemment

du compact K. Notons qu�une forme linéaire T : D(
) �! C véri�ant la condition de la

dé�nition est forcément une distribution, en vertu de la Proposition 1:6:1.

Le plus petit entier possible s�appelle alors l�ordre de la distribution T . Une distribution

qui n�est pas d�ordre �ni est dite d�ordre in�ni.

1) Monterons que exp( 1
x2
) 2 L1loc(R�):

On a exp( 1
x2
) 2 L1loc(R�) car si K est un compact de R� il existe 0 < " < A < +1 tels

que K � [�A;�"] [ ["; A];et exp( 1
x2
) est continue sur K:

2) Soit ' 2 D(R):On pose 'n(x) = exp(�n)'n(nx): Montrer que ('n)n>1 converge dans
D(R):

Soit A > 0 tel que supp' � [�A;A]:Alors supp'n � 1
n
et supp' � [�A;A] pour tout

n � 1: Comme
'
(k)
n (x) = nk exp(�n)'(k)(nx) pour tout k 2 N; on obtient:

sup
jxj�A

��'(k)n (x)�� � nke�n sup
x2R

��'(k)(x)�� = nke�n sup
jxj�A

��'(k)(x)�� ����!n!1 0:

Donc 'n(x)n�1 converge vers 0 dans D(R):

1.6.1 Dé�nitions et principales propriétés :

1) Soit 
 un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue.

L2(
) muni de produit scalaire hf; gi =

0@Z



f(x)g(x)dx

1A est un espace de Hilbert muni

de la norme :

kfkL2(
) =

0@Z



j f(x)j2 dx

1A 1
2

2) On note D(
) l�espace des fonctions de classe C1(
) à support compact dans 
.
D(
) est dense dans L2(
):
3) Soit v une fonction de L2(
):

On dit que v est dérivable au sens faible dans L2(
) s�il existe des fonctions wi 2 L2(
)
, pour i = 1 : : : n; telles que:
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1.6. Espaces distributions

Z



v(x)
@(�)

@xi
(x)dx = �

Z



wi(x)�(x)dx:

Chaque wi est appelée la i-ème dérivée partielle faible de v et est notée désormais @v
@xi

4) L�espace de Sobolev H1(
) est dé�ni par :

H1(
) =

�
v 2 L2(
); telque 8i = 1; :::; n; @v

@xi
2 L2(
)

�
Où @v

@xi
est la dérivée partielle faible de la fonction v.

5) Muni du produit scalaire suivant :

hu; vi =
Z



(u(x)v(x) +ru(x):rv(x))dx:

L�espace H1(
) est un espace de Hilbert.

6) EspaceH1
0 (
) : C�est un sous-espace deH

1(
) et qui sera très utile pour les problèmes

avec conditions aux limites de Dirichlet qui est la densité de D(
) dans H1(
) on peut le

dé�nir par :

H1
0 (
) =

�
v 2 H1(
) tel que v jr= 0

	
7) Formule de Green : Soit 
 un ouvert borné régulier de classe C1:

Si u et v sont des fonctions de H1(
) , elles véri�ent :Z



u(x)
@v(x)

@xi
dx = �

Z



v(x)
@u(x)

@xi
dx+

Z
@


u(x)v(x):�i(x)ds:

où � = (�i)i=1;:::;n: est la normale unité extérieure de @
 .

8) Si 
 un ouvert borné régulier de classe C1, l�espaceH1
0 (
) coïncide avec le sous-espace

de H1(
) constitué des fonctions qui s�annulent sur le bord @
 .

9) Espace Hm(
); m est un entier naturel, est dé�ni par :

Hm(
) =
�
v 2 L2(
) tel que 8� � m ;D�v 2 L2(
)

	
:

Dé�nition 1.6.3 Pour 1 � p < +1, on dé�nit l�espace de Sobolev W 1;P (I) par:

W 1;P (I) =
n
u 2 Lp(I);u a une dérivée faible u0 2 Lp(I)

o
:
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1.7. Fonction de Green

On le munit de la norme kukW 1;p = kukLp + ku
0kLp .

On pourrait dé�nir de même W 2;P (I), comme l�espace des u 2 Lp(I) ayant une dérivée
faible seconde, et plus généralement W k;P (I) pour tout entier k � 1.
Pour p = 2, on note :

W 1;2(I) = H1(I)

et on le munit du produit scalaire hu; vi = hu; viL2 + hu0; v0iL2 � La norme associée est :

kukH1 = (kuk2L2 + ku
0k2L2)

1
2

qui est équivalente à kukW 1;p on ait kukH1 � kukW 1;p �
p
2kukH1 �

Pour k � 1, on note Hk(I) = W k;2(I).

1.7 Fonction de Green

Soit p; q; f 2 C([a; b]) où p 2 C1([a; b]) , (a < b) et (�i; �i) 2 R2 tel que 8i = 1; 2;
j�1j+ j�2j ; j�1j+ j�2j 6= 0:On considère les équations di¤érentielles ordinaires:

(H) (py0)0 + py = 0

(NH) (py0)0 + py = f

ainsi que les conditions aux bords associées:

(CB)h

8<: �1y(a) + �2y
0(a) = 0

�1y(b) + �2y
0(b) = 0

(CB)nh

8<: �1y(a) + �2y
0(a) = 


�1y(b) + �2y
0(b) = �

Dé�nition 1.7.1 On appelle fonction de Green associée au problème homogène (H)� (CB)h
une fonction G : [a; b]� [a; b] �! R véri ant les propriétés suivantes:

(a) G est continue sur [a; b]� [a; b];
(b) G est symétrique:G(x; y) = G(y; x);8(x; y) 2 [a; b]2;
(c) @G

@x
(x; y) est continue pour tout x 6= y;
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1.7. Fonction de Green

(d) @G
@x
(y+; y)� @G

@x
(y�; y) = 1

p(y)
pour tout y 2 [a; b];

(e) la fonction partielle x �! G(x; y) est solution de l�équation (H) pour tout x 6= y;

(f) la fonction partielle x �! G(x; y) véri e les conditions (CB)h pour tout y 2 [a; b].

Remarque 1.7.1 Dé�nissons la fonction de Dirac � en un point x0 2 R par

�jx=x0 = �(x� x0) = lim"!0 f"(x) où

f"(x)

�
1

"
; x0 �

"

2
� x � x0 +

"

2

Alors

�(x� x0) =

8<: 0; x 6= x0

1; x = x0

et donc
bZ
a

�(x� x0)dx =

8<: 0; x0 =2 (a; b)
1; x0 2 (a; b)

Si ' est continue en x0, on a également

bZ
a

'(x)�(x� x0)dx =

8<: 0; x0 =2 (a; b)
'(x0); x0 2 (a; b)

La fonction de Green associée à un opérateur de dérivation injectif L avec des conditions

aux bords homogènes (CB)h est solution du problème:8<: LG(x; y)�(x� y);

x 7�! G(x; y) vér�e les conditions aux bords (CB)h:

Théorème 1.7.1 Supposons que le problème homogène (H) � (CB)h n�admet pas de so-
lution non triviale. Alors,il existe une (et une seule) fonction G ne dépendant pas de f ,

et dite fonction de Green, telle que, pour toute fonction f , la solution y du problème non

homogène(NH)� (CB)h s�écrit de manière unique sous la forme:

y(x) =

1Z
0

G(x; y) f(s) ds .
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1.8. Dé�nition de la tronsformation de Mellin et ses propriètés

Exemple 1.7.1 1. Pour déterminer dans ce cas la fonction de Green, cherchons un système

fondamental de solutions fy1; y2g solutions des problèmes de Cauchy respectifs suivants :8<: y00 + �2y = 0; 0 < x < '

y(0) = 0; y0(0) = �1

et 8<: y00 + �2y = 0; 0 < x < '

y(') = 0; y0(') = �1
Un calcul simple et direct donne

y1(x) =
�1
�
sin(�x); et y2(x) =

1
�
sin(�') cos(�x)� 1

�
cos(�') sin(�x)

avec un Wronskien égal à

W (y1; y2) =W (y1; y2)(0) =W (y1; y2)(') =
sin(�')

�
6= 0:

2. La fonction de Green, qui est une fonction symétrique, se calcule alors

comme suit [35]

G(x; t) =

8<:
y1(x)y2(t)
W (y1;y2)

; 0 � x � t

y1(t)y2(x)
W (y1;y2)

; t � x � '

En remplaçant y1 et y2 par leurs expressions respectives et en remarquant que

y2(x) =
1

�
sin(�('� x));

on obtient �nalement que

G(x; t) =

8<:
sin(�x) sin(�('�t))

� sin(�')
; 0 � x < t

sin(�t) sin(�('�x))
� sin(�')

; t < x � '

1.8 Dé�nition de la tronsformation de Mellin et ses

propriètés

Dé�nition 1.8.1 Soit f est une fonction dé�nie sur R+, on appelle transformée de Mellin

de f ,la fonction ~f de la variable complexe � dé�nie par : ef(�) = +1Z
0

f(x):x� dx
x
lorsque cette

inté grale converge .

13



1.8. Dé�nition de la tronsformation de Mellin et ses propriètés

1.8.1 Quelques propriétés :

df

dx
(�) = �(� � 1) ef(� � 1)

Et en général si n 2 N� , on a :

~dnf

dx
(�) = (�1)n(� � 1)(� � 2):::(� � n) ~f(� � n)

Et si � 2 N , avec � = n+ �; et 0 < � < 1; on véri�e que :

D� = Dn+� = Dn(D�) = D�(Dn):

On a en utilisant la transformation de Fourier:

bD�u = (i�)�bu
Par analogie avec la transformation de Mellin, on véri�e que:

~d�f

dx�
(�) = �(�)�(� � �) ~f(� � �)

Et pour � 2 R+ , avec � = n+ � , on véri�e que :

~d�f

dx�
(�) = �(�)�(� � �) ~f(� � �)

On véri�e aussi que xd
~f

dx
= �� ~f(�)

Et si ~f(�) est dé�nie pour �1 < Re� < �2, alors on a :

f(x) = lim
v!+1

1

2i�

�+ivZ
��iv

f(�)x��d�

Nous noterons par f � g; la convolution multiplicative de f et g par rapport à la mesure
dt
t
elle est dé�nie par:

h(x) = [f � g](x) =
1Z
0

f(t)g(
x

t
)
dt

t

On a alors : eh(�) = ~f(�)~g(�)
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1.8. Dé�nition de la tronsformation de Mellin et ses propriètés

Remarque 1.8.1 Il y a une certaine analogie entre la transformation de Mellin et

celle de Fourier, on peut passer de l�une à l�autre en e¤ectuant un changement de variable

convenable comme par exemple: � = e�t:

Si l�on pose � = i�; on aura : ef(�) = 1Z
0

f(�)��
d�

�
; et en posant � = e�t; il vient :

ef(�) = 1Z
0

f(e�t)e�it�dt =

1Z
0

F (t)e�it�dt = bF (�):
qui n�est autre que la transformée de Fourier de F (t) = f(�):

En utilisant cette analogie on peut appliquer le théorème de Plancheral [28] ;relatif

à la transformation de Fourier et faire le changement de variable ci-dessus pour obtenir

l�équivalent du théorème de Plancheral pour la transformation de Mellin .

.
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Chapitre 2

Position du Problème

Dans ce chapitre on va étudier le problème de Poisson dans un domaine plan du polygone,

on a montré que l�utilisation d�une fonction de poids convenable allège les calculs surtout

aux voisinages des points singuliers, et par conséquent le bon choix de l�espace du travail

qui traite la solution du problème dans un secteur plan 
' du polygone (' ouverture du


').

2.1 Notion du polygone

Fig 1 Notion sur la polygone
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2.1. Notion du polygone

Fig 2 L�angle du polygone à chaque secteur plan

Fig 3 Partition de l�unité du polygone

Soit 
 un ouvert plan de sommet Sj et à frontière polygonale �j pour j = 1; 2; 3; :::; N .

N étant le nombre des sommets du polygone 
:

On dé�nit un domaine 
'j pour j = 1; 2; 3; :::; N un secteur plan in�ni d�ouverture 
j

Soit donc wj pour j = 1; 2; 3; :::; N une partition de l�unité de classe C1(
) du polygone

qui isole chacun de sommet Sj pour j = 1; 2; 3; :::; N:

Sj étant le sommet de l�angle de l�ouverture 'j pour j = 1; 2; 3; :::; N .

Soit la fonction de troncature wj qui dé�nie comme suite :

wj =

8<: 1 dans V (Sj) \ 
'j , j = 1; 2; 3; :::; N
0 dans 
nV (Sj) \ 
'j

Où V (Sj) un voisinage du sommet Sj , j = 1; 2; 3; :::; N :

17



2.2. Résultats de Grisvard

Soit X +

NX
j=1

wj = 1 , X est une fonction troncature sur 
;et comme
NX
j=1

wj = 1, alors

la fonction troncature donnée par :

X =

8<: 0 dans V (Sj) \ 
'j , j = 1; 2; 3; :::; N
1 dans 
nV (Sj) \ 
'j

X est une fonction dé�nie sur un ouvertO (qui est en fait le polygone privés des voisinages

des ses sommets ).

2.2 Résultats de Grisvard

La solution du problème suivant:

(p)

8<: �u = f dans 


u = 0 sur �
(2.2.1)

Il n�existe dans H2(
)\ H1
0 (
) que si le polygone 
 est convexe c�est à dire que tout

les angles sont saillants, cela découle du fait que la solution de ce problème est de la forme:

uj = u0 + a�
j�
' sin j�

'
� telle que a est constante, cette solution n�est pas né cessaire dans

H2(
) lorsque � < '. Car @
2u
@�2

=2 L2(
) .

2.3 Dé�nition de fonction de poids

�(�) =

8>>><>>>:
�� si 0 < � < �0

�(�) si �0 < � < �1

1 si �1 < � < �2

(2.3.1)

2.4 Le problème dans un secteur plan

Nous étudierons le problème dans un secteur plan in�ni d�ouverture ' qu�on note 
' c�est

à dire:


' = f(�; �)n� > 0; 0 < � < ' < 2�g (2.4.1)
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2.5. Dé�nition de l�espace de travail E�(
')

Et on désigne �' la frontière de 
':la frontière de 
' désigne la réunion des deux demi

droites issues de l�origine et d�équation respectives � = 0 et � = '. le problème (P ) sur 


équivaut au cas le problème classique dans un ouvert plan régulier O et au cas le problème

dans le secteur plan 
' d�ouverture 
. telle que O est un ouvert plan régulier de la classe

C1(
). les coordonnées polaires sont mieux adaptées à la géométrie du domaine 
':

Pour étudier ce type de problème suivant sur 
' , on a¤ecte l�opérateur de Laplace �

d�une fonction poids �(�) qui est une fonction indé�niment di¤érentiable à l�intérieur de 
'

et que ne s�annule pas dans 
' , et dé�nie par :

(P')

8<: �(�)�u = �(�)f dans 
'

Bu = 0 sur �'
(2.4.2)

2.5 Dé�nition de l�espace de travail E�(
')

Pour étudier ce type de problème suivant:

(P')

8<: �(�)�u = �(�)f = h dans 
'

Bu = 0 sur �'
(2.5.1)

avec h = �(�)f 2 L2(
'):

Supposons que le sommet de 
' se situé à l�origine et soit �(�) la fonction poids dé�nis

par (2.3.1).

On va étudier ce problème au voisinage de l�origine dans un secteur plan 
' , car le

seul problème qui se pose quant à la régularité des solution du problème (2.5.1) se situé au

voisinage de l�origine et d�après( 2.3.1), on va donc étudier le problème suivant :

(P')

8<: ���u = ��f = h dans 
'

Bu = 0 sur �'
(2.5.2)

On va commencer en utilisant comme conditions aux limites celles de Dirichlet (le cas

où B est l�opérateur identité), c�est à dire qu�on va d�abord étudier le problème suivant :

(P')

8<: ���u = ��f = h dans 
'

u = 0 sur �'
(2.5.3)
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2.6. Propriété de l�espace E�(
')

de même pour la condition de Neumann (le cas où B = @
@�
) suivant:

(P')

8<: ���u = ��f = h dans 
'
@u
@�
= 0 sur �'

(2.5.4)

on a l�opérateur s�écrit en coordonné polaire:

�u =
@2u

@�2
+
1

�

@u

@�
+
1

�2
@2u

@�2
:

la solution de ce problème (2.5.3) est de la forme uj = u0+ a�
j�
' sin j��

'
, a est constante,

il est commandé de chercher la solution du problème (2.5.3) dans un espace fonctionnel, on

constate que �� @
2u
@�2

2 L2(
'); ce qui nous donne l�idée d�a¤ecter le Laplacien d�une fonction
poids qui dépend de �.

On choisit donc un espace fonctionnel avec poids qu�on dé�ni par :

E�(
') =
�
u 2 H1(
')=�

�D2u 2 L2(
')
	

(2.5.5)

Où, les fonctions u sont à support compact dans , 
'; et le symbole D2 désigne les

dérivées partielles d�ordre 2 par rapport aux variables � et � où @
@�
= 1

�
@
@�
.

On cherchera la solution de notre problème, si elle existe dans ce espace . Il est plus

commandé de chercher la solution du problème (2.5.4) dans l�espace fonctionnel qu�on note

par E�;0(
') et qu�on dé�ni par :E�;0(
') = E�(
') \ H1
0 (
') car on a une condition de

Dirichilet homogène. on véri�e aisément que E� E est un espace intermédiaire entre H1 et

H2 .On munira l�espace E�(
') de la norme du graphe suivante:

kukE� = kukH1 +
X
j�j=2

k��D�ukL2

2.6 Propriété de l�espace E�(
')

on rappels des quelques dé�nitions on pose :

H1
x;y(
') =

�
u 2 L2(
');

@u

@x
;
@u

@y
sont dans L2(
')

�
:

H1
�;�(
') =

�
u 2 L2(
');

@u

@�
;
@u

@�
sont dans L2(
')

�
:
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2.6. Propriété de l�espace E�(
')

L�espace H1
x;y(
') coïncide avec l�espace H1

�;�(
') .Donc on utilisé dé�nition l�espace

de travail, l�espace E�(
') dé�nie par l�expression (2.5.5).

Proposition 2.6.1 Si � et � deux réel pris dans l�intervalle [0; 1] , et tels que � < �:Alors

E� � E�.

Proposition 2.6.2 l�espace E�;0(
') peut s�écrite sous la forme suivante:.

E�;0(
') =
�
u 2 H1

0 (
')=�
�u 2 H2

0 (
')
	

Où u les fonctions sont à support compact dans 
':

Proposition 2.6.3 l�espace E�(
') est espace de Banach ré�exifs.

Preuve. Voir [25]

Proposition 2.6.4 Si u est dans E�(
') , alors ���1 @u@� est dans L
2(
'):

Preuve. On sait que si u 2 E�(
') alors u est à support compact dans 
' ,et u 2
H1(
')donc @u

@�
est dans L2(
'):

Montrons que ���1 @u
@�
est dans L2(
'):On a donc k���1 @u@�k

2 =

'Z
0

1Z
0

�2��2
���@u@� ���2 �d�d�:

Si � � 1; et comme 0 < � < 1 alors k@u
@�
k2 � k���1 @u

@�
k2 car �2��2 � 1 .

pour � � 1 la proposition est véri�ée, il reste le cas � < 1:
Pour� < 1 , on a :

'Z
0

1Z
0

�2��2
����@u@�

����2 �d�d� =
'Z
0

�Z
0

�2��2
����@u@�

����2 �d�d� +
'Z
0

1Z
�

�2��2
����@u@�

����2 �d�d�:
Comme la fonction � �! �2��2 est décroissante et continue sur le compact [�; 1] ;donc

elle est bornée et atteint ses bornes sur ce compact .Donc

'Z
0

1Z
0

�2��2
����@u@�

����2 �d�d� �
'Z
0

�Z
0

�2��2
����@u@�

����2 �d�d� + �2��2
'Z
0

1Z
�

����@u@�
����2 �d�d�:
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2.7. Existence et unicité du probléme elliptique dans E�(
')

Pour étudier l�intégrale

'Z
0

�Z
0

�2��2
���@u@� ���2 �d�d� , pour � su¢ samment petit non nul, la

fonction � �! �2��2 admet de développement en série entier .En utiliser la fonction suivant:

� �! �2��2 = (1 + �� 1)2��2:

On a pour jXj = j�� 1j < 1 alors (1 +X)� =
1X
n=0

1
n!
�(� � 1)(� � 2)::::(� � n+ 1)Xn et

on a j�� 1j < 1 car 0 < � < � < 1

Posons donc X = � � 1 et � = 2� � 2, et appliquant le développement en série entier,
on aura donc

'Z
0

�Z
0

�2��2
���@u@� ���2 �d�d� =

'Z
0

�Z
0

1X
n=0

1
n!
(2�� 2)(2�� 3)::::(2�� n� 1)(�� 1)n

���@u@� ���2 �d�d�
D�où

0 <

������
'Z
0

�Z
0

�2��2
���@u@� ���2 �d�d�

������ =
������
'Z
0

�Z
0

(1 + �� 1)2��2
���@u@� ���2 �d�d�

������
�

1X
n=0

1
n!
(2�� 2)(2�� 3)::::(2�� n� 1)

'Z
0

�Z
0

j�� 1jn
���@u@� ���2 �d�d� � S

'Z
0

�Z
0

���@u@� ���2 �d�d�
où S est la somme de la série entier de coe¢ cient :

1X
n=0

1

n!
(2�� 2)(2�� 3)::::(2�� n� 1)

Alors on a :

0 <

������
'Z
0

�Z
0

�2��2
����@u@�

����2 �d�d�
������ � S

'Z
0

�Z
0

����@u@�
����2 �d�d�;

et comme @u
@�
2 L2, on a le résultat désiré.

2.7 Existence et unicité du probléme elliptique dans

E�(
')

2.7.1 Inégalité à priori

On va étudier l�existence du problème suivant:
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2.7. Existence et unicité du probléme elliptique dans E�(
')

(p')

8<: ���u = ��f = h dans 
'

u = 0 sur �'
(2.7.1)

dans l�espace E�;0(
') pour ceci on utilisera le lemme suivant:

Lemme 2.7.1 (Lemme de Peetre) ([4])

Soient E;F;G trois espaces de Banach ré�exifs, tel que E s�injecte dans G et cette

injection est compacte, et soit L un opérateur linéaire continu de E dans F .Alors les

conditions suivantes sont équivalents :

1)L�image de L est fermée dans F , et L a un noyau de dimension �nie.

2)Il existe une constante K > 0 telle que :

kukE � K fkLukF + kukGg : (2.7.2)

On va appliquer ce lemme aux espaces aux espace:

E = E�;0(
');F = L2(
');G = H1
0 (
')

il est clair que F et G sont des espaces de Banach ré�exifs car ce sont des espaces de Hilbert

et E est un espace de Hilbert et on a :H2
0 (
') � E�;0(
') � H1

0 (
') � L2(
'):

et, il est évident que l�opérateur ��� est linéaire continu de E�;0(
') dans L2(
').Donc

toutes les hypothéses du lemme, sont véri�ées voir

Pour montrer que l�image de l�opérateur L = ��� est fermée dans L2(
') et que son

noyau est de dimension �nie, on établira une inégalité (2.7.2) qui devient :

kukE�;0(
') � K
n
kLukL2(
') + kukH1

0 (
')

o
(2.7.3)

Pour établir l�inégalité (2.7.3), on a besoin de l�inégalité suivante:

kukE�;0(
') � K
n
k���ukL2(
') + kukH1

0 (
')

o
(2.7.4)

Pour montrer que l�inégalité (2.7.4),on commence par l�utilisation de la transformation

de Mellin qui est bien adaptée au domaine dans 
' après la transformation de Mellin au

problème suivant:
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2.7. Existence et unicité du probléme elliptique dans E�(
')

(fP')
8<: �̂��u =g��f = eh dans 
'eu = 0 sur �'

(2.7.5)

avec �̂��u(�; �) = �̂� @
2u
@�2
(�; �) + �̂��1 @u

@�
(�; �) + ^���2 @2u

@�2
(�; �) et on obtient :

�̂��u(�; �) =
@2eu
@�2

(� + �� 2; �) + (� + �� 2)2eu(� + �� 2; �) = eh et eh 2 L2(
'):
il vient :

@2eu
@�2

(�; �) + (� + �)2eu(�; �) = eh(� + 2; �):
Par résolution explicite, La solution de cette équation est donnée par :

eu(�; �) = 'Z
0

eG(�; �; �)eh(� + 2; �)d�:
eG(�; �; �)est la transformée de Mellin de G(�; �; �):eG(�; �; �) donné par :

eG(�; �; �) =
8<:

sin�('��) sin��
� sin�'

,0 � � � �

sin�� sin�('��)
� sin�'

, � � � � '

Le noyau de Green étant bornée [1] ; on utilise la transformation de Mellin inverse on

aura directement l�inégalité suivante, il existe une constante M > 0 telle que :

keukfH2
0

�Mk@
2eu
@�2

(�; �) + (� + �)2eu(�; �)kfL2 :
comme l�injection de H2

0 dans E�;0 est continue, il existe une constante N > 0 telle que:

keukgE�;0 � NkeukfH2
0

:

et on en déduit que :

keukgE�;0 � Kkeh(� + 2; �)kf
L2

ou K =MN:

On a l�inégalité souhaitée véri�ée d�où, kukE�;0(
') � K
n
k���ukL2(
') + kukH1

0 (
')

o
:
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2.7. Existence et unicité du probléme elliptique dans E�(
')

On remarque qu�on obtient des résultats analogues en utilisant la condition de Neumann

dans l�espace E�(
') .

D�après le lemme de Peetre on a l�image de l�opérateur L = ��� est fermée dans L2(
')

et que son noyau de dimension �nie dans E�;0(
'):

On déduit que le problème (2.7.1) admet au moins une solution dans l�espace E�;0(
') .

Méthode 2

Pour montrer l�inégalité (2.7.4), on commence par calculer k���uk2 :
on a donc: k���uk2 =

D
�� @

2u
@x2
+ �� @

2u
@y2
; �� @

2u
@x2
+ �� @

2u
@y2

E
k���uk2 =

D
�� @

2u
@x2
; �� @

2u
@x2

E
+ 2

D
�� @

2u
@x2
; �� @

2u
@y2

E
+
D
�� @

2u
@y2
; �� @

2u
@y2

E
k���uk2 = k�� @2u

@x2
k2 + k�� @2u

@y2
k2 + 2

D
�� @

2u
@x2
; �� @

2u
@y2

E
:

ce qui implique suivant la méthode de Grisvard voir [5] ou [8] on a :

hDxv;Dywi = hDyv;Dxwi :

Posons v = Dxu;w = Dyu on obtient:hDxv;Dywi = hDyDxu;DxDyui =


D2
xu;D

2
yu
�

hDxv;Dywi = hDyDxu;DxDyui =


D2
xu;D

2
yu
�



D2
xu;D

2
yu
�
=

Z

'

jDxuDyuj2 d
' = kDxuDyuk2:

Il s�en suit :

k���uk2 = k��D2
xuk2 + k��D2

yuk2 + 2k�2�DxuDyuk2:
et comme k�2�DxuDyuk2 � 0 alors k���uk2L2 � k��D2

xuk2 + k��D2
yuk2:

et en ajoutant par kuk2
H1
0
nous avons :

k���uk2L2 + kuk2H1
0
� k��D2

xuk2L2 + k��D2
yuk2L2 + kuk2H1

0
(2.7.6)

D�après la norme du graphe de l�espace E�;0 on ait: kuk2E�;0 = kuk2H1
0
+
X
j�j=2

k��D�uk2L2 :

On déduit que l�inégalité (2.7.6), on a k���uk2L2 + kuk2H1
0
� kuk2E�;0 où K0 = K = 1

tels que K0 et K sont constants, d�où le résultat de l�inégalité 2.7.4.

2.7.2 Etude de l�unicité de la solution

on va étudier le noyau du problème (P')dans l�espace E�(
'):
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2.8. Problèmes Adjoints

Les éléments du noyau du problème (P') sont solution du problème suivant :

(P')

8<: ���u = 0 dans 
'

u = 0 sur �'
(2.7.7)

comme le facteur �� ne s�annule pas à l�intérieur de 
' le problème (2.7.7) est donc

équivalent au problème:

(P')

8<: �u = 0 dans 
'

u = 0 sur �'

Il su¢ t de remarquer que comme �u = 0 et on a h�u; ui = 0 d�où,

h�u; ui = �k@u
@x
k2 � k@u

@y
k2 = 0

où, le crochet h:; :i désignent le produit scalaire dans L2(
') et les normes son indice
sont celles de L2(
'):

Donc �u = 0 implique h�u; ui = �k@u
@x
k2 � k@u

@y
k2 = 0 on déduit que :8<: @u

@x
= 0

@u
@y
= 0

=) u est constante.

et comme u = 0 sur �' , donc u = 0 dans H1(
');et donc u = 0 dans E�(
') donc

u = 0 dans E�;0(
'):

2.8 Problèmes Adjoints

2.8.1 Théorème

On a la formule de Green suivant [4]:Z



Luvdx�
Z



uL�vdx =
m�1X
j=0

Z
�

SjuCjvd� +
m�1X
j=0

Z
�

BjuTjvd! pour tout u; v 2 C10 (
).

ayant les propriétés suivants :

1)-les système fB0; :::::::; Bm; C0; :::::::Cmg soit un système de Dirichlet d�ordre 2m sur �
2)-les coe¤cients des Cj et Tjsont dans C10 (
).
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2.8. Problèmes Adjoints

3)-l�ordre Cj est 2m� 1� �jet celui de Tj est 2m� 1�mj.

4)-le système fC0; ::::::; Cm�1; T0; :::::; Tm�1gest système de Dirichlet d�ordre 2m sur �.

2.8.2 Proposition:

Si u; v sont deux fonctions de C10 (
),on a la formule de Green suivante:

h���u; vi � hu; (���)�vi =
Z
�'

SuCvd� +

Z
�'

BuTvd! (2.8.1)

telle que : S; T;B;C sont des opérateurs di¤érentiel d�ordre 1 dé�nie sur la bord

�'(frontière de 
'),l�opérateur (���)�est l�opérateur l�adjoint de ���.

Où les crochet h:; :idésigne le produit scalaire dans L2(
').
Preuve. on a : �u = @2u

@�2
+ 1

�
@u
@�
+ 1

�2
@2u
@�2

d�où, ���u = �� @
2u
@�2
+ ���1 @u

@�
+ ���2 @

2u
@�2

,en intégrant dans le secteur plan 
',pour v 2 C10 (
') alors :Z

'

���uv�d�d� =

'Z
0

1Z
0

��+1
h
@2u
@�2
+ 1

�
@u
@�
+ 1

�2
@2u
@�2

i
vd�d� =

=

'Z
0

1Z
0

(��+1
@2u

@�2
+ ��

@u

@�
+ ���1

@2u

@�2
)vd�d�

=

'Z
0

1Z
0

��+1
@2u

@�2
vd�d� +

'Z
0

1Z
0

��
@u

@�
vd�d� +

'Z
0

1Z
0

���1
@2u

@�2
vd�d�

Si cette intégrale existe, on peut ainsi formuler le problème adjoint, on calcule cette

intégrale en utilisant une intégration par parties:
'Z
0

1Z
0

��+1 @
2u
@�2
vd�d� =

'Z
0

1Z
0

�� @
2u
@�2
vd�d�

=

'Z
0

@u

@�
(���v)d� j10 �

'Z
0

1Z
0

@u

@�

@

@�
(���v)d�d�

= �
'Z
0

1Z
0

@u

@�

@

@�
(���v)d�d� (car v 2 C10 (
'))
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2.8. Problèmes Adjoints

=

'Z
0

u
@

@�
(���v)d� j10 +

'Z
0

1Z
0

u
@2

@�2
(���v)d�d�

=

'Z
0

1Z
0

u
@2

@�2
(���v)d�d� (car v 2 C10 (
'))

'Z
0

1Z
0

��+1
@2u

@�2
vd�d� =

'Z
0

1Z
0

u

�
�(�+ 1)���1v + 2(�+ 1)��

@v

@�
+ ��+1

@2v

@�2

�
d�d� (2.8.2)

'Z
0

1Z
0

�� @u
@�
vd�d� =

'Z
0

1Z
0

���1 @u
@�
v�d�d�

=

'Z
0

u���1v�d� j10 �
'Z
0

1Z
0

@

@�
(���1�v)ud�d�

= �
'Z
0

1Z
0

@

@�
(���1�v)ud�d� (car v 2 C10 (
'))

'Z
0

1Z
0

��
@u

@�
vd�d� = �

'Z
0

1Z
0

u

�
��
@v

@�
+ ����1v

�
d�d� (2.8.3)

'Z
0

1Z
0

���1 @
2u
@�2
vd�d� =

'Z
0

1Z
0

���2 @
2u
@�2
v�d�d�

=

1Z
0

@u

@�

�
���1v

�
d� j'0 �

'Z
0

1Z
0

@u

@�

@

@�

�
���1v

�
d�d�

=

Z
�'

@u

@�

�
���1v

�
d��

Z
�'

u���1
@v

@�
d�+

'Z
0

1Z
0

u
@2

@�2
�
���1v

�
d�d�

'Z
0

1Z
0

���1
@2u

@�2
vd�d� =

Z
�'

���1
@u

@�
vd��

Z
�'

u���1
@v

@�
d�

'Z
0

1Z
0

u���1
@2v

@�2
d�d� (2.8.4)

De (2.8.2),( 2.8.3) et( 2.8.4) nous avons :
'Z
0

1Z
0

���uv�d�d� �
'Z
0

1Z
0

u
h
�� @

2v
@�2
+ (2�+ 1) ���1 @v

@�
+ ���2

�
�2v + @2v

@�2

�i
�d�d� =
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2.8. Problèmes Adjoints

Z
�'

@u
@�
���1vd��

Z
�'

u���1 @v
@�
d�

d�où la relation suivante :h���u; vi � hu; (���)� vi =
Z
�'

SuCvd�+

Z
�'

BuTvd� telle que:

hu; (���)� vi =
'Z
0

1Z
0

u
h
�� @

2v
@�2
+ (2�+ 1) ���1 @v

@�
+ ���2(�2v + @2v

@�2
)�d�d�

i
et

Z
�'

SuCvd� +

Z
�'

BuTvd� =

Z
�'

@u

@�
���1vd��

Z
�'

u���1
@v

@�
d�:

Donc l�opérateur adjoint de ��� noté (���)� est donnée par :

(���)� = ��
@2

@�2
+ (2�+ 1) ���1

@

@�
+ ���2(�2 +

@2

@�2
):

c�est à dire,(���)� = ���+ 2����1 @
@�
+ �2���2:

29



Chapitre 3

Application à un système d�évolution

et conclusion

Dans ce chapitre, on va essayer de montrer que cette méthode est applicable à d�autres

types de problèmes tels que le problème d�évolution pour les systèmes non stationnaires, le

problème relatif à la variable du temps.

On appliquera le théorème de Hille-Yosida et la théorie des semi groupe de contraction,en

�n on donne une conclusion générale à notre étude.

3.1 Etude de l�équation d�évolution

Soit Q = 
�]0; T [un domaine plan de R2 ,telle que 
 une polygone et T > 0, la frontière de


 est notée � telle que � = [nj=1�j et le côté ]Sj�1;Sj[ est noté �j�1 où,Sj sont les sommet
de 
.

On considère alors le problème de di¤usion suivant :

(P )

8>>><>>>:
Lu = @u

@t
��u = f dans 
�]0; T [= Q

u = 0 sur
P

u(0) = u0 dans 


(3.1.1)
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3.1. Etude de l�équation d�évolution

f 2 L2(Q) étant donnée et B est un opérateur di¤érentiel aux dérivées partielles d�ordre
0 ou 1, dé�nie sur la frontière �, (on ne considérera ici que les deux cas, la condition d

Dirichlet, et celle de Neumann), et la condition initiale u(0)donnée par :

u(0) = u0 = u(x; y; 0) = u0(x; y)

On commence par l�étude du problème (3.1.1) dans un secteur plan in�nis 
' d�ouverture

' alors on multiplie l�opérateur L par une fonction poids �(�) = �1(�)qui est une fonction de

la classe C1(Q')et ne s�annule pas dans Q' la fonction que vaut �1(�) = �� au voisinagede

l�origine .

Au voisinage de l�origine, le problème avec la condition de Dirichlet s�écrit:

(P')

8>>><>>>:
�� @u

@t
� ���u = ��f dans 
' � ]0; T [= Q'

u (�; 0; t) = u(�; �; 0) sur
P

' = �' � ]0; T [

u (0) = u0 = u (�; �; 0) = u0 (�; �) dans
'

(3.1.2)

3.1.1 Dé�nition d�un espace fonctionnel

On se propose de chercher la solution du problème (3.1.2) dans un l�espace fonctionnel

E�(
') si on pose A = ���� sur le domaine D(A) = E�(
') pour � 2]0; 1[ , tels que
l�espace E�(
') est dé�nie par :

E�(
') =
�
u 2 H1 (
') n ��D2u 2 L2 (
')

	
Pour le cas de la condition de Dirichlet homogène, il est commandé de travailler dans

l�espace fonctionnel E�;0(
') tels que E�;0(
') = E�(
')\H1
0 (
'); et pour la condition de

Neumann il est commandé de travailler l�espace E�(
'):

3.1.2 Etude de l�existence et l�unicité de la solution

Dé�nition 3.1.1 : On dit que l�opérateur A est dissipatif pour le produit scalaire (: ; :)H

si :

Re(Ax; x) � 0 ; pour tout x 2 D(A):
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3.1. Etude de l�équation d�évolution

Dé�nition 3.1.2 : Un semi -groupe est dit dissipatif si son générateur in�nitésimal l�est.

Soit A un opérateur non borné de domaine D(A) dense dans l�espace de Hilbert H. alors

A est le générateur in�nitésimal d�un semi groupe de contraction de classe C0

si et seulement si :

8<: i) A est dissipatif

ii) l�imagede D(A) par I � A est égal H

Corollaire 3.1.1 un semi groupe de contraction de classe C0 est dissipatif .

Etude du problème avec la condition de Dirichlet homogène

On va appliquer ceci au problème de di¤usion, étant donnée f 2 L2(Q'), le problème est le
suivant:

(P')

8>>><>>>:
�� @u

@t
� ���u = ��f = h dans 
' � ]0; T [= Q'

u = 0 sur
P

' = �' � ]0; T [

u (0) = u0 dans
'

(3.1.3)

Pour les conditions au bord u(�; 0) = u(�; ') = 0 sur �' et l�opérateur A = ���� ,donc
on peut prendre f = 0 et l�espace suivant H = L2(
'); et le domaine D(A) telle que:

D(A) = E�(
') \H1
0 (
') = E�;0(
'):

Il est clair que l�espace D(A) = E�;0(
') est dense dans L2 (
') :

On va montrer que l�opérateur A est monotone c�est à dire: hAu; ui � 0

hAu; ui = �
Z

'

u���ud
' = �
'Z
0

1Z
0

u
�
�� @

2u
@�2
+ ���1 @u

@�
+ ���2 @

2u
@�2

�
�d�d�

= �
'Z
0

1Z
0

��
@2u

@�2
u�d�d� �

'Z
0

1Z
0

���1
@u

@�
u�d�d� �

'Z
0

1Z
0

���2
@2u

@�2
u�d�d�

on calcule l�intégrale: �
'Z
0

1Z
0

�� @
2u
@�2
u�d�d�

�
'Z
0

1Z
0

�� @
2u
@�2
u�d�d� = �

'Z
0

1Z
0

���1 @u
@�
u�d�d� +

'Z
0

1Z
0

���1 @u
@�
u�d�d� +

'Z
0

1Z
0

��
���@u@� ���2 �d�d�
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3.1. Etude de l�équation d�évolution

on a : �

'Z
0

1Z
0

���1 @u
@�
u�d�d� = ��2

2

'Z
0

1Z
0

���2 juj2 �d�d� donc :

�
'Z
0

1Z
0

��
@2u

@�2
u�d�d� =

��2
2

'Z
0

1Z
0

���2 juj2 �d�d� +
'Z
0

1Z
0

��
����@u@�

����2 �d�d� (3.1.4)

�
'Z
0

1Z
0

���2
@2u

@�2
u�d�d� =

'Z
0

1Z
0

��
����1� @u@�

����2 �d�d� (3.1.5)

�
'Z
0

1Z
0

���1
@u

@�
u�d�d� = �

'Z
0

1Z
0

���1
@u

@�
u�d�d� (3.1.6)

de (3.1.4) et (3.1.5) et (3.1.6) nous avons :

hAu; ui =
'Z
0

1Z
0

��
���1� @u@� ���2 �d�d� +

'Z
0

1Z
0

��
���@u@� ���2 �d�d� � �2

2

'Z
0

1Z
0

���2 juj2 �d�d�:

D�après Grisvard [10] on a:

si � < p� 1 alors

0@ 1Z
0

ju(x)jp x��pdx

1A 1
p

� p
p���1

0@ 1Z
0

���@u(x)@x

���p x�dx
1A 1

p

on a donc

0@ 'Z
0

1Z
0

���2 juj2 �d�d�

1A 1
2

� 2
2���1

0@ 'Z
0

1Z
0

���@u@� ���2 ���d�d�
1A 1

2

d�où

'Z
0

1Z
0

���2 juj2 �d�d� � 4
(1��)2

'Z
0

1Z
0

���@u@� ���2 ���d�d� et on tire :
��

2

2

'Z
0

1Z
0

���2 juj2 �d�d� � � 2�2

(1� �)2

'Z
0

1Z
0

����@u@�
����2 ���d�d�

on a donc : hAu; ui �
�
1� 2�2

(1��)2

� 'Z
0

1Z
0

��
���@u@� ���2 �d�d� +

'Z
0

1Z
0

��
���1� @u@� ���2 �d�d�

on déduit que

hAu; ui �
�
1� 2�2

(1� �)2

� 'Z
0

1Z
0

��
����@u@�

����2 �d�d�
l�expression hAu; ui est positive si et seulement si

�
1� 2�2

(1��)2

�
� 0 ce qui implique que

� 2 ]0;
p
2� 1] c�est à dire 0 < � �

p
2� 1:

Donc l�opérateur A est monotone pour 0 < � �
p
2� 1
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3.1. Etude de l�équation d�évolution

monterons que l�opérateur A = ���� est maximal.

8l 2 L2 (
') ;9u 2 D (A) ; alors l = Au+ u, on a donc: ����u+ u = l 2 L2 (
') :
L�opérateur ��� est linéaire continu et surjectif de D(A) dans L2 (
') :

Il su¢ t de montrer que l�image de ��� est fermée dans L2(
') et son noyau est de

dimension �nie et que R(A+ I) = Im A.

D�après le lemme de Peetre [4] on a montre que l�inégalité suivant : 9K > 0 telle que:

kukE�;0(
') � K
n
k���ukL2(
') + kukH1

0 (
')

o
(3.1.7)

est veri�ée, on en déduit que l�équation l = Au+ u admet au moins une solution dans

l�espace D(A) = E�;0(
'):
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Conclusion générale

Nous avons procédé à l�étude de quelques problèmes limités pour les équations aux

dérivées partielles semi -linéaire et du problème dynamique des évolutions.

Dans ce mémoire, nous avons étudié pour chaque cas le problème direct et son adjoint

En�n, nous avons appliqué cette méthode sur un système d�évolution dans un polygone plan.

Dans la première partie on a étudié le problème de Poisson avec la condition de Dirichlet

dans un secteur plan in�ni, d�ouverture ' qui est un des angles du polygone.

On a montré que l�utilisation de la fonction de poids convenable allège plus les calculs

surtout aux voisinages des points singuliers, et par conséquent après un bon choix de l�espace

de travail et le traitement du problème. Nous avons mis en évidence une inégalité à priori et

par utilisation du lemme de Peetre, nous avons établi l�existence de la solution dans l�espace

ainsi choisi.

En suite on a étudié les unicités des solutions par la technique des noyaux .

Dans la deuxième partie on a établi une formule de Green adaptée à chaque problème

et on a déduit la formule de l�opérateur adjoint.

Dans la dernière partie, on a fait une application dans un système d�évolution et du

type parabolique. Ce genre de problèmes intervient dans plusieurs applications, comme la

théorie de la chaleur, la di¤usion des gaz, electro-�uides.... etc.

Par une application de la fonction de poids dans un système d�évolution et du type

parabolique,on a étudié le problème d�évolution dans le corps plan du polygone Q =


�]0; T [; T > 0 avec T de temps et 
 polygone.

On a utilisé la même fonction poids choisie convenablement dans le chapitre 2 pour

chaque problème, pour rendre les calculs aux voisinages des points singuliers plus aisé, et
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Conclusion générale

par conséquent, d�après Brezis [13] on a montré que l�opérateur de Laplace avec poids est

monotone et maximal.

On a utilisé le lemme de Peetre pour l�inégalité à priori en mettant en évidence que

l�opérateur est maximal.

D�après le théorème de Hille -Yosida, on établit l�existence et unicité de solutions de

problèmes dans les espaces choisis, et même application pour le système qui engendre un

semi groupe de contraction.
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 الملخص

مسألة لابلاس جديدة، باسخدام طريقة جديدة وهي دور دالة الوزن لكرة، تم اثبات وجود و وحدانية الحل ذه المذفي ه  

ي عالج الحالة الثابتة والتي لا ذ[،ال25،][21في مسألة لابلاس، باعتتبار الشروط الحدية المعطاة في أوراق بحثية ]

ا النوع من المسائل، تم دراسة العديد من التجارب على ذتعتبر حالة تطورية لهه الفكرة ذتتغير بالمغير الزمني، وه

ه الدراسة الرياضية المقدمة.ذمسائل فيزيائية مختتلفة تعتمد على ه  

 الكلمات المفتاحية

لابلاس، فراغ  رلوحدانية، تحويل ميلين، مضلع، مؤثمسألة التطورية، دالة الوزن، صيغة قرين، الوجود و ا

.سوبولاف  

Résumé 

Dans ce mémoire, l'existence et l'unicité de la solution pour une nouvelle problème de Laplace 

ont été prouvées, en utilisant une nouvelle méthode, qui est le rôle de la fonction de poids dans 

le problème de Laplace, qui est la méthode des solutions partielles considérant quelques les 

conditions aux limites données dans les publication précédent, Et nos résultats sont une 

extension de notre dans [21], [ 25], qui traitait de l'état d'équilibre qui ne change pas avec la 

variable de temps, et ces L'idée est un cas évolutif pour ce type de problème.De nombreuses 

expériences ont été étudiées sur différents problèmes physiques sur la base de cette étude 

mathématique présentée. 

Mots clés 

Problème d'évolution-fonction de poids-Formule de Green-Existence-Unicité-transformation de 

Mellin-Polygone-Opérateur de Laplace-espace Sobolev. 

Abstract 

In this memory, the existence and the uniqueness of the solution for a new Laplace problem 

have been proved, using a new method, which is the role of the weight function in the Laplace 

problem, which is the method of partial solutions considering some of the boundary conditions 

given in previous publications, and our results are an extension of our in [21], [25], which dealt 

with the steady state that does not change with the time variable, and these The idea is an 

evolutionary case for this type of problem. Many experiments have been studied on different 

physical problems based on this presented mathematical study. 

Key Words 

Evolution problem-weight function-Green's formula-Existence-Uniqueness-Mellin 

transformation- Polygon-Laplace operator-Sobolev space. 


