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Principales notations utilisées

Notions géométriques:
2 est un ouvert plan de frontiére polygonale notée I'.
w la mesure de surface sur I' ,@Q =]0, T[xQ2 ,7 > 0 un corps polygonal .

Z la frontiere de ), yla mesure de surface Z ,t€]0,T] .

> =0, 7[xT.

2, un secteur plan infini d’ouverture ¢, (¢ étant un angle de €2, ).
O un ouvert régulier a I'intérieur du polygone, O = Q\ijzl Qyj
N = le nombre de sommets du polygone.

S;: les sommets du polygone j = 1,2...N .

¢ : angle du secteur plan, telle que 0 <60 < ¢ < 27.

I',: la frontiere du secteur plan.

Espaces fonctionnels:

C5°(2):Iespace des fonctions indéfniment différentiables et nulles a 'infini dans €2 .
Q I'adhérence de .

C°(Q):lespace des restrictions & © des fonctions de C5°(R?).

L?(2): lespace des classes de fonctions de carré intégrable pour la mesure dz.

Si €2, un secteur plan d’ouverture ¢ pour la mesure dx = pdpdf.

(p,0) désigne les coordonnes polaires.

2
w3, = [ fuf de
Qp



Principales notations utilisées

H'(Q):l’espace de Sobolev d’ordre 1.

H(Q2): Padhérence de D(Q) dans H'(Q).
H™(): 'espace de Sobolev d’ordre m ( défini ici pour m € N | par convention d’écriture

ona HOQ)=L*N))

H™(Q) = {u € L*(Q) / D’u € L*(Q),]8] < m}

18l

tel que DP = désigne la dérivé d’ordre [ sens des distributions

aﬁ m )

avec ﬂ = (517627 """ 7ﬁ S N* ‘ﬁ‘ Zﬁ

On munit 'espace H™(2) du produit scalaire :

(U, v) grm () = Z (D*u, D*v) 12(q), Yu,v € H™(2) et la norme associé¢ étant donné par:

ame= (> I D )? Vue H™(Q)

L2( )
|BI<m

E+(§,):I’espace de Sobolev avec poids d’ordre 2 défini par :

Ea(Q) = {u € H'(Qy) \p"D*u € L*(Q,)}

ol, les fonctions w sont a support compact dans Q_@

Le symbole D? désigne les dérivées partielles d’ordre 2 par rapport aux variables et p et
n.0u a% = %%.

Eaol®y) = Ea(Q,) N HY(Q).

Eq0(Q,) désigne I'espace de Sobolev avec poids d’ordre m défini par :

Bao(y) = {u € HY(Q,) \p"DPlu € 12(9,),2 < |B] < m}.

ou, les fonctions w sont a support compact dans Q_w

C1(Q2) désigne I'espace des fonctions continues et dérivables dans €.

C3°(Q,) désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables et nulle a I'infini
dans Q, telle que Q, = > x]0,TT.

Liste des symboles :

vi



Principales notations utilisées

V(S;): une voisinage du sommet S; pour j = 1,2,3,.....N, (S; désignera l'origine de

la frontiere I').

A(p) : une fonction poids qui est une fonction indéfiniment différentiable a 'intérieur de
Q.

:la dérivée normale par rapport n ,et égalité a %.

—

0
on
(P,): le probléeme obtenu de (P,)aprés transformation de Mellin.
u(o,0): la transformation de Mellin de u(p, §) par rapport a p.
R: corps des réels.

R?% : espaces des réels strictement positif.

R* : espaces des réels strictement négatif.

R, : espaces des réels positif.

vil



Introduction générale

En mathématiques, plus précisément en calcul différentiel, une équation aux dérivée par-
tielles (parfois appelée équation différentielle partielle et abrégée en EDP) est une équation
différentielle dont les solutions sont les fonctions inconnues dépendant de plusieurs variables
vérifiant certaines conditions concernant leurs dérivées partielles.

Une EDP a souvent de trés nombreuses solutions, les conditions étant moins strictes que
dans le cas d’une équation différentielle ordinaire a une seule variable ; les problémes com-
portent souvent des conditions aux limites qui restreignent ’ensemble des solutions. Alors
que les ensembles de solutions d'une équation différentielle ordinaire sont paramétrées par
un ou plusieurs parameétres correspondant aux conditions supplémentaires, dans le cas des
EDP, les conditions aux limites se présentent plutot sous la forme de fonction ; intuitivement
cela signifie que I’ensemble des solutions est beaucoup plus grand, ce qui est vrai dans la
quasi-totalité des problemes.

Les EDP sont omniprésentes dans les sciences puisqu’elles apparaissent aussi bien en dy-
namique des structures ou en mécanique des fluides que dans les théories de la gravitation,
de ’électromagnétisme (équations de Maxwell), ou des mathématiques financiéres (équation
de Black-Scholes). Elles sont primordiales dans des domaines tels que la simulation aéro-
nautique, la synthése d’images, ou la prévision météorologique. Enfin, les équations les plus
importantes de la relativité générale et de la mécanique quantique sont également des EDP.

L’un des sept problémes du prix du millénaire consiste & montrer 1’existence et la continu-
ité par rapport aux données initiales d’un systéme d’EDP appelé équations de Navier-Stokes

L’étude de I’équation de Laplace dans un polygone ou un polyedre, et généralement

I’étude des problémes elliptiques dans des domaines non réguliers n’est entamée que depuis



Introduction

une date relativement récente; d’une part Grisvard [5] montre que la formule de Green
construite pour le Laplacien dans le cas classique c’est a dire dans des domaines réguliers
est encore valable dans les domaines non réguliers tels que les polygones ou polyéedres, par
exemple, et en utilisant ’alternative de Fredholm, il retrouve des résultats analogues a ceux
du cas classique, ces résultats ne sont pas encore généralisés & des opérateurs elliptiques
aux dérivées partielles d’ordre plus élevé dans des domaines de R", et ceci a cause de la
complexité des calculs.

Le but de notre travail est d’étudier le role que jouent les fonctions poids dansl’étude du

probléme suivant :

Au=f dans €2
u=g sur I’

Ou 2 est un ouvert plan de frontiére polygonale notée I'.

La transformation de Mellin, est bien adaptée a la géométrie du domaine, le noyau de
Green aussi bien adaptée a la résolution de I’équation différentielle explicite, et de mettre
en évidence d’inégalité a priori.

Grisvard [5] précise la régularité des solutions du probléme de Dirichlet ou dans un
polygone plan en norme L?, En utilisant ’alternative de Fredholm, il a généralisé les résultats

de Hanna-Smith [11] grace a une méthode treés particuliére.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre on va donner quelques définitions principales avec espaces fonctionnels
généralisée, d’autre part on seront utiles pour la résolution de quelques problémes Poisson
dans des domaines plan non réguliers.

Dans ce paragraphe, on donnera la géométrique est bien adaptée au domaine apres la
transformation de Mellin [29], le noyau de Green est aussi bien adaptée a la résolution

d’équation différentielle explicite.

1.1 Formes sesquilinéares et formes hermittienne

Définition 1.1.1 Soient E et F' deux k—espaces vectoriels.

Une application f : E — F est dite semi-linéaire ou anti-linéaire.
Lorsque, pour tout x, y € E et tout A € k, on a :
fla+y)=fl2)+ fly) et fQz)=Af(2).

Définition 1.1.2 Lorsque k = R, semi-linéaire coincide avec linéaire. St F =k =R, f est

dite forme semi-linéaire.

Définition 1.1.3 soit £ un k—espace vectoriel. Une forme sesquilinéaire sur E est une
application ¢ : E x E — k, vérifiant, pour tout z,x',y,y € E et tout \,u € k, les

propriétés sutvantes :



1.2. Produits scalaires

i) o(z +a',y) = d(z,y) + ¢(z',y) et Pp(Az,y) = Ap(z,y).

i)¢(z,y +y) =o(x,y) + o('y) et oz, py) = oz, y).

Autrement dit, une forme sesquilinéaire sur un k—espace vectoriel E est une application
¢: Ex E— Kk telle que :

i) pour tout y € E, Uapplication x — ¢(x,y) soit linéaire.

it) pour tout x € E, Uapplication y — ¢(x,y) soit semi-linéaire.

Définition 1.1.4 Soit E un k-espace vectoriel. Une forme hermitienne sur E est une ap-

plication ¢ : ExE — k telle que, pour tout z,x',y € E et tout \ € k, on ait:

dr+a,y) =@y +o,y) . o(Ar,y)=rd(z,y) et o(y.z) = d(z,y).

1.2 Produits scalaires

Définition 1.2.1 Soit E un k—espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une forme
hermitienne définie positive sur E. Autrement dit, un produit scalaire sur E est une appli-
cation définte par :
ExE — k
(ZL', y) - <I, y>

vérifiant, pour tous x,x’',y € E et tout A € k, les propriétés suivantes:

L{(z+2)y) =(x,y) +(2,y) et (\r,y) = (x,y) .

Le nombre (x,y) est appelé le produit scalaire des x et y.
Tout k—espace vectoriel muni d’un produit scalaire (z,y) — (x,y) est donc un espace
normé pour la norme définie par = — ||z|| = /{(x,z) et naturellement, un tel espace est

toujours consideré comme un espace métrique pour la distance correspondante



1.3. L’inégalité de Cauchy Swartz genéralisé

d(z,y) = |lz -yl = vV{z —y,z —y).

1.3 L’inégalité de Cauchy Swartz genéralisé

Si (E, (.,.) ) est un espace préhilbertien réel, alors pour tout (z,y) € E? :

[{z o) < llzllllyll

Ot ||.|| désigne la norme induite par le produit scalaire.

1.4 Espace de Hilbert

1.4.1 Définition principales

Si un espace préhilbertien est complet, pour sa norme hilbertienne, on dit que c’est un
espace de Hilbert. C’est donc un cas particulier d’espace de Banach [13] , [28].

1. Le produit scalaire usuel sur R" est défini par :

(z,y) = Z TiYj
j=0

oux = (x1,...,Tn),y = (Y1, .., Yn) € R™.

2. Le produit scalaire usuel sur C" est défini par

<.%', y) = Z 33]'%
j=1

ou = (T1,..,Tn), Yy = (Y1, -, Yn) € C™.
3. Sur k", tout produit scalaire définit une structure d’espace de Hilbert.
4. Rappelons que £? est 1’espace vectoriel des suites de scalaires (z,,),>0 pour lesquelles

la série E |z,,|? converge. Alors 2 est un espace de Banach pour la norme || || définie par :

n>0
+o00 2
pour tout z = (z,,),>0 € £*,on a ||z|z = (Z |xn|2) - Soient & = (Zn)n>0,Y = (Yn)nzo0 € £*.
n=0



1.5. Espace de fonctions-test

Pour tout n > 0, on a 2|x,¥,| < |z,|> + |yn|?, donc la série de terme général z,7, est

convergente dans k. On pose :

+oo
n=0
Alors I'application < ,> est un produit scalaire sur ¢ et pour tout

r = (T,)n>0 € €2, on a||z||s = \/(z,z). Donc (£2,]|||2) est un espace de Hilbert.

Exemple 1.4.1 1) Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert.
Lorsque le corps de base est réel, on dit que c’est un espace euclidien, et que c’est un espace

hermitien lorsque le corps de base est compleze.

2) Pour toute mesure positive m, L*(m) est un espace de Hilbert, en vertu du théoréme

de Riesz-Fisher [13], puisque la norme ||.||,:

VI

I = | [ 1@ dmee

est la norme hilbertienne associée au produit scalaire usuel :

(f19) = / F(Og@ydm().

En particulier, 2 est un espace de Hilbert .

1.5 Espace de fonctions-test

Soit © un ouvert de R .Rappelons les notations suivantes.
1) Si K CQ est compact, on note, pour tout entier m € N, D}Z(Q) l'espace des

fonctions ¢ : 2 — C de classe C™ dont le support est contenu dans K. On le munit

de la norme:

e llem=>_ 11 0¥ [,
=0



1.5. Espace de fonctions-test

ou:

Y

| % [loo= sup [¢(2)| = sup |[¢(z)
€N €K

qui en fait un espace de Banach. L’espace :

DR(Q) = (] DR(Q)

meN

est simplement noté Dj(2).Cet espace n’est pas normé; néanmoins, on peut le

munir de la distance suivante:

1 =9 llm
d —
k(o) = 2m L 1 | o — ¥ o)

m=0

qui en fait un e.v.topologie .localement convexe métrique complet (ce que 'on appelle

un
espace de Fréchet [13]), et pour laquelle on a :

Une suite (¢,,), converge vers ¢ dans D72() si et seulement si :

(m) (m)yniformément sur Q, pour tout m € N .

Pn

n—=od ¥
2) L’espace :

p@)= |J Dx®

Kcompact, KCQ

est I’espace des fonctions ¢ : {2 — C indéfiniment dérivables & support compact (contenu

dans ). On dit que c’est ’espace des fonctions-test.

Définition 1.5.1 Soit ¢, € D(QQ), on dit que la suite (p,),>1 converge vers ¢ dans

D(R2) si :

1) il existe un compact K C Q tel que suppp,, C K pour tout n > 1;

2) la suite (gpﬁf ))n>1 converge uniformément sur K, donc sur €, vers o),

pour tout 7 € N.
En d’autres termes :

(3K C Q,compact ) ©n,p € D(Q) et  @,=xp dans Dg ().



1.6. Espaces distributions

1.6 Espaces distributions

Définition 1.6.1 On appelle distribution sur l’ouvert €2 toute forme linéaire
T :D(Q2) — C ayant la propriété de continuité suivante :
T(p,)n==T(p) pour toute suite (p,,), convergeant vers ¢ dans D(2).

On note D’'(Q2) 'ensemble des distributions sur 2. En d’autres termes : 7' : D(Q2) — C
est une distribution si et seulement si, pour tout compact K C €Q, la restriction Tip, (o) est

une forme linéaire continue sur Dg(£2) .On notera souvent :

T(p) =(T,¢p).

Remarque 1.6.1 . On peut munir D(Q2) d’une topologie, dite limite inductive des topolo-
gies des D () pour K parcourant les compacts de 2, de la fagon suivante: si A C D(Q)
est conveze, on dit que c’est un voisinage de 0 dans D() si, pour tout compact K C Q,
AN Dk(Q) est un voisinage de 0 dans Dk(Q2) . On montre que cela forme une base de
voisinages de 0 pour une topologie sur D(2) en faisant un e.v.t. localement convexe séparé
(mais non métrisable), et qu’une forme linéaire T : D(2) — C est une distribution si et
seulement si elle est continue pour cette topologie; c’est-a-dire que, bien que la topologie de
D(Q) ne soit pas métrisable, tester sur des suites convergentes suffit pour la la continuité
des formes linéaires.

Ces considérations topologiques, délicates, ne seront d’aucun intérét pour la suite.

La caractérisation suivante montre que l’on peut en fait se contenter d’un nombre fini

de dérivées pour vérifier que l’'on a une distribution.

Proposition 1.6.1 [36] Soit T : D(Q}) — C une forme linéaire. C’est une distribution
sur Q si et seulement si : pour tout compact K C Q il existe un entier m = m(k) € N et

une constante C'x > 0 tels que :

Ve € D(2),  [T(#)] < Ckllellom):

Définition 1.6.2 On dit qu’une distribution T sur Q0 est d’ordre fini s’il existe un entier

m € N tel que, pour tout compact K C ) , il existe Cx > 0 tel que:

Vo € Dk(Q), [T (@)l < Crllellm-



1.6. Espaces distributions

Autrement dit, dans la Proposition 1.6.1, 'entier m peut étre choisi indépendemment
du compact K. Notons qu'une forme linéaire 7' : D(2) — C vérifiant la condition de la
définition est forcément une distribution, en vertu de la Proposition 1.6.1.

Le plus petit entier possible s’appelle alors 'ordre de la distribution 7". Une distribution
qui n’est pas d’ordre fini est dite d’ordre infini.

1) Monterons que exp(Z5) € L}, (R*).

On a exp(=) € L},.(R*) car si K est un compact de R* il existe 0 < ¢ < A < +0o0 tels

que K C [-A, —¢] U e, A et exp(Z5) est continue sur K.

2) Soit ¢ € D(R).On pose ¢, () = exp(—n)p, (nx). Montrer que (¢,,),>1 converge dans
D(R).

Soit A > 0 tel que suppp C [—A, A].Alors suppy,, C L et suppp C [—A, A] pour tout

n
n > 1. Comme

o) (2) = n* exp(—n)® (nz) pour tout k € N, on obtient:

sup | (z)| < nFe " sup |p¥ (2)| = nfe™" sup [¢W ()] n =3 0.
|z[<A zeR |z|<A

Donc ¢, (z),>1 converge vers 0 dans D(R).

1.6.1 Définitions et principales propriétés :
1) Soit € un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue.
L?(92) muni de produit scalaire {f, g) = / f(x)g(z)dz | est un espace de Hilbert muni
Q

de la norme :

2

1122 = / | F(o)P da
Q

2) On note D(N2) 'espace des fonctions de classe C*°(£2) a support compact dans €.
D(9) est dense dans L?(2).

3) Soit v une fonction de L*(12).

On dit que v est dérivable au sens faible dans L?(Q) s’il existe des fonctions w; € L*(Q)

, pour ¢ = 1...n, telles que:



1.6. Espaces distributions

(P
/U(x)ﬁ(x)dx = —/wi(x)é(x)dx.
(91'1'
Q Q
Chaque w; est appelée la i-eme dérivée partielle faible de v et est notée désormais g—;’i

4) L’espace de Sobolev H'(£2) est défini par :

HY(Q) = {U € L*(Q), telque Vi = 1, ..., n; £ € LQ(Q)}

Ou g; est la dérivée partielle faible de la fonction v.

5) Muni du produit scalaire suivant :

L’espace H'(€) est un espace de Hilbert.
6) Espace Hj () : C’est un sous-espace de H'(2) et qui sera tres utile pour les problémes
avec conditions aux limites de Dirichlet qui est la densité de D(Q2) dans H'(Q) on peut le

définir par :

Hy(Q) = {ve H'(Q) tel quev|,=0}
7) Formule de Green : Soit € un ouvert borné régulier de classe C*.

Si u et v sont des fonctions de H'(Q) , elles vérifient :

/u(a:)ag—;f)dx = —/v(x)gg—g)dx + /u(m)v(m)m(w)ds

Q Q o0

ot 1 = (1;)i=1,..n- est la normale unité extérieure de 0f2 .
8) Si © un ouvert borné régulier de classe C'!, 'espace Hg (£2) coincide avec le sous-espace
de H'(Q) constitué des fonctions qui s’annulent sur le bord 952 .

9) Espace H™(£2), m est un entier naturel, est défini par :

H™Q) = {v e L*(Q) tel que Va <m ;D*v € L*(Q)}.
Définition 1.6.3 Pour 1 < p < 400, on définit I’espace de Sobolev W' (I) par:

WYP(I) = {u € LP(I);u a une dérwée faible u' € Lp([)} :

10



1.7. Fonction de Green

On le munit de la norme ||u|ly1s = ||ul[zr + ||u||ze -

On pourrait définir de méme W?2F(I), comme I'espace des u € LP(I) ayant une dérivée
faible seconde, et plus généralement W*¥(I) pour tout entier k > 1.

Pour p = 2, on note :
W2(I) = H(I)

et on le munit du produit scalaire (u,v) = (u,v),;. + (v, v"),.» - La norme associée est :

/ 1
lullz = (lullZz + [l [1Z2)

qui est équivalente & ||u|y1y on ait [|ullg < ||ullwre < V2|ullg -

Pour k > 1, on note H*(I) = W"2(I).

1.7 Fonction de Green

Soit p,q, f € C([a,b]) oupe CYa,b]), (a<b) et (o, 3;) €R? tel que Vi=1,2,

la1| 4+ Jaal, |81+ |B2] # 0.0n considére les équations différentielles ordinaires:

(H) (py) +py = 0
(NH) (py') +py =

ainsi que les conditions aux bords associées:

(CB), oqy(a) + agy'(a) =0
0

B1y(b) + Bay'(b) =

(CB) ay(a) + agy'(a) =
1)

Bry(b) + By (b) =

Définition 1.7.1 On appelle fonction de Green associée au probléme homogéne (H)— (CB)y,

une fonction G : [a,b] X [a,b] — R wvéri ant les propriétés suivantes:

(a) G est continue sur [a,b] X [a, b];
(b) G est symétrique:G(z,y) = Gy, z),V(z,y) € [a, b]?;

(c) %(x, y) est continue pour tout x # y;
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1.7. Fonction de Green

(d) 32(y"y)— 5y y) = ;&5 pour tout y € [a, b];
(e) la fonction partielle x — G(z,y) est solution de 'équation (H) pour tout z # y;

(f) la fonction partielle x — G(z,y) véri e les conditions (C'B);, pour tout y € [a, b].
Remarque 1.7.1 Définissons la fonction de Dirac § en un point xo € R par
Oja=zo = 0(T — @0) = lim._o fo(x) o1

1 5 €
il _ i< < e
fa(a:){g,xo 2_9€_$0+2

Alors
0, x#uxo
00, T = T

et donc ,

/5(3: — xg)dx = 0, 20 ¢ (a,0)

1, € (a,b)

a

Si ¢ est continue en z(, on a également

b

/gp(m)&(:c — xg)dx =

a

0, ¢ (a,b)
@(370)7 Zo € (aa b)
La fonction de Green associée a un opérateur de dérivation injectif L avec des conditions

aux bords homogenes (C'B);, est solution du probléme:
x +— G(x,y) vérfie les conditions aux bords (C'B)y,.

Théoréme 1.7.1 Supposons que le probléme homogéne (H) — (C'B);, n’admet pas de so-
lution non triviale. Alors,il existe une (et une seule) fonction G ne dépendant pas de f,
et dite fonction de Green, telle que, pour toute fonction f, la solution y du probléme non

homogéne(NH) — (C'B)y, s’écrit de maniére unique sous la forme:

y(z) = / Gl y) f(s) ds .

12



1.8. Définition de la tronsformation de Mellin et ses propriétés

Exemple 1.7.1 1. Pour déterminer dans ce cas la fonction de Green, cherchons un systéme

fondamental de solutions {y1,y2} solutions des problémes de Cauchy respectifs suivants :

y" + oy =0, 0<x<p
y(0) =0, y'(0) = -1
et

y' + 0%y =0, O<z<yp
ylp) =0, y(p)=—1
Un calcul simple et direct donne
yi(z) = =Lsin(ox), et yo(z) = Lsin(op)cos(ox) — L cos(op)sin(ox)
avec un Wronskien égal a

W) = W (5, 52)(0) = Wi ) () = 272)

g

2. La fonction de Green, qui est une fonction symétrique, se calcule alors

comme suit [35]

G(.T,t) — (V)V(y(h)yz) ) 0 S T S t
y1(t)y2(z

En remplacant y; et y, par leurs expressions respectives et en remarquant que

) = = sin(o (i — 7)),

on obtient finalement que

sin(az)éin(a(npft)) 0<z<t
G(Jﬁ t) _ osin(op) ) —
’ sin(ot) sin(o(p—1)) t<g<
osin(op) ) >

1.8 Définition de la tronsformation de Mellin et ses
propriétés

Définition 1.8.1 Soit [ est une fonction définie sur RY, on appelle transformée de Mellin
+oo

de [ ,la fonction f de la variable compleze o définie par : f(a) = /f(m)x"d% lorsque cette
0

inté grale converge .
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1.8. Définition de la tronsformation de Mellin et ses propriétés

1.8.1 Quelques propriétés :

df ~
L(o)=~(0-Dfe-1)

Et en général sin € N* , on a:

%(g) — (1) (0 = 1)(0 = 2)...(6 —n) f(o — n)

Etsiae N, ,aveca =n+ 3, et 0 < 3 < 1, on vérifie que :
D* = D"¥ = D"(DP) = DP(D™).
On a en utilisant la transformation de Fourier:
DPu = (i&)’u

Par analogie avec la transformation de Mellin, on vérifie que:

dﬁf ~
—5(0) =T(0)(0 = B)f (o — )

Et pour a € Rt , avec a = n + [, on vérifie que :

dof

dz®

(0) =T(0)T(0 — a)f(o —a)

On vérifie aussi que 29 = —of(o)
Et si f(0) est définie pour oy < Reo < ay, alors on a :
pA-iv

f(z) :hm—/f Yz~ %do

v— 400 A%

Nous noterons par f * g, la convolution multiplicative de f et g par rapport & la mesure

) =1 +gllw) = [ 509(DT

% elle est définie par:

On a alors :

14



1.8. Définition de la tronsformation de Mellin et ses propriétés

Remarque 1.8.1 1l y a une certaine analogie entre la transformation de Mellin et
celle de Fourier, on peut passer de l'une a l'autre en effectuant un changement de variable

convenable comme par exemple: p =

e—t
. : > I dp e
Si l'on pose o =&, on aura : f(o) = [ f(p)p”—, et en posant p = e~ ", il vient :
) P
flo) = /f(e_t)e_itfdt = /F(t)e_itfdt = F(9).
0 0

qui n’est autre que la transformée de Fourier de F(t) = f(p).
En utilisant cette analogie on peut appliquer le théoréme de Plancheral [28] ,relatif
a la transformation de Fourier et faire le changement de variable ci-dessus pour obtenir

I’équivalent du théoréme de Plancheral pour la transformation de Mellin .
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Chapitre 2

Position du Probléme

Dans ce chapitre on va étudier le probléme de Poisson dans un domaine plan du polygone,
on a montré que 'utilisation d’une fonction de poids convenable allége les calculs surtout
aux voisinages des points singuliers, et par conséquent le bon choix de ’espace du travail

qui traite la solution du probléme dans un secteur plan €, du polygone (¢ ouverture du

Q,).

2.1 Notion du polygone

Axis:x;=0

Axis:e;=0 and y; =0 -

Fig 1 Notion sur la polygone
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2.1. Notion du polygone

Fig 2 L’angle du polygone & chaque secteur plan

Fig 3 Partition de I'unité du polygone

Soit €2 un ouvert plan de sommet S; et a frontiere polygonale I'; pour j =1,2,3,..., N .
N étant le nombre des sommets du polygone €.

On définit un domaine Q@j pour j = 1,2,3,..., N un secteur plan infini d’ouverture €2;

Soit donc w; pour j = 1,2,3, ..., N une partition de l'unité de classe C'*°(€2) du polygone
qui isole chacun de sommet S; pour j =1,2,3,..., N.
S étant le sommet de I’angle de I'ouverture ¢; pour j =1,2,3,..., N .

Soit la fonction de troncature w; qui définie comme suite :

1 dans V/(5;) N Qp ,j=1,23,..,N
0 dans Q\V'(S;) N Q,,

'LU]':

Ou V(S;) un voisinage du sommet S; , j =1,2,3, ..., N:

17



2.2. Résultats de Grisvard

N N
Soit X + Z w; = 1, X est une fonction troncature sur (2,et comme Z w; = 1, alors
j=1 j=1
la fonction troncature donnée par :

0 dans V(S;)NQ, , j=1,2,3,...,N
1 dans Q\V'(S;) N Qy,,

X —

X est une fonction définie sur un ouvert O (qui est en fait le polygone privés des voisinages

des ses sommets ).

2.2 Reésultats de Grisvard

La solution du probléme suivant:

(p) A=t dans (2.2.1)

u=20 sur I’
Il n’existe dans H?(Q)N H} () que si le polygone  est convexe c’est a dire que tout
les angles sont saillants, cela découle du fait que la solution de ce probléme est de la forme:

ir g . , .
u; = uy + ap ¢ sin %9 telle que a est constante, cette solution n’est pas né cessaire dans

H?*(Q) lorsque 7 < . Car gip;‘ ¢ L*(Q) .

2.3 Définition de fonction de poids

(67

p si 0<p<py
Ap) =14 6(p) sipy<p<p (2.3.1)
1 sipp < p<py

2.4 Le probléme dans un secteur plan

Nous étudierons le probleme dans un secteur plan infini d’ouverture ¢ qu’on note €2, c’est
a dire:

Q, ={(p,0)\p>0,0<6<p<2r} (2.4.1)
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2.5. Définition de I'espace de travail E,(€,)

Et on désigne I'y, la frontiere de 2,.la frontiére de €2, désigne la réunion des deux demi
droites issues de l'origine et d’équation respectives § = 0 et # = . le probléme (P) sur €2
équivaut au cas le probléme classique dans un ouvert plan régulier O et au cas le probléme
dans le secteur plan €2, d’ouverture 2. telle que O est un ouvert plan régulier de la classe
C*(©). les coordonnées polaires sont mieux adaptées a la géométrie du domaine .

Pour étudier ce type de probleme suivant sur 2, , on affecte 'opérateur de Laplace A
d’une fonction poids A(p) qui est une fonction indéfiniment différentiable & l'intérieur de 2,

et que ne s’annule pas dans 2, , et définie par :

Ap)Au = Xp)f dans €,

(P,) (2.4.2)
Bu=0 sur [',
2.5 Définition de P’espace de travail E,(S2,)
Pour étudier ce type de probléme suivant:
Ap)Au=Xp)f =h dans Q,,
(P,) (2.5.1)

avec h = \(p)f € L*(Qy,).

Supposons que le sommet de €2, se situé a l'origine et soit A(p) la fonction poids définis

par (2.3.1).

On va étudier ce probleme au voisinage de l'origine dans un secteur plan €2, , car le
seul probléme qui se pose quant a la régularité des solution du probléme (2.5.1) se situé au

voisinage de 'origine et d’apres( 2.3.1), on va donc étudier le probléme suivant :

pPPAu=pf=nh dans Q,
Bu=20 sur [',

(Fy) (2.5.2)

On va commencer en utilisant comme conditions aux limites celles de Dirichlet (le cas

ou B est Popérateur identité), c’est & dire qu’on va d’abord étudier le probléme suivant :

“Au=pf=h  dansQ
(pyd Mo / S 2o (2.5.3)

u=20 sur I',
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2.6. Propriété de I'espace E,(£,)

de méme pour la condition de Neumann (le cas ou B = 8% ) suivant;:

pAu=p*f=h dans €,

(P,) (2.5.4)

8u_0

o = sur [',

on a l'opérateur s’écrit en coordonné polaire:

Au = @ + 10u + i@

0p*  pdp  p* 00’

la solution de ce probléme (2.5.3) est de la forme u; = ug + ap% sin ]%9, a est constante,
il est commandé de chercher la solution du probléme (2.5.3) dans un espace fonctionnel, on
constate que pag%g € L?*(f2,), ce qui nous donne 'idée d’affecter le Laplacien d'une fonction
poids qui dépend de p.

On choisit donc un espace fonctionnel avec poids qu’on défini par :

Eo(Qy,) = {u e H(Q,)/p*D*u € L*(Qy,)} (2.5.5)

Ou, les fonctions u sont & support compact dans , Q_W et le symbole D? désigne les
dérivées partielles d’ordre 2 par rapport aux variables p et 1 ol a% = %% .

On cherchera la solution de notre probléme, si elle existe dans ce espace . Il est plus
commandé de chercher la solution du probléme (2.5.4) dans Iespace fonctionnel qu’on note
par E, () et qu'on défini par :E, ¢(Q,) = E,(,) N Hy(,) car on a une condition de
Dirichilet homogeéne. on vérifie aisément que £, E est un espace intermédiaire entre H' et

H? .On munira l'espace F,(f2,) de la norme du graphe suivante:

lull = llullar + ) lp*DPull 2
18]=2

2.6 Propriété de I’espace E,((1,)

on rappels des quelques définitions on pose :

ou Ou
H;y(Q(p) = {u € LQ(QSO), 3 a—y sont dans LQ(Q‘F,)} .
1 (Q 2(Q) ou Ou 2(0)
Hm( o) = qu€ L (Q,), 8_,0’ 8_77 sont dans L*(Q) » .
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2.6. Propriété de I'espace E,(£,)

L’espace H ,(,) coincide avec I'espace H,(€,) .Donc on utilisé définition I'espace

de travail, 'espace E,(£),) définie par 'expression (2.5.5).

Proposition 2.6.1 Si « et 8 deux réel pris dans Uintervalle [0, 1] , et tels que o < (.Alors
E, C Eﬁ.

Proposition 2.6.2 l'espace E,(€2,) peut s’écrite sous la forme suivante:.
Eap(Qp) = {u € Hy(Q)/p"u € Hy ()}
Ot u les fonctions sont a support compact dans Q_SO.
Proposition 2.6.3 l'espace E,(S),) est espace de Banach réflexifs.
Preuve. Voir [25] =

Proposition 2.6.4 Si u est dans E,(S,) , alors po‘*lg—z est dans L*(Q,).

Preuve. On sait que si u € E,(€,) alors u est a support compact dans Q_g; et u €

H*(Q,)donc g—z est dans L?(£,).

¢ oo
2
Montrons que p“‘lg—z est dans L?(£,).On a donc ]\pa_lgi;|\2 = //pzo‘_2 g—z pdpd.
0 0
Sip>1, et comme 0 < <1 alors ||g—;||2 > ||,0"‘*1g—7;||2 car p?* 2 < 1.
pour p > 1 la proposition est vérifiée, il reste le cas p < 1.
Pourp <1 ,ona:
p 1 @Y € e 1
dul? Oul? dul?
//,02“_2 e pdpdf = //pzo‘_2 e pdpdf + //p%‘_2 o pdpdf.
dp ap ap
00 00 0 ‘e

2

Comme la fonction p — p**~2 est décroissante et continue sur le compact [e, 1] ;donc

elle est bornée et atteint ses bornes sur ce compact .Donc

e 1 8 9 @Y € 9 e 1 a
//p2a2 _U pdpd9 S //anQ pdpd(g + 62a2// ‘ a_u
00 0 0 0 € P

ou

2
dpdf.
9 pdp

dp
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2.7. Existence et unicité du probléme elliptique dans E,({2,)

ou

2
op pdpdf , pour e suffisamment petit non nul, la

P €
Pour étudier l'intégrale / / pre2
00

fonction p — p?*~2 admet de développement en série entier .En utiliser la fonction suivant:

p— p2a—2 _ (1 + 0 — 1)20&—2‘

On a pour | X| = |p—1] < 1 alors (1 + X)? = Ziﬂ(ﬁ —1D(B—-2)...(B—n+1)X" et

n!
n=0
onalp—1l<lcar0<p<e<l1
Posons donc X = p — 1 et § = 2a — 2, et appliquant le développement en série entier,

on aura donc

P € © e o
2 2
//an_Q Gu pdpd@z//Z%(Qa—2)(204—3)....(204—n—1)(,0—1)" gul” pdpdf
0 0 00 n=0
D’ou
K , 2 )
a—2 | 0u _ a—2 | ou
0< //p2 28—p pal,odé’—//(l—i—p—l)2 Qa—p pdpdf
00 00
P € P €
- 1 n | Ju 2 ou 2
§ZE(ZQ—Q)@Q—?))....(Za—n—1) o= 11" |55 pdpdd < S o | pdpdd
n=0 00 00

ou S est la somme de la série entier de coefficient :

Alors on a :

2

0
dpdf
P papav,

Y € 9 Y €
0< //,02“2 ou pdpdf §S//
00 P 00

et comme g—z € L2, on a le résultat désiré. m

ou
dp

2.7 Existence et unicité du probléme elliptique dans

Ea(§2,)

2.7.1 Inégalité a priori

On va étudier I'existence du probléme suivant:
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2.7. Existence et unicité du probléme elliptique dans E,({2,)

pAu=p*“f=h dans
(Pe) ? (2.7.1)

u=20 sur I'y,

dans l'espace E,0(§2,) pour ceci on utilisera le lemme suivant:

Lemme 2.7.1 (Lemme de Peetre) ([4])

Soient F, F, G trois espaces de Banach réflexifs, tel que E s’injecte dans G et cette
injection est compacte, et soit L un opérateur linéaire continu de E dans F .Alors les
conditions suivantes sont équivalents :

1)L’image de L est fermée dans F', et L a un noyau de dimension finie.

2)11 existe une constante K > 0 telle que :

lulle < K {||Lullr + l[ullc} - (2.7.2)

On va appliquer ce lemme aux espaces aux espace:
E = E,o(Q); F = L*(Q,); G = Hy(Q,)

il est clair que F' et G sont des espaces de Banach réflexifs car ce sont des espaces de Hilbert
et F est un espace de Hilbert et on a :H3(Qy,) C Eao(Qy) C HY () C LAH(Qy).

et, il est évident que Popérateur p*A est linéaire continu de E, ¢(£2,) dans L?(2,).Donc
toutes les hypothéses du lemme, sont vérifiées voir

Pour montrer que I'image de Popérateur L = p*A est fermée dans L*(Q,) et que son

noyau est de dimension finie, on établira une inégalité (2.7.2) qui devient :

el oty < K {11 Ll 2@y + el g } (2.7.3)

Pour établir I'inégalité (2.7.3), on a besoin de l'inégalité suivante:

lullpuoton) < K {16 Aullzzo, + lullmy, } (2.7.4)

Pour montrer que l'inégalité (2.7.4),on commence par l'utilisation de la transformation
de Mellin qui est bien adaptée au domaine dans 2, apres la transformation de Mellin au

probléme suivant:
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2.7. Existence et unicité du probléme elliptique dans E,({2,)

—~ eAu=p°f="h dansQ
AR rf v (2.7.5)
u=0 sur I',
avec w/z/u(a, 0) = pag 2(0,0) + ,00‘*1‘;—2(0’, ) + pa*Q%(U, 6) et on obtient :

—_ — 2~ ~ ~
p*Au(o,0) = 292(0#—@ 2,0) + (0 +a—2)%u(c+a—2,0)=het he L*(Q,).

il vient :
82ﬂ 2~ e

5 (0.0)+ (0 + 0)T(0,0) = (o +2.0).
Par résolution explicite, La solution de cette équation est donnée par

u(o,0) = /é(a, 0, \h(o +2,60)d).

G(0,0, Nest la transformée de Mellin de G(p, 0, \).

G(0,0,\) donné par :

N sino(p—0)sinor 0<AL
G(o.0,)) = emole <
o sinofsino(p—X) ,0<A<op

osinogp
Le noyau de Green étant bornée [1] ; on utilise la transformation de Mellin inverse on

aura directement 1’'inégalité suivante, il existe une constante M > 0 telle que

1l 55 _MHi~(<7 0) + (0 + &)*u(o,0)l| -

comme l'injection de H3 dans E, ¢ est continue, il existe une constante N > 0 telle que

i, < Nl

et on en déduit que :

[l g, < Kllh(o +2,60)]| , ou K =MN.

On a l'inégalité souhaitée vérifice d’ot, ||u| g, o(a,) < {||p“Au||L2 @) Tt [l } :
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2.7. Existence et unicité du probléme elliptique dans E,({2,)

On remarque qu’on obtient des résultats analogues en utilisant la condition de Neumann
dans I'espace E,(€2,) .

D’apres le lemme de Peetre on a I'image de 'opérateur L = p®A est fermée dans L?(§,)
et que son noyau de dimension finie dans £, o(£2,).

On déduit que le probléme (2.7.1) admet au moins une solution dans 'espace E,(2,) .

Meéthode 2

Pour montrer I'inégalité (2.7.4), on commence par calculer ||p®Aul|? :

on a donc: | p*Aul|? = <pa%+pa%,pa%+pa%>

e dal? = (o5, 2 2 ) +2 {5, 028 ) + (05t 07 58 )

ol = 1812 + 0" G P 2 (o 5ot o5t )

ce qui implique suivant la méthode de Grisvard voir [5] ou [8] on a :

(Dyv, Dyw) = (Dyv, Dyw) .
Posons v = Dyu, w = Dyu on obtient:(D,v, Dyw) = (DyDyu, Dy Dyu) = (D2u, D}u)
(Dyv, Dyw) = (DyDyu, DyDyu) = (D2u, D2u)

(D2u, D2u) = / |DuDyul” dQ, = || DyuDyul|>.

Qyp
Il s’en suit :

lp* Aulf? = [ p*Dull* + ||p* Dyull* + 2|| p** DouDyul|*.
et comme [|p** DyuDyul|* > 0 alors ||p*Aull3. > ||p*Diul]® + || p*Diull?.

et en ajoutant par [ju||?, nous avons :
0
lp™ Aul[Z2 + ullfy > [lp" DiullZe + [lp” Dyullze + IlullZ, (2.7.6)
D’aprés la norme du graphe de l'espace Eq on ait: ||ul|3, , = [lul/3: + Z | p*“DPul|2,.
, 0

18]=2
On déduit que l'inégalité (2.7.6), on a [|p*Aul|3, + ||u||§{é > |lul|z,, ot Ko =K =1

tels que K et K sont constants, d’ou le résultat de I'inégalité 2.7.4.

2.7.2 Etude de 'unicité de la solution

on va étudier le noyau du probléme (P,)dans 'espace E,(§2,).
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2.8. Problémes Adjoints

Les éléments du noyau du probléme (P,) sont solution du probléme suivant :

p*Au =0 dans €2,

(P,) (2.7.7)

u=20 sur [,
comme le facteur p® ne s’annule pas a l'intérieur de Q, le probleme (2.7.7) est donc

équivalent au probléme:

Au=0 dans €,
()

u=0 sur I'y,

11 suffit de remarquer que comme Au = 0 et on a (Au,u) =0 d’ou,

3uH
Ay
ou, le crochet (.,.) désignent le produit scalaire dans L*(€,) et les normes son indice

sont celles de L?(,).

ou
Au,u) = — | 2412 — 1 E412 =
(A = | 20— 2 = 0

Donc Au = 0 implique (Au,u) = —||2%)|? — ||g—Z||2 = 0 on déduit que :
ou _
o —> u est constante.
du _

et comme u = 0 sur I'y, , donc v = 0 dans H*(9,),et donc u = 0 dans E,(f,) donc

uw =0 dans E,o(£2,).

2.8 Problémes Adjoints

2.8.1 Théoréme

On a la formule de Green suivant [4]:

m—1
/Luﬂda: — /uL_*vd:c = Z /Sju@da +
j=0 T

Q Q
ayant les propriétés suivants :

m—1

/Bjumdw pour tout u,v € C°(£).
j=0 T

1)-les systéme { By, ....... , B, Co,y e Cyn} soit un systéme de Dirichlet d’ordre 2m sur I'

2)-les coeffcients des C; et T;sont dans C§°(£2).
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2.8. Problémes Adjoints

3)-l'ordre C; est 2m — 1 — p et celui de T} est 2m — 1 — m;.
4)-le systeme {Cy, ...... , Cr1, 10, ..oy Tr—1 est systéme de Dirichlet d’ordre 2m sur I'.

2.8.2 Proposition:

Si u, v sont deux fonctions de C5°(£2),0on a la formule de Green suivante:

(p™*Au,v) — (u, (p*"A)*v) = /Squdo + /BuTvdw (2.8.1)

Ty Ty

telle que : S,T,B,C sont des opérateurs différentiel d’ordre 1 définie sur la bord
I, (frontiere de €2,),l’'opérateur (p*A)*est 'opérateur I'adjoint de p*A.
Ou les crochet (.,.)désigne le produit scalaire dans L?(€2,).

. _ &%u 10u 1 9% EIREN (e’ _ adu a—10u o— 26u
Preuve. ona.Au-apg—l—pap—FpQW d’ou, pAu-p8p2+p 5 TP

,en intégrant dans le secteur plan Q,,pour v € C§° (Q_go) alors :

/ “Auvpdpdd = // ‘”1 gp“ + ;gz + %% vdpdf =

Qp
0%*u ou 0%u
_ a+l> ™ a” ™ a—1
_ //(p o2 TP e, TP 892)vdpd0
00
® oo

//p vdpd0+// —vdpd@—i—// 50 2vd,oal@

0
Si cette intégrale existe, on peut ainsi formuler le probléme adjoint, on calcule cette

intégrale en utilisant une integration par parties:

©
// a+109? uvdpde_//paa uvdpdg
0 0

0
o)

0
©
ou ou 0

/a_p p*pv)do |5 / 97 —(p"pv)dpdf
0

0

ou 0 o (A
= _//8_pa_p(p pv)dpdl (car v € C5°(€),))
00
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2.8. Problémes Adjoints

0%u T ov 0%
a+1 _ a-1 a4 potd dpdf
//p 8p2udpd9 //u {a(a+1)p v42(a+1)p 8p+p 72|
0 0

// aa“vdpd&-// a- lauvpdpdt?

® oo
0, .
= /upa_lvpdé’ 6° _//8_p<pa Lov)udpdd
0 0 0

— _//ag(pa_lpv)udpde (car v € C5°(Qy))
00

o0

// a— lauvdpde_// a— 28u’l),0dpd(9

@ oo

B [ ou a1 o ou

=[G e a5
0 0

0

| »

(pa_lv) dpdd

)

0

¢ oo
0 02
= | 5 (pa_lv) dp — /upa_la—de + //UW (pa_lv) dpdf
00

r, Ty

10u
// 62vdpd0 = /p 89vdp /up aedp//up a92dp0l¢9

De (2.8.2),( 2.8.3) ct( 2.8.

8.4)
¢ oo ® oo
//po‘Auvpdpd@—/ u[
00 0

nous avons :

0
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2.8. Problémes Adjoints

/gzpa 1Udp—/ a— 18vdp

Iy Ty

d’ou la relation suivante :{(p*Au,v) — (u, (p*A)* /SuC’vda + /BuTvda telle que:
Ty Ty

(u, // (204 1) po 122 - 2(aPv + aGQ)pdpdG]

et

ou 4 1 0v
/SqudU—l—/BuTvda—/%p vdp—/ 89dp

T, T, T, Ty,

Donc 'opérateur adjoint de p®A noté (p*A)* est donnée par :

2 2

, 0 _ 0
+ (20 +1) p*” a—p+p“ (o + 553

c’est a dire,(p*A)* = p*A + 2ap™” 168 +a2p 2 m

(pO‘A) _p 8 2
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Chapitre 3

Application a un systéme d’évolution

et conclusion

Dans ce chapitre, on va essayer de montrer que cette méthode est applicable a d’autres
types de problémes tels que le probleme d’évolution pour les systémes non stationnaires, le
probléme relatif & la variable du temps.

On appliquera le théoréme de Hille-Yosida et la théorie des semi groupe de contraction,en

fin on donne une conclusion générale a notre étude.

3.1 Etude de ’équation d’évolution

Soit @ = Qx]0, T[un domaine plan de R? telle que 2 une polygone et T' > 0, la frontiére de
Q est notée T telle que I' = UF_;T'; et le coté |S;_1 ;[ est noté I';_; ow,S; sont les sommet
de €.

On considére alors le probléme de diffusion suivant :

Lu = % — Ay = f dans QX]OaT[: Q
- V0 sur 3 (3.1.1)
u(0) = ug dans 2
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3.1. Etude de I’'équation d’évolution

f € L*(Q) étant donnée et B est un opérateur différentiel aux dérivées partielles d’ordre
0 ou 1, définie sur la frontiére I'; (on ne considérera ici que les deux cas, la condition d

Dirichlet, et celle de Neumann), et la condition initiale «(0)donnée par :

u(0) = up = u(z,y,0) = up(z,y)

On commence par I’étude du probléme (3.1.1) dans un secteur plan infinis €, d’ouverture
 alors on multiplie 'opérateur L par une fonction poids A(p) = A1(p)qui est une fonction de
la classe C*°(Q,)et ne s’annule pas dans @), la fonction que vaut A\;(p) = p* au voisinagede
I'origine .

Au voisinage de 'origine, le probléme avec la condition de Dirichlet s’écrit:

pa% —p*Au = p*f  dans Q, x 10,T[=Q,
(Pp) s u(p,0,t) =u(p,0,0) sur > =Tp x 10,7 (3.1.2)
u(0) =up =u(p,0,0) =uo (p,0) dansQ,,
3.1.1 Définition d’un espace fonctionnel

On se propose de chercher la solution du probléme (3.1.2) dans un 'espace fonctionnel
E,(Q,) si on pose A = —p®A sur le domaine D(A) = E,(,) pour a €]0,1[ , tels que
I'espace E,(€),) est définie par :

Ea () = {U cH' (€2) \ p*D*u € L? (Qso)}

Pour le cas de la condition de Dirichlet homogene, il est commandé de travailler dans
I'espace fonctionnel E, ¢(2,) tels que E, o(Qy) = Ea(2,) N Hg(£2,), et pour la condition de

Neumann il est commandé de travailler 'espace E,(£,).

3.1.2 Etude de l'existence et 1’unicité de la solution

Définition 3.1.1 : On dit que l'opérateur A est dissipatif pour le produit scalaire (. , .)g

St :
Re(Ax,z) <0, pour tout x € D(A).
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3.1. Etude de I’'équation d’évolution

Définition 3.1.2 : Un semi -groupe est dit dissipatif si son générateur infinitésimal l’est.

Soit A un opérateur non borné de domaine D(A) dense dans l'espace de Hilbert H. alors

A est le générateur infinitésimal d’un semi groupe de contraction de classe C°

) _ i) A est dissipatif
si et seulement si :

i1) I'imagede D(A) par I — A est égal H

Corollaire 3.1.1 un semi groupe de contraction de classe C° est dissipatif .

Etude du probléme avec la condition de Dirichlet homogéne

On va appliquer ceci au probléme de diffusion, étant donnée f € L*(Q,,), le probléme est le

suivant:

pa%: —p*Au=p*f=h dans Q, x ]0,T[= Q,
(Pe)q u=0 surY>, =T, x 10,7 (3.1.3)
u (0) = ug dans(,,
Pour les conditions au bord u(p,0) = u(p, ¢) = 0 sur I',, et Popérateur A = —p*A ,donc
on peut prendre f = 0 et I'espace suivant H = L*(€,), et le domaine D(A) telle que:

D(A) = Ea(Q,) N H(% () = Eao(€).

Il est clair que lespace D(A) = E,o(€,) est dense dans L? () .

On va montrer que 1'opérateur A est monotone c’est a dire: (Au,u) >0

(Au,u) = —/upaAudQ // pag/f; + p*” 121; + p* 2%) pdpdf

® oo
ou 0%u
—updpdf — 1= "Todpdl — e —y ) PV
//p Supdp // 5, P //p =5 i
00

on calcule I'intégrale: — / / e “updpd@

© oo ® oo @ oo

//pag Yupdpdd = a//po‘ 8—pﬂpdpd9 + //palg—zﬂpdde + //pa

00 00 00 00

2
ou
dp

pdpdf
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3.1. Etude de I’'équation d’évolution

© oo © oo
on a : a//pa_lgip‘ﬂpdpde = —“é//pa_2 lu|® pdpdf donc :
0 0 00

VG

updpd@-—// a2y pdpd@—l—// — pdpdé’ (3.1.4)
T o110
/ / ae?updpd - / / ——“ pdpdf) (3.1.5)
0 0

o0

)
—//palg—ZﬂpdpdG = —//p updpd9 (3.1.6)

0

de (3.1.4) 3 1.5) et (3.1.6) nous avons :

(Au, u) //

D’apres Grlsvard [10] on a:

si a < p—1 alors / lu(z)|P 2% Pdx < p—_i_l /
0

on a donc

on déduit que

® oo
2
;g—z pd,od@—i—// B_Z pdpdf — %// “ 2‘U|2Pdpd9-
0
815(;) pxadl‘

[N

¥ oo 2 @ oo
/ / p*~2 ul? pdpdd / / Sel P pdpdd
00 00
® oo p oo
d’onl //po‘_2|u|2pdpd9§ ﬁ// g—;
00 00
¢ oo
CY2 2
-5 //pa_2 lu|” pdpdf > — // P pdpdf
00
¢ oo
on a donc : (Au,u) > (1—%) //pa 8_2 pdpd0+// g—’; pdpd@
00 0
¢ oo
(Au,u) 2( )//p a_ pdpd9
00

Pexpression (Au,u) est positive si et seulement si <1 —
a€]0,v/2—1] cest adire 0 < a < 2 — 1.

Donc 'opérateur A est monotone pour 0 < o < V2-—1
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3.1. Etude de I’'équation d’évolution

monterons que 'opérateur A = —p®A est maximal.

Vie L*(Q,),3ue D(A), alors | = Au+ u, on a donc: —p*Au+u=1¢€ L*(Q,).

L’opérateur p®A est linéaire continu et surjectif de D(A) dans L? (£,).

Il suffit de montrer que I'image de p*A est fermée dans L?(f2,) et son noyau est de
dimension finie et que R(A + I) = Im A.

D’apres le lemme de Peetre [4] on a montre que 'inégalité suivant : 3K > 0 telle que:

lullzwotern < K {10 Aull 2@y + ull e, ) (3..7)

est verifiée, on en déduit que I’équation [ = Au + u admet au moins une solution dans

I'espace D(A) = Eq0(£2,).
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Conclusion générale

Nous avons procédé a I’étude de quelques probléemes limités pour les équations aux
dérivées partielles semi -linéaire et du probléeme dynamique des évolutions.

Dans ce mémoire, nous avons étudié pour chaque cas le probléme direct et son adjoint
Enfin, nous avons appliqué cette méthode sur un systéme d’évolution dans un polygone plan.

Dans la premiére partie on a étudié le probléme de Poisson avec la condition de Dirichlet
dans un secteur plan infini, d’ouverture ¢ qui est un des angles du polygone.

On a montré que l'utilisation de la fonction de poids convenable allege plus les calculs
surtout aux voisinages des points singuliers, et par conséquent aprés un bon choix de I’espace
de travail et le traitement du probleme. Nous avons mis en évidence une inégalité & priori et
par utilisation du lemme de Peetre, nous avons établi ’existence de la solution dans I’espace
ainsi choisi.

En suite on a étudié les unicités des solutions par la technique des noyaux .

Dans la deuxiéme partie on a établi une formule de Green adaptée a chaque probléme
et on a déduit la formule de 'opérateur adjoint.

Dans la derniére partie, on a fait une application dans un systéme d’évolution et du
type parabolique. Ce genre de problémes intervient dans plusieurs applications, comme la
théorie de la chaleur, la diffusion des gaz, electro-fluides.... etc.

Par une application de la fonction de poids dans un systéme d’évolution et du type
parabolique,on a étudié le probléme d’évolution dans le corps plan du polygone @) =
0x]0,T[, T > 0 avec T' de temps et £ polygone.

On a utilisé la méme fonction poids choisie convenablement dans le chapitre 2 pour

chaque probléme, pour rendre les calculs aux voisinages des points singuliers plus aisé, et

34



Conclusion générale

par conséquent, d’aprés Brezis [13] on a montré que I'opérateur de Laplace avec poids est
monotone et maximal.

On a utilisé le lemme de Peetre pour l'inégalité & priori en mettant en évidence que
Iopérateur est maximal.

D’apres le théoreme de Hille -Yosida, on établit ’existence et unicité de solutions de
problémes dans les espaces choisis, et méme application pour le systéme qui engendre un

semi groupe de contraction.
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Résumé

Dans ce mémoire, |'existence et 'unicité de la solution pour une nouvelle probléeme de Laplace
ont été prouvées, en utilisant une nouvelle méthode, qui est le réle de la fonction de poids dans
le probléme de Laplace, qui est la méthode des solutions partielles considérant quelques les
conditions aux limites données dans les publication précédent, Et nos résultats sont une
extension de notre dans [21], [ 25], qui traitait de I'état d'équilibre qui ne change pas avec la
variable de temps, et ces L'idée est un cas évolutif pour ce type de probléme.De nombreuses
expériences ont été étudiées sur différents problémes physiques sur la base de cette étude
mathématique présentée.

Mots clés

Probléme d'évolution-fonction de poids-Formule de Green-Existence-Unicité-transformation de
Mellin-Polygone-Opérateur de Laplace-espace Sobolev.

Abstract

In this memory, the existence and the uniqueness of the solution for a new Laplace problem
have been proved, using a new method, which is the role of the weight function in the Laplace
problem, which is the method of partial solutions considering some of the boundary conditions
given in previous publications, and our results are an extension of our in [21], [25], which dealt
with the steady state that does not change with the time variable, and these The idea is an
evolutionary case for this type of problem. Many experiments have been studied on different
physical problems based on this presented mathematical study.

Key Words

Evolution problem-weight function-Green's formula-Existence-Uniqueness-Mellin
transformation- Polygon-Laplace operator-Sobolev space.




