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section

Notation

FE : ensembles non vide.

R : Pensembles des nombres réels.

R, : 'ensembles des nombres réels positives
|.| : la valeur absolue .

(C,1.]) : le module .

d : une distance.

FE,; : distance d sur E.

f : une application.

X,,Y, : suites.

C' ([a, b]) : Vespases des foncitions continues.
N : 'ensembles des nombres naturels.

C : ’'ensembles des nombres complexes.

dy(z,y) 0 >0 [oi—wil.

1< i <n

o) (T o= uf)

1<i<n

doo (2,y) : max {z,y} .

)

[SIES
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Introduction générale

Introduction générale

En 1922, Banach a introduit le concept du point fixe dans les espaces métriques complets,
et il a demantré si 'application d’'un espace métrique (F,d) dans lui méme qui vérifiant
certains conditions, on I'appele la contraction de Banach, admet un seul point fixe.

Aprés beaucaup des auteurs ont généralisé ce principe par l'utilisations de différents
conditions mais faible par-apport de Banach.

En 1969, Meir et Keeler ont travaillé sur le développement du théoréme de Banach, il ont
utilisé une nouvelle contraction pour établir un théoréme du point fixe, aussi 'amélioration
concernant le travail de Banach a pris une partie dans les travaux de Branciari en 2002.

Dans ce notre travail, on va étudier quelques types des contractions et leurs applications
comme le théorie du point fixe, avec quelques applications des ces théorémes dans I'existance
de solution pour les équations intégrals et différentielles.

Ce mémoire est décomposé aux trois chapitres:

Le prémier chapitre consacré a présenter quelques définis utiles, et de donne quelques
types des contractions: contraction du Banach, Kanann, Charttejea, Zamfirescu et Branciari
et on va faire une comparaison entres ces contractions.

Pendant la dexiéme chapitre, on va citer quelques théorémes du point fixe rélie ce aux
types donnés dans le chapitre précedant:

Théoréme du Banach, théoréme du Zamfirescu, théoréme du Meir -Keeler, théoréme du
Branciari.

Dans la troisiéeme chapitre, on aura appliqué le principe du Banach a l'existance de la

solution aux équations différentielles et integrals.



Chapitre 1

Les applications contractantes

1.1 Les espaces métriques

1.1.1 Distances

Définition 1.1.1 Soit E un ensemble non vide quelconque, une distance sur E est une

fonction

d: Ex Er— R, définition sur le produit cartésien E X E a valeurs dans
l’ensemble R, des nombres réels, vérifiant les proprietés suivantes:

1) Vz,y € E: (x,y) =0 < x =y (séparation)

2) Vo,y € E:d(x,y) =d(y,x) (symétrique)

3) Ve,y,z € E:d(x,2) <d(x,y) +d(y, z) (inégalité trianglaire)

pour x € E donné, le nombre réel positive ou nul d (x,y) est appelé distance de x a y.

Exemple 1.1.1 d est une distance sur E vérifie:
1
Vg€ Bid(fg) = [ 15 (@)~ g (@) ds
0

)Vfg€eE:d(f,9)=0& f=g

d(f,g)z/|f(:v)—g(:v)!dw:O@VxE[Oyl]|f(:v)—g(fv) =0

0

e fl@)=g9@) e =g



1.1. Les espaces métriques

2) Vf,g€ E:d(f,g)=dl(g,f)

/1\ |das—/|g 2) | de = d (g, f)

3) Vf.g.h e Brd(f) %1d<f,g>+d<g,h>
/|f<m>—h<x>|dx=/|<f<x>—g<x>>+<g<x>—h<x>)|dx

§/|f(x) |dx+/|g 2) | de = d(f.9) +d(g.h)

0
donc d est une distance sur E.

Ezemple 1.1.2 Soit E = C([0,1],R) ’ensemble des applications continues f :[0,1] — R

d(f,g) = sup | f(z)—g(x) | est une distance sur E vérifie:
z€[0,1]

1) Vf,ge E:d(f,g)=0

& sup | f(2) - g(@) |=0= Ve e[0,1]] f(z)—g(a) =0

z€[0,1]

e fe)=g)ef=y
2)Vf, g€ E:d(f,9)=d(g,])

d(f,9) = sup |f(x) —g(2)]

z€[0,1]

= sup |g(z) — f(2)] =d(g,f)

z€[0,1]

3)Vf, g he E:d(f.h) <d(f.g) +d(g,h)
Vo e 0,1] :

| f () = h(x) [=] (f (2) =g (2) + (g (x) = h(z)) |

<[ f(@)=g@)[+]g(x)=h(z)]



1.1. Les espaces métriques

= sup | f(z)—h(x)|= sup (| f(z)—g(x) |+ |g(z)—h(x)])

z€[0,1] z€[0,1]

< sup | f(z)—g(x) |+ sup |[g(z)—h(z)|
z€[0,1] z€[0,1]

d'ov d(f,h) <d(f,g)+d(g.h).

Ezxzemple 1.1.3 Soit E =R", n € N\ {0}, c’est-a-dire muni de la distance Euclidienne.

QZ':({L'l,LUQ,...,IL‘n), Yy = (y1’y27"'7yn)

(oo (x,y) = sup |2; — yi| = sup{|z; —wil ;7 € [1,n]}

1<i<n

1.1.2 Distances équivalentes

Définition 1.1.2 Soient d 1et dy deux distances sur un méme ensemble E, On dira qu’elles
sont

équivalentes s’il existe deux constante réelles o > 0 et B > 0 telles que:

eV yek:
adl ($7y) S d2 (l’,y) S Bdl (l'7y) (111}
eV yeFE avecx £y
d2 (x,y)
a< —22 <K 1.1.2

Exemple 1.1.4 Soient d distances de R dans R

Ve, yeR:

o dy (z,y) =| x — y | (distance usuel),



1.2. Espaces métriques complets

o dy(x,y) = /| x — y | (distance Euclidienne),
o dy (x,y) = max {z,y} (distance normée),
x,ye

di,dy et dy sont distances équivalentes.

1.1.3 Espaces métriques

Définition 1.1.3 Un espace métrique est un couple constitué par un ensemble non vide F
et par
une distance d sur E.

e On dite que le couble (E,d) est un espace métrique .

Exemple 1.1.5 e R est un espace métrique muni de la distance | . | (la valeur absolue)
d: (xvy) _>|x_y|V$»y€R
e R" muni de la distance Fuclidienne est un espace métrique

r= (21 2n), y= (Y1 Yn)

n

d: () =[S (@ - y)?

1.2 Espaces métriques complets

1.2.1 Suite de Cauchy dans un espace métrique

Définition 1.2.1 Soit (E,d) un espace métrique, on dit que suite de Cauchy de E toute
qu’une
suite (o), ey C E est de Cauchy si et selement si:

Ve >0, 3 ng € N tel que :

Vi, m > mng: d (T, Tn) < €

Lemme 1.2.1 Toute suite que converge est de Cauchy.[9]

Preuve. Soit (z,) est une suite tel que lim,, ., x, = [, alors par définition on a :
Ve > 0, Ing € N telque n > ng = d (z,,1) < § et donc pour:

3

n, m>ng = d(Tn,rn) < d(x,,l)+d(,z,) < —1—325.

(\V]



1.2. Espaces métriques complets

Exemple 1.2.1 Soit (R,d) un espace métrique et soit la suite définie par:
1
x,=—, neN"
n

il est claire que x,, converge vers 0, et pour toute n, m :

lim d(zp,2pn)= lim |———1]=0
n,m—-+0oo n,m—>-+00 n m

alors x,, la suite de Cauchy.
Remarque 1.2.1 Par ailleur, il y a des suites que sont de Cauchy ne convergent pas.

Exemple 1.2.2 Soit d (z,y) =| + — % let (), ey Suile définie par x, =n

lim d(zp,2p)= lim |———1]=0
n,m—-4oo n,m—-4o0o N m
donc (zn,),cn la suite de Cauchy.
posons: (x,) convergent versl € R,
: . 1 1 1
lim d(l,z,) =0<= lim |-——|=0«<= - =0,
n—s--+oo n—s--+oo l n l

ol est une contraditions

donc: (), deconvergente.

1.2.2 Espaces complets

Définition 1.2.2 On dit qu’ un espace métrique (E,d) est complet si tout suite de Cauchy

dans E converge dans E.

Exemple 1.2.3 (R, | .|) (valeur absolue ) et (C,| .|) (module) sont espaces métriques

complets.

lz—y|
Itfz—y|’

Exemple 1.2.4 On définit Uapplication 6 : R X R — R par d (z,y) =

e on va montrer l’espace métrige (R, J) est complet.



1.2. Espaces métriques complets

xSoit (x,), une suite de Cauchy dans R pour la de prendre e < 1 car 6 (x;y) <1
pour tous x, y € E .Faire varier € dans |0, 1[ revient a faire varier
n=1= (ce qut est équivalent @ € = 1—_’75 ) dans 10, 4o00[.Un calcul simple

montre que | x —y |< n si, et silment si:
d(x,y) <e

comme (x,) est de
Cauchy, il existe N € N tel que 0 (v, z,) < € pour n, p > N et donc
| 2, — z, |< 1 pour n,p > N, la suite (x,) et donc de Cauchy pour la distance
usuelle sur R pour la quelle il est complet; elle converge donc pour cette

distance vers un réel x cela signifie qu’il existe K € N tel que:

n>K=|x,—xz|<mn;

mais

Tp—x|<n=90(rp,x)<e

et donc:
n> K =0 (v,,x) < e qui montre que la suite (z,) converge vers x pour

d; Uespace métrique (E,0) est donc complet.

1.2.3 Application contractante

Soit (F,d) un espace métrique, f est une application définit sur E.

Définition 1.2.3 On dit que Uapplication f est K-Lipchitizien (K > 0) si
Ve, ye E:

d(f(x), f(y)) < Kd(z,y)

Exzemple 1.2.5 Soit f : E — E définie par:
f(z)=3z

1 1

d(f(z), f(y) =l gx—gy!



1.2. Espaces métriques complets

- | N |
=—-|x— T —
3 (AS Yl

alors f est Lipchitizien.

Application contractante :
une application f d’un espace métrique(FE, d) dans un autre
espace métrique (f,d) est dite contractante s'il exite un réel 0 < K < 1 tel que pour

touts

z,yeE: 0(f(x),f(y) < Kd(z,y)

on écrit f est K-contractante ol f est une contraction.

Proposition 1.2.1 Soit [a,b] un intervalle non vide de R et g une fonction de classe C*
défini
[a,b] dans lui méme vérifiant :
Lg (@) [<k<1.Va€lab]

Alors, g est une application contractante sur [a,b].

Démonstration. Pour tous z et y contenus dans l'intervalle [a, b] et distincts, on sait
qu’il
existe un réel C' strictement compris entre et y tel que:

| g(z) —g(y) |=| g (z) || # — y |, dou le résultat m

Remarque 1.2.2 Soit f: (E,dg) — (F,dr) une application ety € E :

e On dit que f est continue en y $si :

Ve >0, IX > 0 telle que :Vx € E, dg (x,y) < X=dp (f (x), f(y)) <e.

e On dit que f est uniformement continue sur E ssi :

Ve >0, IA > 0 telle que :Vx € E, dg (z,y) < A=dp (f(x), f(y)) <e.



1.3. Quelques types des contractions

telle que X (g) ne depend pas de x € E.

On peut facilement montrer que:

If est contractante = [ est lipchitizien = [ est uniformement continue = [ est continue |

On va maintenant citer quelque type de contractions:

1.3 Quelques types des contractions

1.3.1 Contraction de Banach

Définition 1.3.1 [7/ Soit (E,d) un espace métrique complet et l’application f : E — E .

On dit que f est un contraction de Banach s’il existe un nombre o, 0 < o < 1

Vaoy €eE d(f(z),f(y) <ad(z,y). (1.3.1)

Ezxzemple 1.3.1 Soit f : E — E une application définie par:
flx) =32+,
et d est un distance tel que: d(z,y) = |x — y|

3 1 3 1 3 3 (11 1
d = | = —_— Yy — —| = -1 — = —_— =
R [
1 1
-t -2 < de- vl = et

Remarque 1.3.1 ¢ Si K = 1; T est appelé non expensive.

Exzemple 1.3.2 Soit E =R et T : E — E définie par: T () = —x tel que :
d(T(z),T(y) =T (x) =T | =|-rv+yl =lv—yl <[z —yl=d(zy)

e Si K < 1; T est appelé contraction .

1.3.2 Contraction de Kannan

Définition 1.3.2 [7] Il existe un nombre a et 0 < a < % de tell sorte que pour chaque x,

ye b :
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d(f (), f () < ald(e, f(2)+d(y, f (1)) (1.3.2)

Ezxzemple 1.3.3 Soit E ={0,1,3} et métrique I’Euclidienne d (z,y) = |z —y|, Va, y € E.
L’application f : E— E, f(x)=0six € {0,1} et f(x)=1six=3

f est une de type de Kannan tel que o = %

1.3.3 Contraction de Chatterjea

Définition 1.3.3 [7] 1l existe un nombre b, et 0 < b < % de tell sorte que pour chaque x,
ye kb

d(f (@), f(y) <bld(z, f(y)+d(y, f(x))].

Exemple 1.3.4 Soit une application définie par:

Six=1ety=0 alors:

fla)=4% fy=1

d(f(z),f(y)=d(f(1),f(0) =3 <[d(= f(y)+dy, ()]
Y

dou, d (f (z), f () <~.3

. 1
telleque: v € [0, 75} .

1.3.4 Contraction de Zamfirescu

Définition 1.3.4 [7] 1l existe un réel nombre o, B et y,tel que: 0 < a < 1,0< [, v < %

comme a chaque x, y € FE, au moins ['un des suivants vrais:

i) d(f(x), f(y) <ad(z,y),
i) d(f(z), f(y) <Bld(z, f(x)+d(y, f ()],

10



1.3. Quelques types des contractions

iii) d(f (z), f(y) <~ld(z, f(y)+d(y, f(2))].
Vrz,yeFE x#y,
d(f (). f (1)) < max { o) 0o (o)l D] dlo. S . () } _

Exemple 1.3.5 Soit E ={0,1,2,3} et f : E — E une application, telleque :
xe€{0,1} et f(x) =1 six € {2,3} et le constante b = 2
e d(f(1),f(2)=1sid(1,2)=1
e d(f(1),f(2)=1sid(1,f(1)+d(2 f(2)
o d(f(1),f(2) =1sd(1,f(2)+d(2f(1))

||
[
NN

1.3.5 Contraction d’Edelstien

f(z) =0 si

Définition 1.3.5 [4] Soit (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une application

tel que

Vay € B, x#y,d(f(x),f(y) <dz,y).

Exemple 1.3.6 Soit (R,,|.|) espace métrique complet
iRy — Ry tel que : f(z) =tz
d(f(z),f(y) = f(z) = fy) |=5 |z —yl<|z—y|=dz,y)

1.3.6 Contraction de Rakotch

Définition 1.3.6 [7] Ii existe une fonctoin montone decroissant ; ¢ : (0,400) —

rye b, x#y

d(f (z), f () < ¢ (d(z,y)),

tel que:
® ¢ est continue

e ¢ (t) <t, telle que: t > 0.

(1.3.3)

0,1),V

(1.3.4)

Ezxzemple 1.3.7 Soit E = {0,1,4} et d(x,y) est un distance Euclidienne, application

fiE—E

11



1.3. Quelques types des contractions

telle que f(x) =0 sixz € {0,1} et f(x) =2 six =4 et soit ¢ :]0,4+00] — [0, 1]
définie par ¢ (t) = % | alors :
A(F(0), F(4) = d(0,2) = 2 < £d(0,4) = A = dig (1), ¥ ¢ > 0.

1.3.7 Contraction de Meir -Keeler

Définition 1.3.7 [7] Soient (E,d) un espace métrique complet et f Meir-Keeler contraction
(MKC) sur E qui est pour toute € > 0 il existe § > 0 tel que :

d(z,y) < e+ 0 implique d(f (z),f(y) <e (1.3.5)

pour toute x, y € E puis f.

Ezemple 1.3.8 Soit E = {(0,1),(1,0),(1,1)} C R?, et d est un distance Euclidean
f: E — E définie par:

f(l,O) = (071)’
f(ovl):(lv())?
f(11)=(1,1).

e=d((0,1),(1,0)) = v2.
d(f(()?l)vf(lao)) :d((l,O),<O,1)) :\/§<5'

1.3.8 Contraction de Branciari

Définition 1.3.8 [1] Soit (E,d) un espace métrique complet ¢ € [0,1) et T : E — E est un

application telle que ¥V z, y € E

d(T'(z),T(y)) d(z,y)

o () dt < c / o (t) dt, (1.3.6)

£

tel que: o : R, — R, et Ve > 0, /go(t)dt > 0.

0
T est appelé contraction de Branciari.

Exemple 1.3.9 Soit f : R, — R, définie par:

12



1.3. Quelques types des contractions

( )=x+1etp=—1,
E 10, 1] tel que (d est une fonction distance Fuclidinne)
(@),f(v)) d(z,y)
/ —d(f (@)1 ) = ~d(w9) < —cd (o) ¢ [ )
0 0

Remarque 1.3.2 Y.Suziku mentionue que la contraction de Branciari est un cas partic-

uliers de la contraction de Meir-Keeler .

1.3.9 Comparaison entre différentes types

Théoréme 1.3.1 [7/eJa ,0<a<l,Vz,yec FE :d(f(x),f(y)) < ad(z,y) (Banach) =
3 f (fonction montone decroissant); o : (0,400) — [0,1),Vx,y € B, x #y ,
d(f (@), f () < aldz,y) (Rakotch) =

Vay€b x#y, d(f(z),f(y) < (dz,y)) (Edelstein).
e 3 f (fonction montone decroissant); « : (0,4+00) — [0,1), Va,y € E, x # v,

d(f (z), f(y)) < a(d(z,y)) (Rakotch) %
Ja,0<a<,Ve,ye E:d(f(x),f(y) < ad(x,y) (Banach).
eVaoyeE x#y d(f(x),f(y) <(dz,y)) (Edelstein) +
Ja,0<a<,Ve,ye E:d(f(x),f(y)) < ad(x,y) (Banach).
Preuve. (Edelstein) + (Banach)

Soit M =[xz eR:x>1] etd(x,y)=|x—y]|, Vo, y € M;

T:M — M définie par: T (z) =z + 1
4@ 1) =TT = (241) = (547

|<x2+1) <y2+1) |_|ya:2+y—y2$—x|_|y—m y:v2—y233|
x y

13



1.3. Quelques types des contractions

zy — 1

|z —y|<|z—y]

car :

xy—1<zyVe,ye M) =

c’est -a-dire: B a < 1 tel que :

d(T (z),T (y)) < ad (z,y)V,y € M.

(Rakotch) # (Banach)

Soit f une application: [0,1] — [0, 1] définie par

1
=——, 0<2<1
f@) =g 0222,

V5-1
2

Yy E (O, \/32_1> , tel que :

et f admet un point fixe .Quelconque a,0 < v < 1, choisiry < —1 +é et

AF(O). ] W) = > ay =ad(0.y),

alors Rakotch n’est pas satisfy Banach. m
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Chapitre 2

Théorémes du point fixe

Définition 2.0.9 Un point x € E est dit point fize pour 'application [ si a:

f(z)=rx.

Exemple 2.0.10 Soit f une application telle que: f: R — R définie par:
f(x)=2x—-3
f(z) =242 —3=uz, donc: x =3,

alors, 3 c’est un point fixe de f.

Exzemple 2.0.11 Soit g une application telle que : g : R — R définie par:

x2—
g(@) =5+
g(z) =1 21 =z, donc: 22 —3x —1=0,
alors, %ﬁ c’est un point fixe de g.

2.1 Théoréme de Banach(1922)

[8] Soit (F,d) un espace métrique complet.Soit f : E — E une application contractante,
alors f admet un point fixe unique = € E (c’est -a-dire qu'il existe et un seul x € F tel
que f (z) =z ).

De plus, si 29 € E et (x,) est une suite donnée par la relation de

15



2.1. Théoréme de Banach(1922)

récurrence: =, = f (z,-1)(n > 1), lim x, = x et

n—oo

d(xp,2) <k (1—k) " d(zy,x), n>1

x étant le point fixe de f.
Preuve. L’existance: Soit y € E un poit arbitraire dans F.
Considéorons la suite (z,,), donnée par:

Lo =Y,

Ty = f (In—l) y TV 2 1.
On doit prouverque (z,) est une suite de Cauchy dans F pour m < n, on utilise

I'inégalité triangulaire:

d (mmy xn) S d (mm7 xm+1) + d (l‘m-i-la xm+2) + -+ d (l'n—la xn) )

puis que f est

une contraction on a :

d(wp, Tpi1) = d(fxp-, f2p) < kd(@p1, 7)) pour p > 1.

En répétant cette inégalité, on obtient :

d(zm,x,) < (k‘m + k44 k”_l) d (zo,x1)

<E"(1+k+---+ k") d (2o, 71)

<E™(1—k)d (2o, 21) -

On déduit que (x,),, est de Cauchy dans E qui est complet, donc (z,,), converge
vers = dans E.

Par ailleurs puisque f est continue, on a:

= limz, = lim f (z,_1) = f (limxn_l) = f(z),

n—00 n—00 Nn—s00
donc x est un point fixe de f.

L’unicité:

16



2.2. Théoréme du Zamlfirescu

Supposons = = f (z) et qu’il existe un autre point fixe y tel que y = f (y) alors :

d(z,y) =d(f(x), f(y)) < kd(z,y),
ce qui implique que d (z,y) =0iexz =y
(puisque £ <1). m

2.2 Théoréme du Zamfirescu

[10] Soit (F,d) un espace métrique complet et application f : E — F| il existe un réel
nombre o, F et v telque: 0 <a<let0< 3, v< % comme a tout x,y € E, au moins

I'un des suivants vrais :

i) d(f(x),[f(y) < ad(z,y),

i) d(f (x), f(y) <Bld(z, f(x))+d(y, f(y)],

i) d(f(x), f(y) <vld(z, f(y)+d(y, f(2))].

Alors f posséde un unique point fixe p € E, la suite (z,), ., définie par:

Tpr1 = f(xy), n=0,1,2....

converge vers p Vrg € E.

2.3 Théoréme Meir-Keeler

[6] Soit (F,d) est un espace métrique complet,et soit f 'application dans E entre lui

méme la condition suivante: Ve > 0, 3 6 > 0 tel que:

e<d(z,y)<e+d=d(f(x),f(y) <e. (2.3.1)

17



2.3. Théoréme Meir-Keeler

Alors f posséde un et seul point fixe £ € E, au plus V = € E, la suite (f,(z)) converge
Vers

& telque:

lim f" (z) = &. (2.3.2)

n—oo

Preuve. Soit (E,d) un espace métrique, on suppose que U'application f: £ — E

vérifie pour € > 0, il existe d > 0 tel que:

e <d(z,y) < e+ 0 implique d(f (x), f(y)) <e.

Lemme 2.3.1 La suite (y,) = d (2, Tpy1) vérifie:

lim y,, = 0.

n—oo

¢On va montrer par ’absurde, supposons que:

Yo = d (Tp, Tpy1) — 1 >0,

ou x, = f, (), la suite (y,) est decroisante
Yn =d (xmxn—&—l) <e=d (:En—lyxn) )

alors il existe § > 0 tel que (y,,) vrais pour € = [, ce que implique L <y, < y,_1 <,
ol est une contradiction donc:

lim y,, = 0.

n—oo

Lemme 2.3.2 La suite (x,,) est une suite de Cauchy.
e Suppose que (x,) n’est pas de Cauchy, alors il existe ¢ = 20 > 0 tel que pour tous

n, m on a:

|d (m, ) — d (T, 2x)| < d (2, Tpy1) <

Wl ™

18



2.3. Théoréme Meir-Keeler

ce que implique et comme d (T, Tpmi1) < € €t d (T, x,) > 26 >+ 6

qu’il existe k € [m,n| tel que :

)
6+2§ <d(xm,xR) <e+0,

pour tout m, k on a :

d(Tm, k) < d(Tm, Tms1) + d (Tms1, Thr1) + d (Tpt1, k)

alors:

) ) )
€+2§<d(:vm,xk)§ym+€+yk<§+€+§,

d’ot est une contradiction, donc (x,) est de Cauchy.

Théoréme 2.3.1 Soit (E,d) est un espace métrique complet et f : E — FE une application
qui vérifie

pour tout x,y € E(2.3.1), alors f a un point fize unique .

o D’prés le lemme(2.3.2) la suite (x,) est une suite de Cauchy et l’espace est

complet, alors elle converge vers z € E,comme f est continue donc:

£ =1 (Jima)

ce qui implique z est un point fize de f.

lim z, f"™ (z) = 2

n—oo

Pour l’unicité supposons qu’il existe deux point fixe z,t pour f,alors appliquant

(2.3.1) on obtient:

e<d(zt)<etrd=d(f(2),f ) =d(z1) <e,

d’ou est une contradiction.

n

Exemple 2.3.1 Soit S,, = Z (1+ 1) et soit X = {S,}.
k=1
Soit f(Sn) = Snt1, Vn.Alors d (f (x), f (y)) < ¥d(x,y) telle que :

0 (1 + %) =1+ n+r1, mais n’est pas point fize.
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2.4. Théoréme de Branciari

2.4 Théoréme de Branciari

[2] Soit (F,d) un espace métrique complet o € (0,1) et f :  — x une application de E
dans E telque pour tous z, y € F,

d(f(=),f(y)) d(z,y)
/ ¢@ﬁ§a/¢@ﬁ
0 0

Ot ¢ : [0,00[ — [0, 00| est une application intégrable au sens de Lebesgue et

sommable ( 1 ,e,avec intégral finie ) sur chaque sous- ensemble compact de R, o pour tout

e>0 /qb t)dt > 0 puis f a un point fixe unique a € E, Vz € E, lim f"(x) = a.

n—oo

Preuve. Etape01:

On a:
d(f™(z),f* () (3£ (x))
/} ¢@mg&1/¢@m
0 0
cela découle immédiatement par itération n fois
d(f™(z),f 1 (x)) (), " (x)) d(z,f(x))
/) 6 (1) dt < /‘ ¢@m§m§w(/¢®ﬁ
0 0 0

en conséquence, puisque ¢ € |0, 1[ nous avons plus

d( (@), f+ (@)

/ ¢ (t)dt — 0 quand — oo.
0

Etape02:

On a d(f*(x), f" (z)) — 0 comme n — oo supposer que:
lim supd (f™(z), [ (z)) =€ > 0,

alors il existe un z. € N et un séquence (f™(x)),>s. telle que d (f™(z), "=t (z)) — €
> 0 comme n — oo et d(f"(x), fr+(x)) > 5

pour chaque v > v,, ainsi nous avons la contradiction suivant:
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2.4. Théoréme de Branciari

d(fmv (z),fmv+1(z)) 3
0= lim / ¢(t)dt2/¢(t)dt>0.
0

v—00

Etape03:

Pour chaque x € E (f™()),,cy est une suite de Cauchy qui est

Ve >0, Jv. e NYn, m e N, m >n > vd(f"(x), f*(z)) <e.

Supposer que il existe un € > 0 telle que pour tout v € N il est m,, n, € N avec

m, > n, > v pour tout
d(fm™(x), f*(z)) > €

puis nous choisissons les suites (1),

et (ny) telle que pour chaque v € N, m,, et minimal dans sens

veEN

d(f™(x), [ () = €

mais d (f"(x), f™ (z)) < e pour tout
he{n,+1, ..., my—1}, h€n,+1, m,+1].
Maintenant nous analyser les propriétés de d (f™ (), f™(x)) et d (f™ ™ (x), fr(x)).
Tout d’abord on a d (™ (z), f™(x)) — ¢ comme v — o0, en fait, par I'inigalité

triangulaire et I’étape (02):

e <d(fm™(x), [ (x))
<d(f™ (@), fm N @) +d (fm 7 (), [ (@)
<d(fm™(x), f N e) tevo e

en outre, il existe u € N telle que pour tout nombre naturel v > 1.On a
d(fmtt(x), frt(z)) < & en fait, si il existe une suite (vg),y C N pour tout
d(fm (), froert(z)) 2 e

puis € < d (f™* (z), [ (2)) < d(fmoert (@), fro (@) +d (f (@), fro (@)

+d (f™ (), frT(2)) k= +oo
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2.4. Théoréme de Branciari

e, et de
d(fmok @), f R () d(f™ (), /" ()

/ 6 (1) dt < / S At (%)

0

laissant maintenant £ — +oo des deux cotés (x), on a

/€¢(t)dt§c/e¢(t)dt

qui est une contradiction étre ¢ € |0, 1] et I'intégral, qui est positif.Donc pour un
certain p € Non a d (f™*(z), f*(x)) < € pour tout v < p.Enfin , nous prouvons la
propriéte plus faute qu'il existe une o. € ]0,¢[ et une v. € N telle que pour

chaque v > v. (v € N) nous telle que:

d (]c7mk+1($)7 fnuk-‘rl(x)) — & — 0. comme k — +00

puis de
d(fmvk+1 (z),f" 0kt ($)> d<fmvk (@), f"Vk (m))
/ ¢ (t)dt <c / ¢ (1) dt,
; 0

laisser £ — 400, on a, nouveau la contradiction qui

/Eﬁb(t)dtSC/Eqb(t)dt.

En conclusion de cette étape, nous prouvons le caractére de Cauchy de
(f"(2)),en (x € E); en effet pour chaque nombrer naturel, v > v,

(ve comme ci-dessus)

e <d(f™ (), [ (@) < d (f™ (@), fm @) +d (F7 7 @), 7 @)+ @), f (2)

<d(f™ (@), fm @) + (e o) +d ([ (@), (@) vooge -0,

ainsi € < € — g, ce qui est une

contradiction cela s’évére étape (03) .
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2.4. Théoréme de Branciari

Etape04:
Existe de point fixe.De puis(x — d) est un espace métrique complet, il

existe un point a € E pour tout

a = lim f*(z),

n—oo
c’est en outre un est point fixe en

effet supposer que d (a, f (a)) > 0, ainsi

0<d(e, f(a) <d(a, f"" () +d (" (2), f (@) =090,

en fait les deux d (o, f"(x)) et

d(f"(x), f (a)) converge vers 0 comme n — oo, pour le prémier, il est evident alors

que pour le second, on a:

(1 (@).f (o) d(f"(z),a)
/ ¢ (t)dt <c / ¢ (t)dt v— o0 0.
0 0

Maintenant, si d (f"**(z), f(«)) n’est pas converge vers 0 comme n — 00, alors il existe
une sous-suite ([ (z))ven C (f"7(2)),,cy telle que d (f™*1(x), f (o)) > € pour un certain

€ > 0; ainsi on a contraction suivant:

e d(froti(a),f(a))
0</gb(t)dt§ / ¢ (t) dtv — 0.
0 0

Etape05:
Unicité du point fixe. Supposer qu’il y ait deux points distincts «, 5 € E telle que
f(a)=aet f(B) =05, puis par le théoréme (2.4) on a la contraction :

(e 5) a(f(e).f(8)) d(a,6) d(a,)
0< /(b(t)dt: / ¢(t)dt§c/¢(t)dt< /qﬁ(t)dt
0 0 0 0

cette derniére étape prouve également

Vo e E, lim f"(z) = a = f(a).

n—oo
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Chapitre 3

Quelques applications

3.1 L’application du point fixe dans équations

Proposition 3.1.1 Soit f une application continue sur [a,b] et dérrivable sur |a,b], et
vérifie
|f'| <k <1, alors l’équation

flz)==

admet au mois une solution dans [a,b].

Démonstration. 1) L’intervalle [a, b] est fermé dans I'espace Euclidien (R, d) (d: dis-
tance usuelle) qui est complet, donc le sous-espace ([a, b] ,dw,]) est complet

aussi.

2) Selon le théoréme des accroisement fini on a :

Vo, y€labl,Icée€la,bl:

Af1 =1 @) = F @)l =z =l | ()

car |1 (0)] < k < 1donc | (x) — £ (5)] = k|z —y
ce qui donne f contraction. Alors f est contractane sur I’espace complet
([a, b] ,d[mb]) grace au théoréeme de Banach, I'application f admet un point
fixe unique ¢ € [a, b] telle que: f (z) = 2.0u zg est la solution de

I'équation f(z) =z. m
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3.1. L’application du point fixe dans équations

Exemple 3.1.1 Resolution de l’équation:

F(x)=0 (3.1.1)

F définit et dérrivable sur [a,b] telque:
0<k < F (2)<ky et F(a).F(b) <0.

D’aprés le proposition( 3.1.1), on considre la fonction f définit sur [a,b] telque:

fz)=2—\F (x) (3.1.2)

ou A réel et different de 0.
La solution de l’équation est équivaut o l’existence du point fize pour

(8.1.2), c’est a dire

fx)=x -AF(z)=0& F(z)=0

pour l’existence et 'unicité du point fize il faut et il suffit que f soit
contractante.
On a:

f(@)=1=-)F (z)

done:

1—Mey < f () <1 = Mky

on peut choisir A de tel sorte que:

1—Aey <a< 1.

Done: F (x) =0 admet une solution unique.

Si on choisir. F (z) = 2 — 3z ¥V  dans Uinterval [2,2]
F'(x) = 3(2® — 1) telleque:
0<3<3(@®-1)<2eF(3) F(2)<0
f@)y=z—-X(2*—=3z),A\>0

f@)=z& —X(2®—-3x)=0
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3.2. L’ application aux équations diftéretiélles

& F(x)=0adalors f'(z)=1—-AF'(z) =1— X (3(2? — 1))
donec: 1-3x< f(z) <1—2A
on pour choisir A de tel sortque: 1 — 2\ < a < 1 donc:

F () =0 admet une solution unique.
3.2 L’ application aux équations différetiélles

Soit ’équation différetiélle suivant:

f est une fonction définit et continue sur D telle que:

D={(z,y) eR*a<z<betyecR} (3.2.2)

et vérifier la condition de Lipchitz a y :

Yy, € R |f (2,91) — f(z,02)] < klyr — 12|, k> 0.

On va montrer que pour (zg, o) € D, 'équation (3.2.1) admet une solution unique

y (z) qui passe par le point (xg,yo) c-a-d y (x¢) = yo

Solution 3.2.1 1) On sit que l'existence et l'unicité de solution de ’équation (3.2.1) est

équivalent

a lexistence et 'unicité de la solution de l’équation intégrale suivante:

T

y (@) =0 + / £ (ty (1)) dt (3.2.3)

zo
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3.2. L’ application aux équations diftéretiélles

on définit ’application A telle que:

xT

Aly(0) =w+ [ (ty(e) d (3:2.4)

xo

A est définit dans l’espace complet ( [a, b] ,d[a,b]) dans lut méme. La distance d

est Vyi, y2 € [a, 1] :

d(z,y) = afgngxéb 1 (33) — 2 ()]

de (3.2.1) on peut conclure que l’existence et l'unicité de solution de (3.1.2) équivalent
a lexistence 'unicité de point fize pour l'oppérateur A pour complir les
conditions du théoréme de Banach il nous suffit de demontrer que 'oppérateur A

est une application contractante sur (C'[a,b]) on

d(A () A ) = max 1A () = Ap)

_agagb/|fty1 F (te (1)) di
< max, / lon () — o (1) dt = max / kd (1, o) dt
xo o

donc on obtient:

d(A(y),A(y2) < k(b —a)d(y,y2)

A est contractante si: k(b—a) <1 c-a-d k < 7.
On dit que l’équation (3.1.2) admet une solution unique si: k < 1 par conséquence

léquation (3.1.2) admet une solution unique qui passe par le point (xq,yo)

si: k(b—a) < 1.
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3.2. L’ application aux équations diftéretiélles

Exemple 3.2.1 Soit le probléme de Cauchy suivant:

d
Yoy 223

dx
y(0) =2
ce probléme équivalent a [’équation intégrale:

y(2) = o + / £ (6 (B) dt, avee (20, 30) = (0,2)

zo
Soit la suite de récurrence définie par: ¢, = yo = 2, tel que:

o, () =90 + /f (t,gon_l (ZL‘)) dt, donc :

pourn =1

o1 (1) = yo + / £ (¢ 0o ()t

:2+/f(t,2)dt

0
T

:2+/4—2t3—3dt

0
2
:2+x—§x3,

pour n = 2

5 (z) = 3o + / £ty (1)) dt

zo
T

:2+/(2gol(t)—2t2—3)dt

:2+/[2(2+t—§t3)—2t2—3]dt

0
=2+ +a®— 2a® — 324,

pourn =3
x

o3 (1) = 9o + / £ (b g () dt
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3.3. Application aux équations intégrales

:2+/[2(2+t+t2—§t3+§t4)—2t2—3}dt

0
=2+ +a®— sz + 2ab.

Donc la solution approximée:

y(z) =2+a+2*— 32 + 2a°.
3.3 Application aux équations intégrales

3.3.1 Equations de Fredholm

Utilisons maintenant la méthode des contractions pour démontrer ’existence et 'unicité

de la solution dune équation intégrale linéaire non homogeéne de Fredholm de deuxieme

espéce, c-a-d d’une équation de la form

f (@)= o (@) £ A / k(e,9) £ (4) dy. (3.3.1)

ou k (le noyau ) et ¢ sont des fonctions données, f est la fonction cherchée et A est un
parametre arbitraire .

Nous verrons que la dite méthode n’est applicable que pour des valeurs assez petites du
parameétre \.

Supposons que k (z,y) et ¢ (z) soient continues pour a <z < b, a <y < b et donc:

[k (2, y)| < M.

Considérons 'application g = Af de I'espase complet C [a, b] dans lui-méme, donnée par

la formule
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3.3. Application aux équations intégrales

g(x)zso(:v)JrA/k(w,y)f(y)dy

on a p (g1, gs) = max|gy (z) — g ()| < [A[ M (b — a) max|fy (z) — fz (2)]

par conséquent, pour A < m I’application A est contractante.
D’aprés le principe des contractions on conclut que pour tout A tel que |A| < m
I’équation de Fredholm admet une solution unique.

Les approximations successives de cette solution fy, fi,..., fn, sont de la forme

b

ful@) = @ () + A / k(e,y) fous (4) dy.

a

ou en tant que fy () on peut prendre n’importe quelle fonction continue.
On considére 'application A définie par:

A:Cla,b] — Cla,b]

f—=A(f) =px)+ )\/k‘ (x,vy) f (y) dy,puis que I’équation(3.3.1) admet une solution,

il satisfait que 'application A admet un point fixe par cela on va appliquer le principe de

Banach.

Exemple 3.3.1 Soit [’équation intégrale:
1

f(ﬂf)=1+%/a:f(y)dy.

0
On considére 'oppérateur suivant:
1

Af () =1+ %/xf (y) dy, telque:fy (x) = 1.

0
D’aprés ce que précede, si on prend: k (z,y) = x (continue sur [0, 1])

M=1, A= %, et ¢ (x) = 1 (continue sur [0,1]), alors on peut applique le
principe de Banach donc la solution existe et unique.

Par calculer la solution on utilise procédue suivant:

lz] <1=M=1, =1

a=Ab—alM=3douwa<l,
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3.3. Application aux équations intégrales

telle que: x, = A(x,-1)

la premiér approximation :
1

AR .

0
la deuxiéme approximation:
1

f2(x):1+/x(1+y)dy:1+x[1+§]:1+§x

0
la 3¢ approximation:
1 1

fg(x)zl—i-/x[l—i-y(l—l—%)]dy, onbienf?)(x):l—l—/x(l—l—%y)dy
0 0
fr@)=1+al+ 1+ =1+2[1+3+1], on bien

fg(:v)zl—i-x[l—i-%]:l%—%x

la n°™ approzimation:

fn(x):1+m[1+%+---+2n—{1] =1+%x.
3.3.2 Equation de Volterra

Considérons enfin I’équation intégrale de Volterra:

f(@) = p(@) + / k(,y) f (y) dy (3.3.2)

Ici, a la différence des équations de Fredholm, I'intégale a pour borne supérieure la
variable x. Formellement cette équation peut étre considérée comme un cas particulier

de I’équation de Fredholm, en prolongéant la fonction k par ’égalité:

k(z,y) =0 pour y > .

Pourtant, si dans le cas d’une équation intégrale de Fredholm nous étions contraint &

nous borner aux valeur suffisamment petites du paramétre A\, dans le cas d’une équation
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3.3. Application aux équations intégrales

de Voltrra le principe des contractions

(et la méthode des approximations successives )est applicaple pour toutes les valeurs de
A. Plus précisément, il s’agit de la généralisation suivante du principe des contrations:
soit A une application continue de I’espace complet R dans lui-méme dont une puissance

B = A" est contraction ; alors I’équation

Az ==z

a une solution et une seul.

En effet, soit  un point fixe de 'application B, c-4-d. Bz = x.0On a:

Ax = AB*x = B*Ax = B¥zy — o (k — o).

Car, I’application B étant contractante, la suite Bzy B?x¢ B3zq....
converge pour tout xy € R vers le point fixe x de 'application B.

Par conséquent,
Ar = .

Ce point fixe est unique, car tout point fixe pour ’application A est fixe aussi pour

I’application contractante A™ qui ne peut avoir qu’un seul point fixe.

Montrons maintenant qu’il existe une puissance de 'application.

T

Af (2) = o (2) + A / E(e,y) f (v) dy (3.33)

a
possédant la propriété d’étre contraction. Soient f;,et fs deux fonctions continues le

segment [a, b] . Alors

xT

AR () — Afo (2)] = A / k() (f (9) — fo () dy

< MM (2 — a) max | fy (x) = f2 ()],
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3.3. Application aux équations intégrales

ou:

M = max |k (z,y)]| .

On en deduit que:

421, ()~ 225 ()] < WD e |y () — o ()

et plus généralement,

) =) < WA < a0

ou:
m = max | fy (z) — fa (z)].
Pour toute valeur de A le nombre n peut étre choisi assez grand pour que:

A" M" (b —a)"

n

< 1.

Alors I'application A™ sera une contraction. Par conséquent, I’équation de Volterra
(3.3.2)

admet pour tout A une solution et une seule.

Exemple 3.3.2 Soit I’équation integrale:
f@=o-1[e-nrwa.

0
on va chercher la solution d’équation suivant dans 'éspace C (]0,1],R):

Af (2) :go(a:)H/k(x,y)f(y)czy,

0
T

Afe) = Ag@) = | [ = 1o =0 (7 @) - 9 @)y

<=3 [l =15 ) - g Wy

telle que: |f (5) — g (4)] < max|f (y) — g (5)] = m et
M = max |k (z,y)| = max |z — y].
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3.3. Application aux équations intégrales

Alors,
Af () — Ag (@) < | =3 M (b—a).m

—%|M(b—a)<1:>§<m,tellequeM:1 car: 0 <z,y <1

d’ou%<ﬁ:1, donc \ < 1

alors [’équation intégrale admet une solution et une seule.

résoudre I'E.I par cette méthode en prend fo(x) =0

la premiére approximation:
x

f1<x>=x—/<x—y><o>dy=x

0
la deuzxiéme approximation:
x

3 3 3

fz(l’)=$—/(x—y)ydy=x—%+%=x—%
0
la 3™ approximation:

_ CCB x5
fs(@) =2 =5+ 5%
la n°™¢ approzimation:

5 (71)”332”’_1

23 x
fn(;p>:x—§+y_ ...... +w
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Résumé

Dans ce travail, on a donné quelques types des contractions et leur applications
danslathéorie du point fixe métrique, la derniére devient un outil trésimportant
dans |'éude de certains problemes sait dans. la biologie, mathématique,
I'économie, la physique ..., auss on a cité quelques théorémes du point fixe
comme:
théoréme du Banach, Meir-Keeler et Branciari .

Par ailleurs, on va quelques applications concernant les équations différentielle,
les équationsintégrales.

Les motsclé
Espace métrique - contractante -Distance — Application Lipchitizien-Espace
complet.
Abstract

In thiswork, we gave some types of contractions and their applicationsin fixed
point theory within a metric space, thelast oneisvery important in solving many
problems in the field: mathematics, physics, biology and economics, also we
mentioned some fixed point theorems by including theorem of Banach ,theorem
of Meir-keeler and theorem of Branciari.

On the other hand we have provided some of its applications and related solving
differential equations and integral equations.

Thekeyswords
Metric space— Contractant — Distance — Lipchitizien mapping —

complet space .
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