
République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministère de l’Enseignement Superieur et de la Recherche

Scientifique

UNIVERSITÉ D’EL-OUED

FACULTÉ DES SCIENCES ET DE TECHNOLOGIE

Mémoire de fin d’étude

LICENCE ACADEMIQUE
Domaine: Mathématiques et Informatique

Filière: Mathématiques
Spécialité: Modélisation mathématiques & simulation

numérique

Présenté par : ABID Sara
GADI Samiha
HARIZ  BELGACEM Soumai

Thème

Soutenu le …juin 2014

Devant le jury composé de:

Mr. BEGGAS Mohammed MA (A) Univ. El Oued   Président
Mr. ZAOUCHE Elmehdi MC (B) Univ. ElOued    examinateur
Mr. BELOUL Said MA (A) Univ. ElOued Rapporteur

Année universitaire 2013 – 2014

Quelques types des contractions et leurs

applications dans la théorie du point fixe

N° d’ordre :
N° de série :



section

Notation

E : l�ensembles non vide.

R : l�ensembles des nombres réels.

R+ : l�ensembles des nombres réels positives

j:j : la valeur absolue .
(C; j:j) : le module .
d : une distance.

Ed : distance d sur E.

f : une application.

Xn; Yn : suites.

C ([a; b]) : l�espases des foncitions continues.

N : l�ensembles des nombres naturels.

C : l�ensembles des nombres complexes.

d1 (x; y) :
P

1� i �n
jxi � yij.

d2 (x; y) :

� P
1� i �n

jxi � yij2
� 1

2

.

d1 (x; y) : max
x;y2R

fx; yg :

1
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Introduction générale

Introduction générale
En 1922, Banach a introduit le concept du point �xe dans les espaces métriques complets,

et il a demantré si l�application d�un espace métrique (E; d) dans lui même qui véri�ant

certains conditions, on l�appele la contraction de Banach, admet un seul point �xe.

Aprés beaucaup des auteurs ont généralisé ce principe par l�utilisations de di¤érents

conditions mais faible par-apport de Banach.

En 1969, Meir et Keeler ont travaillé sur le développement du théorème de Banach, il ont

utilisé une nouvelle contraction pour établir un théorème du point �xe, aussi l�amélioration

concernant le travail de Banach a pris une partie dans les travaux de Branciari en 2002.

Dans ce notre travail, on va étudier quelques types des contractions et leurs applications

comme le théorie du point �xe, avec quelques applications des ces théorèmes dans l�existance

de solution pour les équations intégrals et di¤érentielles.

Ce mémoire est décomposé aux trois chapitres:

Le prémier chapitre consacré à présenter quelques dé�nis utiles, et de donne quelques

types des contractions: contraction du Banach, Kanann, Charttejea, Zam�rescu et Branciari

et on va faire une comparaison entres ces contractions.

Pendant la dexième chapitre, on va citer quelques théorèmes du point �xe rélie ce aux

types donnés dans le chapitre précedant:

Théorème du Banach, théorème du Zam�rescu, théorème du Meir -Keeler, théorème du

Branciari.

Dans la troisième chapitre, on aura appliqué le principe du Banach à l�existance de la

solution aux équations di¤érentielles et integrals.

1



Chapitre 1

Les applications contractantes

1.1 Les espaces métriques

1.1.1 Distances

Dé�nition 1.1.1 Soit E un ensemble non vide quelconque, une distance sur E est une

fonction

d : E � E 7�! R+ dé�nition sur le produit cartésien E � E à valeurs dans

l�ensemble R+ des nombres réels, véri�ant les proprietés suivantes:

1) 8x; y 2 E : (x; y) = 0, x = y (séparation)

2) 8x; y 2 E : d (x; y) = d (y; x) (symétrique)

3) 8x; y; z 2 E : d (x; z) 6 d (x; y) + d(y; z) (inégalité trianglaire)

pour x 2 E donné, le nombre réel positive ou nul d (x; y) est appelé distance de x à y.

Exemple 1.1.1 d est une distance sur E véri�e:

8f; g 2 E : d (f; g) =
1Z
0

jf (x)� g (x)j dx

1) 8f; g 2 E : d (f; g) = 0 ?, f = g

d (f; g) =

1Z
0

j f (x)� g (x) j dx = 0, 8x 2 [0; 1] j f (x)� g (x) j= 0

, f (x) = g (x), f = g:

2



1.1. Les espaces métriques

2) 8f; g 2 E : d (f; g) ?
= d (g; f)

1Z
0

j f (x)� g (x) j dx =
1Z
0

j g (x)� f (x) j dx = d (g; f)

:

3) 8f; g; h 2 E : d (f; h)
?

� d (f; g) + d (g; h)
1Z
0

j f (x)� h (x) j dx =
1Z
0

j (f (x)� g (x)) + (g (x)� h (x)) j dx

�
1Z
0

j f (x)� g (x) j dx+
1Z
0

j g (x)� h (x) j dx = d (f; g) + d (g; h)

donc d est une distance sur E.

Exemple 1.1.2 Soit E = C ([0; 1] ;R) l�ensemble des applications continues f : [0; 1]! R

d (f; g) = sup
x2[0;1]

j f (x)� g (x) j est une distance sur E véri�e:

1) 8f; g 2 E : d (f; g) = 0

, sup
x2[0;1]

j f (x)� g (x) j= 0) 8x 2 [0; 1] j f (x)� g (x) j= 0

, f (x) = g (x), f = g

2) 8f; g 2 E : d (f; g) ?
= d (g; f)

d (f; g) = sup
x2[0;1]

jf (x)� g (x)j

= sup
x2[0;1]

jg (x)� f (x)j = d (g; f)

3) 8f; g; h 2 E : d (f; h)
?

� d (f; g) + d (g; h)

8x 2 [0; 1] :
j f (x)� h (x) j=j (f (x)� g (x)) + (g (x)� h (x)) j

�j f (x)� g (x) j + j g (x)� h (x) j

3



1.1. Les espaces métriques

) sup
x2[0;1]

j f (x)� h (x) j= sup
x2[0;1]

(j f (x)� g (x) j + j g (x)� h (x) j)

� sup
x2[0;1]

j f (x)� g (x) j + sup
x2[0;1]

j g (x)� h (x) j

d�où d (f; h) � d (f; g) + d (g; h) :

Exemple 1.1.3 Soit E = Rn, n 2 N n f0g, c�est-à-dire muni de la distance Euclidienne.
x = (x1; x2; : : : ; xn) ; y = (y1; y2; : : : ; yn)

d1 (x; y) =
X

1� i �n
jxi � yij ;

d2 (x; y) =

 X
1�i�n

(xi � yi)
2

! 1
2

;

d1 (x; y) = sup
1�i�n

jxi � yij = sup fjxi � yij ; i 2 [1; n]g

:

1.1.2 Distances équivalentes

Dé�nition 1.1.2 Soient d 1et d2 deux distances sur un méme ensemble E, On dira qu�elles

sont

équivalentes s�il existe deux constante réelles � > 0 et � > 0 telles que:

� 8 x; y 2 E :
�d1 (x; y) � d2 (x; y) � �d1 (x; y) (1.1.1)

� 8 x; y 2 E avec x 6= y :

� � d2 (x; y)

d1 (x; y)
� � (1.1.2)

Exemple 1.1.4 Soient d distances de R dans R

8 x; y 2 R :
� d1 (x; y) =j x� y j (distance usuel) ;

4



1.2. Espaces métriques complets

� d2 (x; y) =
p
j x� y j (distance Euclidienne);

� d1 (x; y) = max
x;y2R

fx; yg (distance normée) ;
d1; d2 et d1 sont distances équivalentes.

1.1.3 Espaces métriques

Dé�nition 1.1.3 Un espace métrique est un couple constitué par un ensemble non vide E

et par

une distance d sur E.

� On dite que le couble (E; d) est un espace métrique .

Exemple 1.1.5 � R est un espace métrique muni de la distance j : j (la valeur absolue)
d : (x; y)!j x� y j :8x; y 2 R
� Rn muni de la distance Euclidienne est un espace métrique
x = (x1 � � �xn) ; y = (y1 � � � yn)

d : (x; y)!
s

nX
i=1

(xi � yi)
2

1.2 Espaces métriques complets

1.2.1 Suite de Cauchy dans un espace métrique

Dé�nition 1.2.1 Soit (E; d) un espace métrique, on dit que suite de Cauchy de E toute

qu�une

suite (xn)n2N� � E est de Cauchy si et selement si:

8" > 0; 9 n0 2 N tel que :
8n; m � n0 : d (xn; xm) < "

Lemme 1.2.1 Toute suite que converge est de Cauchy.[9]

Preuve. Soit (xn) est une suite tel que limn7�!+1 xn = l, alors par dé�nition on a :

8" > 0; 9n0 2 N telque n > n0 =) d (xn; l) <
"
2
et donc pour:

n; m � n0 =) d (xn; xm) � d (xn; l) + d (l; xm) <
"

2
+
"

2
= ":

5



1.2. Espaces métriques complets

Exemple 1.2.1 Soit (R; d) un espace métrique et soit la suite dé�nie par:

xn =
1

n
; n 2 N�

il est claire que xn converge vers 0; et pour toute n; m :

lim
n;m�!+1

d (xn; xm) = lim
n;m�!+1

j 1
n
� 1

m
j= 0

alors xn la suite de Cauchy.

Remarque 1.2.1 Par ailleur, il y a des suites que sont de Cauchy ne convergent pas.

Exemple 1.2.2 Soit d (x; y) =j 1
x
� 1

y
jet (xn)n2N suite dé�nie par xn = n

lim
n;m�!+1

d (xn; xm) = lim
n;m�!+1

j 1
n
� 1

m
j= 0

donc (xn)n2N la suite de Cauchy.

posons: (xn) convergent vers l 2 R;

lim
n�!+1

d (l; xn) = 0() lim
n�!+1

j 1
l
� 1

n
j= 0() 1

l
= 0;

où est une contraditions

donc: (xn)n�0 deconvergente.

1.2.2 Espaces complets

Dé�nition 1.2.2 On dit qu�un espace métrique (E; d) est complet si tout suite de Cauchy

dans E converge dans E.

Exemple 1.2.3 (R; j : j) (valeur absolue ) et (C; j : j) (module) sont espaces métriques
complets.

Exemple 1.2.4 On dé�nit l�application � : R� R 7! R+ par � (x; y) = jx�yj
1+jx�yj ;

� on va montrer l�espace métriqe (R; �) est complet.

6



1.2. Espaces métriques complets

�Soit (xn)n une suite de Cauchy dans R pour la de prendre " < 1 car � (x; y) < 1
pour tous x; y 2 E .Faire varier " dans ]0; 1[ revient à faire varier

� = "
1�"

�
ce qui est équivalent à " = �

1+�

�
dans ]0;+1[ :Un calcul simple

montre que j x� y j< � si, et silment si:

� (x; y) < "

comme (xn) est de

Cauchy, il existe N 2 N tel que � (xn;xp) � " pour n; p � N et donc

j xn � xp j� � pour n; p � N; la suite (xn) et donc de Cauchy pour la distance

usuelle sur R pour la quelle il est complet; elle converge donc pour cette

distance vers un réel x cela signi�e qu�il existe K 2 N tel que:

n � K )j xn � x j< �;

mais

j xn � x j< � ) � (xn; x) < "

et donc:

n � K ) � (xn; x) < " qui montre que la suite (xn) converge vers x pour

�; l�espace métrique (E; �) est donc complet.

1.2.3 Application contractante

Soit (E; d) un espace métrique, f est une application dé�nit sur E:

Dé�nition 1.2.3 On dit que l�application f est K-Lipchitizien (K > 0) si

8x; y 2 E :
d (f (x) ; f (y)) � Kd (x; y):

Exemple 1.2.5 Soit f : E ! E dé�nie par:

f (x) = 1
3
x

d (f (x) ; f (y)) =j 1
3
x� 1

3
y j

7



1.2. Espaces métriques complets

=
1

3
j x� y j�j x� y j;

alors f est Lipchitizien.

Application contractante :

une application f d�un espace métrique(E; d) dans un autre

espace métrique (f; �) est dite contractante s�il exite un réel 0 � K < 1 tel que pour

touts

x; y 2 E : � (f (x) ; f (y)) � Kd (x; y)

on écrit f est K-contractante où f est une contraction.

Proposition 1.2.1 Soit [a; b] un intervalle non vide de R et g une fonction de classe C1

dé�ni

[a; b] dans lui même véri�ant :

j g0 (x) j� k < 1;8x 2 [a; b].
Alors, g est une application contractante sur [a; b].

Démonstration. Pour tous x et y contenus dans l�intervalle [a; b] et distincts, on sait

qu�il

existe un réel C strictement compris entre x et y tel que:

j g (x)� g (y) j=j g0 (x) jj x� y j;d�ou le résultat

Remarque 1.2.2 Soit f : (E; dE)! (F; dF ) une application et y 2 E :
� On dit que f est continue en y ssi :

8" > 0; 9� > 0 telle que : 8x 2 E; dE (x; y) < �) dF (f (x) ; f (y)) < ":

� On dit que f est uniformement continue sur E ssi :

8" > 0; 9� > 0 telle que : 8x 2 E; dE (x; y) < �) dF (f (x) ; f (y)) < ":

8



1.3. Quelques types des contractions

telle que � (") ne depend pas de x 2 E:
On peut facilement montrer que:

f est contractante ) f est lipchitizien ) f est uniformement continue ) f est continue .

On va maintenant citer quelque type de contractions:

1.3 Quelques types des contractions

1.3.1 Contraction de Banach

Dé�nition 1.3.1 [7] Soit (E; d) un espace métrique complet et l�application f : E ! E :

On dit que f est un contraction de Banach s�il existe un nombre �; 0 � � < 1

8 x; y 2 E : d (f (x) ; f (y)) � �d (x; y) : (1.3.1)

Exemple 1.3.1 Soit f : E ! E une application dé�nie par:

f (x) = 3
8
x+ 1

x
;

et d est un distance tel que: d (x; y) = jx� yj

d (f (x) ; f (y)) =

����38x+ 1x � 38y � 1y
���� = ����38x� 38y

���� ����1x � 1y
����

=
3

8
jx� yj

����1x � 1y
���� � 3

8
jx� yj = �d (x; y) :

Remarque 1.3.1 � Si K = 1; T est appelé non expensive.

Exemple 1.3.2 Soit E = R et T : E ! E dé�nie par: T (x) = �x tel que :
d (T (x) ; T (y)) = jT (x)� T (y)j = j�x+ yj = jx� yj � jx� yj = d (x; y)

� Si K < 1; T est appelé contraction .

1.3.2 Contraction de Kannan

Dé�nition 1.3.2 [7] Il existe un nombre � et 0 < � < 1
2
de tell sorte que pour chaque x;

y 2 E :

9



1.3. Quelques types des contractions

d (f (x) ; f (y)) � � (d(x; f (x)) + d (y; f (y))): (1.3.2)

Exemple 1.3.3 Soit E = f0; 1; 3g et métrique l�Euclidienne d (x; y) = jx� yj ; 8x; y 2 E:
L�application f : E ! E; f (x) = 0 si x 2 f0; 1g et f (x) = 1 si x = 3
f est une de type de Kannan tel que � = 1

3
:

1.3.3 Contraction de Chatterjea

Dé�nition 1.3.3 [7] Il existe un nombre b, et 0 < b < 1
2
de tell sorte que pour chaque x;

y 2 E :

d (f (x) ; f (y)) � b [d (x; f (y)) + d (y; f (x))] :

Exemple 1.3.4 Soit une application dé�nie par:

f (x) =

8>>><>>>:
1; 0 � x < 1;

3
4
; x = 1;

1
4
; 2 � x � 3:

Si x = 1 et y = 0 alors:

f (x) = 3
4
; f (y) = 1

d (f (x) ; f (y)) = d (f (1) ; f (0)) = 1
4
� 
: [d (x; f (y)) + d (y; f (x))]

= 
:
�
d (1; 1) + d

�
0; 3

4

��
= 
:3

4

d�ou, d (f (x) ; f (y)) � 
:3
4

telleque: 
 2
h
0; 1p

2

i
:

1.3.4 Contraction de Zam�rescu

Dé�nition 1.3.4 [7] Il existe un réel nombre �; � et 
;tel que: 0 � � < 1; 0 � �; 
 < 1
2

comme à chaque x; y 2 E, au moins l�un des suivants vrais:
i) d (f (x) ; f (y)) � �d (x; y) ;

ii) d (f (x) ; f (y)) � � [d (x; f (x)) + d (y; f (y))] ;

10



1.3. Quelques types des contractions

iii) d (f (x) ; f (y)) � 
 [d (x; f (y)) + d (y; f (x))] :

8 x; y 2 E; x 6= y;

d (f (x) ; f (y)) � max
n
d(x;y);[d(x;f(x))+d(y;f(y))]

2
; [d(x;f(y))+d(y;f(x))]

2

o
:

Exemple 1.3.5 Soit E = f0; 1; 2; 3g et f : E ! E une application, telleque : f (x) = 0 si

x 2 f0; 1g et f (x) = 1 si x 2 f2; 3g et le constante b = 2
3

� d (f (1) ; f (2)) = 1 si d (1; 2) = 1
� d (f (1) ; f (2)) = 1 si d (1; f (1)) + d (2; f (2)) = 2

� d (f (1) ; f (2)) = 1 si d (1; f (2)) + d (2; f (1)) = 2

1.3.5 Contraction d�Edelstien

Dé�nition 1.3.5 [4] Soit (E; d) un espace métrique complet et f : E ! E une application

tel que

8 x; y 2 E ; x 6= y; d (f (x) ; f (y)) < d(x; y): (1.3.3)

Exemple 1.3.6 Soit (R+; j : j) espace métrique complet
f : R+ ! R+ tel que : f (x) = 4

5
x

d (f (x) ; f (y)) =j f(x)� f(y) j= 4
5
j x� y j<j x� y j= d(x; y):

1.3.6 Contraction de Rakotch

Dé�nition 1.3.6 [7] Il existe une fonctoin montone decroissant ; ' : (0;+1) �! [0; 1); 8
x; y 2 E; x 6= y

d (f (x) ; f (y)) � ' (d(x; y)) ; (1.3.4)

tel que:

� ' est continue
� ' (t) < t; telle que: t > 0:

Exemple 1.3.7 Soit E = f0; 1; 4g et d (x; y) est un distance Euclidienne, l�application
f : E ! E

11



1.3. Quelques types des contractions

telle que f (x) = 0 si x 2 f0; 1g et f (x) = 2 si x = 4 et soit ' : ]0;+1[! [0; 1[

dé�nie par ' (t) = t
2
; alors :

d (f (0) ; f (4)) = d (0; 2) = 2 � t
2
d (0; 4) = t

2
:4 = 4:' (t) ; 8 t > 0:

1.3.7 Contraction de Meir -Keeler

Dé�nition 1.3.7 [7] Soient (E; d) un espace métrique complet et f Meir-Keeler contraction

(MKC) sur E qui est pour toute " > 0 il existe � > 0 tel que :

d (x; y) < "+ � implique d (f (x) ; f (y)) < " (1.3.5)

pour toute x; y 2 E puis f .

Exemple 1.3.8 Soit E = f(0; 1) ; (1; 0) ; (1; 1)g � R2; et d est un distance Euclidean
f : E ! E dé�nie par:

f (1; 0) = (0; 1) ;

f (0; 1) = (1; 0) ;

f (1; 1) = (1; 1) :

" = d ((0; 1) ; (1; 0)) =
p
2:

d (f (0; 1) ; f (1; 0)) = d ((1; 0) ; (0; 1)) =
p
2 < ":

1.3.8 Contraction de Branciari

Dé�nition 1.3.8 [1] Soit (E; d) un espace métrique complet c 2 [0; 1) et T : E ! E est un

application telle que 8 x; y 2 E

d(T (x);T (y))Z
0

' (t) dt � c

d(x;y)Z
0

' (t) dt; (1.3.6)

tel que: ' : R+ ! R+ et 8" > 0;
"Z
0

' (t) dt > 0:

T est appelé contraction de Branciari.

Exemple 1.3.9 Soit f : R+ ! R+ dé�nie par:

12



1.3. Quelques types des contractions

f (x) = x+ 1 et ' = �1;
8 c 2 ]0; 1[ tel que (d est une fonction distance Euclidinne)
d(f(x);f(y))Z

0

' (t) dt = �d (f (x) ; f (y)) = �d (x; y) � �cd (x; y) = c

d(x;y)Z
0

' (t) dt:

Remarque 1.3.2 Y.Suziku mentionue que la contraction de Branciari est un cas partic-

uliers de la contraction de Meir-Keeler .

1.3.9 Comparaison entre di¤érentes types

Théorème 1.3.1 [7] � 9 � ; 0 � � < 1;8 x; y 2 E : d (f (x) ; f (y)) � �d(x; y) (Banach))
9 f (fonction montone decroissant) ; � : (0;+1) �! [0; 1);8 x; y 2 E ; x 6= y ;

d (f (x) ; f (y)) � � (d(x; y)) (Rakotch))
8 x; y 2 E; x 6= y; d (f (x) ; f (y)) < (d(x; y)) (Edelstein).

� 9 f (fonction montone decroissant) ; � : (0;+1) �! [0; 1); 8x; y 2 E; x 6= y;

d (f (x) ; f (y)) � � (d(x; y)) (Rakotch);

9 �; 0 � � < 1; 8x; y 2 E : d (f (x) ; f (y)) � �d(x; y) (Banach).

� 8 x; y 2 E; x 6= y; d (f (x) ; f (y)) < (d(x; y)) (Edelstein);

9 �; 0 � � < 1; 8x; y 2 E : d (f (x) ; f (y)) � �d(x; y) (Banach).

Preuve. (Edelstein); (Banach)

Soit M = [x 2 R : x � 1] et d (x; y)=j x� y j; 8x; y 2M ;

T :M !M dé�nie par: T (x) = x+ 1
x

d (T (x) ; T (y)) =j T (x)� T (y) j=j
�
x+

1

x

�
�
�
y +

1

y

�
j

=j
�
x2 + 1

x

�
�
�
y2 + 1

y

�
j=j yx

2 + y � y2x� x

xy
j=j y � x

xy
+
yx2 � y2x

xy
j

=j y � x

xy
+
xy (x� y)

xy
j=j (x� y)

�
1� 1

xy

�
j=j 1� 1

xy
jj x� y j
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1.3. Quelques types des contractions

=j xy � 1
xy

jj x� y j<j x� y j

car :

xy � 1 < xy (8x; y 2M)) xy � 1
xy

< 1;

c�est -à-dire: @ � < 1 tel que :

d (T (x) ; T (y)) < �d (x; y)8x; y 2M:

(Rakotch); (Banach)

Soit f une application: [0; 1]! [0; 1] dé�nie par

f (x) =
1

x+ 1
; 0 � x � 1;

et f admet un point �xe
p
5�1
2
:Quelconque �; 0 < � < 1; choisir y < �1 + 1

�
et

y 2
�
0;

p
5�1
2

�
; tel que :

d (f (0) ; f (y)) =
y

y + 1
> �y = �d (0; y) ;

alors Rakotch n�est pas satisfy Banach.
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Chapitre 2

Théorèmes du point �xe

Dé�nition 2.0.9 Un point x 2 E est dit point �xe pour l�application f si à:

f (x) = x:

Exemple 2.0.10 Soit f une application telle que: f : R! R dé�nie par:

f (x) = 2x� 3
f (x) = x, 2x� 3 = x; donc: x = 3;

alors, 3 c�est un point �xe de f:

Exemple 2.0.11 Soit g une application telle que : g : R! R dé�nie par:

g (x) = x2�1
3

g (x) = x, x2�1
3
= x; donc: x2 � 3x� 1 = 0;

alors, 3+
p
13

2
c�est un point �xe de g:

2.1 Théorème de Banach(1922)

[8] Soit (E; d) un espace métrique complet.Soit f : E ! E une application contractante,

alors f admet un point �xe unique x 2 E (c�est -à-dire qu�il existe et un seul x 2 E tel

que f (x) = x ).

De plus, si x0 2 E et (xn) est une suite donnée par la relation de

15



2.1. Théorème de Banach(1922)

récurrence: xn = f (xn�1) (n � 1) ; lim
n!1

xn = x et

d (xn; x) � kn (1� k)�1 d (x1; x0) ; n � 1

x étant le point �xe de f:

Preuve. L�existance: Soit y 2 E un poit arbitraire dans E:

Considéorons la suite (xn)
1
n=1donnée par:8<: x0 = y;

xn = f (xn�1) ; n � 1:
On doit prouverque (xn) est une suite de Cauchy dans E pour m < n, on utilise

l�inégalité triangulaire:

d (xm; xn) � d (xm; xm+1) + d (xm+1; xm+2) + � � �+ d (xn�1; xn) ;

puis que f est

une contraction on à :

d(xp; xp+1) = d(fxp�1; fxp) � kd(xp�1; xp)pour p � 1:

En répétant cette inégalité, on obtient :

d (xm; xn) �
�
km + km+1 + � � �+ kn�1

�
d (x0; x1)

� km
�
1 + k + � � �+ kn�m�1

�
d (x0; x1)

� km (1� k)�1 d (x0; x1) :

On déduit que (xn)n est de Cauchy dans E qui est complet, donc (xn)n converge

vers x dans E:

Par ailleurs puisque f est continue, on a:

x = lim
n!1

xn = lim
n!1

f (xn�1) = f

�
limxn�1
n!1

�
= f (x) ;

donc x est un point �xe de f:

L�unicité:
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2.2. Théorème du Zam�rescu

Supposons x = f (x) et qu�il existe un autre point �xe y tel que y = f (y) alors :

d (x; y) = d (f (x) ; f (y)) � kd (x; y) ;

ce qui implique que d (x; y) = 0 i.e x = y

(puisque k < 1) :

2.2 Théorème du Zam�rescu

[10] Soit (E; d) un espace métrique complet et l�application f : E ! E; il existe un réel

nombre �; � et 
 telque: 0 � � < 1 et 0 � �; 
 < 1
2
comme à tout x; y 2 E; au moins

l�un des suivants vrais :

i) d (f (x) ; f (y)) � �d (x; y) ;

ii) d (f (x) ; f (y)) � � [d (x; f (x)) + d (y; f (y))] ;

iii) d (f (x) ; f (y)) � 
 [d (x; f (y)) + d (y; f (x))] :

Alors f posséde un unique point �xe p 2 E; la suite (xn)1n=0 dé�nie par:

xn+1 = f (xn) ; n = 0; 1; 2::::

converge vers p 8x0 2 E:

2.3 Théorème Meir-Keeler

[6] Soit (E; d) est un espace métrique complet,et soit f l�application dans E entre lui

même la condition suivante: 8 " > 0; 9 � > 0 tel que:

" � d (x; y) < "+ � ) d (f (x) ; f (y)) < ": (2.3.1)

17



2.3. Théorème Meir-Keeler

Alors f posséde un et seul point �xe � 2 E; au plus 8 x 2 E; la suite (fn(x)) converge
vers

�;telque:

lim
n!1

fn (x) = �: (2.3.2)

Preuve. Soit (E; d) un espace métrique, on suppose que l�application f : E ! E

véri�e pour " > 0; il existe � > 0 tel que:

" � d (x; y) < "+ � implique d (f (x) ; f (y)) < ":

Lemme 2.3.1 La suite (yn) = d (xn; xn+1) véri�e:

lim
n!1

yn = 0:

�On va montrer par l�absurde, supposons que:

yn = d (xn; xn+1)! l > 0;

où xn = fn (x) ; la suite (yn) est decroisante

yn = d (xn; xn+1) < " = d (xn�1; xn) ;

alors il existe � > 0 tel que (yn) vrais pour " = l; ce que implique L � yn � yn�1 < l;

où est une contradiction donc:

lim
n!1

yn = 0:

Lemme 2.3.2 La suite (xn) est une suite de Cauchy.

� Suppose que (xn) n�est pas de Cauchy, alors il existe " = 2� > 0 tel que pour tous
n; m on a:

jd (xm; xk)� d (xm; xk)j � d (xk; xk+1) <
"

3

18



2.3. Théorème Meir-Keeler

ce que implique et comme d (xm; xm+1) < " et d (xm; xn) > 2" > "+ �

qu�il existe k 2 [m;n] tel que :

"+ 2
�

3
< d (xm; xk) < "+ �;

pour tout m; k on a :

d (xm; xk) � d (xm; xm+1) + d (xm+1; xk+1) + d (xk+1; xk)

alors:

"+ 2
�

3
< d (xm; xk) � ym + "+ yk <

�

3
+ "+

�

3
;

d�où est une contradiction, donc (xn) est de Cauchy.

Théorème 2.3.1 Soit (E; d) est un espace métrique complet et f : E ! E une application

qui véri�e

pour tout x; y 2 E(2:3:1), alors f a un point �xe unique .
� D�prés le lemme(2:3:2) la suite (xn) est une suite de Cauchy et l�espace est
complet, alors elle converge vers z 2 E;comme f est continue donc:

f (z) = f
�
lim
n!1

xn

�
= lim

n!1
xnf

n+1 (x) = z

ce qui implique z est un point �xe de f:

Pour l�unicité supposons qu�il existe deux point �xe z; t pour f;alors appliquant

(2:3:1) on obtient:

" � d (z; t) < "+ � = d (f (z) ; f (t)) = d (z; t) < ";

d�où est une contradiction.

Exemple 2.3.1 Soit Sn =
nX
k=1

�
1 + 1

k

�
;et soit X = fSng :

Soit f (Sn) = Sn+1, 8n:Alors d (f (x) ; f (y)) �  d (x; y) telle que :

 
�
1 + 1

n

�
= 1 + 1

n+1
; mais n�est pas point �xe.
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2.4. Théorème de Branciari

2.4 Théorème de Branciari

[2] Soit (E; d) un espace métrique complet � 2 (0; 1) et f : x! x une application de E

dans E telque pour tous x; y 2 E;

d(f(x);f(y))Z
0

� (t) dt � �

d(x;y)Z
0

� (t) dt:

Oû � : [0;1[! [0;1[ est une application intégrable au sens de Lebesgue et
sommable (i,e,avec intégral �nie ) sur chaque sous- ensemble compact de R+ où pour tout

" > 0

"Z
0

� (t) dt � 0 puis f a un point �xe unique a 2 E; 8x 2 E; lim
n!1

fn(x) = a:

Preuve. Etape01:

On a:
d(fn(x);fn+1(x))Z

0

� (t) dt � cn
d(x;f(x))Z
0

� (t) dt

cela découle immédiatement par itération n fois
d(fn(x);fn+1(x))Z

0

� (t) dt � c

d(fn�1(x);fn(x))Z
0

� (t) dt � � � � � cn

d(x;f(x))Z
0

� (t) dt

en conséquence, puisque c 2 ]0; 1[ nous avons plus

d(fn(x);fn+1(x))Z
0

� (t) dt! 0 quand !1:

Etape02:

On a d (fn(x); fn+1 (x))! 0 comme n!1 supposer que:

lim
n!1

sup d
�
fn(x); fn+1 (x)

�
= " > 0;

alors il existe un x" 2 N et un séquence (fnx(x))x>x" telle que d (fnx(x); fnx+1(x)) ! "

> 0 comme n!1 et d (fn(x); fnx+1(x)) � "
2

pour chaque v � v", ainsi nous avons la contradiction suivant:
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2.4. Théorème de Branciari

0 = lim
v!1

d(fnv (x);fnv+1 (x))Z
0

� (t) dt �

"
2Z
0

� (t) dt > 0:

Etape03:

Pour chaque x 2 E (fn(x))n2N est une suite de Cauchy qui est

8" > 0; 9v" 2 N8n; m 2 N; m > n > v"d (f
m(x); fn(x)) < ":

Supposer que il existe un " > 0 telle que pour tout v 2 N il est mv; nv 2 N avec
mv > nv > v pour tout

d (fmv(x); fnv(x)) � "

puis nous choisissons les suites (mv)v2N

et (nv)v2N telle que pour chaque v 2 N; mv et minimal dans sens

d (fmv(x); fnv(x)) � "

mais d
�
fh(x); fnv (x)

�
< " pour tout

h 2 fnv + 1; : : : ; mv � 1g ; h 2 [nv + 1; mv + 1] :

Maintenant nous analyser les propriètés de d (fmv(x); fnv(x)) et d (fmv+1(x); fnv+1(x)) :

Tout d�abord on a d (fmv(x); fnv(x))! " comme v !1; en fait, par l�inigalité

triangulaire et l�étape (02):

" � d (fmv(x); fnv(x))

� d
�
fmv(x); fmv�1(x

�
) + d

�
fmv�1(x); fnv(x)

�
� d

�
fmv(x); fmv�1(x)

�
+ " v !1����! "

en outre, il existe � 2 N telle que pour tout nombre naturel v > �:On a

d (fmv+1(x); fnv+1(x)) < "; en fait, si il existe une suite (vk)k2N � N pour tout
d (fmvk+1(x); fnvk+1(x)) � "

puis " � d (fmv+1 (x) ; fnv+1 (x)) � d (fmvk+1(x); fmvk (x)) + d (fmvk (x); fnvk (x))

+d
�
fnvk (x); fnvk+1(x)

�
k ! +1������!
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2.4. Théorème de Branciari

"; et de

d(fmvk+1(x);fnvk+1 (x))Z
0

� (t) dt � c

d(fmvk (x);fnvk (x))Z
0

� (t) dt : : : (�)

laissant maintenant k ! +1 des deux côtés (�) ; on a
"Z
0

� (t) dt � c

"Z
0

� (t) dt

qui est une contradiction étre c 2 ]0; 1[ et l�intégral, qui est positif.Donc pour un
certain � 2 N on a d (fmv+1(x); fnv+1(x)) < " pour tout v < �:En�n , nous prouvons la

propriéte plus faute qu�il existe une �" 2 ]0; "[ et une v" 2 N telle que pour
chaque v > v" (v 2 N) nous telle que:

d
�
fmvk

+1(x); fnvk+1(x)
�
! "� �" comme k ! +1

puis de

d(fmvk+1 (x);fnvk+1 (x))Z
0

� (t) dt � c

d(fmvk (x);fnvk (x))Z
0

� (t) dt;

laisser k ! +1; on a, nouveau la contradiction qui

"Z
0

� (t) dt � c

"Z
0

� (t) dt:

En conclusion de cette étape, nous prouvons le caractére de Cauchy de

(fn(x))n2N (x 2 E) ; en e¤et pour chaque nombrer naturel, v > v"

(v" comme ci-dessus)

" � d (fmv(x); fnv(x)) � d
�
fmv(x); fmv+1(x)

�
+d
�
fmv+1(x); fnv+1(x)

�
+d(fnv+1(x); fnv(x))

< d
�
fmv(x); fmv+1(x)

�
+ ("� �") + d

�
fnv(x); fnv+1(x)

�
v !1����! "� �";

ainsi " � "� �" ce qui est une

contradiction cela s�évére étape (03) .
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2.4. Théorème de Branciari

Etape04:

Existe de point �xe.De puis(x! d) est un espace métrique complet, il

existe un point � 2 E pour tout

� = lim
n!1

fn(x);

c�est en outre un est point �xe en

e¤et supposer que d (�; f (�)) > 0, ainsi

0 < d (�; f (�)) � d
�
�; fn+1(x)

�
+ d

�
fn+1(x); f (�)

�
n!1����! 0;

en fait les deux d (�; fn+1(x)) et

d (fn+1(x); f (�)) converge vers 0 comme n ! 1; pour le prémier, il est evident alors

que pour le second, on a:

d(fn+1(x);f(�))Z
0

� (t) dt � c

d(fn(x);�)Z
0

� (t) dt v !1����! 0:

Maintenant, si d (fn+1(x); f(�)) n�est pas converge vers 0 comme n!1; alors il existe

une sous-suite (fnv+1(x))v2N � (fn+1(x))n2N telle que d (fnv+1(x); f (�)) � " pour un certain

" > 0; ainsi on a contraction suivant:

0 <

"Z
0

� (t) dt �

d(fnv+1(x);f(�))Z
0

� (t) dtv !1����!0:

Etape05:

Unicité du point �xe. Supposer qu�il y ait deux points distincts �; � 2 E telle que

f (�) = � et f (�) = �, puis par le théorème (2.4) on a la contraction :

0 <

d(�;�)Z
0

� (t) dt =

d(f(�);f(�))Z
0

� (t) dt � c

d(�;�)Z
0

� (t) dt <

d(�;�)Z
0

� (t) dt

cette derniére étape prouve également

8x 2 E; lim
n!1

fn(x) = � = f(�):
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Chapitre 3

Quelques applications

3.1 L�application du point �xe dans équations

Proposition 3.1.1 Soit f une application continue sur [a; b] et dérrivable sur ]a; b[ ; et

véri�e

jf 0j � k < 1; alors l�équation

f (x) = x

admet au mois une solution dans [a; b] :

Démonstration. 1) L�intervalle [a; b] est fermé dans l�espace Euclidien (R; d) (d: dis-

tance usuelle) qui est complet, donc le sous-espace
�
[a; b] ; d[a;b]

�
est complet

aussi.

2) Selon le théorème des accroisement �ni on a :

8 x; y 2 ]a; b[ ; 9 c 2 ]a; b[ :

j�f j = jf (x)� f (y)j = jx� yj
���f 0 (c)���

car
��f 0 (c)�� � k < 1 donc jf (x)� f (y)j = k jx� yj
ce qui donne f contraction. Alors f est contractane sur l�espace complet�
[a; b] ; d[a;b]

�
grace au théorème de Banach, l�application f admet un point

�xe unique x0 2 [a; b] telle que: f (x0) = x0:Ou x0 est la solution de

l�équation f (x) = x:
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3.1. L�application du point �xe dans équations

Exemple 3.1.1 Resolution de l�équation:

F (x) = 0 (3.1.1)

F dé�nit et dérrivable sur [a; b] telque:

0 < k1 < F
0
(x) < k2 et F (a) :F (b) < 0:

D�aprés le proposition( 3.1.1), on considre la fonction f dé�nit sur [a; b] telque:

f (x) = x� �F (x) (3.1.2)

ou � réel et di¤erent de 0:

La solution de l�équation est équivaut à l�existence du point �xe pour

(3.1.2), c�est à dire

f (x) = x, ��F (x) = 0, F (x) = 0

pour l�existence et l�unicité du point �xe il faut et il su¢ t que f soit

contractante.

On a:

f
0
(x) = 1� �F

0
(x)

donc:

1� �k1 < f
0
(x) � 1� �k2

on peut choisir � de tel sorte que:

1� �k2 � � < 1:

Donc: F (x) = 0 admet une solution unique.

Si on choisir. F (x) = x3 � 3x 8 x dans l�interval
�
3
2
; 2
�

F 0 (x) = 3 (x2 � 1) telleque:
0 < 3

2
< 3 (x2 � 1) < 2 et F

�
3
2

�
� F (2) < 0

f (x) = x� � (x3 � 3x) ; � > 0
f (x) = x, �� (x3 � 3x) = 0
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3.2. L�application aux équations di¤éretiélles

, F (x) = 0 alors f 0 (x) = 1� �F 0 (x) = 1� � (3 (x2 � 1))
donc: 1� 3

2
� < f 0 (x) � 1� 2�

on pour choisir � de tel sortque: 1� 2� � � < 1 donc:

F (x) = 0 admet une solution unique.

3.2 L�application aux équations di¤éretiélles

Soit l�équation di¤éretiélle suivant:

dy

dx
= f (x; y) (3.2.1)

f est une fonction dé�nit et continue sur D telle que:

D =
�
(x; y) 2 R2; a � x � b et y 2 R

	
(3.2.2)

et véri�er la condition de Lipchitz à y :

8y1; y2 2 R : jf (x; y1)� f (x; y2)j � k jy1 � y2j ; k > 0:

On va montrer que pour (x0; y0) 2 D; l�équation (3.2.1) admet une solution unique
y (x) qui passe par le point (x0; y0) c-à-d y (x0) = y0

Solution 3.2.1 1) On sit que l�existence et l�unicité de solution de l�équation (3.2.1) est

équivalent

à l�existence et l�unicité de la solution de l�équation intégrale suivante:

y (x) = y0 +

xZ
x0

f (t; y (t)) dt (3.2.3)

26



3.2. L�application aux équations di¤éretiélles

on dé�nit l�application A telle que:

A (y (t)) = y0 +

xZ
x0

f (t; y (t)) dt (3.2.4)

A est dé�nit dans l�espace complet
�
[a; b] ; d[a;b]

�
dans lui même. La distance d

est 8y1; y2 2 [a; b] :

d (x; y) = max
a � x �b

jy1 (x)� y2 (x)j

de (3.2.1) on peut conclure que l�existence et l�unicité de solution de (3.1.2) équivalent

à l�existence l�unicité de point �xe pour l�oppérateur A pour complir les

conditions du théorème de Banach il nous su¢ t de demontrer que l�oppérateur A

est une application contractante sur (C [a; b]) on:

d (A (y1) ; A (y2)) = max
a �x �b

jA (y1)� A (y2)j

= max
a �x �b

������y0 +
xZ

x0

f (t; y1 (t)) dt� y0 �
xZ

x0

f (t; y2 (t)) dt

������
� max

a �x �b

xZ
x0

jf (t; y1 (t))� f (t; y2 (t))j dt

� max
a �x �b

xZ
x0

k jy1 (t)� y2 (t)j dt = max
a �x �b

xZ
x0

kd (y1; y2) dt

donc on obtient:

d (A (y1) ; A (y2)) � k (b� a) d (y1; y2)

A est contractante si: k (b� a) < 1 c-à-d k < 1
b�a :

On dit que l�équation (3.1.2) admet une solution unique si: k < 1 par conséquence

l�équation (3.1.2) admet une solution unique qui passe par le point (x0; y0)

si: k (b� a) < 1:
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3.2. L�application aux équations di¤éretiélles

Exemple 3.2.1 Soit le probléme de Cauchy suivant:8<:
dy

dx
= 2y � 2x2 � 3

y (0) = 2

ce probléme équivalent à l�équation intégrale:

y (x) = y0 +

xZ
x0

f (t; y (t)) dt; avec (x0; y0) = (0; 2)

Soit la suite de récurrence dé�nie par: '0 = y0 = 2; tel que:

'n (x) = y0 +

xZ
x0

f
�
t; 'n�1 (x)

�
dt; donc :

pour n = 1

'1 (x) = y0 +

xZ
x0

f (t; '0 (t)) dt

= 2 +

xZ
0

f (t; 2) dt

= 2 +

xZ
0

4� 2t3 � 3dt

= 2 + x� 2
3
x3;

pour n = 2

'2 (x) = y0 +

xZ
x0

f (t; '1 (t)) dt

= 2 +

xZ
0

(2'1 (t)� 2t2 � 3) dt

= 2 +

xZ
0

�
2
�
2 + t� 2

3
t3
�
� 2t2 � 3

�
dt

= 2 + x+ x2 � 2
3
x3 � 1

3
x4;

pour n = 3

'3 (x) = y0 +

xZ
x0

f (t; '2 (t)) dt

= 2 +

xZ
0

(2'2 (t)� 2t2 � 3) dt
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3.3. Application aux équations intégrales

= 2 +

xZ
0

�
2
�
2 + t+ t2 � 2

3
t3 + 1

4
t4
�
� 2t2 � 3

�
dt

= 2 + x+ x2 � 1
3
x4 + 2

15
x5:

Donc la solution approximée:

y (x) = 2 + x+ x2 � 1
3
x4 + 2

15
x5:

3.3 Application aux équations intégrales

3.3.1 Equations de Fredholm

Utilisons maintenant la méthode des contractions pour démontrer l�existence et l�unicité

de la solution d�une équation intégrale linéaire non homogène de Fredholm de deuxième

espèce, c-à-d d�une équation de la form

f (x) = ' (x) + �

bZ
a

k (x; y) f (y) dy; (3.3.1)

où k (le noyau ) et ' sont des fonctions données, f est la fonction cherchée et � est un

paramètre arbitraire .

Nous verrons que la dite méthode n�est applicable que pour des valeurs assez petites du

paramètre �:

Supposons que k (x; y) et ' (x) soient continues pour a � x � b; a � y � b et donc:

jk (x; y)j �M:

Considérons l�application g = Af de l�espase complet C [a; b] dans lui-même, donnée par

la formule
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3.3. Application aux équations intégrales

g (x) = ' (x) + �

bZ
a

k (x; y) f (y) dy

on a p (g1; g2) = max jg1 (x)� g2 (x)j � j�jM (b� a)max jf1 (x)� f2 (x)j

par conséquent, pour � < 1
M(b�a) l�application A est contractante.

D�aprés le principe des contractions on conclut que pour tout � tel que j�j < 1
M(b�a)

l�équation de Fredholm admet une solution unique.

Les approximations successives de cette solution f0; f1; : : : ; fn; sont de la forme

fn (x) = ' (x) + �

bZ
a

k (x; y) fn�1 (y) dy;

où en tant que f0 (x) on peut prendre n�importe quelle fonction continue.

On considére l�application A dé�nie par:

A : C [a; b]! C [a; b]

f ! A (f) = ' (x) + �

bZ
a

k (x; y) f (y) dy;puis que l�équation(3.3.1) admet une solution,

il satisfait que l�application A admet un point �xe par cela on va appliquer le principe de

Banach.

Exemple 3.3.1 Soit l�équation intégrale:

f (x) = 1 + 1
2

1Z
0

xf (y) dy:

On considére l�oppérateur suivant:

Af (x) = 1 + 1
2

1Z
0

xf (y) dy, telque:f0 (x) = 1:

D�aprés ce que précede, si on prend: k (x; y) = x (continue sur [0; 1])

M = 1; � = 1
2
; et ' (x) = 1 (continue sur [0; 1]) ; alors on peut applique le

principe de Banach donc la solution existe et unique.

Par calculer la solution on utilise procédue suivant:

jxj � 1)M = 1; � = 1

� = � jb� ajM = 1
2
d�où � � 1;
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3.3. Application aux équations intégrales

telle que: xn = A (xn�1)

la premiér approximation :

f1 (x) = 1 +

1Z
0

xdy = 1 + x

la deuxiéme approximation:

f2 (x) = 1 +

1Z
0

x (1 + y) dy = 1 + x
�
1 + 1

2

�
= 1 + 3

2
x

la 3émeapproximation:

f3 (x) = 1 +

1Z
0

x
�
1 + y

�
1 + 1

2

��
dy, on bien f3 (x) = 1 +

1Z
0

x
�
1 + 3

2
y
�
dy

f3 (x) = 1 + x
�
1 +

�
1 + 1

2

�
1
2

�
= 1 + x

�
1 + 1

2
+ 1

4

�
; on bien

f3 (x) = 1 + x
�
1 + 3

4

�
= 1 + 7

4
x

la néme approximation:

fn (x) = 1 + x
�
1 + 1

2
+ � � �+ 1

2n�1

�
= 1 + 2n�1

2n�1 x:

3.3.2 Equation de Volterra

Considérons en�n l�équation intégrale de Volterra:

f (x) = ' (x) +

xZ
a

k (x; y) f (y) dy (3.3.2)

Ici, à la di¤érence des équations de Fredholm, l�intégale a pour borne supérieure la

variable x: Formellement cette équation peut étre considérée comme un cas particulier

de l�équation de Fredholm, en prolongéant la fonction k par l�égalité:

k (x; y) = 0 pour y > x:

Pourtant, si dans le cas d�une équation intégrale de Fredholm nous étions contraint à

nous borner aux valeur su¢ samment petites du paramétre �; dans le cas d�une équation
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3.3. Application aux équations intégrales

de Voltrra le principe des contractions

(et la méthode des approximations successives )est applicaple pour toutes les valeurs de

�: Plus précisément, il s�agit de la généralisation suivante du principe des contrations:

soit A une application continue de l�espace complet R dans lui-même dont une puissance

B = An est contraction ; alors l�équation

Ax = x

a une solution et une seul.

En e¤et, soit x un point �xe de l�application B; c-à-d. Bx = x:On a:

Ax = ABkx = BkAx = Bkx0 ! x (k !1) :

Car, l�application B étant contractante, la suite Bx0;B2x0;B
3x0;:::

converge pour tout x0 2 R vers le point �xe x de l�application B:
Par conséquent,

Ax = x:

Ce point �xe est unique, car tout point �xe pour l�application A est �xe aussi pour

l�application contractante An qui ne peut avoir qu�un seul point �xe.

Montrons maintenant qu�il existe une puissance de l�application.

Af (x) = ' (x) + �

xZ
a

k (x; y) f (y) dy (3.3.3)

possédant la propriété d�être contraction. Soient f1;et f2 deux fonctions continues le

segment [a; b] : Alors

jAf1 (x)� Af2 (x)j = j�j

������
xZ
a

k (x; y) (f1 (y)� f2 (y)) dy

������
� j�jM (x� a)max jf1 (x)� f2 (x)j ;
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3.3. Application aux équations intégrales

où:

M = max jk (x; y)j :

On en deduit que:

��A2f1 (x)� A2f2 (x)
�� � j�j2M2 (x� a)2

2
max jf1 (x)� f2 (x)j

et plus généralement,

jAnf1 (x)� Anf2 (x)j � j�jnMn (x� a)n

n
m � j�jnMnm

(b� a)n

n
;

où:

m = max jf1 (x)� f2 (x)j :

Pour toute valeur de � le nombre n peut être choisi assez grand pour que:

j�jnMn (b� a)n

n
< 1:

Alors l�application An sera une contraction. Par conséquent, l�équation de Volterra

(3.3.2)

admet pour tout � une solution et une seule.

Exemple 3.3.2 Soit l�équation integrale:

f (x) = x� 1
3

xZ
0

(x� y) f (y) dy;

on va chercher la solution d�équation suivant dans l�éspace C ([0; 1] ;R):

Af (x) = ' (x) + �

xZ
0

k (x; y) f (y) dy;

jAf (x)� Ag (x)j =

������
xZ
0

� 1
3
(x� y) (f (y)� g (y)) dy

������
�
���1

3

�� xZ
0

j(x� y)j jf (y)� g (y)j dy;

telle que: jf (y)� g (y)j � max jf (y)� g (y)j = m et

M = max jk (x; y)j = max jx� yj :
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3.3. Application aux équations intégrales

Alors,

jAf (x)� Ag (x)j �
���1

3

��M (b� a) :m���1
3

��M (b� a) < 1) 1
3
< 1

M(b�a) ;telle que M = 1 car: 0 � x; y � 1
d�ou 1

3
< 1

1(1�1) = 1; donc � < 1

alors l�équation intégrale admet une solution et une seule.

résoudre l�E.I par cette méthode en prend f0 (x) = 0

la premiére approximation:

f1 (x) = x�
xZ
0

(x� y) (0)dy = x

la deuxiéme approximation:

f2 (x) = x�
xZ
0

(x� y) ydy = x� x3

2
+ x3

3
= x� x3

6

la 3éme approximation:

f3 (x) = x�
xZ
0

(x� y)
�
y � y3

6

�
dy = x� x3

6
+ x5

24
� x5

30
= x� x3

6
+ x5

120

f3 (x) = x� x3

6
+ x5

120

la néme approximation:

fn (x) = x� x3

3!
+ x5

5!
� � � � � � �+ (�1)nx2n�1

(2n�1)! :

34



Bibliographie

[1] A.Branciari; A �xed point theorem for mappings satis�ng a general contractive con-

dition of integral type, Int.J.Math.Math.Sci, 29(2002) , No, 9, 531-536

[2] H.Bresis Analyse fonctionnelle; théorie et application, Masson (1983)

[3] S.K.Chatterjea; �xed point theorems, C.R.Acad.Bulgare sci.25(1972), 727-

730.MR48-2845

[4] M.Edelstein; on �xed an periodic points under contractive mappings, J.London

Math.soc.37 (1962), 74-79.MR 24-A2936.

[5] A.Kolmogorov; S.fomine, élèments de la théorie des fonction et de l�analyse fonction-

nelle, editions de Mosco (1977)

[6] A.Meir and E.Keeler; "A theorem on contraction mappings", Journal of mathemat-

ical Analysis and Application, Vol.326-329, 1969

[7] B.E.Rhoades; A comparison of verious de�nitions of contractive mappings,

Trans.Amer.Math.Soc.226 (1977), 257 âAs 290

[8] D.R.Smart; �xed point theory, combridge uni.Press, combridge 1974.

[9] Ronga-version; 6 décembre 2001, à15 h 08

[10] T.Zam�rescu; �xed point theorems in metric espaces, Arch.Math.(Base)23(1972),

292-298-MR46-9957.

35



Résumé

Dans ce travail, on a donné quelques types des contractions et leur applications
dans la théorie du point fixe métrique, la dernière devient un outil très important
dans l'étude de certains problèmes sait dans: la biologie, mathématique,
l'économie, la physique …, aussi on a cité quelques théorèmes du point fixe
comme:
théorème du Banach, Meir-Keeler et Branciari .
Par ailleurs, on va quelques applications concernant les équations différentielle,
les équations intégrales.

Les mots clé
Espace métrique - contractante -Distance – Application Lipchitizien-Espace

complet.

Abstract
In this work, we gave some types of contractions and their applications in  fixed

point theory within a metric space, the last one is very important in solving many
problems in the field: mathematics, physics, biology and economics, also we
mentioned some fixed point theorems by including theorem of Banach ,theorem
of Meir-keeler and theorem of Branciari.
On the other hand we have provided some of its applications and related solving
differential equations and integral equations.

sThe keys word
Metric space – Contractant – Distance – Lipchitizien mapping –

complet space .

صملخ
، متريءالعمل بإعطاء بعض أنواع التقلصات و تطبیقاتھا في نظریة النقطة الثابتة ضمن فضاقمنا في ھذا

البیولوجیا ،الفیزیاء،حیث كانت ھاتھ الأخیرة وسیلة جد مھمة في حل العدید من المشاكل في مجال:الریاضیات
-Meirنظریة ، Banachالنقطة الثابتة التي من بینھا نظریة أیضا ذكرنا بعض نظریات ، وعلم الاقتصاد

Keller ونظریةBranciari. ومن جھة أخرى قدمنا بعض التطبیقات لھا والمتعلقة بحل المعادلات التفاضلیة
.یةوالمعادلات التكامل

الكلمات المفتاحیة

.الفضاء التام -تطبیق لبشیتزي –متتالیة كوشي –التقلص -المسافة -الفضاء المتري
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