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Notation Désignation

R L’ensemble des nombres réels.

Rt L’ensemble des nombres réels positifs.

I =a,b] Un intervalle compact de R.

E Un espace de Banach.

Il La norme dans E.

c(I) L’espace des fonctions f : I — R continues sur /.

Lr(I) L’'espace des fonctions f : I — R mesurables telles que fP est
intégrables au sens de Lebesgue sur I.
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diam(A) Le diameétre d’'un ensemble A.
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INTRODUCTION

a théorie du calcul fractionnaire constitue une extension fondamentale du calcul classique les
L ordres entiers des dérivées et des intégrales vers des ordres fractionnaires . Ce domaine s’est
imposé avec force ces derniéres décennies comme un outil de modélisation indispensable dans les
sciences avancées voir par exemple [15] [20] et dépassant. Contrairement aux équations différen-
tielles d’ordre entier qui décrivent des processus locaux et instantanés, les équations fractionnaires
se distinguent par leur capacité unique pour formuler des systémes possédant une mémoire longue
et des propriétés héréditaires . Cette caractéristique essentielle explique leur large diffusion dans
divers domaines tels que la physique des milieux complexes, la modélisation des systémes bio-
logiques et la dynamique des fluides pour plus de détail consulter [13] et [18]. Paralléelement, le
cadre des équations différentielles impulsives offre une base mathématique idéale pour décrire les
systémes subissant des perturbations soudaines ou des changements brusques d’état a des mo-
ments précis de leur évolution [2] [7] [25]. Ces phénomeénes sont particulierement courants dans les
domaines de la mécanique, de la pharmacologie, notamment lors de 'administration de doses mé-
dicamenteuses, ainsi que dans l'analyse des systémes financiers soumis a des chocs externes [24].
L'intégration de ces deux domaines, a savoir le calcul fractionnaire et les effets impulsifs, dans
I'étude des équations différentielles représente aujourd’hui un défi mathématique majeur. Ce défi
est accentué lors du passage des espaces euclidiens de dimension finie aux espaces de Banach de
dimension infinie. Dans ces structures plus complexes, la difficulté technique principale réside dans
la perte de la propriété de compacité. Ce constat nous oblige a introduire et a exploiter les mesures
de non-compacité afin de garantir la convergence des suites fonctionnelles et d’établir des critéres
rigoureux pour l'existence des solutions voir [3] [27]. Compte tenu de cette importance scientifique
et technique, ce travail de recherche est structuré de maniére progressive a travers trois chapitres
principaux qui forment une unité cohérente.
Le premier chapitre est entiérement consacré a I'exposition de la base topologique et analytique
nécessaire a notre étude. Nous y explorons les propriétés fondamentales des espaces de Banach,
avec un intérét particulier pour I'espace des fonctions continues par morceaux. Cet espace consti-
tue le cadre naturel pour 'analyse des systémes impulsifs. En complément, nous passons en revue
une série de théorémes du point fixe, tels que ceux de Banach, Schauder et Krasnoselskii, qui
forment l'ossature technique permettant de démontrer I'existence et I'unicité des solutions dans les
chapitres suivants.

Le deuxiéme chapitre aborde les outils techniques avancés du calcul fractionnaire. Nous y pré-
sentons de maniere détaillée les définitions et les propriétés des opérateurs de Riemann-Liouville et
de Caputo, en mettant en évidence les relations intégrales qui les lient. Une partie importante de



ce chapitre est également réservée a I'étude des mesures de non-compacité, notamment celles de
Kuratowski et de Hausdorff. Ces outils nous permettent de caractériser la compacité relative dans
les espaces de fonctions et de surmonter les obstacles liés a la dimension infinie.

Le troisiéme chapitre constitue le pilier fondamental de notre mémoire. Nous visons a y pré-
senter une analyse qualitative approfondie d'un probléme aux limites impulsif, décrit par le systéme

suivant :
Dy u(t) = f(t,u(t)), teJ=1[0,1], t #ty,
Auliey, = I(u(ty)), Au'|i=t, = I(u(ty)), tr €(0,1), k=1,2,...,m,
u(0) = h(u), wu(l)=g(u).

ol CDg . désigne la dérivée fractionnaire de Caputo, avec 1 < 3 <2, f:[0,1] x R — R est une fonction
continue et I, I;, : R — R sont des fonctions continues. On note :

Auliy, = u(tf) —ulty), Au'lmy, = u'() — ().

L’intérét porté a I'étude de cette classe d’équations réside dans sa grande capacité a modéliser des
phénomenes soumis a des changements brusques (impulsions) a des instants précis, tout en tenant
compte des effets de mémoire et d’hérédité offerts par les dérivées fractionnaires au sens de Caputo.
Pour mener a bien cette étude, nous avons adopté une méthodologie analytique rigoureuse com-
mencant par la définition du cadre fonctionnel approprié, a savoir I'espace des fonctions continues
par morceaux PC(J,R) muni de la norme uniforme, ce qui permet de prendre en compte les sauts
aux points d’'impulsion ¢;. La structure de ce chapitre s’articule autour de trois points essentiels :

o Représentation intégrale : Nous cherchons d’abord a établir une formulation intégrale équi-
valente au probléme étudié en construisant directement l'opérateur intégral associé a partir
du probléme auxiliaire. Cette étape préliminaire est cruciale pour transformer le probléme
différentiel en un probléme de point fixe.

o Existence et unicité : En mobilisant les outils de l'analyse fonctionnelle et divers théo-
remes du point fixe (notamment celui de Krasnoselskii ), nous établissons les conditions
suffisantes garantissant I'existence des solutions. Nous exploitons également les mesures de
non-compacité pour traiter des conditions moins restrictives sur la fonction f.



Rappels et notions fondamentales

ans ce chapitre, nous rappelons les notions et les résultats fondamentaux de I'analyse fonc-
tionnelle qui constituent la base de notre étude.

1.1 Notions topologiques et quelques espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces métriques

Définition 1.1.1 (Distance) [23] Soit X un ensemble non vide. Une distance (ou métrique) sur X est
une application d : X x X — RT satisfaisant les propriétés suivantes :

* Vu,v € X,d(u,v) >0 etd(u,v) =0 < u=v, (séparation)
* d(u,v) = d(v,u), (symétrie)

* Vu,v,w € X, d(u,w) < d(u,v) + d(v,w). (inégalité triangulaire)

Exemple 1.1.1
* Sur R™ on peut considérer les distances suivantes :
di(z,y) = Z?:l |zi — yi
da(2,y) = /2oy (@i — yi)*

doo(z,y) = maxi<i<n |T; — Yil.

’

* SurC([0,1],R) ={f:[0,1] = R | f continue}. On peut définir les distances suivantes :
di(f.9) = Jy 1F(t) — g(t)ldr.

da(f.9) = \/ Ji (£(8) - g(t))2dt,
doc(£,9) = $uDse 0.1y £ (1) — g(8)]-

Définition 1.1.2 (Espace métrique) Un espace métrique est un couple (X,d) oit X est un ensemble
non vide et d une distance sur X.

Distances équivalentes :Pour comparer les structures topologiques définies par deux métriques
différentes, on introduit la notion d’équivalence entre deux distances.

Définition 1.1.3 Soient d; et do deux métriques sur U'ensemble X. On dit qu’elles sont équivalentes
s’il existe deux constantes ki, ks > 0 telles que pour tout (z,y) € X x X ona:

kidy(z,y) < da(z,y) < kadi(z,y).



Exemple 1.1.2
* Sur R", les distances d;, ds et d., sont deux & deux équivalentes,
* Sur C([0,1],R), les distances d; et d., ne sont pas équivalentes.

Définition 1.1.4 (Diametre) Si S est une partie non vide d’un espace métrique (E, d), le diamétre de
S est le nombre de [0, co] noté diam(S) :

diam(S) = sup{d(z,y) : (z,y) € S*}.

Par convention diam(()) = 0,

Une partie d’'un espace métrique (E, d) est dite bornée s’il existe une constante R > 0 et zy € S telle
que d(zg,z) < R pour tout x € S. En d’autres termes, S est bornée si et seulement si diam(S) < oo.
Une fonction f a valeurs dans FE est dite bornée si son image est une partie bornée de E.
Proposition 1.1.1 Soit (E,d) un espace métrique. C, D deux ensembles bornés de E, et o« € R. Alors :

(@) diam(C U D) < diam(C) + diam(D),
(b) diam(aC) = |a| diam(C).

Démonstration 1.1.1
(a) Soient x,y € C U D. Alors il existe C1,Cy € C et Dy,D5 € D tels que x = C; + Dy ety = Cy + Ds.
Ainsi :
d(.’E, y) = d(C1 + Dl, CQ + DQ) S d(Cl, CQ) + d(Dl, Dz) é dlam(C’) + diam(D).
Donc diam(C U D) < diam(C) 4 diam(D).

(b) Soient x,y € aC avec « # 0. Il existe C1,C5 € C tels que x = aC; ety = aCy. Par conséquent :
d(z,y) = d(aCy,aly) = |ald(Cy, C2) < |af diam(C),

Donc diam(aC') < |a| diam(C'). Réciproguement, on obtient Uégalité diam(aC) = |a| diam(C).

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.1.5 (Espace vectoriel normé) [19] Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou C.
On appelle norme sur E toute application notée || - ||, définie de E a valeurs dans R, vérifiant pour
tousz,y € F eta €K,

(1) ||z|| = 0 si et seulement siz =0,
@) llaz| = |afz]l,
@) Nz +yll < ll=ll + ll]-

Propriété 1.1.1 Si || - | est une norme sur U'espace vectoriel E, alors la fonction réelle
d: (z,y) — ||z — y|| est une distance sur E, dite la distance canonique associée a la norme || - ||.

Définition 1.1.6 (Suite de Cauchy) [I1] Dans un espace métrique (E,d), une suite (z,),cn est dite
de Cauchy si et seulement si elle satisfait :

Ve >0,3N e N,Vp,¢ > N = d(zp,z4) <e.

Définition 1.1.7 (Suite simplement convergente) [17] Soit (E,d) un espace métrique. Une suite
(zn)nen dans E est dite simplement convergente vers x € E si et seulement si :

Ve >0,AN e NNVn > N = d(x,,z) <e.
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Proposition 1.1.2 [14] Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
Remarque 1.1.1 La réciproque n’est pas toujours vraie.

Définition 1.1.8 (Espace complet) [11] Un espace métrique E est dit complet si toute suite de Cau-
chy dans E converge dans E.

Définition 1.1.9 (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet
pour la distance associée a sa norme. C’est-a-dire que dans cet espace, toute suite de Cauchy est
convergente.

Définition 1.1.10 (Equivalence de normes) [5] Soit £ un espace vectoriel normé. Deux normes ||-||,
et - |2 sur E sont dites équivalentes s’il existe c1,cy > 0 tels que, pour toutz € E :

cillzlli < llzl2 < caflzs-

Définition 1.1.11 (Partie bornée) Une partie A d’un espace normé (E, ||-||) est dite bornée s’il existe
une constante L < oo telle que ||z|| < L pour tout z € A. Une fonction f & valeurs dans E est dite bornée
si son image est une partie bornée de E.

Exemple 1.1.3 On note U'espace des suites multiples bornées par :

1°°(N%) = {m ‘N 5 K| sup |z(k)| < oo},
keNd

et pour tout x € [°°(N9), on pose :

[#]loc = sup |z(k)],
keNd

Alors [*(N%) muni de la norme || - ||« est un espace de Banach.

1.2 Quelques espaces fonctionnels

Dans toute la suite de cette section, J désigne un intervalle compact de R, noté J = [a, b]
avec a < b.

Définition 1.2.1 (L’espace C(J)) [29] L’espace des fonctions continues de J dans R. Muni de la
norme :

[flloc = sup|f(#)],
teJ
c’est un espace de Banach.

Définition 1.2.2 (L’espace PC(J)) [29] L’espace des fonctions continues par morceaux sur J ayant
des limites a droite et a gauche, muni de la norme :

lgllpc = max {sup l9(t + )] sup lg(t — o>|} 7
teJ teJ

C’est un espace de Banach.

Définition 1.2.3 (L’espace PC'(J)) [29] Défini par {h € PC(J):h' € PC(J)}, muni de la norme :

Ihllpcr = llhllpc + W] pe-



Définition 1.2.4 (L’espace LP(J)) [29] Pour tout1 < p < oo, U'espace L?(J) est muni de la norme :
e Pour1<p<oo:|fllee = ([, |FO)Fdt)"" < +oo,
® Pourp=o00:|fllpe =inf{A>0:]|f(t)] <X p.p. sur J},

Ces espaces sont des espaces de Banach.

Définition 1.2.5 (L’espace AC"(J)) [29] Soit J = [0,T] avec 0 < T < +oo. On dit qu’'une fonction
f:J — R appartient a AC(J) si elle admet une écriture sous la forme :

f@) = f(0) + /t g(s)ds pourtoutt € J,
0

otLg € L'(J). On appelle AC(J) U'espace des fonctions absolument continues sur.J. Soit n € N. On note
AC™(J) lespace des fonctions f : J — R telles que :

o f(¥) existe sur J et est continue pour tout k € {0,1,...,n— 1},

o f=1) ¢ AC(J).

1.3 Rappel sur les opérateurs

1.3.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.3.1 Soient X et Y deux espaces normés. Un opérateur A : X — Y est dit linéaire s’il
vérifie la condition suivante : pour tout u,v € X et tous a, 5 € R,

A(au + pv) = aAu + SAv.

Définition 1.3.2 Un opérateur linéaire A : X — Y est dit borné s’il existe une constante positive m
telle que :
[Aully < mflulx, VueX.

Définition 1.3.3 Soient X etY deux espaces normés etT : X — Y un opérateur linéaire. Les proprié-
tés suivantes sont équivalentes :

i) T est continu sur X,
ii) T est continu au point Ox,

iii) T est borné.

1.3.2 Opérateurs compacts
Définition 1.3.4 (Opérateur compact - relativement compact) Soit M un sous-ensemble d'un es-
pace vectoriel normé X.
* M est dit compact si de tout recouvrement ouvert de M, on peut extraire un sous-recouvrement
Sfini.
e M est dit relativement compact si U'adhérence de M est compacte. (Cas particulier : Si X est
de dimension finie, toute partie fermée et bornée de X est compacte).

* M estdit précompact (ou totalement borné) si pour toute > 0, il existe des points x1,xs,...,TnN €
X tels que M C U11€V=1 B(zy,€).

* M est dit séquentiellement compact si de toute suite contenue dans M, on peut extraire une
sous-suite convergente vers un élément de M.

Proposition 1.3.1 Soit (X, d) un espace métrique compact. Alors (X, d) est totalement borné.
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Démonstration 1.3.1 Soit ¢ > 0. La famille {B(xz,¢)},ex constitue un recouvrement ouvert de X.
Comme X est compact, il existe N € N etxy,...,xny € X tels que X C U;iV:l B(xg,€). Cela signifie que
X est totalement borné.

Définition 1.3.5 Soit T' un opérateur d’'un espace vectoriel normé X dans un espace vectoriel normé
Y. On dit que T est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné de X sur un ensemble
relativement compact de Y .

Définition 1.3.6 (Opérateur complétement continu) L'opérateur T est dit complétement continu
s’il est continu et compact. Si U'opérateur T est linéaire, alors la continuité implique la compacité, d’ott
I’équivalence entre la compacité et la compléte continuité dans ce cas.

Définition 1.3.7 Une famille de fonctions F C C(X,R) est dite uniformément bornée s’il existe
M > 0 telle que :
lu(z)| < M, VxeX, VYuéeF.

Définition 1.3.8 Soit (X, d) un espace métrique. Une famille de fonctions F C C(X,R) est dite équicontinue
si et seulement si :

Ve > 0,30 > 0,V(z,y) € X2,(d(x,y) <6 = Yu e F,|u(z) —uly)| <e).

1.3.3 Théoréeme d’Ascoli-Arzela

Soient (X, dx) un espace métrique compact et (Y,dy) un espace métrique complet. Notons par
C(X,Y) I'espace vectoriel de toutes les fonctions continues f: X — Y.

Définition 1.3.9 La famille F C C(X,Y) est dite équicontinue si pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que
dy (f(z), f(y)) < € pour tout z,y € X satisfaisant dx(x,y) < ¢ et pour toute fonction f € F.

Théoréme 1.3.1 La famille F C C(X,Y) est relativement compacte si et seulement si :
* F est équicontinue ,

® Pourtoutt € X, Uensemble M (t) = {f(t) : f € F} est relativement compact dans Y.

Cas particuliers :

* Si Y est un espace de Banach de dimension finie, la deuxiéme condition du théoréme d’Ascoli-
Arzela est équivalente au fait que F est uniformément bornée, c’est-a-dire qu’il existe M > 0
tel que pour tout f € F :

[flloe = sup £ ()] < M.
teX

En particulier, pour Y = R, M(¢) est un fermé borné d’'un espace de dimension finie.
* Si Y est un espace métrique compact, alors la famille 7 C C(X,Y) est relativement compacte

si et seulement si F est équicontinue.

Lemme 1.3.1 (Arzela-Ascoli pour PC(J,Y)) SoitY un espace de Banach et soit M ¢ PC(J,Y). St M
est équicontinue et M (t) est relativement compact, alors M est relativement compact dans PC(J,Y).

Théoréme 1.3.2 (Convergence dominée) [4] Soit (f,)nen Une suite de fonctions mesurables sur un
espace mesuré (E, A, 1), a valeurs réelles ou complexes, telle que :

* La suite (f,)nen converge simplement vers une fonction f ,

¢ il existe une fonction L'-intégrable g telle que :

Vn e N,Vo € E, | fo(2)] < g(z).
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Alors,

lim fndu = / fdu.
E E

n—oo

1.3.4 Fonctions convexes

Définition 1.3.10 [8] Un sous-ensemble C d’un espace vectoriel normé X est dit convexe si pour tout
z,y€ Cettout A€ [0,1]]ona:
Az + (1 - Ny e C.

L’enveloppe convexe d’un ensemble A, notée conv(A), est le plus petit ensemble convexe contenant A :
conv(A) = ﬂ{C C X | C est convexe et A C C'}.

Définition 1.3.11 (Fonction convexe) Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R.
On dit que f est convexe sur I si pour tout z,y € I et tout A € [0,1], ona:

fAz+ 1 =Ny) <Af(@)+ (1= A)f(y)

Exemple 1.3.1
* Les boules d’'un espace vectoriel normé sont des parties convexes,

* Les parties convexes de R sont les intervalles.

1.4 Quelques théorémes du point fixe

Définition 1.4.1 (Point fixe) [17] Soit (X,d) un espace métrique et f : X — X une application. On
dit que = € X est un point fixe de f si f(z) = «.

Théoréme 1.4.1 (Théoréme de Banach) [22] Soit (E, d) un espace métrique complet non vide et soit
f + E — E une k-contraction, c’est-a-dire qu’il existe 0 < k < 1 tel que d(f(z), f(y)) < kd(x,y) pour tout
z,y € E. Alors f posséde un unique point fixe.

Démonstration 1.4.1

o (i) Unicité : Soient x,y € FE deux points fixes de f, alors f(z) =z et f(y) =y. Ona:

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < kd(z,y).

Comme 0 < k < 1, on en déduit que d(z,y) = 0, donc x = y.

o (ii) Existence : Soit r( € E quelconque. On définit la suite (z,,) par x,, = f(x,_1). Par récurrence,
on montre que d(xy, Tnr1) < i"d(xg,x1). Pourp >0 :

n+p—1 n+p—1 _ p—1 ) a
d(Tp, Tpip) < Z d(zi, zi11) < d(zg, 1) Z o' < d(zg,z1)a"” Z(:)oﬂ < - ad(xo,xl).
=n =n 1=

Ainsi, d(zp,, Tn4p) — 0 lorsque n — co. La suite (z,,) est de Cauchy dans E. Puisque E est complet,
x, converge vers un élément x. Par continuité de f, x,11 = f(x,) — f(z), d’oit f(z) = x.

1.4.1 Théoréme de point fixe de Schauder

Théoréme 1.4.2 (Point fixe de Schauder) [28] Soit X un espace de Banach et Q) C X un ensemble
convexe et fermé. Si T : Q — Q est un opérateur continu tel que T(?) soit relativement compact dans
X, alors T admet au moins un point fixe dans ).



Corollaire 1.4.1 (Alternative non linéaire de Leray-Schauder) [10] Soit () un sous-ensemble convexe
non vide de X et D C Q un ouvert tel que 0 € D. Soit S : D — Q un opérateur compact et continu. Alors,
soit :

* S admet un point fixe, soit
* Jlexistey € 0D et A € [0,1) tels que y = AS(y).

1.4.2 Théoréme de point fixe de Krasnoselskii

Théoréme 1.4.3 (Krasnoselskii, 1955) [22] Soit (E, |.||) un espace de Banach et M C E une partie
non vide, bornée, convexe et fermée. Soient A, B : M — E deux opérateurs tels que :

i) Az + By € M pour tout z,y € M,
ii) A est complétement continu,
iii) B est une contraction de constante o < 1.

Alors, Au + Bu = v admet une solution dans M.
Remarque 1.4.1 Ce théoréeme généralise les théoremes de point fixe de Banach et de Schauder.

Remarque 1.4.2 Si A = 0, le théoréme se résume au théoréeme de Banach. Si B = 0, le théoréeme n’est
autre que le théoréme de Schauder.
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Eléments sur le calcul fractionnaire et les mesures de
Non-compacité

ans ce chapitre, nous présentons les notions essentielles du calcul fractionnaire (intégrales
D et dérivées) ainsi que les propriétés des mesures de non-compacité. Ces outils constituent le
socle mathématique nécessaire pour traiter I'existence et I'unicité des solutions dans les chapitres
suivants.

2.1 Fonctions spéciales utiles

2.1.1 La fonction Gamma

Définition 2.1.1 [6] La fonction Gamma, notée I', est définie par Uintégrale suivante :
—+oo
L (p) :/ e P~ dt,  Re(p) > 0. 2.1
0
Propriété 2.1.1 [6] Une propriété importante de la fonction Gamma I'(p) est la relation de récurrence

suivante :
L(p+1) = pl'(p). (2.2)

En utilisant Uintégration par parties, on montre que :

+oo +oo
T(p+1)= / et dt = [—e '] + p/ e P dt
0 0
= 0+pl(p) = pL(p).

D’aprés la définition, on a :
+oo too
1) = / e tdt = [—e7'] =1, (2.3)
0

et

La relation entre la_fonction Gamma et la factorielle est :

IF'n+1)=n!l, ¥YneN. (2.4)
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2.1.2 La fonction Béta

Définition 2.1.2 [6] La fonction Béta (intégrale eulérienne de premiére espéce) est définie pour tous
p>0etq>0par:

1
B(p,q):/o P11 — )T at. (2.5)

Remarque 2.1.1 [6]
Le lien entre les fonctions Béta et Gamma est établi par la relation suivante :

L'(p)L'(q)

_ 2.6
L'(p+q) 26

B(p,q) =

Démonstration 2.1.1 Soit D = (0, +o0) x (0, +00). On a, pour Re(p) > 0 et Re(q) > 0 :

+oo +oo
L(p)T'(q) = (/ P le™® dx) (/ yi te™Y dy> = // 2P Lyt e () g dy.
0 0 D

En utilisant le changement de coordonnées u = +y etv = Tiu on obtient :

x=uv, y=u(l—o).

Le Jacobien vaut :

v u
det( >‘:|—uv—u+uv|:|—u|:u,
l—v —u

donc dz dy = wdudv. Le domaine D devient D' = (0,4o00) x (0,1). Ainsi,

// :Jcp—ly‘I—le_(xﬂ) de dy = // (uv)p_l(u(l _ v))q—le—u wdu dv
D ’

“+oo 1
= / / uP T4 e P~ (1 — 0)77 1 du du
0 0

(/;OO -l du> (/01 P1(1 =)o dv)

=T(p+q) B q)-

Par conséquent, I'(p)I'(q) = T'(p + q) B(p, q), ce qui donne :

L'(p)L'(q)

S
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Propriété 2.1.2 [6]
1. La fonction Béta est symétrique : B(p,q) = B(q,p),

2. Par changement de variable approprié, la fonction Béta peut s’exprimer par :
/2
B(p,q) = 2/ (cos 0)?P~ 1 (sin #)%9~1 df. 2.7
0

Proposition 2.1.1 Soitq > 0 etr > —1. Alors, pour toutt > a, ona:

L(r+1)

I (t—a))(t) = m(f —a)™.
Démonstration 2.1.2 Ona:
1 t
I ((t—a)")(t) = T /a (t—s)7 (s —a)" ds.
En effectuant le changement de variable s = a + (t — a)u, d’ott ds = (t — a)du, on obtient :
(t —le))qw /01(1 ) du = (t ;(aq))qﬂ Blr+1.q) = F(I;(:”Lj]'i)l) (t— a)™+,

2.2 Intégration et dérivation fractionnaires

2.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Définition 2.2.1 (Formule de cauchy) [29] Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur lUintervalle
[a,b]. On note I} la fonction primitive de f qui s’annule en a, définie par :

(ILf)(t) = / F(u) d

Pour une primitive seconde, d’apreés le théoréme de Fubini, on a :

@ - [ t ( / ") dv) au= [ (o) () do.

En répétant le processus n fois, on arrive a la n-iéme primitive de la fonction f sous la forme :

(IT () = 11)! / (t —u)" " f(u)du, tE€ a,b], n € N*.

(n—

Cette formule est appelée formule de Cauchy. En remarquant que (n — 1)! = T'(n), on peut écrire :

(I f)(t) = %n) / (t — )™ f (o) s

Définition 2.2.2 Supposons que a <t < b et f € L'([a,b]). L'intégrale fractionnaire d’ordre q > 0 au
sens de Riemann-Liouville & gauche de la fonction f est définie par :

(13+f)(t):ﬁ / (t— )i f(u)du, t€ [a,b],

ou I' désigne la fonction Gamma définie ci-dessus. De méme, on définit lintégrale fractionnaire de
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Riemann-Liouville & droite par :

1 b
OO =5 [ =07 Fwdu, € o],
b L(q) Jq
Remarque 2.2.1 Dans tout ce qui suit, on utilisera uniquement lUintégrale fractionnaire a gauche.

Théoréme 2.2.1 Pour toute fonction f € L'([a,b]), Uintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville pos-
séde la propriété suivante : pour tout q > 0 et tout r > 0,

I (I () = I f(1),
pour presque tout t € [a,b]. De plus, si f € C([a,b]), alors cette identité est vraie pour tout ¢ € [a, b].
Démonstration 2.2.1 La preuve découle directement de la définition :

1

1 (D)0 = 5 / (t — )= (17, £)(u) du.

Or,

(12 H) = 55 [ a7 ds.

(r
En remplacant dans la formule et en utilisant le théoréme de Fubini pour changer Uordre d’intégration,
on obtient :

Ig+(Ig+f)(t)—F(q)1F(r)/a {/S (t—uw)? Y (u—s)""tdul| f(s)ds.

En posantu = s + z(t — s) (avec z € (0,1)), on a du = (t — s)dz. La partie entre crochets devient :

/ (= (s 4+ 2(t— )" (s 4+ 2(t — 5) — )" (t — 5) d=

0

1
= (=) [ e e = (- 97 B,
0

Ainsi,
1

/a (1= f(s) s = s / (t— )71 f(s) ds,

18 (I, £) (1) = F’f;)qr())

ce qui donne I, (I7, f)(t) = IZI f(t).

2.2.2 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 2.2.3 (Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville) Soit f € L!([a,b]). La dé-
rivée fractionnaire a gauche d’ordre q > 0 est définie par :

ot = () s = oo (4) [ e

oun=|q]+1.Si0<g<1(doncn=1):
t
DR F0) = oy g [ (6= ) ) du

La dérivée a droite est définie par :

DL_f0) = (jt) / (w1 )
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Proposition 2.2.1 Soientq>0etr >0.0na:

([ﬂ+@aY)@)FéKiZi%)@aY?

Démonstration 2.2.2 D’apreés la définition de la dérivée fractionnaire :

dr .- L(r+1) dr
Dl,(t—a)=—17t—0a) = F—"—"——
ar(t—a) (t=a) P(n—q+r+1)dtn

= g ler (= )y,

En dérivant n _fois, on obtient le résultat.

Proposition 2.2.2 Soientq>0etr >0.0Ona:

(D84t —a)) () = Dy ay .

(r—q+1)

Démonstration 2.2.3 Soit g > 0 telquen — 1 < ¢ < n etr > —1. D’aprés la définition de la dérivée
fractionnaire, on a :

n

q r a" n— T
Dé+(t—a) :%Ia+q(t—a) .

En utilisant le résultat précédent sur lintégrale fractionnaire :

I'(r+1)

Loy *(t—a)" = P(r+(n—q)+1)

(t —a)+ma.

En dérivant n _fois par rapport &t :

j; (t—a) 1= F(;(J; i ;z T)l) (t—a) 2
Par substitution, on obtient :
Dat=a) =5 i(:: i])+ e F(;(J; = ;i Y)l) (t=a)y™ = F(l;(i;j—)l) (t=a)y.
Cas particuliers
1. Si f(t) = c (constante), alors :
D! c= ﬁ(t —a)” %

2. Pour touti € {1,2,...,n},ona:
DI (t—a) " =0.

Lemme 2.2.1 Supposons que g € L'(0,+) et que q,r > 0. Alors :

I TG, g(t) = I& " g(t), DELIL g(t) = g(t).

De plus, si D¢, g(t) € L*(0,+00), alors :
1§, DE,g(t) = g(t) +>_eit!™,
i=1

pour certains réels c;, ottn = [q] + 1.
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2.2.3 Dérivées fractionnaires de Caputo

Définition 2.2.4 (Dérivée au sens de Caputo) Soientq > 0etn = [q| telsquen—1<g<n
et f € C™([0,T)). La dérivée fractionnaire d’ordre q au sens de Caputo est définie par :

_ 1 K
cpd f(t) = IV DM (1) = 7/ t— )" () ds.
00 = D) = s [ =) )
Exemple 2.2.1 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo de f(t) =" est :
Lir+1) ,_
ch tr — tr q.
T T(r+1-9)

La dérivée au sens de Caputo d’'une fonction constante est nulle.
Lemme 2.2.2 [9] Pourq >0 et f € C([0,T]) N L*([0,T]), U'équation °Dg, f(t) = 0 admet pour solution :
f(f,) :Co+Clt+62t2+"'+cn_1t"_1, c; € R.

Lemme 2.2.3 [9] Supposons que f € C(J) N L*(J),ayant une dérivée d’ordre n qui appartient a
C(J)N L'(J). Alors, nous avons :

10 °DJ f(t) = f(t) +co+ert + eot® + -+ cprt™L, (2.8)

olte; € X pouri=0,1,...,n—1, etn=[5] + 1.

2.3 Mesures de Non-compacité

2.3.1 La mesure de Non-compacité de Kuratowski

Définition 2.3.1 (Mesure de Kuratowski) [21] Soit X un espace de Banach. La mesure de non-
compacité de Kuratowski pour un ensemble borné M C X est définie par U'expression suivante :

a(M)=infqe>0:MC | JM; etdiam(M;) < e (2.9)

Jj=1

La fonction «a est appelée mesure de non-compacité de Kuratowski. Clairement
a(M) <diam(M) pour chaque sous-ensemble bornéM deX.

Remarque 2.3.1 Pour simplifier Uécriture dans les démonstrations, on note par K (M) Uensemble de
tous les nombres ¢ > 0 qui satisfont la condition de recouvrement ci-dessus. On a donc par définition :

a(M) =inf K(M)

Proposition 2.3.1 [21] La mesure de non-compacité de Kuratowski a posséde les propriétés sui-
vantes :

@) : o

(i) : o

(iii) : «(M) = 0 si et seulement si M est relativement compact dans X.
sof

(iv)

a(My) < a(Ms) pour tous les sous-ensembles bornés M, M, de X, avec My C M.

a({z} UM) = a(M) pour tout z € X et tout sous-ensemble non vide M C X.

a(My + M) < a(My) + a(Ms) pour tous les sous-ensembles bornés M, M, de X, ol
Mi+My={z+y:x € M,y € Ms}.
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V) : a(AM) = |Na(M) pour tout A € R et tout sous-ensemble borné M de X.

Lemme 2.3.1 [21] Soient M, et M, des sous-ensembles bornés d’'un espace métrique complet (X, d).
Alors, les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. o(My U M) = max{a(My), a(Ms)}.

2. o(M; N M) < min{a(M7), a(Ms)}.
Démonstration 2.3.1 [I]
Nous démontrons ici seulement les propriétés 1 et 2.

1. Nous avons M; C My U M, et Ms C My U Ms. Par conséquent :
a(Ml) < O((Ml U Mg) et a(Mg) < Oé(Ml U Mg)
Dot :
max(a(M), a(Msz)) < a(M; U Ms). (2.10)
Par la propriété caractéristique de Uinfimum, nous avons :
Ve > 0,3D.,3N € N, 3(A;,)N, tels que M, c |JY, A; avec :
diam(A;) < D.,Vi € [1,N] et D, < a(M;)+e < max(a(M),a(Ms)) +e.
De méme, il existe D, M € N, (B;)}L, tels que M, C Uﬁl B; avec diam(B;) < D.,Vj € [1,M] et :

DL < a(Ms) + e < max(a(M), a(Ms)) +¢.

Alors :
M N+M

N
M1UM2C<UAi>U Usi|= U ¢
i=1 k=1

j=1
olL :

A;, Vke€l,N];

B;, Vke[N+1,N+ M]

Cy =

et diam(C},) < max(a(My), a(Mz)) 4+ &,Ve > 0.
Ainsi, max(a(My), a(Mz)) + € € K(M; U M;), Ve > 0. Par conséquent :

a(My U My) <max(a(M), a(Msz)) +¢€,Ve > 0.

Dot :
a(M; U M) < max(a(M), a(Ms)). (2.11)

A partir de (2.10) et (2.11), nous obtenons :
a(M; U M) = max(a(My), a(Mz)).
2. Nous avons My, N My C My et My N My C M,. Par conséquent :
a(MyN M) <a(Mp) et o(MinN M) <a(Ms).
D'ott :

a(M; N M) < min(a(My), a(Ms)).
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Définition 2.3.2 Soit J = [0,a], a € RT. Pour tout W C C(J), on définit :

t
0

/OtW(S)dS = {/ u(s)ds :u € W}, pourt € [0,al,

ou :
W(s) ={u(s) € X :ue W}

Lemme 2.3.2 [12]SiW € C(J) est borné et équicontinu, alors t — a(W (t)) est continue sur J, et

a(W) = maxa(W (1)),

a (/Ot W(s)ds) < /Otoz(W(s))ds, pourt e J

Lemme 2.3.3 [16] Soit {u,}>2, une suite de fonctions intégrables au sens de Bochner de J dans X
avec |u,(t)] < m(t) pour toutt € J et toutn > 1, oum € L(J,Ry), alors la fonction ¥ (t) = a({un(t)}524)
appartient a L(J,R.) et satisfait :

o ({/Otun@)ds nz1}) < 2/0t1/)(s)ds.

La mesure de non-compacité de Kuratowski constitue 'outil principal utilisé dans ce qui suit. Tou-
tefois, il existe d’autres mesures de non-compacité. Nous mentionnons briévement ci-dessous la
mesure de Hausdorff.

2.3.2 La mesure de Non-compacité de Hausdorff

Définition 2.3.3 (Mesure de Hausdorff) [21] Soit X un espace de Banach muni de la norme || -||. La
mesure de non-compacité de Hausdorff x est définie pour chaque sous-ensemble borné M de X par :

X(M)=infde>0: M C | ] Be(z;) oira; € X (2.12)
j=1

oll B.(z;) désigne la boule de centre x; et de rayone.

Théoréme 2.3.1 [21] Soit (X,d) un espace métrique et M un sous-ensemble borné de X . Alors

X(M) < a(M) < 2¢(M).
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Résolution d’un probléme aux limites pour une équation
différentielle fractionnaire impulsive

ans ce chapitre, nous étudions l'existence et I'unicité des solutions pour des équations différentielles
fractionnaires impulsives. A l'aide des théorémes de Banach et de Krasnoselskii, nous établis-
sons nos résultats principaux, complétés par un exemple illustratif. Pour plus de détails, voir [26].

3.1 Introduction et position du probléme

On consideére le probléme aux limites suivant :

D} u(t) = f(t,u(t)), teJ=1[0,1], t #ty,
Auli—y, = I (u(ty)), AU'|i=i, = I(u(ty)), tr € (0,1), k=1,2,...,m, 3.1)
u(0) = h(u), wu(l)=g(u).

ou CDg . désigne la dérivée fractionnaire de Caputo, avec 1 < 3 < 2,
f:]0,1] x R — R est une fonction continue et I, I} : R — R sont des fonctions continues.
On note :

Auli—y, = u(tf) —ulty), Au'limy, =4/ () — ' (t,),

ou u(t]) et u(t; ) sont respectivement les limites a droite et & gauche de la fonction inconnue u(t)
au point ¢t = ;. g et h sont deux fonctionnelles continues fixées définies sur 'espace de Banach
PC(J), qui seront définies dans la suite.De plus g et h peuvent étre données par :

|u(&;)] o u(G)]
g(u) = max ——>—, h(u) = min ———
N T R = Tey
ou0 < §&,¢<1,&,¢#t,j=12,...,n1%=12,....,m et A\, x sont des constantes positives don-
nées. Nous allons appliquer le théoréme du point fixe de Banach et le théoréme du point fixe de
Krasnoselskii et les propriétés des mesures de non-compacité pour prouver l'existence et l'unicité
de solutions du probléeme aux limites (3.1).
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3.2 Reformulation du probléme
Tout d’abord, nous présentons le lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Soit 1 < 8 < 2. Supposons que r € C(J). Alors le probléeme :

D} u(t) = r(t), teJ=1[0,1], t # tg,
Auli—y, = Tp(u(ty)), Au|i—e, = Te(u(ty)), ty € (0,1), k=1,2,...,m, (3.2)
w(0) = h(u), u(l)=g(u).
admet une solution de la forme suivante :
1T _
ct + h(u) + @ Jo @t = )P~ 1r(s) ds, te J(],
C u — [t (t— )81y S tj —5)B- 1y s
5 _
+Zj=1(t*tj)jj( uf(t ))*Z; 1F(ﬂ ft 5)"?r(s) ds
+YE L), ted k=12,...,m
ol N
m+1 1 t;
c:g(u)—h(u)—zr— (t; — )7 1r( ds—ZI
= (8) /t . 5
1—t; [Y _ o _
Y [ - - ;a 1) u(ty)

Démonstration 3.2.1 Supposons que u(t) est une solution du probléme aux limites impulsive (3.3).
En utilisant les lemmes(2.2.2) et (2.2.3), nous avons :

1 t
u(t) = —/ (t—s)Ptr(s)ds —co —ert, tedy
0

pour certains cy, c;. Ensuite, nous trouvons que :

1 t
u'(t :7/ t— ) 2r(s)ds — c;.
La condition aux limites u(0) = —h(u) implique que ¢y = h(u) et ainsi

w(t) = ot + h(u) + %ﬂ)/o (t— )P 'r(s)ds, te o

avec ¢ = —cy.
Sit € J,, alors également par les lemmes (2.2.2) et (2.2.3), nous avons

wlt) = ﬁ /tl (t—s)7" r(s)ds — do — di(t — tv),

et
u'(t) =

S A R
F(ﬁ—m/h(t V20 (s) ds — dy.
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En considérant les conditions Auli—, = I (u(ty)), Au'|i—, = I, (u(t1)), on obtient

—do = ct1 + h(u) + I (u(t1)) + F(lﬁ)/o 1<t1 — )P 1r(s) ds,

L " — )% 2r(s)ds
[ as

—dy = c+ T (u(ty)) + TG-1)

Ainsi, pourt € J;, nous avons :

775_751 " — )P 2r(s)ds
ey MDA Or

1)
+ (t —t1) I (u(ty)) + I (u(ty)) + h(u) + ct.

En répétant la méme méthode, nous obtenons l'équation intégrale dont la solution u(t) pourt € J; est
définie comme suit

u(t) = ct + h(u) + / (t —5)P~1r(s)ds

L
k

3 [ = s s+ 3~ )T ute)
03) i— s r(s)ds 2 )i (u(t;

; t—t; t . s . k o
+;F(B—1)/t“(j_5) r(s) s+; (ult;)

En appliquant la condition aux limites u(1) = g(u), on déduit U'expression (3.4). Réciproquement, nous
supposons que u(t) est une solution de (3.3). Sit € Jy, alors, en utilisant le fait que °Dg, est Uinverse
a gauche de I§,, nous obtenons °Df,u(t) = r(t). Sit € Jy, k = 1,2,...,m, du fait que la dérivée
Jfractionnaire de Caputo d’'une constante est égale a zéro, nous pouvons vérifier facilement que u(t)
satisfait (3.2). Par conséquent, u(t) est une solution de (3.2).

Drapres le lemme (3.2.1), nous obtenons la représentation du probléme aux limites impulsive
sous la forme d'une équation intégrale.
De plus, toute solutions de I'’équation intégrale (3.3) coincide avec un point fixe de I'opérateur
T:PC(J)— PC(J) qui est défini comme suit :

Tu(t) = cot + (1 — t)h(u) + tg(u) + ﬁ / (t — )P~ f(s,u(s)) ds

ty

+ 2T /‘m_Wﬂmmmw+ZﬂhmmWW (3.5
0t <t th_1 0<trp<t
tr
+ Z titk / (tk =) 2 f(s,u(s))ds + Y Iilu
0<tk<t th_1 0<tp<t
ou m+1 1 tr
BRI e Nds—S1
N kz—lr(ﬁ)/t“(tk Vs Zk 5.6
.6)
1F(ﬁ D S, k:l

Comme f, Iy, I, g et h sont continus, T est bien définie sur PC(J).
Notre premier résultat est basé sur le théoréme du point fixe de Banach.
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3.3 Reésultat d’existence et d’unicité
Théoréme 3.3.1 Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(H1) f:J xR — R est une fonction continue et satisfait la condition de Lipschitz :

[f (8 u) = f(t0)] < Lufu— vl

avec la constante L; > 0 pour tout u,v € R, et t € J.

(H2) I, I, sont des fonctions continues et il existe Lo, L3 > 0 telles que :
I (uw) = In(v)| < Lo |u—v|,  |Tx(w) = I(v)| < Lz u — o],

pour tout u,v e R, k=1,2,--- ,m.

(H3) g, h sont des fonctionnelles continues et satisfont les conditions de Lipschitz avec des constantes
de Lipschitz Ly, Ls > 0.

Si I'inégalité suivante est vérifiée :

dm + 2
——— L1 +2m(Lo+ L3)+ Ly + Ly < 1,
Q) (et ko)

Alors le probléme aux limites impulsive (3.1) admet une unique solution.

Nous allons utiliser le théoréme du point fixe de Banach pour prouver que l'opérateur 7' défini
par (3.5) posséde un point fixe unique. D’abord on pose :

My = Suglf(t,O)I, My = max|[(0)], Mz = max [7:(0)], M= |n0)], Ms=]g(0),
te

et on considére le sous-ensemble B de PC(J) défini par :
B := {u(t) S PC(J) : ||’u||pc' < Ro},
ou le rayon Ry est choisi tel que :

(4m + 2)M1 + er(ﬁ)(Mg + Mg) + F(ﬁ)(le + M5)
B) — (dm+2)Ly —2mI(B)(L2 + Ls) — T'(8)(La + Ls)

>
RO_F(

2

Lemme 3.3.1 On peut démontrer que : |cg| < 11’(‘;;)1 (L1 Jul| pe + My)+m (Lo [|ul| pe + M2)+m (L3 ||u|| pe + M3) .

Démonstration 3.3.1 On utilise le fait que chacune des fonction f, I, et I, est de lipschitz et que
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0 <t —s <1, onobtient:

m—+1

lco] < 1 tk—sﬁ 1|f(s u(s)) — f(s,0)|ds +Z|Ik — 1,(0)|
T(B) = Ji
m 1 m tr s B—2 s.u(s)) — s s
+ 31100 +F(61);/t“<tk )72 f(s,uls)) — f(s,0)|d
+m > / (t = )P [ £(s,0) [ ds + Y [Ti(u(te)) — Tr(0)] + Y |Tx(0)
k=1 “tr—1 = —~
+ﬁ2/k (tr — )72 f(5,0)| ds
k=1"7tk-1
< F?;—:—ll) (L1 ||l pc + My) + %(LHWHPC + M) + m(La||ul| pc + Ma)
+m(Ls|lul pc + Ms3)
= %(L”'“HPC + My) + m(Lallul pe + Ma) +m(Ls|ul pe + Ms).

Démonstration 3.3.2 (Démonstration du théoréme principal) Tout d’abord, nous montrons que
T applique B dans B. De plus, pour tout u € B ett € J, = |tg, tg+1], £ = 0,1,...,m, Par les hypothéses
(H1), (H2), (H3) et le lemme (3.3.1) et le fait que % < 1, on a les éstimations suivantes :

|h(u)] < [h(u) —h(0)| + | (0)]
< Lyllul|pe + My,

lg(u)| < lg(u) =g (0)] +1g (0)]

< Ls||lul|pc + M5

1 1

t — s (s u(s)) ds _— ' — B (s uls)) — F (s <
r'(8) /tk(t ) f(s,u(s))d < F(ﬁ)/tk(t ) |f(s,u(s)) — f(s,0)]d
[ e 0) s
e R eI
< Lillullec + My _ Lafullpc + M
B AL (B) - r(8) ’

L " — )P f(s,uls s 1 " — )57 f(s,u(s)) — f (s S
0§<tr(ﬂ)‘/tk1(tk ) |f(v ())|d < Z F(5)~/tk 1(t;C ) |f(7 ()) f( ,0)|d

O0<trp<t
+ (tk — )" | f (5,0) | ds
= o
m(Lallulee + M) _ m (Lallulpe + M)
= O rE)

[ 5 e u(s))ds
O<tzk<tr(’8_1) /tkl(tk ) f(’ ())d

< Y ey /t,fl(tk =) 72 f(s,u(s)) = £ (5, 0)] ds

0<tp<t

+ Y mas [ e as

0<trp<t te—1
m (L |ullpc + M)
B I'(B) ’
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< Y (ulte) = 1(0))] + m [1,(0)]

0<tp<t
< m (Lollullpc + M2),

Z Ty (u(te))

0<trp<t

< Y (¢ —tn) [Tu(ultr)) = Te(0)] + m | T(0)]

0<tp<t

> (= tr)Tn(ulty))

0<tp<t

Alors on aura :

_ 1 _m_
r(B+1) IN(E))
(Lr|Jullpc + My) + m(La||u| pc + Ma) + m(Ls||ul| pc + Ms)

Tu(t)] < leol + [h(w)] + [g(u)] + (Lillullpo + M) + (Lallullpe + Mn)

r(B+1)

dm + 2
< W(MHUHPC + My) + 2m(Le||u||pc + M2) + 2m(Ls||u|| pc + Ms)

+ (Lallullpc + Ma) + (Ls|ull pc + Ms)
< Ry

+

Par conséquent, | Tu||pc < Ry et par suite T applique B dans lui-méme.
Dans la suite, nous allons montrer que T est une contraction. Soient u,v € PC(J), alors pour tout
te Jg, k=0,1,...,m, nous déduisons facilement de (3.5) et ( 3.6) que :

[Tu(t) = To(t)] < le, — colt + (1 = #)|h(u) = h(v)] + tlg(u) — g(v)|

R L (s u(s)) — s (s ds
F(ﬂ)/tk“ )51 f(s,u(s)) — f(s,v(s))|d

DI / (tx — )71/ (s,uls)) — f(s,v(s))| ds

O<tk<t

+ Z (t — t) [Tk (u(tr)) — Ir(v(tr))]

0<tp<t

. Z tftk /i (tr — 8)572|f (s, u(s)) — f(s,0(s))| ds

O<tk<t

+ Y [Ti(u L(v(t)))|

0<trp<t

+

Toujours d’aprés les hypotheses (H1), (H2), (H3) on a desé stimations similaires :
|h(u) = h(v)| < Laflu = v]pc,

l9(u) — g (v)| < Ls|lu — v| pc,

Y (ulte)) = Ie(v(tn))] < mLoflu — o] pe,

O<trp<t

D (¢ —t) [Te(u(tn) = Te(v(tr)))] < mLsllu — vl pe.

0<tp<t
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et

L t—sﬁ_l s,u(s)) — f(s,v(s S M
g L s ) = 5 o o) s < L
1 " — )57 f(s,u(s)) — (s, v (s s —mL1HU—UHpc
Og;QF(ﬁ)/t“(tk ) (s ule) = 1 (5,0 ()| ds < LR,
ot " — )2 f(s,u(s)) — f (s, v (s s —leHU_UHPC
Oggdr(ﬂ_l)/t“(tk )72 |F(s.ule) = £ (5.0 ()] ds < L EE,
D’ott
m—+1 1 th 51 m
ol €3 gy [ = Sl = £ (D s+ 3 i) ~ (o)
1_tk ' — S p-2 S, uls)) — S,V (S S
+;W1)/tk (=372 1o, u(s) = £ (5,0 (5)]
£ 300 1) [TeCutta) ~ Tefw(t)]
k=1
mLy||lu—v| pc Lol — v mLy|lu —v|pc Ll — o
S —rp@ Lo ||Pc+—r(m + mLs|| lpc
2mL1
_ (P(B) +mLy +mL3> lhu — ol po-
Et parconséquent,

2mL1
I'(3)

|Tu(t) — To(t)] < < +mLs +mL3> |lu — | pc

Ll le le
Ls+Lj+ — + — Ly+ —r L —
+< 5+ 4+F(6)+F(ﬁ)+m 3+F(6)+m 2) lu — | pc
4m + 2
- (%Ll +2mLs + 2mLs + Ly +L5> lu — | pe.

Comme par hypothése 4}7;)2& + 2mLo + 2mLs + Ly + Ly < l,alors T est une contraction et par le

théoreme du point fixe de Banach T' admet un unique point fixe dans PC(J) qui est l'unique solution
de (3.1).

Le second résultat est basé sur le théoréme du point fixe de Krasnoselskii.

Théoréme 3.3.2 En plus de la condition (H3) supposons que les hypothéses ci-dessous sont satis-
faites :
(H4) Il existe une fonction positive a(t) € L'(J,R*) telle que :

[f(tu)] < alt) + 1y ful”,
etpourtoutue X, k=1,2,...,m,
(Te(u)] <l ful”,  |Te(u)] < s [ul”,
) < laful”, Jg(w)] <15 lul”
ouul; >0,1; >0,i=2,...,5,et0< p,u,v,0,v < 1. De plus,

I'(a)

4+ 2mls 4+ 2mlz + 14 + 15 < 1.
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(H5) Pour tout sous-ensemble borné H C R, il existe d; > 0 tel que :
a(f(s,H)) < dia(H).
(H6) Pour tout sous-ensemble borné H C R, il existe ds,d3 > 0 tels que :

a(Ix(H)) < dsa(H), o(Ix(H)) <dsa(H), k=1,2,...,m.

Si:

Li+Ls <1,

et
2(2m + 1)d1
I'(8)

Alors le probléme aux limites impulsive(3.1) admet au moins une solution dans PC (J) .

+ mds + mds < 1.

Nous décomposons l'opérateur 7' défini par (3.5) a la somme de deux opérateurs F' et G définis
respectivement par :
Fu(t) = cot + (1 —t)h(u) + tg(u)

Gu(t)zlj(lﬁ)/tk(t—s)ﬁ Lf(s, u( ds—i—OtZt () /tk 1 (tr — $)P "V f(s,u(s)) ds

+ 20§ Hk / D P ) ds + Y (- Tu(t) + Y Lululty).

0<tk<t te—1 0<tp<t 0<tp<t

Ainsi, l'existence d'une solution du probléme aux limites impulsive (3.1) équivalent a l'existence
d'un point fixe de 'opérateur F + G.
Nous utiliserons le théoréme du point fixe de Krasnoselskii pour démontrer ce résultat. La preuve
sera donnée en plusieurs é tapes chacune est représentée par un lemme.

Soit W le sous-ensemble de PC(.J) défini par :

W = {u(t) € PC(J) : |ullpc < R},
ou R est réel positif choisi tel que :

{5y L Ju, (0n = 8)°*a(s) ds

1- [%+2ml2+2ml3+l4+l5

R>max<{1

Il est clair que W est un sous-ensemble convexe fermé borné de PC(/J).

Lemme 3. 3 2 On peut démontrer que :
leo| < F(ﬁ) St o (ty =) %a(s) ds + % + mlaR* + migRY
Démonstration 3.3.3 Par l'hypothése (H4) on a pour tout u,v € W :

m+1 m4+1

lco| € =— e Z/ (te — ) La(s)ds + ?R Z/ (tx — 5)°~1ds + mlyR* + mlzR".
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m

! " LRY s [t
_ )82 1 _ e\B-1
MCEN Z/“ el ds R Z/“ v
1 m+1 th 51 1 m th 5o
< — tr —s)’  Ta(s)ds + ———— tr —s)” "“a(s)ds
F();/M(k P ats)ds + gy 3 [ =9 al)
DI RP lLR*
1 e (2m + 1), R?
< _ B—1 _ B—2 1 I v
SG) 2 /tk'l [tk — )"~  + (tr — )7 ] a(s) ds + TR +mla R +misR
m+1 gy
) k B (2m+ 1)1 RP
< - _ <\B—2 \efiem L)visvy o 2
= 1) 2 /tk_l(tk s)F"a(s)ds + T(3) +mla R* +misR

Lemme 3.3.3 Pour tout u,v € W, Fu+ Gv € W.

Démonstration 3.3.4 En effet, pour tout u,v € W ett € J nous avons :

[Fu(t) + Gu(t)] < |col + [g(uw)] + [ (u)]

LR t —8)% ta(s)ds 1 t — 5% Ya(s)ds
+ g ], 0= st g [ 09 el
L [ —s5)La(s)ds LR S [ —s)Plds

m m

1 te . LR t .
cEnPS = atds i 2 J_fwarza

+ mly R + mlsR”
< leol + [g(u)| + A (w)]

1 m+1 th 51 llRP m—+1 tr _
- _ d —_ )1y
+F(ﬁ)kz:l/tk l(tk s)P " a(s) S+F(6) kz_:l/tkl(tk s) s
1 RP - tk B—
_1 Z/tkltk—s (S)dS+F(5_1)I;Lk_1(tk—s) 2ds

+ mlaR* + misRY
m+1

(m + 1)[1Rp mli R
< leol+ 55 Z/ (1 = )" Fals)ds + T 5= + g

+ mlsR* + misR” + 14R? + IsRY

m+1 tk (2m + 1)Z1RP
<le —|— / (tx — s) ﬂ 2 ds + ——F——
‘ 0| s ( ) F(B)
—+ mZQR“ —+ mlgRV —+ l4R + 15]{y
m—+1
2(2m + 1)1, RP
t _ ﬁ 2 ds 4+ 22~ /77
T3 Z/ S )
+ 2mlaR* + 2mlsRY + 14R® + 15 RY
m—+1
2(2m + 1)11R
_ [3 2
_F Z/ (ty — s)""“a(s)ds + ()
+ 2mlgR + 2m13R + Z4R + l5R

<R.
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ce qui implique que Fu+ Gv € W.
Lemme 3.3.4 F est un opérateur contractant.

Démonstration 3.3.5 En effet, pour tout u,v € W :

|[Fu(t) — Fo(t)| < |h(u) — h(v)] + [g(u) — g(v)]
< (La+ Ls)|lu —v|lpc-

Ainsi, F' est un opérateur contractant car Ly + Ly < 1.
Lemme 3.3.5 G est un opérateur complétement continu.

Démonstration 3.3.6 Il est trés facile d’en déduire que G est continu puisque f, I, I},
k=0,1,...,m, sont des _fonctions continues. Démontrons que G envoie les ensembles bornés vers des
ensembles uniformément bornés dans PC(J). Soit w € W arbitraire, comme dans la démonstration
précédente, nous pouvons montrer que :

m+1

4 22m+ 1)L R
|Gu(t) STZ/ k—sﬁ 2 (s)ds—l—(n}(ﬂ))l%—mlgR—i—mlg,R::Rl.

Ainsi, pour toutv € W, G(W) est inclu dans la boule B, := {v(t) € PC(J) : ||v||pc < R1}. Maintenant,
nous prouvons que G envoie les ensembles bornés vers des ensembles équicontinus de PC(J). Nous
prenons Ny = maxcy | f(t,u)| + 1, soitt,o € Ji, avect < o. Pour tout u € W, nous avons :

T

|Gu(o) = Gu(t)] < 5=

o— 8" f(s,u)ds — t — )57 (s, u)ds
way | o s [ = d

123

m

Ti—f Y = )P sy ds| - S o — ) [Ta(u
T |t +3 (o =0 [T
& Ta—sﬁ_ls— t — )P Yds| + misRY (o —

<55 /tk( )P-1q /tk(t V3=Lds| + mis R (o — 1)

N —t)
fo Z/ tkfsﬁzds
tr—1
m

Nf(a—t e, Ny
TP S )

t t
/ (o—s)ﬁflds—/ (t—s)ﬁflds
tr ty

<ml3R"(c —t) + zzltk 1—tkﬁ b (ﬁNj_l) [( _tk)ﬁ—(t—tk)ﬁ]-

+mlzR" (o — t)

Lorsque o — t, le membre de droite de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro, donc nous concluons que
G(W) est équicontinu.
Considérons un ensemble borné :

W(t) := {un (t); Guy, (t)} C Bg,.

En appliquant la proposition(2.3.1) et le lemme(2.3.2), nous savons que ¢ — «(W(t)) est continue
sur J. De plus,

(tx — 3)5_1 [f(s,un)| < (tx — s)ﬂ_l(a(t) +1ir?) € Ll(J, RY),

(te — )72 | f(s,un)| < (te — )P 2(a(t) + l1r?) € L' (J,RY).
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En utilisant (H5)-(H6) et le lemme(2.3.3), nous avons :

o i t — )P a(f(s s S L " — )P a(f(s S S
W) < 557 [ (4= 9" af s W) d + 3 | = tatg Wi d

£ Y H [t W) s

0<tp<t

+ > al(W()+ > (t—t)a(Te(W(s)))

0<trp<t 0<tr<t

2d1 t — 58 1q s)) ds 2di. " EAV:ESON ) ds
<53y L € aW () +0<tzk<tF<ﬁ>/tk_l(t’“ P la(W(s) d

+ > F%_l) /(t —5)P2a(W(s)) ds

0<tp<t o<t <t

ce qui implique que :

2d1 2md1
2(2m + 1)d,
< |2 /7
- IN))

< a(W),

2md1
()

a(W) + mdaa(W(s)) + mdsa(W)

+ mdz + mds | a(W)

d’apres la condition

W—l—m@—l—mdg <1.

Alors nous pouvons déduire que a(W) = 0. Par conséquent, en invoquant la régularité de la
mesure de non-compacité de Kuratowski, nous savons que G(W) est relativement compact, de sorte
quiil existe une sous-suite de (u,) qui converge uniformément dans J vers un certain u* € PC(J)
d’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli. Ceci prouve que G est un opérateur complétement continu.

Grace aux lemmes précédents, le théoréme du point fixe de Krasnoselskii implique que F + G
posséde au moins un point fixe qui est une solution du probléme aux limites impulsive(3.1), et le
théoréme est démontré.

3.4 EXEMPLES

Exemple 3.4.1 . Considérons le probléeme suivant :

cpi 1 tn
Dy un(t) TOt(t_%)1+u%’ teJ=1[0,1,t#%
1
Aun(d) = Sl un(d)?), A= — L
3 )] TG
e

Up (0) = min; ———222_ Up(l) = max; ——.

() = min; )] (1) = max; e @)

o, ¢ #5.5=12,...,10.
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Un calcul simple montre que Ly = Ly + Ly = % Ly=1Ls= %, alors :

dm+ 2
IN(E))

Donc, par le théoréme (3.3.1), ce probléme aux limites impulsive a une unique solution.

L+ 2m(L2 + L3) + L4+ Ls ~ 0.969 < 1.

Exemple 3.4.2 . Considérons le probléme :

5 Un%
D un(t) = (1~ 3% |'u L teT =[0It
fun (1) IRESE
Aug(dy = @ty gy TG
)T R () T TAEST
. ‘un((:]”g ‘un(gj)‘i
Uy, (0) = min; ———=*———, Up (1) = max; ——==——.
() = min; f ()] () = max ()]

o, ¢ #5.5=12,...,10.

Puisque nous obtenons |y =dy = 1=, ly =I5 =dy = Ly = 5. I3 = Iy = d3 = Ly = &, nous avons :

Ls+ Ls=0.15 <1,
INE))
I'(8)

Par conséquent, d’aprés le théoreme (3.3.2), nous avons que le probléeme ci-dessus admet au moins
une solution.

+ mdsy + mds ~ 0.565 < 1,

+ 2mls + 2mls + Iy + I5 ~ 0.865 < 1.
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Conclusion générale

En conclusion, ce mémoire a été consacré a I'étude de l'existence et de 'unicité des solutions
pour une classe d’équations différentielles fractionnaires impulsives dans les espaces de Banach. A
travers les deux premiers chapitres, nous avons établi le cadre topologique nécessaire et introduit
les outils du calcul fractionnaire, en nous basant essentiellement sur la mesure de non-compacité
de Kuratowski. Enfin, dans le troisieme chapitre, nous avons réussi a formuler directement 'opé-
rateur intégral associé a notre probléme d’ordre 1 < § < 2, démontrant ainsi I'existence et l'unicité
des solutions, tout en appuyant nos résultats théoriques par des exemples illustratifs.

Comme perspectives, nous suggérons d’étendre ce travail a I'analyse de la stabilité au sens
d’Ulam-Hyers et a I'étude des problémes de contrélabilité pour ces systémes impulsifs.
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Résumé

Ce mémoire s’est consacré a l'étude de l'existence et d’unicité des solutions pour
une classe de problémes aux limites pour une équation différentielle fractionnaire im-
pulsive dans un espace de Banach.Les démonstrations reposent sur les méthodes de
mesures de non-compacité,sur les théorémes du point fixe de Banach et selui de Kras-
noselskii.Quelques exemples illustrent I’applicabilité des résultats principaux obtenus.
Mots clé: Probléme aux limites, équation différentielle fractionnaire impulsive, espace
de Banach, théoréme de point fixe, Mésures de non-compacité.

Abstract

This thesis is devoted to the study of the existence and uniqueness of solutions for
a class of boundary value problems for an impulsive fractional differential equation in
a Banach space. The proofs are based on measures of non-compactness methods, and
on the Banach and Krasnoselskii fixed-point theorems. Some examples are provided to
illustrate the applicability of the main results obtained.
Keywords: Boundary value problem, fractional differential equation impulsive, Banach
space, fixed-point theorem, measures of non-compactness.
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