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Table des Notations

Notation Désignation

R L’ensemble des nombres réels.
R+ L’ensemble des nombres réels positifs.
I = [a, b] Un intervalle compact de R.
E Un espace de Banach.
∥ · ∥ La norme dans E.
C(I) L’espace des fonctions f : I → R continues sur I.
Lp(I) L’espace des fonctions f : I → R mesurables telles que fp est

intégrables au sens de Lebesgue sur I.
ACn(I) L’espace des fonctions absolument continues d’ordre n.
PC(I) L’espace des fonctions continues par morceaux.
Γ(z) La fonction Gamma d’Euler.
B(p, q) La fonction Bêta d’Euler.
Iq0+ L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.
CDq

0+ La dérivée fractionnaire de Caputo.
χ(B) La mesure de non-compacité de Hausdorff.
α(B) La mesure de non-compacité de Kuratowski.
diam(A) Le diamètre d’un ensemble A.
conv(A) L’enveloppe convexe d’un ensemble A.
Fix(T ) L’ensemble des points fixes de l’opérateur T .
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INTRODUCTION

L a théorie du calcul fractionnaire constitue une extension fondamentale du calcul classique les
ordres entiers des dérivées et des intégrales vers des ordres fractionnaires . Ce domaine s’est

imposé avec force ces dernières décennies comme un outil de modélisation indispensable dans les
sciences avancées voir par exemple [15] [20] et dépassant. Contrairement aux équations différen-
tielles d’ordre entier qui décrivent des processus locaux et instantanés, les équations fractionnaires
se distinguent par leur capacité unique pour formuler des systèmes possédant une mémoire longue
et des propriétés héréditaires . Cette caractéristique essentielle explique leur large diffusion dans
divers domaines tels que la physique des milieux complexes, la modélisation des systèmes bio-
logiques et la dynamique des fluides pour plus de détail consulter [13] et [18]. Parallèlement, le
cadre des équations différentielles impulsives offre une base mathématique idéale pour décrire les
systèmes subissant des perturbations soudaines ou des changements brusques d’état à des mo-
ments précis de leur évolution [2] [7] [25]. Ces phénomènes sont particulièrement courants dans les
domaines de la mécanique, de la pharmacologie, notamment lors de l’administration de doses mé-
dicamenteuses, ainsi que dans l’analyse des systèmes financiers soumis à des chocs externes [24].
L’intégration de ces deux domaines, à savoir le calcul fractionnaire et les effets impulsifs, dans
l’étude des équations différentielles représente aujourd’hui un défi mathématique majeur. Ce défi
est accentué lors du passage des espaces euclidiens de dimension finie aux espaces de Banach de
dimension infinie. Dans ces structures plus complexes, la difficulté technique principale réside dans
la perte de la propriété de compacité. Ce constat nous oblige à introduire et à exploiter les mesures
de non-compacité afin de garantir la convergence des suites fonctionnelles et d’établir des critères
rigoureux pour l’existence des solutions voir [3] [27]. Compte tenu de cette importance scientifique
et technique, ce travail de recherche est structuré de manière progressive à travers trois chapitres
principaux qui forment une unité cohérente.
Le premier chapitre est entièrement consacré à l’exposition de la base topologique et analytique
nécessaire à notre étude. Nous y explorons les propriétés fondamentales des espaces de Banach,
avec un intérêt particulier pour l’espace des fonctions continues par morceaux. Cet espace consti-
tue le cadre naturel pour l’analyse des systèmes impulsifs. En complément, nous passons en revue
une série de théorèmes du point fixe, tels que ceux de Banach, Schauder et Krasnoselskii, qui
forment l’ossature technique permettant de démontrer l’existence et l’unicité des solutions dans les
chapitres suivants.

Le deuxième chapitre aborde les outils techniques avancés du calcul fractionnaire. Nous y pré-
sentons de manière détaillée les définitions et les propriétés des opérateurs de Riemann-Liouville et
de Caputo, en mettant en évidence les relations intégrales qui les lient. Une partie importante de

2



ce chapitre est également réservée à l’étude des mesures de non-compacité, notamment celles de
Kuratowski et de Hausdorff. Ces outils nous permettent de caractériser la compacité relative dans
les espaces de fonctions et de surmonter les obstacles liés à la dimension infinie.

Le troisième chapitre constitue le pilier fondamental de notre mémoire. Nous visons à y pré-
senter une analyse qualitative approfondie d’un problème aux limites impulsif, décrit par le système
suivant : 

cDβ
tk
u(t) = f(t, u(t)), t ∈ J = [0, 1], t ̸= tk,

∆u|t=tk = Ik(u(tk)), ∆u′|t=tk = Ik(u(tk)), tk ∈ (0, 1), k = 1, 2, . . . ,m,

u(0) = h(u), u(1) = g(u).

où cDβ
0+ désigne la dérivée fractionnaire de Caputo, avec 1 < β ≤ 2, f : [0, 1]×R → R est une fonction

continue et Ik, Ik : R → R sont des fonctions continues. On note :

∆u|t=tk = u(t+k )− u(t−k ), ∆u′|t=tk = u′(t+k )− u′(t−k ).

L’intérêt porté à l’étude de cette classe d’équations réside dans sa grande capacité à modéliser des
phénomènes soumis à des changements brusques (impulsions) à des instants précis, tout en tenant
compte des effets de mémoire et d’hérédité offerts par les dérivées fractionnaires au sens de Caputo.
Pour mener à bien cette étude, nous avons adopté une méthodologie analytique rigoureuse com-
mençant par la définition du cadre fonctionnel approprié, à savoir l’espace des fonctions continues
par morceaux PC(J,R) muni de la norme uniforme, ce qui permet de prendre en compte les sauts
aux points d’impulsion tk. La structure de ce chapitre s’articule autour de trois points essentiels :

Représentation intégrale : Nous cherchons d’abord à établir une formulation intégrale équi-
valente au problème étudié en construisant directement l’opérateur intégral associé à partir
du problème auxiliaire. Cette étape préliminaire est cruciale pour transformer le problème
différentiel en un problème de point fixe.

Existence et unicité : En mobilisant les outils de l’analyse fonctionnelle et divers théo-
rèmes du point fixe (notamment celui de Krasnoselskii ), nous établissons les conditions
suffisantes garantissant l’existence des solutions. Nous exploitons également les mesures de
non-compacité pour traiter des conditions moins restrictives sur la fonction f .
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1
Rappels et notions fondamentales

D ans ce chapitre, nous rappelons les notions et les résultats fondamentaux de l’analyse fonc-
tionnelle qui constituent la base de notre étude.

1.1 Notions topologiques et quelques espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces métriques

Définition 1.1.1 (Distance) [23] Soit X un ensemble non vide. Une distance (ou métrique) sur X est
une application d : X ×X → R+ satisfaisant les propriétés suivantes :

• ∀u, v ∈ X, d(u, v) ⩾ 0 et d(u, v) = 0 ⇐⇒ u = v, (séparation)

• d(u, v) = d(v, u), (symétrie)

• ∀u, v, w ∈ X, d(u,w) ⩽ d(u, v) + d(v, w). (inégalité triangulaire)

Exemple 1.1.1

• Sur Rn on peut considérer les distances suivantes :

d1(x, y) =
∑n

i=1 |xi − yi|,
d2(x, y) =

√∑n
i=1(xi − yi)2,

d∞(x, y) = max1≤i≤n |xi − yi|.

• Sur C([0, 1],R) = {f : [0, 1] → R | f continue}. On peut définir les distances suivantes :

d1(f, g) =
∫ 1

0
|f(t)− g(t)|dt,

d2(f, g) =
√∫ 1

0
(f(t)− g(t))2dt,

d∞(f, g) = supt∈[0,1] |f(t)− g(t)|.

Définition 1.1.2 (Espace métrique) Un espace métrique est un couple (X, d) où X est un ensemble
non vide et d une distance sur X.

Distances équivalentes :Pour comparer les structures topologiques définies par deux métriques
différentes, on introduit la notion d’équivalence entre deux distances.

Définition 1.1.3 Soient d1 et d2 deux métriques sur l’ensemble X. On dit qu’elles sont équivalentes
s’il existe deux constantes k1, k2 > 0 telles que pour tout (x, y) ∈ X ×X on a :

k1d1(x, y) ⩽ d2(x, y) ⩽ k2d1(x, y).
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Exemple 1.1.2

• Sur Rn, les distances d1, d2 et d∞ sont deux à deux équivalentes,

• Sur C([0, 1],R), les distances d1 et d∞ ne sont pas équivalentes.

Définition 1.1.4 (Diamètre) Si S est une partie non vide d’un espace métrique (E, d), le diamètre de
S est le nombre de [0,∞] noté diam(S) :

diam(S) = sup{d(x, y) : (x, y) ∈ S2}.

Par convention diam(∅) = 0,

Une partie d’un espace métrique (E, d) est dite bornée s’il existe une constante R > 0 et x0 ∈ S telle
que d(x0, x) ⩽ R pour tout x ∈ S. En d’autres termes, S est bornée si et seulement si diam(S) < ∞.
Une fonction f à valeurs dans E est dite bornée si son image est une partie bornée de E.

Proposition 1.1.1 Soit (E, d) un espace métrique. C,D deux ensembles bornés de E, et α ∈ R. Alors :

(a) diam(C ∪D) ≤ diam(C) + diam(D),

(b) diam(αC) = |α| diam(C).

Démonstration 1.1.1

(a) Soient x, y ∈ C ∪D. Alors il existe C1, C2 ∈ C et D1, D2 ∈ D tels que x = C1 +D1 et y = C2 +D2.
Ainsi :

d(x, y) = d(C1 +D1, C2 +D2) ≤ d(C1, C2) + d(D1, D2) ≤ diam(C) + diam(D).

Donc diam(C ∪D) ≤ diam(C) + diam(D).

(b) Soient x, y ∈ αC avec α ̸= 0. Il existe C1, C2 ∈ C tels que x = αC1 et y = αC2. Par conséquent :

d(x, y) = d(αC1, αC2) = |α|d(C1, C2) ≤ |α| diam(C),

Donc diam(αC) ≤ |α| diam(C). Réciproquement, on obtient l’égalité diam(αC) = |α|diam(C).

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.1.5 (Espace vectoriel normé) [19] Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C.
On appelle norme sur E toute application notée ∥ · ∥, définie de E à valeurs dans R+ vérifiant pour
tous x, y ∈ E et α ∈ K,

(1) ∥x∥ = 0 si et seulement si x = 0,

(2) ∥αx∥ = |α|∥x∥,

(3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

Propriété 1.1.1 Si ∥ · ∥ est une norme sur l’espace vectoriel E, alors la fonction réelle
d : (x, y) 7−→ ∥x− y∥ est une distance sur E, dite la distance canonique associée à la norme ∥ · ∥.

Définition 1.1.6 (Suite de Cauchy) [11] Dans un espace métrique (E, d), une suite (xn)n∈N est dite
de Cauchy si et seulement si elle satisfait :

∀ϵ > 0, ∃N ∈ N,∀p, q > N =⇒ d(xp, xq) < ϵ.

Définition 1.1.7 (Suite simplement convergente) [17] Soit (E, d) un espace métrique. Une suite
(xn)n∈N dans E est dite simplement convergente vers x ∈ E si et seulement si :

∀ϵ > 0,∃N ∈ N,∀n > N =⇒ d(xn, x) < ϵ.
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Proposition 1.1.2 [14] Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Remarque 1.1.1 La réciproque n’est pas toujours vraie.

Définition 1.1.8 (Espace complet) [11] Un espace métrique E est dit complet si toute suite de Cau-
chy dans E converge dans E.

Définition 1.1.9 (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet
pour la distance associée à sa norme. C’est-à-dire que dans cet espace, toute suite de Cauchy est
convergente.

Définition 1.1.10 (Équivalence de normes) [5] Soit E un espace vectoriel normé. Deux normes ∥·∥1
et ∥ · ∥2 sur E sont dites équivalentes s’il existe c1, c2 > 0 tels que, pour tout x ∈ E :

c1∥x∥1 ⩽ ∥x∥2 ⩽ c2∥x∥1.

Définition 1.1.11 (Partie bornée) Une partie A d’un espace normé (E, ∥·∥) est dite bornée s’il existe
une constante L <∞ telle que ∥x∥ ⩽ L pour tout x ∈ A. Une fonction f à valeurs dans E est dite bornée
si son image est une partie bornée de E.

Exemple 1.1.3 On note l’espace des suites multiples bornées par :

l∞(Nd) =

{
x : Nd → K | sup

k∈Nd

|x(k)| <∞
}
,

et pour tout x ∈ l∞(Nd), on pose :
∥x∥∞ = sup

k∈Nd

|x(k)|,

Alors l∞(Nd) muni de la norme ∥ · ∥∞ est un espace de Banach.

1.2 Quelques espaces fonctionnels

Dans toute la suite de cette section, J désigne un intervalle compact de R, noté J = [a, b]

avec a < b.

Définition 1.2.1 (L’espace C(J)) [29] L’espace des fonctions continues de J dans R. Muni de la
norme :

∥f∥∞ = sup
t∈J

|f(t)|,

c’est un espace de Banach.

Définition 1.2.2 (L’espace PC(J)) [29] L’espace des fonctions continues par morceaux sur J ayant
des limites à droite et à gauche, muni de la norme :

∥g∥PC = max

{
sup
t∈J

|g(t+ 0)|, sup
t∈J

|g(t− 0)|
}
,

C’est un espace de Banach.

Définition 1.2.3 (L’espace PC1(J)) [29] Défini par {h ∈ PC(J) : h′ ∈ PC(J)}, muni de la norme :

∥h∥PC1 = ∥h∥PC + ∥h′∥PC .
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Définition 1.2.4 (L’espace Lp(J)) [29] Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, l’espace Lp(J) est muni de la norme :

• Pour 1 ≤ p <∞ : ∥f∥Lp =
(∫

J
|f(t)|p dt

)1/p
< +∞,

• Pour p = ∞ : ∥f∥L∞ = inf{λ > 0 : |f(t)| ≤ λ p.p. sur J},

Ces espaces sont des espaces de Banach.

Définition 1.2.5 (L’espace ACn(J)) [29] Soit J = [0, T ] avec 0 < T < +∞. On dit qu’une fonction
f : J → R appartient à AC(J) si elle admet une écriture sous la forme :

f(t) = f(0) +

∫ t

0

g(s) ds pour tout t ∈ J,

où g ∈ L1(J). On appelle AC(J) l’espace des fonctions absolument continues sur J . Soit n ∈ N. On note
ACn(J) l’espace des fonctions f : J → R telles que :

• f (k) existe sur J et est continue pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n− 1},

• f (n−1) ∈ AC(J).

1.3 Rappel sur les opérateurs

1.3.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.3.1 Soient X et Y deux espaces normés. Un opérateur A : X → Y est dit linéaire s’il
vérifie la condition suivante : pour tout u, v ∈ X et tous α, β ∈ R,

A(αu+ βv) = αAu+ βAv.

Définition 1.3.2 Un opérateur linéaire A : X → Y est dit borné s’il existe une constante positive m

telle que :
∥Au∥Y ≤ m∥u∥X , ∀u ∈ X.

Définition 1.3.3 Soient X et Y deux espaces normés et T : X → Y un opérateur linéaire. Les proprié-
tés suivantes sont équivalentes :

i) T est continu sur X,

ii) T est continu au point 0X ,

iii) T est borné.

1.3.2 Opérateurs compacts

Définition 1.3.4 (Opérateur compact - relativement compact) Soit M un sous-ensemble d’un es-
pace vectoriel normé X.

• M est dit compact si de tout recouvrement ouvert de M , on peut extraire un sous-recouvrement
fini.

• M est dit relativement compact si l’adhérence de M est compacte. (Cas particulier : Si X est
de dimension finie, toute partie fermée et bornée de X est compacte).

• M est dit précompact (ou totalement borné) si pour tout ε > 0, il existe des points x1, x2, . . . , xN ∈
X tels que M ⊂

⋃N
k=1B(xk, ε).

• M est dit séquentiellement compact si de toute suite contenue dans M , on peut extraire une
sous-suite convergente vers un élément de M .

Proposition 1.3.1 Soit (X, d) un espace métrique compact. Alors (X, d) est totalement borné.
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Démonstration 1.3.1 Soit ε > 0. La famille {B(x, ε)}x∈X constitue un recouvrement ouvert de X.
Comme X est compact, il existe N ∈ N et x1, . . . , xN ∈ X tels que X ⊂

⋃N
k=1B(xk, ε). Cela signifie que

X est totalement borné.

Définition 1.3.5 Soit T un opérateur d’un espace vectoriel normé X dans un espace vectoriel normé
Y . On dit que T est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné de X sur un ensemble
relativement compact de Y .

Définition 1.3.6 (Opérateur complètement continu) L’opérateur T est dit complètement continu
s’il est continu et compact. Si l’opérateur T est linéaire, alors la continuité implique la compacité, d’où
l’équivalence entre la compacité et la complète continuité dans ce cas.

Définition 1.3.7 Une famille de fonctions F ⊂ C(X,R) est dite uniformément bornée s’il existe
M > 0 telle que :

|u(x)| ≤M, ∀x ∈ X, ∀u ∈ F .

Définition 1.3.8 Soit (X, d) un espace métrique. Une famille de fonctions F ⊂ C(X,R) est dite équicontinue
si et seulement si :

∀ϵ > 0,∃δ > 0,∀(x, y) ∈ X2, (d(x, y) < δ =⇒ ∀u ∈ F , |u(x)− u(y)| < ϵ) .

1.3.3 Théorème d’Ascoli-Arzelà

Soient (X, dX) un espace métrique compact et (Y, dY ) un espace métrique complet. Notons par
C(X,Y ) l’espace vectoriel de toutes les fonctions continues f : X → Y .

Définition 1.3.9 La famille F ⊂ C(X,Y ) est dite équicontinue si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que
dY (f(x), f(y)) < ε pour tout x, y ∈ X satisfaisant dX(x, y) < δ et pour toute fonction f ∈ F .

Théorème 1.3.1 La famille F ⊂ C(X,Y ) est relativement compacte si et seulement si :

• F est équicontinue ,

• Pour tout t ∈ X, l’ensemble M(t) = {f(t) : f ∈ F} est relativement compact dans Y .

Cas particuliers :

• Si Y est un espace de Banach de dimension finie, la deuxième condition du théorème d’Ascoli-
Arzelà est équivalente au fait que F est uniformément bornée, c’est-à-dire qu’il existe M > 0

tel que pour tout f ∈ F :
∥f∥∞ = sup

t∈X
∥f(t)∥ ≤M.

En particulier, pour Y = R, M(t) est un fermé borné d’un espace de dimension finie.

• Si Y est un espace métrique compact, alors la famille F ⊂ C(X,Y ) est relativement compacte
si et seulement si F est équicontinue.

Lemme 1.3.1 (Arzelà–Ascoli pour PC(J, Y )) Soit Y un espace de Banach et soit M ⊂ PC(J, Y ). Si M
est équicontinue et M(t) est relativement compact, alors M est relativement compact dans PC(J, Y ).

Théorème 1.3.2 (Convergence dominée) [4] Soit (fn)n∈N une suite de fonctions mesurables sur un
espace mesuré (E,A, µ), à valeurs réelles ou complexes, telle que :

• La suite (fn)n∈N converge simplement vers une fonction f ,

• il existe une fonction L1-intégrable g telle que :

∀n ∈ N,∀x ∈ E, |fn(x)| ≤ g(x).
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Alors,

lim
n→∞

∫
E

fn dµ =

∫
E

f dµ.

1.3.4 Fonctions convexes

Définition 1.3.10 [8] Un sous-ensemble C d’un espace vectoriel normé X est dit convexe si pour tout
x, y ∈ C et tout λ ∈ [0, 1] on a :

λx+ (1− λ)y ∈ C.

L’enveloppe convexe d’un ensemble A, notée conv(A), est le plus petit ensemble convexe contenant A :

conv(A) =
⋂

{C ⊂ X | C est convexe et A ⊂ C}.

Définition 1.3.11 (Fonction convexe) Soit f : I → R une fonction définie sur un intervalle I de R.
On dit que f est convexe sur I si pour tout x, y ∈ I et tout λ ∈ [0, 1], on a :

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Exemple 1.3.1

• Les boules d’un espace vectoriel normé sont des parties convexes,

• Les parties convexes de R sont les intervalles.

1.4 Quelques théorèmes du point fixe

Définition 1.4.1 (Point fixe) [17] Soit (X, d) un espace métrique et f : X → X une application. On
dit que x ∈ X est un point fixe de f si f(x) = x.

Théorème 1.4.1 (Théorème de Banach) [22] Soit (E, d) un espace métrique complet non vide et soit
f : E → E une k-contraction, c’est-à-dire qu’il existe 0 < k < 1 tel que d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) pour tout
x, y ∈ E. Alors f possède un unique point fixe.

Démonstration 1.4.1

(i) Unicité : Soient x, y ∈ E deux points fixes de f , alors f(x) = x et f(y) = y. On a :

d(x, y) = d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y).

Comme 0 < k < 1, on en déduit que d(x, y) = 0, donc x = y.

(ii) Existence : Soit x0 ∈ E quelconque. On définit la suite (xn) par xn = f(xn−1). Par récurrence,
on montre que d(xn, xn+1) ≤ ind(x0, x1). Pour p > 0 :

d(xn, xn+p) ≤
n+p−1∑
i=n

d(xi, xi+1) ≤ d(x0, x1)

n+p−1∑
i=n

αi ≤ d(x0, x1)α
n

p−1∑
j=0

αj ≤ αn

1− α
d(x0, x1).

Ainsi, d(xn, xn+p) → 0 lorsque n→ ∞. La suite (xn) est de Cauchy dans E. Puisque E est complet,
xn converge vers un élément x. Par continuité de f , xn+1 = f(xn) → f(x), d’où f(x) = x.

1.4.1 Théorème de point fixe de Schauder

Théorème 1.4.2 (Point fixe de Schauder) [28] Soit X un espace de Banach et Ω ⊂ X un ensemble
convexe et fermé. Si T : Ω → Ω est un opérateur continu tel que T (Ω) soit relativement compact dans
X, alors T admet au moins un point fixe dans Ω.
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Corollaire 1.4.1 (Alternative non linéaire de Leray–Schauder) [10] Soit Ω un sous-ensemble convexe
non vide de X et D ⊂ Ω un ouvert tel que 0 ∈ D. Soit S : D → Ω un opérateur compact et continu. Alors,
soit :

• S admet un point fixe, soit

• Il existe y ∈ ∂D et λ ∈ [0, 1) tels que y = λS(y).

1.4.2 Théorème de point fixe de Krasnoselskii

Théorème 1.4.3 (Krasnoselskii, 1955) [22] Soit (E, ∥.∥) un espace de Banach et M ⊂ E une partie
non vide, bornée, convexe et fermée. Soient A,B :M → E deux opérateurs tels que :

i) Ax+By ∈M pour tout x, y ∈M ,

ii) A est complètement continu,

iii) B est une contraction de constante α < 1.

Alors, Au+Bu = u admet une solution dans M .

Remarque 1.4.1 Ce théorème généralise les théorèmes de point fixe de Banach et de Schauder.

Remarque 1.4.2 Si A = 0, le théorème se résume au théorème de Banach. Si B = 0, le théorème n’est
autre que le théorème de Schauder.
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2
Eléments sur le calcul fractionnaire et les mesures de

Non-compacité

D ans ce chapitre, nous présentons les notions essentielles du calcul fractionnaire (intégrales
et dérivées) ainsi que les propriétés des mesures de non-compacité. Ces outils constituent le

socle mathématique nécessaire pour traiter l’existence et l’unicité des solutions dans les chapitres
suivants.

2.1 Fonctions spéciales utiles

2.1.1 La fonction Gamma

Définition 2.1.1 [6] La fonction Gamma, notée Γ, est définie par l’intégrale suivante :

Γ(p) =

∫ +∞

0

e−ttp−1 dt, Re(p) > 0. (2.1)

Propriété 2.1.1 [6] Une propriété importante de la fonction Gamma Γ(p) est la relation de récurrence
suivante :

Γ(p+ 1) = pΓ(p). (2.2)

En utilisant l’intégration par parties, on montre que :

Γ(p+ 1) =

∫ +∞

0

e−ttp dt =
[
−e−ttp

]+∞
0

+ p

∫ +∞

0

e−ttp−1 dt

= 0 + pΓ(p) = pΓ(p).

D’après la définition, on a :

Γ(1) =

∫ +∞

0

e−t dt =
[
−e−t

]+∞
0

= 1, (2.3)

et

Γ

(
1

2

)
=

√
π.

La relation entre la fonction Gamma et la factorielle est :

Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N. (2.4)
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2.1.2 La fonction Bêta

Définition 2.1.2 [6] La fonction Bêta (intégrale eulérienne de première espèce) est définie pour tous
p > 0 et q > 0 par :

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1 dt. (2.5)

Remarque 2.1.1 [6]
Le lien entre les fonctions Bêta et Gamma est établi par la relation suivante :

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
. (2.6)

Démonstration 2.1.1 Soit D = (0,+∞)× (0,+∞). On a, pour Re(p) > 0 et Re(q) > 0 :

Γ(p)Γ(q) =

(∫ +∞

0

xp−1e−x dx

)(∫ +∞

0

yq−1e−y dy

)
=

∫∫
D

xp−1yq−1e−(x+y) dx dy.

En utilisant le changement de coordonnées u = x+ y et v = x
x+y , on obtient :

x = uv, y = u(1− v).

Le Jacobien vaut : ∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣det

(
v u

1− v −u

)∣∣∣∣∣ = | − uv − u+ uv| = | − u| = u,

donc dx dy = u du dv. Le domaine D devient D′ = (0,+∞)× (0, 1). Ainsi,∫∫
D

xp−1yq−1e−(x+y) dx dy =

∫∫
D′
(uv)p−1(u(1− v))q−1e−u u du dv

=

∫ +∞

0

∫ 1

0

up+q−1e−uvp−1(1− v)q−1 dv du

=

(∫ +∞

0

up+q−1e−u du

)(∫ 1

0

vp−1(1− v)q−1 dv

)
= Γ(p+ q)B(p, q).

Par conséquent, Γ(p)Γ(q) = Γ(p+ q)B(p, q), ce qui donne :

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.
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Propriété 2.1.2 [6]

1. La fonction Bêta est symétrique : B(p, q) = B(q, p),

2. Par changement de variable approprié, la fonction Bêta peut s’exprimer par :

B(p, q) = 2

∫ π/2

0

(cos θ)2p−1(sin θ)2q−1 dθ. (2.7)

Proposition 2.1.1 Soit q > 0 et r > −1. Alors, pour tout t > a, on a :

Iqa+
(
(t− a)r

)
(t) =

Γ(r + 1)

Γ(r + q + 1)
(t− a)r+q.

Démonstration 2.1.2 On a :

Iqa+
(
(t− a)r

)
(t) =

1

Γ(q)

∫ t

a

(t− s)q−1(s− a)r ds.

En effectuant le changement de variable s = a+ (t− a)u, d’où ds = (t− a)du, on obtient :

(t− a)q+r

Γ(q)

∫ 1

0

(1− u)q−1ur du =
(t− a)q+r

Γ(q)
B(r + 1, q) =

Γ(r + 1)

Γ(r + q + 1)
(t− a)r+q.

2.2 Intégration et dérivation fractionnaires

2.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Définition 2.2.1 (Formule de cauchy) [29] Soit f : [a, b] → R une fonction continue sur l’intervalle
[a, b]. On note I1a la fonction primitive de f qui s’annule en a, définie par :

(I1af)(t) =

∫ t

a

f(u) du.

Pour une primitive seconde, d’après le théorème de Fubini, on a :

(I2af)(t) =

∫ t

a

(∫ u

a

f(v) dv

)
du =

∫ t

a

(t− v) f(v) dv.

En répétant le processus n fois, on arrive à la n-ième primitive de la fonction f sous la forme :

(Ina f)(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− u)n−1f(u) du, t ∈ [a, b], n ∈ N∗.

Cette formule est appelée formule de Cauchy. En remarquant que (n− 1)! = Γ(n), on peut écrire :

(Ina f)(t) =
1

Γ(n)

∫ t

a

(t− u)n−1f(u) du.

Définition 2.2.2 Supposons que a < t < b et f ∈ L1([a, b]). L’intégrale fractionnaire d’ordre q > 0 au
sens de Riemann-Liouville à gauche de la fonction f est définie par :

(Iqa+f)(t) =
1

Γ(q)

∫ t

a

(t− u)q−1f(u) du, t ∈ [a, b],

où Γ désigne la fonction Gamma définie ci-dessus. De même, on définit l’intégrale fractionnaire de
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Riemann-Liouville à droite par :

(Iqb−f)(t) =
1

Γ(q)

∫ b

t

(u− t)q−1f(u) du, t ∈ [a, b].

Remarque 2.2.1 Dans tout ce qui suit, on utilisera uniquement l’intégrale fractionnaire à gauche.

Théorème 2.2.1 Pour toute fonction f ∈ L1([a, b]), l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville pos-
sède la propriété suivante : pour tout q > 0 et tout r > 0,

Iqa+(I
r
a+f)(t) = Iq+r

a+ f(t),

pour presque tout t ∈ [a, b]. De plus, si f ∈ C([a, b]), alors cette identité est vraie pour tout t ∈ [a, b].

Démonstration 2.2.1 La preuve découle directement de la définition :

Iqa+
(
Ira+f

)
(t) =

1

Γ(q)

∫ t

a

(t− u)q−1(Ira+f)(u) du.

Or,

(Ira+f)(u) =
1

Γ(r)

∫ u

a

(u− s)r−1f(s) ds.

En remplaçant dans la formule et en utilisant le théorème de Fubini pour changer l’ordre d’intégration,
on obtient :

Iqa+
(
Ira+f

)
(t) =

1

Γ(q)Γ(r)

∫ t

a

[∫ t

s

(t− u)q−1(u− s)r−1 du

]
f(s) ds.

En posant u = s+ z(t− s) (avec z ∈ (0, 1)), on a du = (t− s)dz. La partie entre crochets devient :∫ 1

0

(t− (s+ z(t− s)))q−1(s+ z(t− s)− s)r−1(t− s) dz

= (t− s)q+r−1

∫ 1

0

(1− z)q−1zr−1 dz = (t− s)q+r−1B(q, r).

Ainsi,

Iqa+
(
Ira+f

)
(t) =

B(q, r)

Γ(q)Γ(r)

∫ t

a

(t− s)q+r−1f(s) ds =
1

Γ(q + r)

∫ t

a

(t− s)q+r−1f(s) ds,

ce qui donne Iqa+
(
Ira+f

)
(t) = Iq+r

a+ f(t).

2.2.2 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 2.2.3 (Dérivée fractionnaire au sens de Riemann–Liouville) Soit f ∈ L1([a, b]). La dé-
rivée fractionnaire à gauche d’ordre q > 0 est définie par :

Dq
a+f(t) =

(
d

dt

)n

In−q
a+ f(t) =

1

Γ(n− q)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− u)n−q−1f(u) du,

où n = ⌊q⌋+ 1. Si 0 ≤ q < 1 (donc n = 1) :

Dq
a+f(t) =

1

Γ(1− q)

d

dt

∫ t

a

(t− u)−qf(u) du.

La dérivée à droite est définie par :

Dq
b−f(t) =

(−1)n

Γ(n− q)

(
d

dt

)n ∫ b

t

(u− t)n−q−1f(u) du.
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Proposition 2.2.1 Soient q > 0 et r > 0. On a :

(
Dq

a+(t− a)r
)
(t) =

Γ(r + 1)

Γ(r − q + 1)
(t− a)r−q.

Démonstration 2.2.2 D’après la définition de la dérivée fractionnaire :

Dq
a+(t− a)r =

dn

dtn
In−q
a+ (t− a)r =

Γ(r + 1)

Γ(n− q + r + 1)

dn

dtn
(t− a)n−q+r.

En dérivant n fois, on obtient le résultat.

Proposition 2.2.2 Soient q > 0 et r > 0. On a :

(
Dq

a+(t− a)r
)
(t) =

Γ(r + 1)

Γ(r − q + 1)
(t− a)r−q.

Démonstration 2.2.3 Soit q > 0 tel que n − 1 < q < n et r > −1. D’après la définition de la dérivée
fractionnaire, on a :

Dq
a+(t− a)r =

dn

dtn
In−q
a+ (t− a)r.

En utilisant le résultat précédent sur l’intégrale fractionnaire :

In−q
a+ (t− a)r =

Γ(r + 1)

Γ(r + (n− q) + 1)
(t− a)r+n−q.

En dérivant n fois par rapport à t :

dn

dtn
(t− a)r+n−q =

Γ(r + n− q + 1)

Γ(r − q + 1)
(t− a)r−q.

Par substitution, on obtient :

Dq
a+(t− a)r =

Γ(r + 1)

Γ(r + n− q + 1)
· Γ(r + n− q + 1)

Γ(r − q + 1)
(t− a)r−q =

Γ(r + 1)

Γ(r − q + 1)
(t− a)r−q.

Cas particuliers

1. Si f(t) = c (constante), alors :
Dq

a+c =
c

Γ(1− q)
(t− a)−q.

2. Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}, on a :
Dq

a+(t− a)q−i = 0.

Lemme 2.2.1 Supposons que g ∈ L1(0,+∞) et que q, r > 0. Alors :

Iq0+I
r
0+g(t) = Iq+r

0+ g(t), Dq
0+I

q
0+g(t) = g(t).

De plus, si Dq
0+g(t) ∈ L1(0,+∞), alors :

Iq0+D
q
0+g(t) = g(t) +

n∑
i=1

cit
q−i,

pour certains réels ci, où n = ⌈q⌉+ 1.
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2.2.3 Dérivées fractionnaires de Caputo

Définition 2.2.4 (Dérivée au sens de Caputo) Soient q > 0 et n = ⌈q⌉ tels que n− 1 < q < n

et f ∈ Cn([0, T ]). La dérivée fractionnaire d’ordre q au sens de Caputo est définie par :

cDq
0+f(t) = I

(n−q)
0+ D(n)f(t) =

1

Γ(n− q)

∫ t

0

(t− s)n−q−1f (n)(s) ds.

Exemple 2.2.1 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo de f(t) = tr est :

cDq
0+t

r =
Γ(r + 1)

Γ(r + 1− q)
tr−q.

La dérivée au sens de Caputo d’une fonction constante est nulle.

Lemme 2.2.2 [9] Pour q > 0 et f ∈ C([0, T ]) ∩ L1([0, T ]), l’équation cDq
0+f(t) = 0 admet pour solution :

f(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + · · ·+ cn−1t

n−1, ci ∈ R.

Lemme 2.2.3 [9] Supposons que f ∈ C(J) ∩ L1(J),ayant une dérivée d’ordre n qui appartient à
C(J) ∩ L1(J). Alors, nous avons :

Iβ0+
cDβ

0+f(t) = f(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + · · ·+ cn−1t

n−1, (2.8)

où ci ∈ X pour i = 0, 1, . . . , n− 1, et n = [β] + 1.

2.3 Mesures de Non-compacité

2.3.1 La mesure de Non-compacité de Kuratowski

Définition 2.3.1 (Mesure de Kuratowski) [21] Soit X un espace de Banach. La mesure de non-
compacité de Kuratowski pour un ensemble borné M ⊂ X est définie par l’expression suivante :

α(M) = inf

ϵ > 0 :M ⊂
m⋃
j=1

Mj et diam(Mj) ≤ ϵ

 (2.9)

La fonction α est appelée mesure de non-compacité de Kuratowski. Clairement

α(M) ≤ diam(M) pour chaque sous-ensemble bornéM deX.

Remarque 2.3.1 Pour simplifier l’écriture dans les démonstrations, on note par K(M) l’ensemble de
tous les nombres ε > 0 qui satisfont la condition de recouvrement ci-dessus. On a donc par définition :

α(M) = infK(M)

Proposition 2.3.1 [21] La mesure de non-compacité de Kuratowski α possède les propriétés sui-
vantes :

(i) : α(M1) ≤ α(M2) pour tous les sous-ensembles bornés M1,M2 de X, avec M1 ⊆M2.

(ii) : α({x} ∪M) = α(M) pour tout x ∈ X et tout sous-ensemble non vide M ⊆ X.

(iii) : α(M) = 0 si et seulement si M est relativement compact dans X.

(iv) : α(M1 +M2) ≤ α(M1) + α(M2) pour tous les sous-ensembles bornés M1,M2 de X, où
M1 +M2 = {x+ y : x ∈M1, y ∈M2}.

16



(v) : α(λM) = |λ|α(M) pour tout λ ∈ R et tout sous-ensemble borné M de X.

Lemme 2.3.1 [21] Soient M1 et M2 des sous-ensembles bornés d’un espace métrique complet (X, d).
Alors, les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. α(M1 ∪M2) = max{α(M1), α(M2)}.

2. α(M1 ∩M2) ≤ min{α(M1), α(M2)}.

Démonstration 2.3.1 [1]
Nous démontrons ici seulement les propriétés 1 et 2.

1. Nous avons M1 ⊂M1 ∪M2 et M2 ⊂M1 ∪M2. Par conséquent :

α(M1) ≤ α(M1 ∪M2) et α(M2) ≤ α(M1 ∪M2).

D’où :
max(α(M1), α(M2)) ≤ α(M1 ∪M2). (2.10)

Par la propriété caractéristique de l’infimum, nous avons :
∀ε > 0, ∃Dε, ∃N ∈ N, ∃(Ai)

N
i=1 tels que M1 ⊂

⋃N
i=1Ai avec :

diam(Ai) ≤ Dε, ∀i ∈ [1, N ] et Dε < α(M1) + ε ≤ max(α(M1), α(M2)) + ε.

De même, il existe D′
ε,M ∈ N, (Bj)

M
j=1 tels que M2 ⊂

⋃M
j=1Bj avec diam(Bj) ≤ D′

ε, ∀j ∈ [1,M ] et :

D′
ε < α(M2) + ε ≤ max(α(M1), α(M2)) + ε.

Alors :

M1 ∪M2 ⊂

(
N⋃
i=1

Ai

)
∪

 M⋃
j=1

Bj

 =

N+M⋃
k=1

Ck,

où :

Ck =

Ai, ∀k ∈ [1, N ];

Bj , ∀k ∈ [N + 1, N +M ]

et diam(Ck) < max(α(M1), α(M2)) + ε, ∀ε > 0.

Ainsi, max(α(M1), α(M2)) + ε ∈ K(M1 ∪M2), ∀ε > 0. Par conséquent :

α(M1 ∪M2) ≤ max(α(M1), α(M2)) + ε, ∀ε > 0.

D’où :
α(M1 ∪M2) ≤ max(α(M1), α(M2)). (2.11)

À partir de (2.10) et (2.11), nous obtenons :

α(M1 ∪M2) = max(α(M1), α(M2)).

2. Nous avons M1 ∩M2 ⊆M1 et M1 ∩M2 ⊆M2. Par conséquent :

α(M1 ∩M2) ≤ α(M1) et α(M1 ∩M2) ≤ α(M2).

D’où :
α(M1 ∩M2) ≤ min(α(M1), α(M2)).
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Définition 2.3.2 Soit J = [0, a], a ∈ R+. Pour tout W ⊂ C(J), on définit :∫ t

0

W (s)ds =

{∫ t

0

u(s)ds : u ∈W

}
, pour t ∈ [0, a],

où :
W (s) = {u(s) ∈ X : u ∈W}.

Lemme 2.3.2 [12] Si W ∈ C(J) est borné et équicontinu, alors t→ α(W (t)) est continue sur J , et

α(W ) = max
t∈J

α(W (t)),

α

(∫ t

0

W (s)ds

)
≤
∫ t

0

α(W (s))ds, pour t ∈ J.

Lemme 2.3.3 [16] Soit {un}∞n=1 une suite de fonctions intégrables au sens de Bochner de J dans X
avec |un(t)| ≤ m(t) pour tout t ∈ J et tout n ≥ 1, où m ∈ L(J,R+), alors la fonction ψ(t) = α({un(t)}∞n=1)

appartient à L(J,R+) et satisfait :

α

({∫ t

0

un(s)ds : n ≥ 1

})
≤ 2

∫ t

0

ψ(s)ds.

La mesure de non-compacité de Kuratowski constitue l’outil principal utilisé dans ce qui suit. Tou-
tefois, il existe d’autres mesures de non-compacité. Nous mentionnons brièvement ci-dessous la
mesure de Hausdorff.

2.3.2 La mesure de Non-compacité de Hausdorff

Définition 2.3.3 (Mesure de Hausdorff) [21] Soit X un espace de Banach muni de la norme ∥ ·∥. La
mesure de non-compacité de Hausdorff χ est définie pour chaque sous-ensemble borné M de X par :

χ(M) = inf

ε > 0 :M ⊂
m⋃
j=1

Bε(xj) où xj ∈ X

 (2.12)

où Bε(xj) désigne la boule de centre xj et de rayon ε.

Théorème 2.3.1 [21] Soit (X, d) un espace métrique et M un sous-ensemble borné de X. Alors

χ(M) ≤ α(M) ≤ 2χ(M).
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3
Résolution d’un problème aux limites pour une équation

différentielle fractionnaire impulsive

D ans ce chapitre, nous étudions l’existence et l’unicité des solutions pour des équations différentielles
fractionnaires impulsives. À l’aide des théorèmes de Banach et de Krasnoselskii, nous établis-

sons nos résultats principaux, complétés par un exemple illustratif. Pour plus de détails, voir [26].

3.1 Introduction et position du problème

On considère le problème aux limites suivant :
cDβ

tk
u(t) = f(t, u(t)), t ∈ J = [0, 1], t ̸= tk,

∆u|t=tk = Ik(u(tk)), ∆u′|t=tk = Ik(u(tk)), tk ∈ (0, 1), k = 1, 2, . . . ,m,

u(0) = h(u), u(1) = g(u).

(3.1)

où cDβ
0+ désigne la dérivée fractionnaire de Caputo, avec 1 < β ≤ 2,

f : [0, 1]× R → R est une fonction continue et Ik, Ik : R → R sont des fonctions continues.
On note :

∆u|t=tk = u(t+k )− u(t−k ), ∆u′|t=tk = u′(t+k )− u′(t−k ),

où u(t+k ) et u(t−k ) sont respectivement les limites à droite et à gauche de la fonction inconnue u(t)
au point t = tk. g et h sont deux fonctionnelles continues fixées définies sur l’espace de Banach
PC(J), qui seront définies dans la suite.De plus g et h peuvent être données par :

g(u) = max
j

|u(ξj)|
λ+ |u(ξj)|

, h(u) = min
j

|u(ζj)|
κ+ |u(ζj)|

où 0 < ξj , ζj < 1, ξj , ζj ̸= ti, j = 1, 2, . . . , n, i = 1, 2, . . . ,m et λ, κ sont des constantes positives don-
nées. Nous allons appliquer le théorème du point fixe de Banach et le théorème du point fixe de
Krasnoselskii et les propriétés des mesures de non-compacité pour prouver l’existence et l’unicité
de solutions du problème aux limites (3.1).

19



3.2 Reformulation du problème

Tout d’abord, nous présentons le lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Soit 1 < β ≤ 2. Supposons que r ∈ C(J). Alors le problème :
cDβ

tk
u(t) = r(t), t ∈ J = [0, 1], t ̸= tk,

∆u|t=tk = Ik(u(tk)), ∆u′|t=tk = Ik(u(tk)), tk ∈ (0, 1), k = 1, 2, . . . ,m,

u(0) = h(u), u(1) = g(u).

(3.2)

admet une solution de la forme suivante :

u(t) =



ct+ h(u) +
1

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1r(s) ds, t ∈ J0,

ct+ h(u) +
1

Γ(β)

∫ t

tk
(t− s)β−1r(s) ds+

∑k
j=1

1

Γ(β)

∫ tj
tj−1

(tj − s)β−1r(s) ds

+
∑k

j=1(t− tj)Ij(u(tj)) +
∑k

j=1

t− tj
Γ(β − 1)

∫ tj
tj−1

(tj − s)β−2r(s) ds

+
∑k

j=1 Ij(u(tj)). t ∈ Jk, k = 1, 2, . . . ,m

(3.3)

où

c = g(u)− h(u)−
m+1∑
j=1

1

Γ(β)

∫ tj

tj−1

(tj − s)β−1r(s) ds−
m∑
j=1

Ij(u(tj))

−
m∑
j=1

1− tj
Γ(β − 1)

∫ tj

tj−1

(tj − s)β−2r(s) ds−
m∑
j=1

(1− tj)Ij(u(tj))

(3.4)

Démonstration 3.2.1 Supposons que u(t) est une solution du problème aux limites impulsive (3.3).
En utilisant les lemmes(2.2.2) et (2.2.3), nous avons :

u(t) =
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1r(s) ds− c0 − c1t, t ∈ J0

pour certains c0, c1. Ensuite, nous trouvons que :

u′(t) =
1

Γ(β − 1)

∫ t

0

(t− s)β−2r(s) ds− c1.

La condition aux limites u(0) = −h(u) implique que c0 = h(u) et ainsi

u(t) = ct+ h(u) +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1r(s) ds, t ∈ J0

avec c = −c1.
Si t ∈ J1, alors également par les lemmes (2.2.2) et (2.2.3), nous avons

u(t) =
1

Γ(β)

∫ t

t1

(t− s)β−1r(s) ds− d0 − d1(t− t1),

et

u′(t) =
1

Γ(β − 1)

∫ t

t1

(t− s)β−2r(s) ds− d1.

20



En considérant les conditions ∆u|t=t1 = I1(u(t1)), ∆u′|t=t1 = I1(u(t1)), on obtient

−d0 = ct1 + h(u) + I1(u(t1)) +
1

Γ(β)

∫ t1

0

(t1 − s)β−1r(s) ds,

−d1 = c+ I1(u(t1)) +
1

Γ(β − 1)

∫ t1

0

(t1 − s)β−2r(s) ds.

Ainsi, pour t ∈ J1, nous avons :

u(t) =
1

Γ(β)

∫ t

t1

(t− s)β−1r(s) ds+
1

Γ(β)

∫ t1

0

(t1 − s)β−1r(s) ds

+
t− t1

Γ(β − 1)

∫ t1

0

(t1 − s)β−2r(s) ds

+ (t− t1)I1(u(t1)) + I1(u(t1)) + h(u) + ct.

En répétant la même méthode, nous obtenons l’équation intégrale dont la solution u(t) pour t ∈ Jk est
définie comme suit

u(t) = ct+ h(u) +
1

Γ(β)

∫ t

tk

(t− s)β−1r(s) ds

+

k∑
j=1

1

Γ(β)

∫ tj

tj−1

(tj − s)β−1r(s) ds+

k∑
j=1

(t− tj)Ij(u(tj))

+

k∑
j=1

t− tj
Γ(β − 1)

∫ tj

tj−1

(tj − s)β−2r(s) ds+

k∑
j=1

Ij(u(tj)).

En appliquant la condition aux limites u(1) = g(u), on déduit l’expression (3.4). Réciproquement, nous
supposons que u(t) est une solution de (3.3). Si t ∈ J0, alors, en utilisant le fait que cDα

0+ est l’inverse
à gauche de Iα0+, nous obtenons cDα

0+u(t) = r(t). Si t ∈ Jk, k = 1, 2, . . . ,m, du fait que la dérivée
fractionnaire de Caputo d’une constante est égale à zéro, nous pouvons vérifier facilement que u(t)

satisfait (3.2). Par conséquent, u(t) est une solution de (3.2).

D’après le lemme (3.2.1), nous obtenons la représentation du problème aux limites impulsive
sous la forme d’une équation intégrale.
De plus, toute solutions de l’équation intégrale (3.3) coïncide avec un point fixe de l’opérateur
T : PC(J) → PC(J) qui est défini comme suit :

Tu(t) = c0t+ (1− t)h(u) + tg(u) +
1

Γ(β)

∫ t

tk

(t− s)β−1f(s, u(s)) ds

+
∑

0<tk<t

1

Γ(β)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1f(s, u(s)) ds+
∑

0<tk<t

(t− tk)Ik(u(tk))

+
∑

0<tk<t

t− tk
Γ(β − 1)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2f(s, u(s)) ds+
∑

0<tk<t

Ik(u(tk)).

(3.5)

où

c0 = −
m+1∑
k=1

1

Γ(β)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1f(s, u(s)) ds−
m∑

k=1

Ik(u(tk))

−
m∑

k=1

1− tk
Γ(β − 1)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2f(s, u(s)) ds−
m∑

k=1

(1− tk)Ik(u(tk)).

(3.6)

Comme f, Ik, Ik, g et h sont continus, T est bien définie sur PC(J).
Notre premier résultat est basé sur le théorème du point fixe de Banach.
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3.3 Résultat d’existence et d’unicité

Théorème 3.3.1 Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(H1) f : J × R → R est une fonction continue et satisfait la condition de Lipschitz :

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ L1 |u− v|

avec la constante L1 > 0 pour tout u, v ∈ R, et t ∈ J.

(H2) Ik, Ik sont des fonctions continues et il existe L2, L3 > 0 telles que :

|Ik(u)− Ik(v)| ≤ L2 |u− v| ,
∣∣Ik(u)− Ik(v)

∣∣ ≤ L3 |u− v| ,

pour tout u, v ∈ R, k = 1, 2, · · · ,m.

(H3) g, h sont des fonctionnelles continues et satisfont les conditions de Lipschitz avec des constantes
de Lipschitz L4, L5 > 0.

Si l’inégalité suivante est vérifiée :

4m+ 2

Γ(β)
L1 + 2m(L2 + L3) + L4 + L5 < 1,

Alors le problème aux limites impulsive (3.1) admet une unique solution.

Nous allons utiliser le théorème du point fixe de Banach pour prouver que l’opérateur T défini
par (3.5) possède un point fixe unique. D’abord on pose :

M1 = sup
t∈J

|f(t, 0)| , M2 = max
k

|Ik(0)| , M3 = max
k

∣∣Ik(0)∣∣ , M4 = |h(0)| , M5 = |g(0)| ,

et on considère le sous-ensemble B de PC(J) défini par :

B := {u(t) ∈ PC(J) : ∥u∥PC ≤ R0},

où le rayon R0 est choisi tel que :

R0 ≥ (4m+ 2)M1 + 2mΓ(β)(M2 +M3) + Γ(β)(M4 +M5)

Γ(β)− (4m+ 2)L1 − 2mΓ(β)(L2 + L3)− Γ(β)(L4 + L5)
.

Lemme 3.3.1 On peut démontrer que : |c0| ≤ 2m+1
Γ(β) (L1 ∥u∥PC +M1)+m (L2 ∥u∥PC +M2)+m (L3 ∥u∥PC +M3) .

Démonstration 3.3.1 On utilise le fait que chacune des fonction f, Ik et Ik est de lipschitz et que
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0 ≤ tk − s ≤ 1, on obtient :

|c0| ≤ 1

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1 |f(s, u(s))− f(s, 0)| ds +

m∑
k=1

|Ik(u(tk))− Ik(0)|

+

m∑
k=1

|Ik(0)| +
1

Γ(β − 1)

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2 |f(s, u(s))− f(s, 0)| ds

+
1

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1 |f(s, 0)| ds+
m∑

k=1

∣∣Ik(u(tk))− Ik(0)
∣∣+ m∑

k=1

∣∣Ik(0)∣∣
+

1

Γ(β − 1)

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2 |f(s, 0)| ds

≤ m+ 1

Γ(β + 1)
(L1∥u∥PC +M1) +

m

Γ(β)
(L1∥u∥PC +M1) +m(L2∥u∥PC +M2)

+m(L3∥u∥PC +M3)

≤ 2m+ 1

Γ(β)
(L1∥u∥PC +M1) +m(L2∥u∥PC +M2) +m(L3∥u∥PC +M3).

Démonstration 3.3.2 (Démonstration du théorème principal) Tout d’abord, nous montrons que
T applique B dans B. De plus, pour tout u ∈ B et t ∈ Jk = ]tk, tk+1], k = 0, 1, . . . ,m, Par les hypothèses
(H1), (H2), (H3) et le lemme (3.3.1) et le fait que 1

β < 1, on a les éstimations suivantes :

|h(u)| ≤ |h(u)− h (0)|+ |h (0)|

≤ L4∥u∥PC +M4,

|g(u)| ≤ |g(u)− g (0)|+ |g (0)|

≤ L5∥u∥PC +M5

1

Γ(β)

∣∣∣∣∫ t

tk

(t− s)β−1f(s, u(s)) ds

∣∣∣∣ ≤ 1

Γ(β)

∫ t

tk

(t− s)β−1 |f(s, u(s))− f (s, 0) | ds

+
1

Γ(β)

∫ t

tk

(t− s)β−1 |f (s, 0) | ds

≤ L1∥u∥PC +M1

βΓ(β)
≤ L1∥u∥PC +M1

Γ(β)
,

∣∣∣∣∣ ∑
0<tk<t

1

Γ(β)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1 |f(s, u(s)) | ds

∣∣∣∣∣ ≤
∑

0<tk<t

1

Γ(β)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1 |f(s, u(s))− f (s, 0) | ds

+
∑

0<tk<t

1

Γ(β)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1 |f (s, 0) | ds

≤ m (L1∥u∥PC +M1)

βΓ(β)
≤ m (L1∥u∥PC +M1)

Γ(β)
,

∣∣∣∣∣ ∑
0<tk<t

t− tk
Γ(β − 1)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2f(s, u(s))ds

∣∣∣∣∣ ≤
∑

0<tk<t

t− tk
Γ(β − 1)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2 |f(s, u(s))− f (s, 0)| ds

+
∑

0<tk<t

t− tk
Γ(β − 1)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2 |f (s, 0)| ds

≤ m (L1∥u∥PC +M1)

Γ(β)
,
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∣∣∣∣∣ ∑
0<tk<t

Ik(u(tk))

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
0<tk<t

|Ik(u(tk))− Ik(0))|+m |Ik(0)|

≤ m (L2∥u∥PC +M2) ,

∣∣∣∣∣ ∑
0<tk<t

(t− tk)Ik(u(tk))

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
0<tk<t

(t− tk)
∣∣Ik(u(tk))− Ik(0))

∣∣+m
∣∣Ik(0)∣∣

≤ m (L3∥u∥PC +M3) .

Alors on aura :

|Tu(t)| ≤ |c0|+ |h(u)|+ |g(u)|+ 1

Γ(β + 1)
(L1∥u∥PC +M1) +

m

Γ(β)
(L1∥u∥PC +M1)

+
m

Γ(β + 1)
(L1∥u∥PC +M1) +m(L2∥u∥PC +M2) +m(L3∥u∥PC +M3)

≤ 4m+ 2

Γ(β)
(L1∥u∥PC +M1) + 2m(L2∥u∥PC +M2) + 2m(L3∥u∥PC +M3)

+ (L4∥u∥PC +M4) + (L5∥u∥PC +M5)

≤ R0

Par conséquent, ∥Tu∥PC ≤ R0 et par suite T applique B dans lui-même.
Dans la suite, nous allons montrer que T est une contraction. Soient u, v ∈ PC(J), alors pour tout
t ∈ Jk, k = 0, 1, . . . ,m, nous déduisons facilement de (3.5) et ( 3.6) que :

|Tu(t)− Tv(t)| ≤ |c
u
− cv|t+ (1− t)|h(u)− h(v)|+ t|g(u)− g(v)|

+
1

Γ(β)

∫ t

tk

(t− s)β−1|f(s, u(s))− f(s, v(s))| ds

+
∑

0<tk<t

1

Γ(β)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1|f(s, u(s))− f(s, v(s))| ds

+
∑

0<tk<t

(t− tk)|Ik(u(tk))− Ik(v(tk))|

+
∑

0<tk<t

t− tk
Γ(β − 1)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2|f(s, u(s))− f(s, v(s))| ds

+
∑

0<tk<t

|Ik(u(tk))− Ik(v(tk))|

Toujours d’aprés les hypothèses (H1), (H2), (H3) on a desé stimations similaires :

|h(u)− h(v)| ≤ L4∥u− v∥PC ,

|g(u)− g (v)| ≤ L5∥u− v∥PC ,∑
0<tk<t

|Ik(u(tk))− Ik(v(tk))| ≤ mL2∥u− v∥PC ,

∑
0<tk<t

(t− tk)
∣∣Ik(u(tk))− Ik(v(tk)))

∣∣ ≤ mL3∥u− v∥PC .
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et
1

Γ(β)

∫ t

tk

(t− s)β−1 |f(s, u(s))− f (s, v (s)) | ds ≤ L1∥u− v∥PC

βΓ(β)
,

∑
0<tk<t

1

Γ(β)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1 |f(s, u(s))− f (s, v (s)) | ds ≤ mL1∥u− v∥PC

βΓ(β)
,

∑
0<tk<t

t− tk
Γ(β − 1)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2 |f(s, u(s))− f (s, v (s))| ds ≤ mL1∥u− v∥PC

Γ(β)
.

D’où

|cu − cv| ≤
m+1∑
k=1

1

Γ(β)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1 |f(s, u(s))− f (s, v (s)) | ds+
m∑

k=1

|Ik(u(tk))− Ik(v(tk))|

+

m∑
k=1

1− tk
Γ(β − 1)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2 |f(s, u(s))− f (s, v (s))| ds

+

m∑
k=1

(1− tk)
∣∣Ik(u(tk))− Ik(v(tk)))

∣∣
≤ mL1∥u− v∥PC

βΓ(β)
+mL2∥u− v∥PC +

mL1∥u− v∥PC

Γ(β)
+mL3∥u− v∥PC

=

(
2mL1

Γ(β)
+mL2 +mL3

)
∥u− v∥PC .

Et parconséquent,

|Tu(t)− Tv(t)| ≤
(
2mL1

Γ(β)
+mL2 +mL3

)
∥u− v∥PC

+

(
L5 + L4 +

L1

Γ(β)
+
mL1

Γ(β)
+mL3 +

mL1

Γ(β)
+mL2

)
∥u− v∥PC

=

(
4m+ 2

Γ(β)
L1 + 2mL2 + 2mL3 + L4 + L5

)
∥u− v∥PC .

Comme par hypothèse 4m+2
Γ(β) L1 + 2mL2 + 2mL3 + L4 + L5 < 1,alors T est une contraction et par le

théorème du point fixe de Banach T admet un unique point fixe dans PC(J) qui est l’unique solution
de (3.1).

Le second résultat est basé sur le théorème du point fixe de Krasnoselskii.

Théorème 3.3.2 En plus de la condition (H3) supposons que les hypothèses ci-dessous sont satis-
faites :
(H4) Il existe une fonction positive a(t) ∈ L1(J,R+) telle que :

|f(t, u)| ≤ a(t) + l1 |u|ρ ,

et pour tout u ∈ X, k = 1, 2, . . . ,m,

|Ik(u)| ≤ l2 |u|µ ,
∣∣Ik(u)∣∣ ≤ l3 |u|ν ,

|h(u)| ≤ l4 |u|θ , |g(u)| ≤ l5 |u|γ ,

où l1 ≥ 0, li > 0, i = 2, . . . , 5, et 0 < ρ, µ, ν, θ, γ ≤ 1. De plus,

2(2m+ 1)l1
Γ(α)

+ 2ml2 + 2ml3 + l4 + l5 < 1.
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(H5) Pour tout sous-ensemble borné H ⊂ R, il existe d1 > 0 tel que :

α(f(s,H)) ≤ d1α(H).

(H6) Pour tout sous-ensemble borné H ⊂ R, il existe d2, d3 > 0 tels que :

α(Ik(H)) ≤ d2α(H), α(Ik(H)) ≤ d3α(H), k = 1, 2, . . . ,m.

Si :

L4 + L5 < 1,

et
2(2m+ 1)d1

Γ(β)
+md2 +md3 < 1.

Alors le problème aux limites impulsive(3.1) admet au moins une solution dans PC (J) .

Nous décomposons l’opérateur T défini par (3.5) à la somme de deux opérateurs F et G définis
respectivement par :

Fu(t) = c0t+ (1− t)h(u) + tg(u)

Gu(t) =
1

Γ(β)

∫ t

tk

(t− s)β−1f(s, u(s)) ds+
∑

0<tk<t

1

Γ(β)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1f(s, u(s)) ds

+
∑

0<tk<t

t− tk
Γ(β − 1)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2f(s, u(s)) ds+
∑

0<tk<t

(t− tk)Ik(u(tk)) +
∑

0<tk<t

Ik(u(tk)).

Ainsi, l’existence d’une solution du problème aux limites impulsive (3.1) équivalent à l’existence
d’un point fixe de l’opérateur F +G.
Nous utiliserons le théorème du point fixe de Krasnoselskii pour démontrer ce résultat. La preuve
sera donnée en plusieurs é tapes chacune est représentée par un lemme.

Soit W le sous-ensemble de PC(J) défini par :

W := {u(t) ∈ PC(J) : ∥u∥PC ≤ R},

où R est réel positif choisi tel que :

R ≥ max

1,

4
Γ(β)

∑m+1
k=1

∫ tk
tk−1

(tk − s)β−2a(s) ds

1−
[
2(2m+1)l1

Γ(β) + 2ml2 + 2ml3 + l4 + l5

]
 .

Il est clair que W est un sous-ensemble convexe fermé borné de PC(J).

Lemme 3.3.2 On peut démontrer que :
|c0| ≤ 2

Γ(β)

∑m+1
k=1

∫ tk
tk−1

(tk − s)β−2a(s) ds+ (2m+1)l1R
ρ

Γ(β) +ml2R
µ +ml3R

ν

Démonstration 3.3.3 Par l’hypothèse (H4) on a pour tout u, v ∈W :

|c0| ≤
1

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1a(s) ds+
l1R

ρ

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1ds+ml2R
µ +ml3R

ν .
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+
1

Γ(β − 1)

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2a(s) ds+
l1R

ρ

Γ(β − 1)

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1 ds

≤ 1

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1a(s) ds+
1

Γ(β − 1)

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2a(s) ds

+
(m+ 1)l1R

ρ

Γ(β + 1)
+
ml1R

ρ

Γ(β)
+ml2R

µ +ml3R
ν

≤ 1

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

[
(tk − s)β−1 + (tk − s)β−2

]
a(s) ds+

(2m+ 1)l1R
ρ

Γ(β)
+ml2R

µ +ml3R
ν

≤ 2

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2a(s) ds+
(2m+ 1)l1R

ρ

Γ(β)
+ml2R

µ +ml3R
ν .

Lemme 3.3.3 Pour tout u, v ∈W,Fu+Gv ∈W.

Démonstration 3.3.4 En effet, pour tout u, v ∈W et t ∈ J nous avons :

|Fu(t) +Gv(t)| ≤ |c0|+ |g(u)|+ |h(u)|

+
l1R

ρ

Γ(β)

∫ t

tk

(t− s)β−1a(s) ds+
1

Γ(β)

∫ t

tk

(t− s)β−1a(s) ds

+
1

Γ(β)

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1a(s) ds+
l1R

ρ

Γ(β)

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1 ds

+
1

Γ(β − 1)

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2a(s) ds+
l1R

ρ

Γ(β − 1)

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2 ds

+ml2R
µ +ml3R

ν

≤ |c0|+ |g(u)|+ |h(u)|

+
1

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1a(s) ds+
l1R

ρ

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1 ds

+
1

Γ(β − 1)

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2a(s) ds+
l1R

ρ

Γ(β − 1)

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2 ds

+ml2R
µ +ml3R

ν

≤ |c0|+
2

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2a(s) ds+
(m+ 1)l1R

ρ

Γ(β + 1)
+
ml1R

ρ

Γ(β)

+ml2R
µ +ml3R

ν + l4R
θ + l5R

γ

≤ |c0|+
2

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2a(s) ds+
(2m+ 1)l1R

ρ

Γ(β)

+ml2R
µ +ml3R

ν + l4R
θ + l5R

γ

≤ 4

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2a(s) ds+
2(2m+ 1)l1R

ρ

Γ(β)

+ 2ml2R
µ + 2ml3R

ν + l4R
θ + l5R

γ

≤ 4

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2a(s) ds+
2(2m+ 1)l1R

Γ(β)

+ 2ml2R+ 2ml3R+ l4R+ l5R

≤ R.
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ce qui implique que Fu+Gv ∈W .

Lemme 3.3.4 F est un opérateur contractant.

Démonstration 3.3.5 En effet, pour tout u, v ∈W :

|Fu(t)− Fv(t)| ≤ |h(u)− h(v)|+ |g(u)− g(v)|

≤ (L4 + L5)∥u− v∥PC .

Ainsi, F est un opérateur contractant car L4 + L5 < 1.

Lemme 3.3.5 G est un opérateur complètement continu.

Démonstration 3.3.6 Il est très facile d’en déduire que G est continu puisque f, Ik, Ik,
k = 0, 1, . . . ,m, sont des fonctions continues. Démontrons que G envoie les ensembles bornés vers des
ensembles uniformément bornés dans PC(J). Soit u ∈ W arbitraire, comme dans la démonstration
précédente, nous pouvons montrer que :

|Gu(t)| ≤ 4

Γ(β)

m+1∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2a(s) ds+
2(2m+ 1)l1R

Γ(β)
+ml2R+ml3R =: R1.

Ainsi, pour tout v ∈ W , G(W ) est inclu dans la boule BR1
:= {v(t) ∈ PC(J) : ∥v∥PC ≤ R1}. Maintenant,

nous prouvons que G envoie les ensembles bornés vers des ensembles équicontinus de PC(J). Nous
prenons Nf = maxt∈J |f(t, u)|+ 1, soit t, σ ∈ Jk avec t < σ. Pour tout u ∈W , nous avons :

|Gu(σ)−Gu(t)| ≤ 1

Γ(β)

∣∣∣∣∫ τ

tk

(σ − s)β−1f(s, u) ds−
∫ t

tk

(t− s)β−1f(s, u) ds

∣∣∣∣
+

τ − t

Γ(β − 1)

m∑
k=1

∣∣∣∣∣
∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2f(s, u) ds

∣∣∣∣∣+
m∑

k=1

(σ − t)
∣∣Ik(u)∣∣

≤ Nf

Γ(β)

∣∣∣∣∫ τ

tk

(σ − s)β−1ds−
∫ t

tk

(t− s)β−1ds

∣∣∣∣+ml3R
ν(σ − t)

+
Nf (σ − t)

Γ(β − 1)

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2ds

≤ Nf (σ − t)

Γ(β)

m∑
k=1

(tk−1 − tk)
β−1 +

Nf

Γ(β)

∣∣∣∣∫ t

tk

(σ − s)β−1ds−
∫ t

tk

(t− s)β−1ds

∣∣∣∣
+ml3R

ν(σ − t)

≤ ml3R
ν(σ − t) +

Nf (τ − t)

Γ(β)

m∑
k=1

(tk−1 − tk)
β−1 +

Nf

Γ(β + 1)

[
(σ − tk)

β − (t− tk)
β
]
.

Lorsque σ → t, le membre de droite de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro, donc nous concluons que
G(W ) est équicontinu.
Considérons un ensemble borné :

W (t) := {un (t) ;Gun (t)} ⊂ BR1 .

En appliquant la proposition(2.3.1) et le lemme(2.3.2), nous savons que t 7→ α(W (t)) est continue
sur J. De plus,

(tk − s)β−1 |f(s, un)| ≤ (tk − s)β−1(a(t) + l1r
ρ) ∈ L1(J,R+),

(tk − s)β−2 |f(s, un)| ≤ (tk − s)β−2(a(t) + l1r
ρ) ∈ L1(J,R+).
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En utilisant (H5)-(H6) et le lemme(2.3.3), nous avons :

α(W (t)) ≤ 2

Γ(β)

∫ t

tk

(t− s)β−1α(f(s,W (s))) ds+
∑

0<tk<t

2

Γ(β)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1α(f(s,W (s))) ds

+
∑

0<tk<t

2(t− tk)

Γ(β − 1)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2α(f(s,W (s))) ds

+
∑

0<tk<t

α(Ik(W (s))) +
∑

0<tk<t

(t− tk)α(Ik(W (s)))

≤ 2d1
Γ(β)

∫ t

tk

(t− s)β−1α(W (s)) ds+
∑

0<tk<t

2d1
Γ(β)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−1α(W (s)) ds

+
∑

0<tk<t

2d1
Γ(β − 1)

∫ tk

tk−1

(tk − s)β−2α(W (s)) ds

+
∑

0<tk<t

d2α(W (s)) +
∑

0<tk<t

d3α(W (s)),

ce qui implique que :

α(W ) ≤ 2d1
Γ(β + 1)

α(W ) +
2md1

Γ(β + 1)
α(W ) +

2md1
Γ(β)

α(W ) +md2α(W (s)) +md3α(W )

≤
[
2(2m+ 1)d1

Γ(β)
+md2 +md3

]
α(W )

< α(W ),

d’après la condition

2(2m+ 1)d1
Γ(β)

+md2 +md3 < 1.

Alors nous pouvons déduire que α(W ) = 0. Par conséquent, en invoquant la régularité de la
mesure de non-compacité de Kuratowski, nous savons que G(W ) est relativement compact, de sorte
qu’il existe une sous-suite de (un) qui converge uniformément dans J vers un certain u∗ ∈ PC(J)

d’après le théorème d’Arzelà-Ascoli. Ceci prouve que G est un opérateur complètement continu.
Grâce aux lemmes précédents, le théorème du point fixe de Krasnoselskii implique que F +G

possède au moins un point fixe qui est une solution du problème aux limites impulsive(3.1), et le
théorème est démontré.

3.4 EXEMPLES

Exemple 3.4.1 . Considérons le problème suivant :

cD
7
4
tk
un(t) =

1

10
t(t− 1

3 )
un

1 + u2n
, t ∈ J = [0, 1], t ̸= 1

3

∆un(
1
3 ) =

1

10
ln(1 + un(

1
3 )

2), ∆u′n(
1
3 ) =

1

10 + |u( 13 )|

un(0) = minj
|un(ζj)|

15 + |un(ζj)|
, un(1) = maxj

1

15 + |un(ξj)|
.

où ξj , ζj ̸= 1
3 , j = 1, 2, . . . , 10.
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Un calcul simple montre que L1 = L4 + L5 = 1
15 , L2 = L3 = 1

10 , alors :

4m+ 2

Γ(β)
L1 + 2m(L2 + L3) + L4 + L5 ≈ 0.969 < 1.

Donc, par le théorème (3.3.1), ce problème aux limites impulsive a une unique solution.

Exemple 3.4.2 . Considérons le problème :

cD
5
3
tk
un(t) = (t− 1

2 )
4 |un|

1
4

1 + |un|
, t ∈ J = [0, 1], t ̸= 1

2

∆un(
1
2 ) =

|un( 12 )|
1
4

12 + |un( 12 )|
, ∆u′n(

1
2 ) =

|un( 12 )|
1
5

10 + |un( 12 )|

un(0) = minj
|un(ζj)|

1
3

15 + |un(ζj)|
, un(1) = maxj

|un(ξj)|
1
2

15 + |un(ξj)|
.

où ξj , ζj ̸= 1
2 , j = 1, 2, . . . , 10.

Puisque nous obtenons l1 = d1 = 1
16 , l2 = l5 = d2 = L5 = 1

12 , l3 = l4 = d3 = L4 = 1
15 , nous avons :

L4 + L5 = 0.15 < 1,

2(2m+ 1)d1
Γ(β)

+md2 +md3 ≈ 0.565 < 1,

2(2m+ 1)l1
Γ(β)

+ 2ml2 + 2ml3 + l4 + l5 ≈ 0.865 < 1.

Par conséquent, d’après le théorème (3.3.2), nous avons que le problème ci-dessus admet au moins
une solution.
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Conclusion générale

En conclusion, ce mémoire a été consacré à l’étude de l’existence et de l’unicité des solutions
pour une classe d’équations différentielles fractionnaires impulsives dans les espaces de Banach. À
travers les deux premiers chapitres, nous avons établi le cadre topologique nécessaire et introduit
les outils du calcul fractionnaire, en nous basant essentiellement sur la mesure de non-compacité
de Kuratowski. Enfin, dans le troisième chapitre, nous avons réussi à formuler directement l’opé-
rateur intégral associé à notre problème d’ordre 1 < β ≤ 2, démontrant ainsi l’existence et l’unicité
des solutions, tout en appuyant nos résultats théoriques par des exemples illustratifs.

Comme perspectives, nous suggérons d’étendre ce travail à l’analyse de la stabilité au sens
d’Ulam-Hyers et à l’étude des problèmes de contrôlabilité pour ces systèmes impulsifs.
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[21] Rakočević, V., “Mesures de non-compacité et quelques applications,” Filomat, vol. 12, no. 2,
pp. 87–120, 1998.

[22] Smart, D. R., Fixed Point Theorems, Cambridge University Press, Cambridge, 1974.

[23] Sinacer, M. L., Nieto, J. J. et Ouahab, A., “Théorème du point fixe aléatoire dans les espaces
de Banach généralisés et applications,” Random Operators and Stochastic Equations, vol. 24,
no. 2, pp. 93–112, 2016.

[24] Stamova, I. et Stamov, G. T., Applied Impulsive Mathematical Models, Springer, Cham, 2016.

[25] Wang, Q., Lu, D. C. and Fang, Y. Y., “Stability analysis of impulsive fractional differential
systems with delay,” Applied Mathematics Letters, vol. 40, pp. 1–6, 2015.

[26] Yang, S. and Zhang, Z., “Boundary value problems for impulsive fractional differential equa-
tions in Banach spaces,” Filomat, vol. 31, no. 18, pp. 5605–5617, 2017.

[27] Zając, T., “Le concept de mesures de non-compacité dans les espaces de Banach,” Symmetry,
vol. 17, no. 8, pp. 1248–1260, 2025.

[28] Zeidler, E., Nonlinear Functional Analysis and its Applications : I. Fixed-Point Theorems,
Springer-Verlag, New York, 1986.

[29] Zhou, Y., Basic Theory of Fractional Differential Equations, 3rd ed., World Scientific, Singapore,
2014.

33



Résumé
Ce mémoire s’est consacré à l’étude de l’existence et d’unicité des solutions pour

une classe de problèmes aux limites pour une équation différentielle fractionnaire im-
pulsive dans un espace de Banach.Les démonstrations reposent sur les méthodes de
mesures de non-compacité,sur les théorèmes du point fixe de Banach et selui de Kras-
noselskii.Quelques exemples illustrent l’applicabilité des résultats principaux obtenus.
Mots clé: Problème aux limites, équation différentielle fractionnaire impulsive, espace
de Banach, théorème de point fixe, Mésures de non-compacité.

Abstract
This thesis is devoted to the study of the existence and uniqueness of solutions for

a class of boundary value problems for an impulsive fractional differential equation in
a Banach space. The proofs are based on measures of non-compactness methods, and
on the Banach and Krasnoselskii fixed-point theorems. Some examples are provided to
illustrate the applicability of the main results obtained.
Keywords: Boundary value problem, fractional differential equation impulsive, Banach
space, fixed-point theorem, measures of non-compactness.
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