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Notations

CX([a,b]) Espace de fonctions k fois Contintiment dérivable sur

Lr(Q)

Up,

C—-N

Espaces de Lebesgue.

Gradient.

Laplacien.

Matrice.

Matrice transposé.

Matrice inverse.

Matrice unité.

Rayon spectrale de la matrice A.
Valeur propre.

Ensemble des matrices carrées.
Equations aux dérivées partielles.
Equations différentielles ordinaires.
Condition initiale.

Conditions aux limites.
Différences finies.

Probléme continu.

Probleme discret.

Le pas en espace.

Le pas en temps.

Erreur de consistance.

Solution de probléme continu.
Solution de probléme discret.

Crank-Nicolson.
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Introduction générale

Historique :

En mathématiques, en analyse numérique, le schéma de Crank-Nicolson est un al-
gorithme simple permettant de résoudre des systéemes d’équations aux dérivées partielles.
Cette méthode utilise les différences finies pour approcher une solution du probléme : elle
est numériquement stable, et quadratique pour le temps. On peut facilement la généraliser

a des probléemes a deux ou trois dimensions.

Cette schéma, publiée en 1947, est le résultat des travaux de la mathématicienne bri-
tannique Phyllis Nicolson (1917 , 1968) et du physicien John Crank (1916 , 2006). Ils
I'utilisérent dans la résolution de I’équation de la chaleur. Mais, peu aprés la méthode est
devenue usuelle dans plusieurs problémes numériques.

En 1928, Richard Courant, Kurt Friedrichs et Hans Lewy publient un article
concernant les conditions permettant d‘assurer la stabilité numérique d‘une méthode et ainsi
d’éviter la propagation des erreurs. Ces conditions portent le nom de leurs découvreurs : les
conditions CFL. Elles sont fréquemment utilisées, notamment pour les problémes d’évolu-

tions, elles imposent généralement un maillage assez fin. [1]



Introduction :

Depuis toujours, I’ Homme essaye de comprendre les phénoménes qui se produisent dans
le monde. Cela a amené de nombreux scientifiques de I’époque, a chercher a traduire certains
de ces phénomeénes en modeéles mathématique. Ces modeéles sont constitués d’équations dont
I'inconnue est une fonction et qui fait intervenir non seulement cette fonction mais aussi ses
dérivées partielles (F(z,u, D,,...,DS) = 0). Ces équations sont appelées équations aux
dérivées partielles (EDP). Au fil du temps, 'on s’est rendu compte que les EDP peuvent
modéliser la plupart des phénomeénes de la physique, de la mécanique, de la chimie, de la bio-
logie, de I’économie, de la sociologie,- - - . Celles qui vont retenir notre attention comportent

deux variables :
e une variable z € RVN = 1,2, 3 appelée variable d‘espace .
e une variable ¢ € R, appelée variable du temps.

En vue de passage d'un probléme exacte (continu) au probléme approchée (discret) on

dispose plusieurs techniques :

Les différences finies, les éléments finis et les volumes finies.

Nous limiterons ici & I’éxposé de téclinique des différences finies.

L’objet de ce mémoire de master est d’étudier I’équation de la chaleur par le schéma de
Crank-Nicolson, en analyse numérique, c¢’est schéma est un algorithme simple permettant
de résoudre des systémes d’équations aux dérivées partielles. Cette méthode utilise les dif-
férences finies pour approcher une solution du probléme : elle est numériquement stable en

dimension un. On peut facilement la généraliser a des problémes & deux ou trois dimensions.

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques résultats et définitions.

Dans le deuxiéme chapitre, on va presenter le probléme de la chaleur, aprés avoir donner

une généralité sur les EDP.



Le troisiéeme chapitre consacré a ’étude du principe de la méthode de différences finies,

avec clarification de quelques schémas de discrétisation.

La résolution de I’équation de la chaleur par le schéma de Crank-Nicolson c’est 'objectif

du quatriéme chapitre.

La résultante de notre étude est la résolution numérique de 1’équation de la chaleur dis-

crétisé par le schéma de Crank-Nicolson, par ’application du programme de Matlab.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré a une rappel sur les espaces fonctionnels, les opérateurs

différentiels, la formule de Taylor et les matrices que nous utiliserons par la suite.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace C*([a,b])
Définition 1.1.1.

(f € C¥la,b]) <= (f est continfiment dérivable jusqu’a l'ordre k).

1.1.2 Espaces des Lebesgue LP({)

Définition 1.1.2. [2/

Soit 2 un ouvert de R", LP(Q2), 1 < p < 400 'espace des classes des fonctions mesurables

de puissance p-éme intégrable, est définie :
LP(Q)={f:Q—R" mesurable et/ |f(x)|Pdx < 400}
Q

muni de la norme :

[un

P

I lery= (fg | f(z) P dw)

e Pour p=1

L’espace L'(Q) est un espace de toute fonctions intégrables sur €.



e Pour p =+

L) ={f:Q—R mesurableet 3IC >0 telleque |f(z)|]<C pp sur Q}

muni de la norme :
| f o= 1nf{C;|f(z)| < C pp sur Q} =sup ess f.
1.2 Opérateurs différentiels

1.2.1 Gradient d’un vecteur

Soit u une fonction scalaire, u = u(x,y, 2), Vi, j,k € N

ou
— o
grad(u) = yu = | —

dy

o

027 (ijk)

1.2.2 Divergence d’un vecteur

Soit U une fonction vectorielle de trois variables (z,y, z) définie sur un domaine 2 de
R et a valeurs Uy, Us, Us dans R. On appelle divergence du vecteur U et on note div(U) ou

V.U le scalaire :
ouy 00Uy 0Us
+ o+

div(U) = V.U = o T oy P

1.2.3 Laplacien

On appelle Laplacien de u et on note Au ou V?u , le scalaire :
Ou? N Ou? N Ou?
or? 0y 022

Au = div(gradu) = V.V(u) =

1.2.4 Combinaison convexe

On dit que uq, us, ..., u, est une combinaison convexe de u,; tel que :

n
Up1 = E QiU;
i=1



si:

i=1

1.3 Formules de Taylor et développements limités

1.3.1 Formule de Taylor

Si une fonction f(z) est définie et continue sur [a, b], ainsi que ses n premiéres dérivées,
et si elle admet dans l'intervalle ]a,b[ une dérivée d’ordre n + 1, alors il existe une valeur

¢ €]a, b[ pour laquelle :

b—a)? b—a)" b—a)m+h)
F0) = Fla)+ = ) @) + CGE @) 4o E ) B e
Cette égalité peut encore s’écrire avec h =b —a :
2 n (n+1)
fla+h)= f(a)+ (h)f(a) + %f”(a) +...+ (Z)l ™ (a) + EZ)T;)!]”(”H)(& + 0h)

avec 0 < 0 <1
Onprenda=xy. Et h+a=b=ux:

() = £lao) + (0 o) + Do) o+ 0 ) 4 O

et R(h) = O(h"*)
lim R(h) = 0.

h—0

1.3.2 Généralisation

FiQeR" SR, feCP().

Pour p=1:
"0
D) =3 2L

=1

(iﬂo)hu



Pour p=2:

DI

i1=1142=1

8%18%2 his; o).

Si on pose :
p=n=2 , x,=x , Ty=y , h=(hi, hy)€R?
62 2 82
D?f(x0,0)(h, h) = D f(x0)(h?) = 0_:1:];(m0’y0)h oy ];(ﬁﬁoayo)h + Wgy(%,yo)mhz

Formule de Taylor :

F@) = fla) + Y DA fGao)t + (1 b IP)

1.0°f

gl o
2°0x2

0xdy

o*f

a 2 ($07 yO)h2+2

0
(20, 50 2L (20, yo ot <[22 (o, o 2+ 2L (20, o))

F(2,9) = Fao, )+ or >

ox
Si pzl,n:3,h:(h1,h2,h3)€R3

0
(20, Yo, 20) s + L0, 40, 20) s + O 1 |)-

of
(w0, Y0, 20) 1 + == B

f(z,y,2) :f(9507y0,20)+ﬁ dy

ox

1.4 Rappel sur les matrices

1.4.1 Matrices particuliéres

On appelle matrices m lignes et n colonnes (m x n), on note dans K :

A=(a,),i=1,....m,j=1,...,n

a1 a2 ... Qp
921 Aoo ... QA9pn
Am1 Am2 ... OGmp

Si:K=R: Ae R,
Si:K=C: Ae(Cmxn .
e Matrice carrée

Une matrice carrée d’ordre n est une matrice de dimension n X n, autrement dit une matrice



a un n lignes et n colonnes.

e Transposé d’une matrice

On appelle transposée d'une matrice A = (a;;) de type p X ¢, le matrice B = (b;;) de type
g x p. Obtenue en échangeant lignes et colonnes de A : b;; = aj;.

e Matrice symétrique

C’est une matrice A carrée telle que : A = A’

e Forme quadratique, matrice définie positive

On appelle forme quadratique associée a la matrice A la forme
Q(z) = X'AX.
Une matrice A est dite définie positive si
X'AX >0, VX #0.
Remarque 1.4.1.

- Une matrice A est positive mais non définie positive si :
X'AX >0, VX #0.

- Une matrice carrée est définie positive si la forme quadratique qui lui est associée est
définie positive.

e Matrice par blocs

Une matrice par blocs A = A;; , 1 <i¢<m, 1< j <n est une matrice dont les entrées a;;
sont des matrices au lieu d’étre des scalaires.

On doit toutefois respecter les deux regles suivantes :

1. Toutes les matrices d’'un méme ligne (A;; avec 1 < j < n) ont le méme nombre de

lignes.

2. Toutes les matrices d'un méme colonne (A4;; avec 1 < i < m) ont le méme nombre de

colonnes. Ainsi il existe des nombres entiers n; et m; tel que A;; € C™*" .

e Matrice tridiagonale (bande)

On dit qu'une matrice A € R™*™ ou C"™*" est une matrice bande si elle n’admet des éléments



non nuls que sur un certain nombre de diagonales autour de la diagonale principale
précisément :
0 quand i< j+p c’est une matrice bande-p inférieure
CLU =

0 quand j >i-+¢q c’est une matrice bande-q supérieure

e Matrice tridiagonale par blocs

Soit A une matrice tridiagonale tel que :

a11 a1z

21

anfl,n

Apon—1 Qpon
On définie la matrice tridiagonale par blocs tel que :

All A12
A21

An—l,n
An,n—l An,n

ot les A;; sont des sous-matrices de B.

1.4.2 Norme matricielle :

Définition 1.4.1. [3]

. Plus

On appelle norme matricielle ||.|| définie de M, (K) dans R, (K = C ou R) vérifiant

les propriétés suivantes, VA € M, (K) :
1. JA =0<= A=0.
2. ||aA|l = a|lA|| Va € K. (propriété d’homogénéité)

3.|A+B| < ||A|+| B|.Y(A B) € M,(K)? . (inégalité triangulaire)



4. 1ABl < [ Al BI,Y(A B) € Mn(K)*.

Exemple 1.4.1.

n
| A= max Y | a |,
Jj=l..n
=1
n
1A o= max Y Jay; |-
i=1l..n
j=1

1.4.3 Valeur propre

Définition 1.4.2.

1. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Un vecteur propre de A est un vecteur non nul

X tel que AX = \X , pour un certain scalaire \.

2. Un scalaire A est appelé une valeur propre de A si I’équation AX = AX admet une

solution non triviale X, X est appelé le vecteur propre associé a .
Remarque 1.4.2.
1. X est une valeur propre de A si et seulement si

(A= X)X =0 (%)

2. L’espace solution de (%) n’est pas autre que ker(A—\I). Cet espace est appelé 'espace

propre de A associé a valeur propre \.

e Rayon spectrale
Spectre
Le spectre A € M,,(K), n < 1, est 'ensemble des valeurs propres de A :

o(A)={ e K, (A— ) singuliere}.
Le rayon spectrale de A est le plus grand des modules des valeurs propres de A
o(A)=max{ |A|, Ae€a(A},

| Alla=v/p(AA),

10



ou :
A; : les valeurs propres de A.

si la matrice A est symetrique alors :

| A lls = /(A7)
= (Vo))
= p(4) (p(4) > 0).

Lemme 1.4.1. [10]

(Valeurs propres de A) L’ensemble \;(A) des valeurs propres de la matrice A est
donné par :
km

_ 12
A(A) = 4sin M1’

k=1,..., M.

11



Chapitre 2

EDP parabolique

Dans ce chapitre, on va citer quelques définitions qui concerne les équations aux dérivées
partielles, ainsi des phénomeénes physiques modéliser par des équations aux dérivées partielles

(en abrégé E.D.P ).

2.1 Généralité

Une équation aux dérivées partielles est une relation entre une fonction de plusieurs

variables u et ses dérivées partielles et une fonction f donnée :

ou Ou ou  0%*u o™

(u, Oxy Oxs’ 0z, %2, Oma,

) =1, (2.1)

) est une ouvert de R", F' est une fonction de plusieurs variable réelles. L’ordre de

dérivation le plus élevé est appelé 'ordre de 'E.D.P.
Remarque 2.1.1.

1. Notons que si n = 1, alors I'E.D.P est une équation différentielle ordinaire (E.D.O).

2. Si dans (2.1) f est nulle, on dit que ’équation est homogeéne.
Définition 2.1.1.
Si le coefficient est ses dérivées apparaissent séparément dans I’E.D.P, celle ci est dit linéaire.

Exemple 2.1.1.

12



ou ou_
oxr Oy

1¢" ordre linéaire et homogéne.
Définition 2.1.2.
Si u n’est pas linéaire en au moins une dérivée dans I’E.D.P, alors I’'E.D.P est non linéaire.

Exemple 2.1.2.

ou 0%u F
R U— =
ox 0y?
2¢me ordre et non linéaire.
Exemple 2.1.3.
9%u Pu
—_—t — = f
0x?  OJx0y?

3¢me ordre linéaire.

La forme la plus générale pour une E.D.P linéaire du 1°" ordre est :

ou ou

2.1.1 E.D.P linéaire d’ordre deux a coefficients constants en dimen-

sion 2

Elles sont de la forme :

0%u 0%u 0%u ou ou
5$2+B@x8y+08y2+D%+E8_y+Fu_G<x’y) (2.2)

les trois premier temes A,B,C sont des constantes.

13



2.1.2 Classification

Le type de I'E.D.P (2.2) dépend de signe de A = B* — 4AC

e Si A >0, alors 'E.D.P est dit hyperbolique.
e Si A =0, alors 'E.D.P est dit parabolique.
e Si A <0, alors 'E.D.P est dit elliptique.

Exemple 2.1.4.

1. L’équation des ondes hyperbolique :

2. L’équation de la diffusion parabolique :

ou 0%
Frie dW =0; d>0,
B? — 4AC = 0.
3. L’équation de Laplace elliptique :
Gu O _
ox?  Oy? ’
B? — 4AC = —4.

2.1.3 Le probléme aux limites

Soient u et une E.D.P valide sur un ouvert €, les trois principaux types de conditions

aux frontiéres sont :

1. On impose la valeur de u sur 052, c’est la condition de Dirichlet.

Ou Ou ~
2. On impose la valeur de —, — = (gradu) - 7i c’est la condition de Neumann.

on’ on
3. On impose ces deux condition sur 02 c’est la condition mixte.

Remarque 2.1.2.

Si 'E.D.P est valide dans tout ’espace, il n’y a pas de frontiére, on impose souvent des

conditions & 'infini.

14



2.1.4 Condition initiale

Si 'E.D.P modélise un probléme d’évolution, on ajoute la condition initiale qui dépend
du temps.
Remarque 2.1.3.

(E.D.P + conditions aux limites ) = probléme aux limite.

2.1.5 Probléme bien posé

Soit (P) un probléme aux limites.
Proposition 2.1.1.
On dit que (P) bien posé si :
1. Il existe une solution de (P) satisfaisant les conditions aux frontiéres.
2. La solution doit-étre unique.

3. La solution doit-étre stable par rapport aux conditions aux frontiéres imposées.

2.1.6 Probléme mal posé

Un probléme qui n’est pas bien posé est dit mal posé.

Exemple 2.1.5.

W =0=u=C=u=Cux+Cy

u'(a) = ug, ' (b) = vy

cas 1:

Si ug # vy le probléme (P) n’admet aucune solution.

cas 2 :

Si ug = v le probléme (P) admet une infini de solution : u(x) = uoz + C.

Donc le probléme (P) est mal posé.
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2.2 Probléme parabolique

2.2.1 L’équation de la chaleur
Un modéle de la physique

Considérons un domaine Q de l'espace RN, N = 1,2 ou 3 que 'on suppose occupé
par un matériau homogeéne, isotrope, et conducteur de la chaleur. On note z la variable
d’espace, c’est-a-dire un point de €2 , et t la variable de temps. Dans €2, les sources de
chaleur (éventuellement non uniformes ou locales en espace et variables dans le temps)
sont représentées par une fonction donnée f(x), tandis que la température est une fonction
inconnue u(x,t). La quantité de chaleur est proportionnelle & la température u et vaut cu ou
¢ est une constante physique (qui dépend du type de matériau) appelée chaleur spécifique.
Avec k est une constante positive (qui dépend du type de matériau) appelée conductivité

thermique et p est la densité.

2.2.2 L’équation de la chaleur en dimension 1 (D1)

On appelle équation de la chaleur (linéaire) en dimension 1 'E.D.P parapolique, du

premier ordre en temp (t), second ordre en espace (z) :

0 k 0?
—u:——u, teR", 2z €R.

ot cpoz?
— ¢ : chaleur spécifique.

— k : conductivité thermique.

— p : la densité.

2.2.3 L’équation de la chaleur en dimension 2 (D2)

On appelle équation de la chaleur (linéaire) en dimension 2 1‘E.D.P parapolique, du

premier ordre en temp (t), second ordre en espace (x € R?) tel que :

k
@:—Au, teRT z € R?
at  cp

16



et A est le Laplacien en espace, défini par :

d
0%u

= —.
gt 0x?

2.3 Le probléme de la chaleur
En ajoutant les conditions aux limites et initiales, nous obtenons le probléme aux limits.

Dans le cas ot le domaine est non borné, on obtient seulement les conditions initiales.

2.3.1 Domaine non borné

Dans un domaine non borné ce probléme consiste & chercher :

u: R xR — R, vérifie :

ou L 0%u
E(ma ) C—p@(ﬂﬁ,t), reR,1>0,
u(z,0) = ug(x) C.I.

2.3.2 Domaine borné

On considére une barre de longueur L dont la température est fixée a zéro aux extrémités.
Lé ion de | ¢ d "écrit :
équation de la température au cours du temps s’écrit :

Si le domaine est borné, en temps et espace :

ou . 0%u
- — k- _ L T
T (z,8) = 5 97 (x,t), Vxe|0,L] et te€]0,T],

u(z,0) = ug(x) C.I, (2.3)
u(0,t) = u(L,t) =0 C.L,

Qr =|0, 1[x]0, T'[.

2.4 Existence et unicité de la solution

Théoréme 2.4.1. [2]
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Si: ug € C(]0,1[,R), alors (2.3) admet une solution unique et u € C?(Qr, R)NC(Qr, R).
Proposition 2.4.1. (Principe du mazimum)

Soit u la solution de (P), alors :
1. Siwug(z) > 0,Vx € [0,1], alors : u(z,t) >0, (z,t) € Qr

2. || w f[peo@r <l w [z o)) -

2.4.1 La solution analytique

La solution analytique du probléme est donnée par :

u(z,t) = Z Cre~ ™t sin(nrz).

n=1

v="%L=1
cp
Ou C, sont les coefficients de Fourier de la donnée initiale uy(z) associés au sinus,
c’est a dire :
2

C, = 2/u0(93) sin(nmx)de n=1,2,...

0

Remarque 2.4.1. [}/

Dans ce modeéle de propagation de la chaleur, il nous faut préciser les unités ou dimensions
physiques : la température u s’exprime en Kelvin (K), la chaleur spécifique ¢ en Joule par
kilogramme par Kelvin (J/(kg x K)), la conductivité thermique (par unité de masse) k en
Joule métre carré par kilogramme par Kelvin par seconde (Jm?/(kg x K X s)). D‘un point
de vue mathématique, nous allons trés souvent oublier les unités, et méme les constantes,

en supposant que c et k valent 1.
Remarque 2.4.2. [}/

Le probléme (2.3) n’est pas seulement un modéle de propagation de la chaleur. On le
retrouve comme modéle de nombreux phénoménes sans aucun rapport entre eux (il faut
simplement changer le nom des diverses variables du probléme). Par exemple, (2.3) est

aussi connue sous le nom d’équation de diffusion, et modélise la diffusion ou migration
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d‘une concentration ou densité a travers le domaine €2 (imaginer un polluant diffusant dans
I'atmosphére, ou bien une espéce chimique migrant dans un substrat). Dans ce cas, u est la
concentration ou la densité en question, k est la diffusivité, et ¢ est la densité volumique de

I’espéce.

2.5 La relation entre I’équation de la chaleur et 1’équa-
tion d’advection -diffusion

L’équation advection-diffusion est :

ou ou 0*u
E(‘T’ t) + a%(x, t) — 7@(:@ t) =0.

Le deux équations sont de type parabolique.
Si:

a =0 et v =k, 'équation de la chaleur coinside avec 1’équation d’advection-diffusion.
Remarque 2.5.1.

Si v est solution de I'E.D.P I'équation d’advection-diffusion. Alors, la solution u de
probléme est définie par :

v(t,x) = u(t,z — at).

2.6 Le probléme de la chaleur en dimension 2 (D2)

’%(ﬂfﬂf) =2 %(x,t) + %(az,t)) . Vo el0,a] x[0,8] et tel0,T),
u(z,0) = uo(x), C.I

u(0,t) = u(a,t) =0 C.L

u(0,t) = u(b,t) =0,

pour l'existence et 1'unité de la solution le théoréme 2.4.1 est valable pour notre probléme

dans R?.
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Chapitre 3

Principe de la méthode de différences

finies

La méthode consiste a remplacer les dérivées partielles par des différences divisées ou
combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points discrets ou
noeuds du maillage.

Avantages : grande simplicité d’écriture et faible cotit de calcul.
Inconvénient : limitation de la géométrie des domaines des calculs (simple, non com-
plexe), difficultés de prise en compte des conditions aux limites et en général absence de

résultats de majoration d’erreurs.

3.1 Différences finies en dimension 1

Tout les méthode numériques présupposent les discrétisations du domaines géométrique
pour passer d’un probléme continue a une infinité d’inconnues a un probléme discret ne

comptant d’'un nombre finie d’inconnues.

3.2 Discrétisation de domaine

On discrétise le segment [a, b] et on approche les dérivées aux points de discrétisation,

par des opérateurs aux différences. Plus précisément, on se donne un entier N & partir du
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b—a

N1 on introduit les N + 2 points x; = ih pour

quel on définit le pas de discrétisation h =
i=0,..., N+ 1 qui forment alors une subdivision réguliére de I'intervalle [a, b]. On définit

Qy, le maillage intérieur & (a,b) par
et Q, le maillage complet de [a, b] par

Q= {r;,0<i<N+1}

FIGURE 3.1 — Discrétisation par D.F en D1

3.3 Cas D1

3.3.1 Dérivée d’order 1

Développement de Taylor :

Pour u € C? la formule de Tylor a Porder 2 aux point u(z + h), et u(x — h) nous donne :

Uir1 = u(z; + Azx) = u; + Az (g—u> + O(Az?),
T .
ou 9
wi—1 = u(x; — Azx) = u; — Az B + O(Azx?).

Notation :

On note u; la valeur discréte de u(z) au point x;, soit u; = u(z;). De méme pour la dérivée

ou ou
d d z; te| — == =u.
e u(z) au noeud z;, on no e(ax>xwi (8:)&) u;

i
Cette notation s’utilise de fagon équivalente pour toutes les dérivées d’ordre successif de la
grandeur u.

Le schéma aux différences finies d’ordre 1 présenté au-dessus s’écrit, en notation indicielle :

au . Ujr1 — U;
(%>z - Az +0(8a)
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Ce schéma est dit "avant" ou "décentré avant" ou upwind.
Il est possible de construire un autre schéma d’ordre 1, appelé "arriére" :

ou . Ui — Ui—1

3.3.2 Schéma d’ordre supérieur

Des schémas aux différences finies d’ordre supérieur peuvent étre construits en mani-

pulant des développement de Taylor au voisinage de x;. On écrit :

ou Ax? (9%
Uipr = u(z; + Az) = u; + Az (—)Z + - (@

3
e >i+O(A:v ),

du Az? [(0%u 5
ui—1 = u(x; — Azx) =u; — Az (%l + - (@), + O(Azx”).

La soustraction de ces deux relations donne :

ou
Uisr — Uimg =20z | — | + O(Az?).
+1 1 (ax)z ( )
Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux dit "centré" pour approximer la dérivée

premiére de u :

or 2Ax

Pour obtenir des ordres supérieurs, il faut utiliser plusieurs noeuds voisins de x;. Le nombre

(a“) )

de points nécessaire & I’écriture du schéma s’appelle le stencil. Par exemple, un schéma aux
différences finies d’ordre 3 pour la dérivée premiére s’écrit :

<8U> T Ujy2 + 6Ui+1 — 3u; — 2u;_q

cu 3
ox 6Ax +0(A7%).

3.3.3 Dérivée d’ordre supérieur

Le principe est identique et repose sur les développements de Taylor au voisinage de
x;. Par exemple pour construire un schéma d’approximation de la dérivée seconde de u, on
écrit :

du Az? [ 0%u A3 [ DPu 4
Ujr1 = u(a:z + AI) = u; + Az (@)Z + T (w)z + T (@)Z + O(ASL‘ )
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2 /52 3 /93
ui—1 = u(x; — Az) = u; — Az <@> + A <8_u) _Ar (@> + O(Ax?)

Ox 2\ 0x? 6 \0x3
En faisant la somme de ces deux égalités, on aboutit & :
o ((FPu 4

Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux dit "centré" pour approximer la dérivée

seconde de u :

+ O(Az?)

PPu  Uipr — 2uy + Ui
0x% ), n Ax?

Il existe aussi une formulation "avant" et "arriére" pour la dérivée seconde, toute deux

d’ordre un :
d%u Uire — 2Uip + *u Ui — 21 + U2
(8x2>i = N + O(Az), (@)Z = A2 + O(Ax).

Il est également possible de construire, par le méme procédé, des schémas aux différences

finies d’ordre supérieur pour les dérivées deuxiéme, troisiéme, etc...

3.3.4 L’erreur de Troncature

Définition 3.3.1. La puissance de Ax avec la quelle l’erreure de troncature tend vers 0 est

appellée : l’ordre de la méthode.

L’erreur de troncature est I’erreur commise lors de la discrétisation de termes de déri-
vées. Cette erreur est générée lors du choix de l'ordre de précision de la discrétisation, c’est

a-dire du terme a partir duquel nous négligeons le reste du développment limité :
ou Pu\ Ax?
i1 = U — | A — ] =+ (...)(A2®).
Uity = Ui + (895)2. x+ (aﬂ)i 5 () (Ar)

L’erreur commise suite & la troncature des termes a partir d'un certain rang (2,3, ...) est

normeé erreur de troncature.

3.3.5 Ordre de schéma

On dit qu'un schéma numérique & N points de discrétisation est d’ordre p € N g’il
existe une constante C' € R, indépendante de la solution exacte telle que I'erreur de consis-

tance vérifie :

max (R;) < ChP.

i=1,...N
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Ou R; est lerreur de troncature et h est le pas de maillage (c’est a dire le maximum de

Tit1 — l’z)

3.3.6 Consistance
Définition 3.3.2.
pour 'opérateur différentiel, posons :
L:u— —v opérateur de (P),
Ly, : w— Dy(Dpv) opérateur de (P,).
L’erreur de consistance de (Py,) par rapport a (P) est défini par :
Ryu(z) = Lu(z) — Lpu(x).
Le probléme (P) est dit consistant par rapport a (P) si :
Ryu — 0 quand h — 0,
cette convergence a la norme discréte du maximum, définie par :
lulln oo = max | u(w) |,

donc :

| Rn|| < ChP.

3.3.7 La stabilité

On dit que le probléme (F},) est stable si pour toute fonction f. La solution corresp-
pendante u;, de (P,) avec f est bornée par la donnée f. La notion de stabilité dépend de la

norme utilisées.

e Stabilité en norme L>®
3C" > 0 tel que pour tous At, Ax assez petits :

| 4" |oo< C || 40 ||y VN, 0 < nAt<T
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e Stabilité au sens de Von-Neumann

Pour cela, commencgons par définir la transformation de fourier discréte.

On a la transformation de fourier d‘une fonction u :

u=F(u)= /ue_zmtdt
R
ou (% = —1).
Alors, on peut définir la transformation de fourier discréte comme suite :

~ —2illkj
U" = u;-le N

Et aussi
—2iTlkj —2ilk(j—1)
n o n _ —at—
E ui e N —E uje” N
J J
n —23I1kj 2iI1k
= uje N e N
J
—2illk =
= e N
et

—2illkj 24Tk (j+1)
n N = n N
E uy e E use
J J

p  =2ilkj —2illk

J
J

—2iI1k =

aprés compensation, nous obtenons la relation suivante :
[/jn—‘rl — g U'n
U™
Proposition 3.3.1. [7/

Le schéma est stable au sens de Von-Neumann si | §, |< 1.
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3.3.8 Interprétation de la condition de Courant-Friedrichs-Lewy
(CFL) :

La condition de Courant Friedrichs Lewy souvent mentionnée exprime la compatibilité
nécessaire entre domaine de dépendance théorique et domaine de dépendance numérique. Le
pas de temps At doit rester inférieur & la valeur limite au de laquelle des parties du domaine

de dépendance théorique ne seraient pas prises en compte dans le schéma numérique

3.3.9 Convergence

Théoréme 3.3.1. (Lax) [10] Dans un probléme bien posé. Et avec un schéma numérique

consistant, la stabilité est une condition nécessaire et suffisante pour la convergence.
Utilisation de la théorie de Lax :

(Consistance + Stabilité) = Convergence

3.4 Discrétisation de temps

La discrétisation consiste & donnée un ensemble de points ", n =0, ..., M de l'inter-
valle ]0, T et un ensemble de points z;,i = 0,..., N + 1. Pour simplifier, on considére un
pas constant en temps et en espace.

b—a
Soit h =
N +1

sationen temps.

On pose : t" =nk pour n =0,--- ,M et x; =ih,i =0,--- ,N+1. Q= {(ih,nk)} Les

= Az le pas de discrétisation en espace et k = At = %, le pas de discréti-

inconnues discrétes sont notées : u!
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FIGURE 3.2 — Discrétisation par D.F en D2

3.5 Schéma classique en temps

3.5.1 Les dérivées premiéres

Par le développement limité de Taylor par rapport a le variable de temps (z; étant

fixé), on obtient :

ou At? 0%u
o gn+l — L 4n L 4n et + n yn+1
w(z;, ") = u(x;, t )+At_6t (x;,t )+—2 el (x:,&7) LET e [ttt
ou At? 0%u
gn—1 — AN el o qn = 7= e — n—1 4n
(s ") = uo, 17) — A0S () + S-S, €)L€ € ]
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De la méme maniére on obtient :

e Schéma centré :

ou\" ot — !
el M 7 A 2 .
(at) oar OB

Ce schéma appelé schéma saute-mouton est a la fois explicite et d’ordre 2 en temps. Cepen-

i

dant, il est toujours instable, donc numériquement inutilisable.
e Schéma explicite :

Nous utilisons un schéma (en avant) avant d‘ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et

ou\"  ultt —ur

en espace :
i
e Schéma implicite :

Nous utilisons un schéma (en arriére) avant d’ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et

n+1 n+l _ . n
(a“) =4 20 Lo,

€N espace :

ot At

On constate que les inconnues a 'itération, (n + 1) sont reliées entre elles par une relation

i

implicite (d’ou le nom de la méthode).
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Chapitre 4

Approximation de I’équation de la

chaleur par le schéma de Crank-Nicolson

4.1 Le probléme continu en D1
u:R xR — R, vérifie : Si le domaine est borné, en temps et espace :

Gu(x,t) = £84(x,1) €0, L[t €]0, T,
u(z,0) = up(x) C., (4.1)
u(0,t) =u(L,t) =0 C.L.

pour simplifier en prenons ep = 1.

4.2 Discritisation du probléme

En utilisant la méthode de différences finies :

n+1
(8u) =" s 00,

b — 2
(ax2> - +uz 1 +O0(Az?),

n+1 n+1 n+1 n+1
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4.2.1 Schéma de Crank-Nicolson

n+l u’-L

1
2

z+1 2u +ul L + ::',-11_2un+1+un+1
(Am (Ax)? )
A

ug(a;),Vi=1... M +1. (4.2)

uy =uyn, =0,Yn=1...N.

4.3 Résolution numérique de ’EDP

Nous remplacons les dérivées partielles par leurs approximations déja établies pour avoir

I’équation numérique suivante

At )

n+1 n n n n n+1 n+1 n+1
U; T — Uy L fudyy — 20wy owly —2u T +upy
(Az)? (Az)?

At
= uft — ol =

' m(zﬂ 2uf +uiy +ulfy — 20t )

+1

At

Posons r = =5, on trouve I'équation :

1 1 1 1
_§Tu?+11 + (14 )™ 27““?;11 = 5“?—1 + (1 =r)u + 2uz+1

Ceci est le schéma numérique de Crank - Nicolson. Lorsque nous fixons j et faisons varier i,

nous obtenons le systéme linéaire suivant :

(

n+1 n+1 1 n+l _ 1, n n 1, n
27’7«40 + (1 + 7r)uj — 5ruy = Jug + (1 —r)ul + Ub

N

1 1 11 1
— et (L)t = dru T = et 4+ (1 )l + Ly

n+1 n+1 n+l _ 1, n n 1. n
2ru2 + (1 + 7)uj 2ru4 = suy + (1 — ruf + Uy

n+1 n+1 n+l _ 1 n 1, n
\_iTUN 5 + (1 +7r)ul” 1—§ruN SUN_ 1+(1—r)uN+§uN+1

Avec :
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1., n+1

—rU
1+r) 2 0 .. . 0 200
-5 (14+r) =3
0 e T :
Mlz . 2 ( ) 2 ) Nl:
-5 (I+r) -3 0
0 0 L 1+7r
2 ( ) _%Tuxj—l
Lrup
(1-r) 0 0 200
5 (=1 3
0 z 1—-r) L
M2: 2 ( ) 2 ) N2:
' 0
FELI 0
0 0 5 (1—r) )
STUN

MU + Ny = MyU™ + N,
= MU"™ = [MoU™ + (Ny — Ny)]
M, des matrices tridiagonale symétrique et définfie positive , alors la matrice M; ! existe.
= U™ = M1 [MaU™ + (Ny — Ny ).

Ce systéme matriciel est linéaire d’ordre n — 1.

Donc le systéme admet une solution unique.

4.4 Consistance

Proposition 4.4.1.

Le schéma (4.2) pour la discrétisation du probléme (4.1) est d’ordre 2 en espace. Il est
d’ordre 2 en temps.
Démonstration :

On pose
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'U/(-n+1) . (n) 1

n i u; n+1 n+1 n+1
R = At z +2Ax2(_2“§+)+“H)+U§J))+

2%('”) + Uz('i)l + ul('i)l)

2Ax? (-
On va montrer, en effectuant des développements limités, que :| Rl(n) |< C(A#?* + Ax?) En

effet, on décompose

R(n) — T'(nal) + 1 '(77*72) + lT(nvg)

2 2"
avec (nt1) (n)
T(n,l) B uin . uin
L At
n 1 n n n
T = g (20 T 1Y)
1
n,3 n n n

Effectuons un développement limité pour calculer Tl.("’l) :

)

T — (i, tn) + %utt(:ﬁi,tn) + Ry avec| Ry |< cAt?
Faisons de méme pour 7™ :

Ti(n’2) = %(wa<xi7tn+1) + Ry) avec | Ry |< cAx?
OF Uy (Tiy tng1) = Uga (Ti, tn) + Attiges (i, t,) + Ry avec | Rz |< cAt? donc

1
T = 5 (e (i, tn) + Dtttgar (23, 12) + Ra) - avee | Ry |< O(Aa® + AF%).

(2

De méme pour Ti(n’?’) on a:
1
T = 2 (uas(wita) + RBs) - avee | Ry |< cAa?

En regroupant, on obtient que

At At
R:b = ut<xi> tn) - uz‘x(xia tn) + 7utt($ia tn) - 7uxxt<xia tn) +R

avec R = Ry + R4 + R5 on a un schéma d’ordre 2 en temps et en espace.

En effet,
At At

t o
7utt<$iv tn) - 7umxt<xi7 tn) - 7&(”15(3:17 tn) - umx(xia tn)) et U — Ugy = 0
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| R} |=| Ri+ Ra+ Rs |

| B [<| By [+ [ R | + [ Bs |

| R |< cAE + c(Az?® + At?) + cAt?

| R? |< O(Az* + At?)  C = max(c, 3c).

4.5 Stabilité

Nous étudierons la stabilité de trois maniéres :
e Stabilité au sens de Von Neuman.
e Stabilité matricielle.

e Stabilité en norme L*°.

4.5.1 Stabilité au sens de Von Neuman

Les schémas d’Euler implicite et de Crank-Nicolson sont inconditionnellement stables.

Démonstration :

On remplace les conditions aux limites de Dirichlet sur [0, 1] par des conditions pério-

diques sur [0, 27]. La solution exacte s’écrit alors :

u = Z cp(O)e’theipx.

PEZL

Pronons comme condition initiale ug(x) = €?*. On a :

At 1 1

n+1 n n+1 n+1 n+1 n n n
ug - YT AT {E(ng = ul(—l - uz(+1 )> - _<2Uz( ) - U§_)1 - uz(—&-)l)
ce qui sécrit encore, avec :\ = AA—;Q

A A A A
n+1 n+1 n+1 n n n
En discrétisant la condition intiale (mode de Fourier) on obtient ugo) = e®i" et on cherche

le facteur d’amplifcation &, tel que u} = &u? = £,e®" : en appliquant le schéma ci—dessus
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pour en appliquant le schéma ci—dessus pour n = 0 on obtient :

A A :
(14 V)& — 2 ] = (1= 2) 4 D[ 4 o]
et donc :
- (1= X) + 3[e7#" + ePh] (I =X)+Acosph 1 — A(1— cos(ph)
"1+ A) = e ewh) (14 X) —Acosph 1+ A(1— cos(ph)’
utiliser la relation : sin®(a) = P%b@“)
¢ = 1 —2Asin (%)
" 14 2\sin (%h)

Pour que le schéma soit stable au sens de Von Neumann, il faut que : | §, |< 1 pour tout p,
soit encore :

1—2\ sm2(%h) <142\ sinQ(%h).

L’inégalite est toujours vérifiée.

4.5.2 Stabilité matricielle

Soit le schéma suivant :

n+1 n n+1 n+1 n+1 n n n
At 2 Ax? 2 Ax? ’
. _ At
poson I r = A2
On a:
T T
n+1 n+1 n+1 n+1 n n n n
u; = §(ui+1 2u +uity) = 2(“z‘+1 —2u +ui ) +
T T
n+1 n+1 n+1 n+ly _ . n n n n
(. 2( Uiy 20—y ) =u — 5(_Ui+1 + 2u — u )

on obtient la forme matricielle

ul ™t + gAu"Jrl =(1- gA)u”
(]+§AWM4=(I—gAW”

A = tridiagonale (—1,2,—1).
C={I+35A)7'(1—-3%A).

34



N, = 4sin’ (gfy) k=1...M.
A : Valeurs propers de A.

M, - Valeurs propers de C.

p(A) : Rayon spectrale de A.

On soit que :

. km
p(A) = max | A\, |=| 451112(2(M Y
et :
At
- >
r N 0

Donc :

,

M. > 0.

=0
Alors :

r r
14+ =Ag>1— =)\
+21<; 5k

_ 15N
_1—|—§/\k

M, <1 VAL VAz.

Le schéma de Crank-Nicolson Toujours stable.

4.5.3 Stabilité en norme L™

Soit :
n+1 n n+l n+1 n+1 n n n
wpt T —u Ly — 2w n Ludyy = 2w +uity
At 2 Ax? 2 Ax?
poson :
At
"7 +1 +1 +1
n mn n
untt = 22U 4
1 -1
uZH = M = max; w1 done —+ ! = = 0.
J N
On a:
At
n+l n n n n
i T oA (ufyy — 2uf +ul ) 4 uj
r r
n+1l __ n n n n
Wi = QUi — Tl + o i1 +u;
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u = (L= Sul + Sul.
La nombre & droite est une conbinaision convexe car :

o = AA—JQ > 0.

e 1—-r>0=r<1 donc:%ﬁliAtgA:cQ.

o I—r+5+35=1 alors:

Moo <1l 4 [loo

0
[t [loo <l " oo -

donc, le schéma est stable au sens de la norme L*™ pour la conditions At < Az?, C.F.L .

Remarque 4.5.1.

La stabilité dépend de la norme utilisée.

4.6 Convergence

D’aprés le théoréme de Lax 3.3.1, le schéma de C-N Consistant et stable en || . [|o.
Donc le schéma converge.

Sous la condition At < Az? le schéma de C-N convergente pour le norme | . || -

4.7 L’erreur

Soient :

. solution approximative.

U;

u(z;, t") : solution exacte

n

€

= u(x;, t") — ul

(@i, ") —u(xi, 1) u(@ig, 1) — 2u(w, 1) 4 u(wig, t")
At 2A 22
w o udy = 2w
N _0 44
At 2A 12 (44)
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n+l

e e el —2el 4+ el

43) —(4.4) & = - Ll _ R,
(43) - (44) At 2A1? “
poson : 1= £%

n+1 Tn rn n

e = e + 61 + (1 —r)el' + AtRu
>0
ol—r>0)=r<l1 donc:%ﬁl = At < Az?

ol—T—f—g—i—g:l

donc e}’ conbinaision convexe

e loo<Il € lloo +AL || Riu [l
e o<l € oo +(n+ 1AL || Riu || e’ = up —uy =0

| e o< CT(AL + Az?) T(n +1)At,C = constance

4.8 Conclusion

Ce tableau récapitule ses auditeurs dans cette chapiter :

Schéma Crank-Nicolson.

Consistance R < C(Az* + At?).
Stabilité au sens Von Neuman Inconditionnellement stable

pour la norme || . ||o.

Stabilité matricielle Toujours stable
pour la norme || . [|o.

Stabilité en norme L> Stable sous la condition C.F.L , At < Az?.
La convergence Pour la norme || . ||2
le schéma converge sans conditions
Pour la norme || . ||~ le schéma converge sous la condition
At < Az
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Chapitre 5

Application

5.1 Probléme modéle de la chaleur

On considére une corde de longueur L (L=2cm) fixée aux extrémités. L’équation de

déplacement transversal au cours de temps s’écrit :

S0) = £E500) w02t <03,
w(0,t) = u(2,t) =0, C.L

D’aprés le théoréme 2.4.1, (5.1) admet une solution unique.

5.2 Discrétisation

Prendre Az = 0.25, At =0.75, £ =1

’ cp —
“?H*“;L 1 [ i 2w tu + “;lel_Qu;LH'*‘“;lel
At 2 (Ax)? (Ax)?
0 _ . .
w; = up(x;) =0, i€{0,...,9} (5.2)

ug =uf =0, ie€{l,..., 4}

5.3 Consistance

Le schéma est consistant d’ordre 2 en temps et d’ordre 2 en espace.
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5.4 Stabilité

Le schéma de C-N stable en || . ||2 sans condition.
Sous la condition At < Az? le schéma de C-N stable pour le norme || . |/oc-
k " At _ 1
r=—Xx-—<=
cp Ax 2
0.13 At 1
X < =
7.8 x0.11 0.0625 2
0.13 x At < 1
7.8 x 0.11 x 0.0625 2
0.13 1
At < =
0.0536 2
1
2.4254At < 3
0.5
A
b= 2.4254
At < 0.2061
5.5 Convergence
D’aprés le théoréme de Lax 3.3.1, le schéma de C-N est consistant et stable en || . [|2.
Donc le schéma converge.
Sous la condition At < Az? le schéma de C-N convergent pour la norme || . ||.

5.6 Résolution numérique

Les composantes de vecteur solution U est donné & partir le schéma suivant
Remarque 5.6.1.

Numeération du bas vers haut et de la gauche vers la droite :
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U
w2
U —
w3
ut
up Uy us Uq
1 uj Uy Ug
us u3 us Ug
Telque:u' = |ul [;u?= W2 |;v’=|ud]|;u'=]ul
ug uz us us
ug ug ug ug
uz u? u? uz

5.7 Programmation de la solution analytique

Soit :

1 2 )(x -1

Puisque nous sommes en analyse numérique et non en analyse fondamentale nous devons
savoir que nous ne travaillons qu’avec des points d’un maillage et non dans tout le domaine
comme on aurait cru le faire. Pour évaluer la valeur numérique de tewact pour tout point
appartenant dans la grille, nous devons faire une boucle qui, pour chaque point (z;,t,),
calcule Uexact (i, ;).

Posons oo = 100 acceptable en analyse numérique, nous avons donc le programme suivant
qui calcule les éléments de la matrice v représentant éxactement les valeurs de U(x;, t;) dans
le cadrillage.

On utilise maintenant un programme Matlab pour la résolution exacte de (5.1).

e Le programme :

clc; clear;
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k=0.13;c=0.11; p=7.8;dx=0.25;
r=1/4

dt=dx*dx*c*p*r/k;
Tmax=100%*dt ;

cla=0; clb=0;

a=0;b=2;

nx=(b-a)/dx;

nt=Tmax/dt;

x=0:dx:b; t=0:dt:Tmax;
U_exacte=zeros(nx+1,nt+1);
n=0;

while(n <= 100)

for i=1:nx+1

for j=1:nt+1

Ui , j) = U_exacte(i , j)+800%1/(pi~2x(2*n+1)~2)*cos(pi*(2 *n+1)*(x(i)-1)/2)
*xexp(-0.3738*(2*n + 1)72xt(j));
U_exacte(i,j)=U(i,j);

end

end

n=n+1;

end

mesh(t,x,U_exacte)
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80
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FIGURE 5.1 — Représentation graphique de la solution analytique Ueyqe(i,t;)

5.7.1 Reésultats numériques

C ] e (1 = 0.75) | 12 (2 = 15) | 40 (= 2.95) |, (¢ = 3)

X

z; = 0.25 23.5854 18.7014 14.3404 10.5403

To = 0.5 44.6794 34.6547 26.5063 19.4765

r3 = 0.75 59.8495 45.4080 34.6436 25.4480
ze=1 65.4529 49.2073 37.5031 27.5451

rs = 1.25 59.8495 45.4080 34.6436 25.4480

re = 1.5 44.6794 34.6547 26.5063 19.4765

r7 = 1.75 23.5854 18.7014 14.3404 10.5403

5.8 Programation de la solution par le schéma de Crank-

Nicolson

Voici le programme qui sert & donner la courbe de la solution numérique de la méthode
de Crank- Nicolson. Pour avoir la solution (la courbe) pour le deuxiéme cas, il suffit de
remplacer r par 0.25 :

On utilise maintenant un programme Matlab pour la résolution approximation de (5.2)
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e Le programme :

clc; clear;
k=0.13;c=0.11;
p=7.8;dx=0.25;
r=0.625;
dt=dx*dx*c*p*r/k;
Tmax=100%*dt ;
a=0;b=2;
cla=0;clb=0;
nx=(b-a)/dx; nt=Tmax/dt;
x=0:dx:b; t=0:dt:Tmax;
for i=1:nx-1
N1(i)=0;

N2(i)=0;

end

N2(1)=-r*cla;
N2(nx-1)=-r*clb;

for i=1:nx-2
M1(i,1)=2+2%r;
M1(i,i+1)=-r;
M1(i+l,i)=-r;
M2(i,1)=2-2%r;
M2(i,i+1)=r;
M2(i+1,i)=r;

end

M1 (nx-1,nx-1)=2+2%r;
M2 (nx-1,nx-1)=2-2%r;
for i=1:nx+1

if x(1)<1
Ci(1)=100%*x(1);



else
Ci(i)=100%(2-x(1));
end

end

for i=1:nx-1
h(i)=Ci(i+1);

end

i=1

h=h’;

I=eye(nx-1)
while(j<nt+2)

for i=1:nx-1
U_app(i,j)=h(i);
end
h=(MI\I)* (M2*h+ (N2’ -N1")) ;
J=3+1;

end

for i=nx:-1:2

for j=nt+1:-1:1
U_app(i,j)=U_app(i-1,3);
end

end

for j=1:nt+1
U_app(1,j)=0;
U_app(nx+1,j)=0;
end

mesh (t,x,U_app) ;



FIGURE 5.2 — Courbe de la solution numérique, méthode de C-N Uy, (z;,t;)

5.8.1 Reésultats numériques :

: ! ug,, (t' =0.75) | ul,, (* = 1.5) | ud,, (t* =2.25) | uy,, (t* = 3)
x1 = 0.25 23.3418 18.9956 14.2204 10.5763
To = 0.5 44.3712 35.2720 26.2910 19.5437
rg3 =0.75 59.7198 46.3116 34.3705 25.3568

Ty = 65.4710 50.2292 37.2112 27.6416
x5 =125 59.7198 46.3116 34.3705 25.3568
xg = 1.5 44.3712 35.2720 26.2910 19.5437
r7 =175 23.3418 18.9956 14.2204 10.5763
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5.9 Comparaison entre la solution approximative et la

solution exacte :

t
uipp <t4 = 3) ugxacte (t4 = 3) 6? :’ Uezacte — Uapp
Xz
r1 = 0.25 10.5763 10.5403 0.036
T9 = 0.5 19.5437 19.4765 0.0672
x3 = 0.75 25.5368 25.4480 0.0888
ry=1 27.6416 27.5451 0.0965
r5 = 1.25 25.5368 25.4480 0.0888
xg = 1.5 19.5437 19.4765 0.0672
x7 = 1.75 10.5763 10.5403 0.036

46



Bibliographie

[1] R. B. Kellogg A. Tsan, Analysis of some difference approzimations for a singularly per-
turbed problem without turning points, Math Comp, 32(1978), 1025-1039

[2] Haim Brezis, Analyse fonctionnelle théorie et applications, paris, 1987.

[3] Alfio. Quarteroni, Riccardo. Sacco, Fausto. Saleri, Méthodes Numériques Algorithmes,

analyse et applications, Springer-Verlag Italia, Milano 2004.
[4] G. Allaire, Analyse numérique et optimisation, Editions Ellipses, Paris (2006)

[5] Fatima ezzahra El yahyaoui, Résolution numérique des équation auz dérivées partielles

elliptiques, Université Sidi Mohammed Ben Abdellah, 09 juin 2016.

[6] Lauréne.Jouve, Introduction auxr méthodes numériques de résolution des équations aux

dérivées partielles (EDP), octobre 2017.
[7] G.stoltz, Intégration des équations aux dérivées partielles, paris, 12 février 2015.

[8] P.G. Ciarlet Introduction a l’analyse numérique matricielle et a l‘optimisation. Masson

(1982).

[9] Curtis F. Gerald, Patrick O. Wheatley, Applied Numerical Analysis. Third Edition, Ad-
disonWesley Publishing Company.

[10] Raphacele Herbin. Analyse numérique des équations auz dérivées partielles. Engineering

school. Marseille, 2011.

[11] Dr Harnane. Yamina, Méthodes numériques I-Méthodes des différences finies, Cours,

Université- Larbi Ben M’hidi-Oum El-Bouaghi, 2015-2016.
[12] Francois Cuvelier, Méthodes numériques, Notes de cours, Université Paris XIII.

[13] Eric Goncalves, Résolution numérique, discrétisation des EDP et EDO, septembre 2005.

47



[14] Sébastien. Charnoz et Adrian. Daerr, Résolution numérique des équations auz dérivées

partielles, Univ Paris 7.

48



Résumé

Le but de ce travail est l‘application du schéma de Crank-Nicolson pour 1‘équation
de la chaleur, Aprés avoir étudier : la consistance, stabilité et la convergence du
schéma.

Mots clés:

EDP- équation de la chaleur- Méthode de différences finies- schéma de Crank-Nicolson

Abstract

The aim of this work is the application of the Crank-Nicolson scheme for the chaleur
equation, After studying: consistency, stability and convergence of the scheme
Keys words:

PDE - chaleur equation - finite differences method - Crank-Nicolson scheme
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