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Introduction générale

En mathématiques, un groupe est un ensemble muni d�une loi de composition interne

associative admettant un élément neutre et pour chaque élément de l�ensemble, un élément

symétrique, jouent un rôle important dans de nombreuses sciences, et utilisé en physique

fondamentale pour comprendre les lois de la relativité restreinte et les phénomènes lies à la

symétrie des molécules en chimie.

Le groupe symétrique consiste un ensemble de transformations géométriques (rota-

tion, retrait. . . ).

Dans notre travail nous avons donné une petite idée sur la groupe symétrique, ce

mémoire comporte trois chapitre, l�un pour les notients de bases et l�autre pour morphisme

et action de groupe et la troisième chapitre pour propriété les groupes symétriques.
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Notations et conventions

Notations
(G; �): un groupe.
jGj: l�ordre de groupe.
H � G (H est sous-groupe de G ).

H < G (H est sous-groupe proppre de G ).

fHgi2I : une famille de sous-groupe.
H �K: la somme directe des sous-groupes .
f : G! G0 (f l�application à G dans G0 ).

ker (f): noyau de f .

Im (f): Image de f .

H C G (H sous-groupe distingué de G ).

(�; <;�) (relations d�ordre).
R: relation d�équivalance.

Sn : groupe symétrique.
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Chapitre 1

Généralités sur les groupes

1.1 Structure de groupe

Dé�nition 1.1.1 Soit G un ensemble non vide, muni d�un loi de composition interne

dé�nie par: (x; y)! x � y
G est un groupe relativement a cette loi si:

a) la loi est associative.

b) il existe dans (G; �) un élément neutre.
c) tout élément de (G; �) admet un élément symétrique.

Dé�nition 1.1.2 Un groupe G, est dit commutatif ou abélien, si loi de composition interne

de G; est commutative.

Exemple 1.1.1 � Les groupes (Q;+) ,(Z;+) ,(R;+) sont commutatives dont l�élément neu-
tre est 0.

� (R�; �), (Q�; �) sont des groupes commutatives.
� (Z; �) n�est pas un groupe puisque 0 n�est pas inversible.
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1.1. Structure de groupe

Exemple 1.1.2 Soit � est un loi de composition interne dé�nie par:
8a; b 2 Z; a � b = a+ b� 4; (Z; �) est un groupe commutatif
Solution :

1) la loi � est commutatif:

a � b = a+ b� 4 = b+ a� 4 = b � a

donc:

a � b = b � a

2) la loi � est associative:

(a � b) � c = (a+ b� 4) � c = a+ b� 4 + c� 4 = a+ b+ c� 8

a � (b � c) = a � (b+ c� 4) = a+ b+ c� 4� 4 = a+ b+ c� 8

donc:

(a � b) � c = a � (b � c)

3) on cherche un élément neutre, supposons e un élément neutre dans Z:

8a 2 Z : a � e = a et e � a = a

a � e = a+ e� 4 = a

) e = 4

donc: e = 4 un élément neutre.

4) tout élément de Z admet un élément symétrique

supposons x0 est symétrique de x:

x � x0 = e et x0 � x = e

x � x0 = x+ x0 � 4 = 4

donc:

x0 = 8� x

Alors (Z; �) est un groupe commutatif
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1.1. Structure de groupe

Remarque 1.1.1 Pour deux élément x et y d�un groupe non commutatif (G; �)
on a en générale x � y 6= y � x, mais si y = e on a x � e = e � x, 8x 2 G

Remarque 1.1.2 Soit (G; �) un groupe
1) G non vide (il contient un élément neutre).

2) dans un groupe G tout élément x à une unique symétrique x0.

3) l�élément neutre de G est unique il est noté e, l�élement neutre par (G;+) est 0,

l�élement neutre par (G;�) est 1.

Dé�nition 1.1.3 Un groupe G est dit �ni si le nombre de ses élément est �ni, dans ce cas,

son cardinal est appelé l�ordre du groupe G, on le note jGj ; de plus si le groupe n�est pas
�ni, il est dit in�ni.

Exemple 1.1.3 � (Z;+) est ordre in�ni puisque Z est in�ni.
� (Z=5Z) est �ni jZ=5Zj = 5.tel que Z=5Z =

�
0; 1; 2; 3; 4
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1.1. Structure de groupe

1.1.1 Règle de calcul dans un groupe

Dans tout ce paragraphe, G désigne un groupe multiplicatif dont l�élément neutre

est note e.

1- Puissance n-ième d�un élément tel que n 2 N�

Soit x 2 G�on pose: xx = x2

(xx)x = x (xx) = x
3

pour tout (n;m) 2 Z2
, et x 2 G :

i) xnxm = xn+m� d�oú xnxm = xmxn

ii) (xn)m = xmn = (xm)n

2- Régle de simpli�cation

Dans un groupe G tout élément a est simpli�able à droit et à gauche c-à-d pour tout x, y

dans G

xa = ya) x = y et ax = ay ) x = y

En e¤et, si a�
1
est l�inverse de a

xa = ya) (xa) a�
1
= (ya) a�

1
, d�oú x = y

Remarque 1.1.3 (Zn;+) est un groupe abélien �ni d�ordre n, appelé le groupe de classe de

congruence de Z modulo n

Z=nZ = Zn =
�
0; 1; 2; :::; n� 1

	
; tel que n 2 N�.
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1.1. Structure de groupe

1.1.2 Table de cayley d�un groupe �ni

Exemple 1.1.4 Table de cayley de Zn
pour n = 2 et n = 5 les tables de cayley des groupes (Z2;+), (Z5;+) sont respectivement
+ 0 1

0 0 1

1 1 0

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

Les deux groupes sont abéliens chacune des tables est symétrique par rapport à la diago-

nale principale, le table de cayley des groupe (Z�5; �)
� 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1
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1.2. Sous-groupe

1.2 Sous-groupe

Dé�nition 1.2.1 Soit (G; �) un groupe et H une partie non vide de G�on dit que H est

un sous-groupe G si: 8<: (x; y) 2 H �H ) xy 2 H (i)

x 2 H ) x�1 2 H (ii)

Remarque 1.2.1 Les conditions (i) et (ii) impliquent que e 2 H.

Théorème 1.2.1 Soit (G; �) un groupe et H une partie non vide de G, on dit que H un

sous-groupe de G, si et seulement si:

8 (x; y) 2 H �H alors xy�
1 2 H (iii)

Preuve. � Supposons que H est un sous-groupe de G�soit (x; y) 2 H �H alors:

y 2 H ) y�
1 2 H, d�après (ii)

(x; y�1) 2 H �H ) xy�1 2 H; d�après (i)
donc en déduit (iii)

� Supposons(iii) véri�é�soit (x; y) 2 H �H
x 2 H ) (x; x) 2 H �H, d�ou xx�1 = e 2 H
e 2 H et x 2 H ) (e; x) 2 H �H; d�ou ex�1 = x�1 2 H;
on en déduit que (iii)) (ii).par suite,

(x; y) 2 H �H )
�
x; y�

1
�
2 H �H, d�ou xy 2 H

donc (iii)) (ii) :

Théorème 1.2.2 Si e l�élément neutre d�un groupe (G; �) alors il commute avec tous les
élément de G. De plus, feg est un sous-groupe de G.
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1.2. Sous-groupe

Dé�nition 1.2.2 Soit (G; �) un groupe, on dit que H est un sous-groupe propre de G si:

H 6= feg et H 6= G.

Notation 1.2.1 � H � G: si H est un sous-groupe de G.

� H < G: si H est un sous-groupe propre de G.

Proposition 1.2.1 Soit G un groupe et fHigi2I une famille de sous-groupe de G alors
1- Quel que soit l�ensemble non vide I, \Hi est un sous-groupe.
2- Si fHigi2I est une famille de sous-groupe totalement ordonnée par l�inclusion alors

[Hi est un sous-groupe de G.
Preuve. CF [3].

Remarque 1.2.2 En générale f[Higi2I n�est pas un sous-groupe de G.

Exemple 1.2.1 Les groupes (Z;+)�(Q;+), (R;+), (C;+), sont des sous-groupes de (C;+),

tels que (Z;+) < (Q;+) < (R;+) < (C;+) et les groupes (Q�;�)�(R�;�)�(C�;�) véri�ent:
(Q�;�) < (R�;�) < (C�;�).

Exemple 1.2.2 Soit G un groupe�nous posons:

Z (G) = fx 2 G : xa = ax; 8a 2 Gg

Z (G) est l�ensemble des élément x 2 G qui commutent avec tout élément de G�Z (G)

est appelé le centre de groupe G et on véri�e, c�est un sous-groupe de G.

Remarque 1.2.3 Z (G) < G si et seulement si G est non abélien.
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1.2. Sous-groupe

1.2.1 Sous- groupe engendré par une partie non vide d�un groupe

Dé�nition 1.2.3 Soient G un groupe et S une partie non vide de G, désignons parHS l�ensemble

des sous-groupe de G contenant S et posons hSi = \H
H2HS

hSi est un sous-groupe de G, appelé sous-groupe de G engendré par S.

Remarque 1.2.4 Dans l�ensemble des sous-groupes de G ordonné par l�inclusion�hSi est
le plus petite sous-groupes de G contenant S.

Dé�nition 1.2.4 Soit G un groupe et x un élément de G

a) si le sous-groupe de G engendré par x est de cardinal in�ni, on dit que x est d�ordre

in�ni dans G.

b) si le sous-groupe de G engendré par x est �ni, on dit que x est d�ordre �ni dans G et

le cardinal du sous-groupe hxi s�appelle l�ordre de x dans G, on le note jXj.

Remarque 1.2.5 � Si HK est un sous-groupe de G, alors HK est le sous-groupe de G,

engendré par H [K.
� Si G est abélien, quels que soient les sous-groupes H et K de G, HK est un sous-groupe

de G.

Exemple 1.2.3 puisque tout n 2 Z s�écrit 1+ 1+ ::: +1 si n > 0, (�1) + (�1)+ ::: +(�1)
si n < 0 et 0 = 1 + (�1), Z est un groupe monogène engendré par 1.
On remarque que Z peut aussi être considéré comme engendré par �1.
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1.2. Sous-groupe

1.2.2 Somme directe de sous-groupe

Somme directe de deux sous-groupes:

Soit H et K deux sous-groupes d�un groupe abélien (G;+), les sous-groupes de G engendré

par H [K est G0 = H +K, qui est appelé somme des sous-groupes H et K.

Dé�nition 1.2.5 Le sous-groupe G0 = H +K est dit somme directe des sous-groupes H et

K si: H \K = (0), on écrit G0 = H �K.

Somme directe d�un famille quelconque de sous-groupes

Dé�nition 1.2.6 Soit I un ensemble non vide et fHigi2I une famille de sous-groupes d�un
groupe abélien (G;+), le sous-groupe de (G;+) engendré par [Hi

i2I
se note

P
i2I
Hi et s�appelle

la somme des sous-groupes de Hi, i 2 I:

Proposition 1.2.2 Si I est �ni tel que I = f1; 2; :::; ng, on à:X
1�i�n

Hi = fx1 + x2 + :::+ xn; xi 2 Hi;8i (1 � i � n)g

Si I est in�ni, x 2
P
i2I
Hi si et seulement si x = xi1 + xi2 + ::: + xin, tel que n 2 N�;

fi1; i2; :::; ing � I.

Dé�nition 1.2.7 (G;+) est un groupe abélien et fHigi2I une famille de sous groupe de G,
le sous-groupe

P
i2I
Hi est dit somme directe des sous-groupe Hi si:

8j 2 I;Hj \
X

Hi
i2I
i6=j

= h0i
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Chapitre 2

Morphisme et action de groupe

2.1 Morphisme de groupe

Dé�nition 2.1.1 Soient (G; �) et (G0; �) deux groupe et f : G ! G0une application, e et

e0éléments neutre de G, G0 restpectivement, on dit que f est un morphisme de groupe si:

8x; y 2 G�f(x � y) = f(x) � f(y)

Dé�nition 2.1.2 Soient G, G0 deux groupes

1- Les morphismes d�un groupe G dans G est appelé endomorphisme de G et noté

End(G):

2- Un épimorphisme est un morphisme surjectif.

3- Un monomorphisme est un morphisme injectif.

4- Un isomorphisme entre G et G0 est un morphisme bijectif entre les deux groupes.

5- Un automorphisme de G est un endomorphisme de G dans lui-même.

6- On note Hom(G;G0) l�ensemble de homomorphisme à G dans G0

Dé�nition 2.1.3 Soit f 2 Hom(G;G0) on appelle noyau de f :
l�ensemble noté ker(f) = fx 2 G; f(x) = e0g
et image de f l�ensemble noté Im(f) = fx0 2 G0;9 x 2 G; x0 = f(x)g :

12



2.1. Morphisme de groupe

Proposition 2.1.1 Pour f 2 Hom(G;G0) on a :
a) f surjectif ) Im f = G0

b) f injectif ) ker f = feg

Preuve. CF[2].

Proposition 2.1.2 Soient G, G0, G00 trois groupes multiplicatives, f 2 Hom(G;G0) et
g 2 Hom(G0; G 00), alors g � f 2 Hom(G;G00).

Preuve. Soient x et y 2 G:
(g � f)(xy) = g(f(xy))

= g(f(x)f(y)), car f 2 Hom(G;G0)
= g(f(x))g(f(y)), car g 2 Hom(G0; G00)
= (g � f(x))(g � f(y)):

Exemple 2.1.1 1- L�application f : (R�+;�) ! (R;+) tel que f : x ! log x est un mor-

phisme de groupe

car: 8x; y 2 R�+; f(xy) = log(xy)
= log(x) + log(y)

= f(x) + f(y).

2- L�application g : (R;+)! (R;�) tel que g : x! exet morphisme de groupe

car: 8x; y 2 R; g(x+ y) = ex+y

= ex � ey

= g(x)� g(y).

13



2.1. Morphisme de groupe

Théorème 2.1.1 (D�ecomposition de morphismes) Tout morphisme f d�un groupe G dans

un groupe G0se factorise pour donner le diagramme commutatif suivant:

G
f

!
G0

� # " j

G� ker f
!
�f

Im f

Oú � : G ! G� ker f est la surjection canonique car: �(x) = x, �f : G� ker f ! Im f est

un isomorphisme car: �f(x) = f(x)

et l�application j : Im f ! G0est injection car: j(x) = x.

Preuve. CF [3].

Proposition 2.1.3 Soit G un groupe alors (Aut (G) ; �) est un groupe,tel que: Aut(G)
l�ensemble des automorphismes de G.

Preuve. La composée de deux homomorphismes est un homomorphisme et de deux bijec-

tions est une bijection par conséquent � est une opération interne dans Aut (G) la loi de com-
position est associative et admet IdG pour élément neutre.Si x 2 Aut (G) alors x�1appartient
également à Aut (G).
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2.1. Morphisme de groupe

2.1.1 Les sous groupes distingués

Dé�nition 2.1.4 Tout sous-groupe H de G qui est stable par tout automorphisme intérieur

de G, est dit sous-groupe distingué, c�est-à-dire: pour tout a 2 G, on a: aH = Ha, ou

aHa�1, on noté H C G.
Le centralisateur d�un partie A de G est l�ensemble

C(A) = fx 2 G n 8a 2 A;xa = axg

Le normalisateur d�un sous-groupe de H de G est l�ensemble

N (H) =
�
g 2 G n gHg�1 = H

	
Exemple 2.1.2 � Les sous-groupes feg et G sont distingués dans G.
� Si G est abélien tout sous-groupe H de G est distingué, H C G.
� Le centre d�un groupe G, Z(G) est un sous-groupe distingué de G.

Dé�nition 2.1.5 Un groupe qui n�admet aucun sous-groupe propre distingué est dit simple.

Théorème 2.1.2 Siot f : G ! G0 un morphisme de groupe, le noyau de f est un sous-

groupe distingué de G.

Preuve. Montrons, ker f sous-groupe de G, Pour tout a, b2 ker f
on a:

f
�
ab�1

�
= f (a) f (b)�1 = 1G0

alors ab�1 2 ker f donc ker f est un sous-groupe de G
montrons, distingué

soient a 2 ker f et x 2 G, alors
f (xax�1) = f(x)f (a) f(x)�1

= 1G0, car f(a) = 1G0

) xax�1 2 ker f
et en remplaçant x par x�1 il vient que ker f est un sous-groupe distingué de G.

15



2.1. Morphisme de groupe

2.1.2 Groupe quotient

Dé�nition 2.1.6 Soient (G; �) un groupe, et H un sous-groupe distingué de G, la relation

binaire R dè�nie sur G par:

8x; y 2 G; xRy , x � y�1 2 H

l�ensemble des classes d�éléments de G suivant H est désigné par G=H

Proposition 2.1.4 R est relation d�équivalence sur G

Preuve. i- R est ré�exive, car 8x 2 G alors: x � x�1 = e 2 H, donc 8x 2 G, xRx
ii- R est symétrique, car 8x; y 2 G

xRy , x � y�1 2 H

) (x � y�1)�1 2 H

) y � x�1 2 H

) yRx

iii- R est transitive, car 8x; y 2 G:
(xRy) ^ (yRz), [(x � y�1) 2 H] ^ [(y � z�1) 2 H]
) (x � y�1) � (y � z�1) 2 H, car H est un sous-groupe

) (x � (y�1 � y) � z�1) 2 H, car � est associative
) (x � z�1) 2 H
) xRz

alors R est une relation d�équivalence, on noté G=H l�ensemble quotient G=R

Exemple 2.1.3 Considérons Z l�ensemble des nombres entiers, 2Z est un sous-groupe de

Z, constitué des entiers pairs alors le

groupe quotient Z=2Z est constitué de deux élément représentant la classe des nombres pairs

et impairs.

Dé�nition 2.1.7 Le nombre jG : Hj est appelé indice deH dans G, en e¤et l�indice représente

l�ordre du groupe quotient G=H C�est le nombre de classes de G modulo H.

Exemple 2.1.4 L�indice de nZ dans Z est jZ : nZj = n.
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2.1. Morphisme de groupe

2.1.3 Thèoreme de cayley

Tout groupe est isomorphe à un sous-groupe du groupe de ses permutations, en particulier

tout groupe �ni d�ordre n est isomorphe à un sous-groupe du groupe symétrique.

Preuve. CF[2].
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2.2. Groupe opérant sur un ensemble(Action de groupe)

2.2 Groupe opérant sur un ensemble(Action de groupe)

Dé�nition 2.2.1 On dit que le groupe G opère à gauche sur l�ensemble E, si on se donné

une loi externe à gauche sur E,notée (g; x)! g � x (g 2 G; x 2 E) véri�ant les conditions:
i) pour tous g1; g2 2 G et tout x 2 E, (g1g2) � x = g1 (g2 � x)
ii) pour tout x 2 E, e � x = x
On pourrait dé�nir de même un groupe G opérant à droite sur l�ensemble E, par la

donnée d�une loi externe à droit (x; g) ! xg telle que: x (g1 � g2) = (xg1) � g2 et x � e = x

pour x 2 E, g1; g2 2 G

2.2.1 Sous-groupe d�isotropie et orbite

Dé�nition 2.2.2 On dé�nit l�ensemble

Ga = fg 2 G n g � a = ag

Proposition 2.2.1 Soit a 2 E; l�ensemble Ga est un sous-groupe de G.
Preuve. CF [4].

Dé�nition 2.2.3 Le groupe G opère à gauche sur un ensemble E; le sous-groupe Ga des

g 2 G qui laissent �xe un élément a 2 E est appelé le sous-groupe d�isotropie de a

Proposition 2.2.2 La relation R dé�nie sur E par:

xRy , 9g 2 G n y = gx

c èst un relation d�équivalence.

Preuve. � R est ré�exive: 8x 2 E, xRx puisque x = e � x et e 2 G
� R est symétrique: soient x, y 2 E tel que: xRy; il existe g 2 G telque:

y = gx) x = g�1y,et comme g�1 2 G alors yRx
� R est transitive: soient x; y; z 2 E tels que: (xRy et yRz) il existe g1; g2 2 G tels que:

y = g1x et z = g2y ) z = (g1g2)x

comme g1; g2 2 G alors xRz
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2.2. Groupe opérant sur un ensemble(Action de groupe)

Dé�nition 2.2.4 Le groupe G opérant à gauche sur l�ensemble E, la relation R est une

relation d�équivalence sur E, dont les classes sont appelées les orbites de E suivant G, ou

G-orbites de E.

Dé�nition 2.2.5 On dit que G opère transitivement sur E si le nombre des orbites suivant

G est égal à 1 autrement dit, si pour tout x 2 E et tout y 2 E, il existe g 2 G tel que:

y = g � x

Dans le cas contraire, on dit que G opère intransitivement sur E. Soit E et G sont �nis

et G opérant sur E.

2.2.2 Formule des classes

Soit E et G sont �nis et G opérant sur E :

Card (E) =
nX
a=1

card (G)

card (Ga)

est une famille de représentation des orbites de E.

2.2.3 Stabilisateurs

Dé�nition 2.2.6 Soit G un groupe opérant sur un ensemble E le stabilisateur d�un élément

x est:

stab (x) = fg 2 Gr g � x = xg

c�est un sous-groupe de G.

Remarque 2.2.1

Stab (g � x) = gstab (x) g�1
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2.2. Groupe opérant sur un ensemble(Action de groupe)

2.2.4 Groupes opérant �dèlement

Dé�nition 2.2.7 Soit G un groupe opérant à gauche sur l�ensemble E, on dit que G opère

�dèlement sur E, si les relations g 2 G et g � x = x pour tout x 2 E, impliquent g = e.

2.2.5 Opérant par conjugaison

Dé�nition 2.2.8 Soit G un groupe on appelle opérant par conjugaison l�opérant de G sur

lui-même dé�nie par:

g � a = gag�1

cette opérant n�est pas �dèle.

Théorème 2.2.1 Soit G un groupe on appelle opérant par conjugaison sur les sous-groupes

l�opérant G sur l�ensemble de ses sous-groupe dé�nie par: g �H = gHg�1cette opérant nést

pas �dèle.

Théorème 2.2.2 Soit 
 une orbite suivant G, le groupe G opèrant à gauche sur l�ensemble

E, si a 2 
 et b 2 
 les sous-groupes d�isotropie Ga et Gb sont conjugués dans G.

Preuve. CF [4].

Exemple 2.2.1 Soit H un sous-groupe quelconque de groupe G.Faisons opère H à gauche

sur G par traslations à gauche, en dé�nissant sur G la loi externe de domaine H par:

(h; x)! h � x; (h 2 H; x 2 G)

il est clair que les orbites de G suivant H sont exactement les classes à droite suivant H.

2.2.6 Opérant par translation

Dans ce cas d�étude suivant, on a G = E

� G opére sur lui-même par translation à gauche
G�G! G

(g; x)! gx

� G opére sur lui-même par translation à droite
G�G! G

(g; x)! xg�1
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Chapitre 3

Les groupes symétriques

3.1 Groupe symétrique

Dé�nition 3.1.1 Soit E un ensemble non vide, on appelle groupe symétrique de E le groupe

des bijections de E.on le note S (E), si E = f1:::ng, on le note simplement Sn.
Les éléments de groupe symétrique Sn sont appelés des permutations et l�ordre de Sn

est n!.

Proposition 3.1.1 Le groupe symétrique (Sn; �) admet n! éléments.
Preuve. L�image du premier élément peut être choisi de n façons celle de second de

(n� 1) façons..., celle du K�enede (n� k) façons ...
donc le nombre de permutations de Sn est n!

Notation 3.1.1 Toute permutation � 2 Sn s�écrit:0@ 1 2 : : : n

� (1) � (2) : : : � (n)

1A
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3.1. Groupe symétrique

Exemple 3.1.1 1- Dans Sn, �0 =

0@1 2 : : : n

1 2 : : : n

1A est une permutation identité.

2- Le groupe S3 à 3! = 6 permutations, à savoir:

�0 =

0@1 2 3

1 2 3

1A �1 =

0@1 2 3

2 3 1

1A �2 =

0@1 2 3

3 1 2

1A

r1 =

0@1 2 3

1 3 2

1A r2 =

0@1 2 3

3 2 1

1A r3 =

0@1 2 3

2 1 3

1A
soient r et � 2 Sn, la permutation � � r appelée permutation produit de r et � est dé�nie

par:

� � r =

0@ 1 2 : : : n

� � r (1) � � r (2) : : : � � r (n)

1A
avec � � r (i) = � (r (i))

�1 � r3 =

0@1 2 3

3 2 1

1A = r2

r3 � �1 =

0@1 2 3

2 3 1

1A = r1

On remarque que: �1 � r3 6= r3 � �1, donc le groupe S3 est non abélien.

Remarque 3.1.1 Pour n � 3, le groupe symétrique Sn est non abélien
par exemple: si n = 2, S2 a 2! = 2 permutations à savoir:

�0 =

0@1 2

1 2

1A �1 =

0@1 2

2 1

1A

�0 � �1 =

0@1 2

2 1

1A
�1 � �0 =

0@1 2

2 1

1A
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3.1. Groupe symétrique

3.1.1 Transposition et cycle

Dé�nition 3.1.2 Une permutation 
 2 Sn est un cycle de longueur r (1 � r � n dans N),
s�il existe un ensemble ordonné de r entiers distincts dans Nn : j1; j2:::jn, tels que:


 (j1) = j2; 
 (j2) = j3; :::; j (r � 1) = jr; 
 (jr) = j1

et pour tout k 2 Nn n fj1; j2; :::; jrg ; 
 (k) = k.
Un tel cycle sera noté 
 = (j1; j2; :::jr).

L�ensemble fj1; j2; :::; jrg est le support de 
.

Dé�nition 3.1.3 Soit 
 2 Sn une permutation et i 2 f1:::ng, on dit que i est un point �xe
pour 
 si et seulment si 
 (i) = i.

On note �xe (
): l�ensemble des pointes �xes de 
 dans f1:::ng.
On appelle support de 
 on note supp (
), le complémentaire de l�ensemble des pointes

�xes de 
, c-à-d l�ensemble des i 2 f1:::ng tq: 
 (i) 6= i.

Exemple 3.1.2 Considérons la permutation suivant:


 =

0@1 2 3 4

2 3 1 4

1A
le support de 
 est f1; 2; 3g, on remarque que 
 (1) = 2, 
 (2) = 3, 
 (3) = 1
on dit que, dans le groupe S4, 
 est un cycle de longueur 3 et 
 est noté (1; 2; 3).

Dé�nition 3.1.4 Dans Sn (n � 2), le cycle de longueur n:


1 = (1; 2; :::n) =

0@1 2 3 : : : n

2 3 4 : : : 1

1A
est appelé permutation circulaire des entiers 1; 2; :::; n

Remarque 3.1.2 � Dans (n � 3) un cycle de longueur n n�est pas nècessairement la per-
mutation circulaire.

� Dans Sn, un cycle de longueur r (1 � r � n) sera appelé un r-cycle.
� Tout cycle de longueur 1 est l�indentité �0: en e¤et si 
 = (j), on a 
 (j) = j et pour

tout k 6= j dans Nn, 
 (k) = k donc 
 = �0.
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3.1. Groupe symétrique

3.1.2 Décomposition d�une permutation

Remarque 3.1.3 Dans un groupe Sn, on dira que deux cycles sont disjoints, si leurs sup-

ports sont disjoints.

Théorème 3.1.1 Toute permutation � 6= �0 dans Sn s�écrit sous la forme:

� = 
1 � 
2 � ::: � 
s

et s 2 N� tel que: 
1; 
2; :::
s sont des cycles disjoints, tous di¤érents de �0 la décomposition
est unique à l�ordre des facteurs près.

Preuve. CF [2].

Remarque 3.1.4 D�après le théorème exprime que tout groupe Sn est engendré par l�ensemble

de ses cycles.

Exemple 3.1.3 Soit � la permutation du groupe S6:

� =

0@1 2 3 4 5 6

5 2 1 6 3 4

1A
se décompose en cycles � = 
1 � 
2 oú 
1 = (1; 5; 3) et 
2 = (4; 6).
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3.1. Groupe symétrique

3.1.3 Signature

Dé�nition 3.1.5 Pour tout permutation � 2 Sn, on appelle signature de � et on note � (�)
le nombre:

� (�) =
�

1�i<j�n
(� (j)� � (i))

�
1�i<j�n

(j � i)

Exemple 3.1.4 Soit �1 =

0@ 1 2 3

2 3 1

1A et r2 =

0@ 1 2 3

3 2 1

1A 2 S3

alors:

� (�1) = �
1�i<j�3

� (j)� � (i)
j � i =

� (2)� � (1)
2� 1 �� (3)� � (1)

3� 1 �� (3)� � (2)
3� 2 =

3� 2
2� 1 �

1� 2
3� 1 �

1� 3
3� 2 = 1

� (� 2) = �
1�i<j�3

� (j)� � (i)
j � i =

� (2)� � (1)
2� 1 �� (3)� � (1)

3� 1 �� (3)� � (2)
3� 2 =

2� 3
2� 1 �

1� 3
3� 1 �

1� 2
3� 2 = �1

Théorème 3.1.2 La signature � est un homomorphisme, de groupe Sn dans le groupe mul-

tiplicatif � = f�1; 1g

Preuve. CF[4].
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3.1. Groupe symétrique

3.1.4 Groupe alterné

Dé�nition 3.1.6 La permutation � est pair si � (�) = 1, sinon elle est dite impaire si

n � 2, la signature � est surjective, son noyau est formé par des permutations paires on

l�appelle le ni�ene groupe alterné

An = ker � = f� 2 Sn : � (�) = 1g

Exemple 3.1.5 Dans �3 considérons les permutations:

�0 =

0@1 2 3

1 2 3

1A ; �1 =
0@1 2 3

2 3 1

1A ; �2 =
0@1 2 3

3 1 2

1A
on a :

� (�0) = 1; � (�1) =
� (2)� � (1)

2� 1 � � (3)� � (1)
3� 1 � � (3)� � (2)

3� 2 = 1

comme �2 = �21;alors � (�2) = 1

donc A3 = f�0; �1; �2g.
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Conclusion générale

En mathématiques, un groupe est un ensemble muni d�une loi de composition interne

associative admettant un élément neutre et, pour chaque élément de l�ensemble, un élément

symétrique, elle est important dans plusieurs domaines comme la chimie et physique...

Dans ce mémoire nous avons étudié, les groupes symétriques, elle est représent par un

ensemble de permutations, celui manifestation des l�intérêt les lois expérimentale.
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