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Introduction

Introduction générale

L’objectif principal de cette mémoire est 1’étude du théoréeme de Cauchy-Lipchitz dans le
cas fractionnaire ,ot nous allons dans théoréme de Cauchy-Lipchitz en remplacant I’'operateur
de dérivée entier par un operateur de dérivée fractionnaire on obtient une équation différen-
tielle est dite fractionnaire, ’objectif de ce travail étudier et démontrer d’existence et I'unicité
de solution de cette probléeme .

Dans le premier chapitre: nous avons donné un apercu du calcul fractionnaire.On a
introduit trois approches des dérivées fractionnaires (I’approche de GrunwaldLetnikov, de
Riemann Liouvil le et cel le de Caputo) ainsi que leurs propriétés.

Au deuxiéme chapitre : nous avaons donné et démontrer le théoreme de Cauchy-Lipchitz
(presentent la fonction k-lipschiteziennes,et étudier d’existence et 'unicité de solution de
cette théoreme).

Au troisiéme chapitre : nous avons discuté équations de dérivées fractionnaires pour
lesquel les les conditions d’existence et d’unicité de la solution sont données, ainsi que des

méthodes analytiques et numériques pour la résolution.



Notations et conventions

Notations et conventions

R Ensembel de nomber réels

C' (R") Ensembel des fonctions differentiables

IRl Norme

r Fonction Gamma,

B Fonction Béta

€ Une valeur positive proched
Max Maximaun

Min Minimaun

fm La derivée de f a lorder n
(—,—)  produit scalaire

f.q Deux fonctions

Dp La derivée francotionnel d’order p
> La somme

i L’integrale



Chapitre 1

la dérivation fractionnaire

1.1 Terminologlie

Les mathématiques sont ’art de donner des choses trompantes des noms.la belle et maystérieuse
appellation (& premiére vue) "le calcul fractionnaire" est juste un de ces termes mal appro-
priés que sont l'essence des mathématiques.

Par exemple ,nous connaissons de telles noms comme les naturels et les nombres reels
que nous utilisons trés souvent; reflechissons un moment a ces noms. La notion d’un nombre
naturel est une abstraction naturelle mais est-ce que le nombre est lui méme naturel 7

La notion d’un nombre reel est une generalisation de la notion d’un nombre naturel. Le
mot reéel accentu qu’on prétend a ce qu’il reflete des quantités réelles. Les nombres réels
refletent de vaies quantités, mais ceci ne peut changer le fair qu’elles n’existent pas. Tout
est en ordre dans I'analyse mathématique, et la notion d’un nombre reel la facilite, mais
si on veut calculer quelque chose, on se rend compte immediatement qu’il n’y a aucune
place pour les nombers réels dans la vrai monde; de nos jours, des calculs sont executes la
plupart du temps sur les calculateurs numeériques, que peuvent fonctionner seulement avec
les ensembles finis de fractions finis, qui servent & approcher d’irréels nombres réels.

Retournons a ’appellation "calcul fractionnaire". Il ne signi e pas le calcul des fractions.
Il ne signi e pas non plus une fraction de n’importe quel calcul différentiel, intégral ou calcul

de variations.



1.1. Terminologlie

Le calcul fractionnaire est un nom pour la théorie d’intégrales et de dérivées d’ordre arbi-
traire, qui uni ent et généralisent les notions de différentiation d’ordre entier et d’intégration

répétées n-fois. Considérons la suite infinie d’intégrales et dérivées répétées n-foi :

..... / dPQ/mf(t)dPl./ f(t>dF1-f(t)-%wadC{tz(t)

La dérivée d’ordre a réel quelconque peut étre considérée comme une interpolation de

cette suite d’opérateurs; pour laquelle on utilisera la notation suggérée et utilisée par Davis
3], & savor

DPf (1)

La courte appellation des dérivées d’ordre réel quelconque « est dérivées fractionnaires.
Les indices a et t désignent les deux bornes liées a l'opération de différentiation fraction-
naire; comme Ross [2] nous les appellerons les bornes de la différentiation fractionnaire. La
présence des bornes dansle symbole de la différentiation partielle est essentielle. Ceci permet
d’éviter des ambiguités dans les applications des dérivés fractionnaires aux problémes réels.

Les mots intégrales fractionnaires signi ent, dans ce chapitre, intégrales fractionnaires
d’ordre arbitraire et correspondant aux valeurs négatives de o. Nous n’utiliserons pas une
notation différente pour les intégrales fractionnaires ; nous noterons l'intégrale fractionnaire
d’ordre 5 > 0 par

D7’

Une équation diférentielle fractionnaire est une équation contenant des dérivées frac-
tionnaires; une équation intégrale fractionnaire est une équation intégrale contenant des
intégrales fractionnaires. Un systéme d’ordre fractionnaire est un systéme décrit par une
équation différentielle fractionnaire ou une équation intégrale fractionnaire ou un systéme

de telles équations.



1.2. outils de base

1.2 outils de base

1.2.1 La fonction Gamma et la fonction Béta

1. La fonction I'd’Euler est une fonction qui prolonge la factorielle aux valeurs réelles et
complexes[1].

Pour Re (a) > 0 on définie I' («) par :

+oo
() = / teletdt (1.2.1)
0

La fonction I" s’étend (en une fonction holomorphe) a C\ Z~tout entier On a :

I'(a+1)=oal ()

et pour n entier on a n! = I' (n + 1), pour plus d’informations sur la fonction I' voir [1]

2.La fonction Béta est définie par :

I'(p)T (q)

B(p;q):/olTp_l(l—T)qldT: T Ta) avec Re(p) >0et Re(q) >0

1.2.2 La Transformée de Laplace

1. Si la fonction f est d’ordre exponentiel o (c’est a dire qu’ il existe deux constante

positives M et T telles que | f (t) |[< Me* pour t > T ) alors la fonction F' de la variable

complexe s définie par :

+o0
Feo) =L 0} )= [ eor
0
est appelée la transformée de Laplace de la fonction f .

2. On peut reconstituer f & partir de sa transformée F' a 'aide de la transformée de
Laplace inverse f (t) = L™ {F (s)} (t) = fcil;o e F (s)ds c=Re(s)

3. La Transformée de Laplace du produit de deux fonctions f et g qui sont nulles pour

t < 0 est égale au produit de leur transformées de Laplace.



1.3. Intégration fractionnaire

4. La transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre entier est :

LIf™ @] (s) = Zs" R ARK((

— R - Sk 0

k=0

5. La transformée de Laplace de la fonction t*~! est :

L[t' ' (s)=T(p)s?

1.3 Intégration fractionnaire
Considérons une fonction f définie pour ¢ > « on pose

=/atf<f>df D () (1) = /Q(If) /(/f dT)

en répétant n fois on obtient d’apreés la formule de Cauchy

1
(n—1)!

en utilisent la fonction I' d’Euler(1.2.1) on aura (voir[3], [4]) la définition suivante :

(I"f) () =

[ = smar

Définition 1.3.1 soit aeR; lopérateur I* , définit sur Ly [a,b] par :

(I°F) (1) = ﬁ / (t— ) f (7 dr (1.3.1)

pour te [a, b] est appelé opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann Liouville d’ordre

Théoréme 1.3.1 soit f €Ly [a,b] et a> 0, lintégrale (I*f) (t) existe pour tout tela,b] et

la fonction I* f elle méme est un élément deL, [a,b] .Pour la démonstration de ce théoréme

voir [4]



1.4. Dérivation fractionnaire

Remarque 1.3.1

lpoura >0 et 3>0o0nal®olf=]80]%=]tF
2. (Transformée de Laplace) On prend a = 0, pour une fonction f qui posséde la
transformée de Laplace F'(s) dans le demi plan Re (s) > 0 nous avons :
L{I%f)(s) = s "F(s)

Exemple 1.3.1

(¢ —a)" = ﬁ/ (=) (1 — )" dr
1 a+m ! a—1 _m
= m(t a) /0(1 l‘) " dx
_ F(m+1) a+m
= Tatmzpn ™9

1.4 Deérivation fractionnaire

Il y a b eaucoup d’approches p our la dérivation fractionnaire, nous allons souligner les

approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

1.4.1 Approche de Griinwald-Letnikov

L’idée de cette approche est basée sur la remarque qu’on p eut exprimer la dérivée d’ordre

entier p (si p est positif ) et 'intégrale répétée (—p) fois (si p est négatif ) d’une fonction f

par la formule générale suivante :

oDLf () = limh‘pi (—1)F (@f (t — kh) avec (z) _plp=1) ---k(!p —k+1)

h—0
k=0




1.4. Dérivation fractionnaire

qui représente la dérivée d’ordre entier p si 0 < p < n et U'intégrale répétée (—p) fois si
—n<p<0avecnh=t—a
La généralisation de cette formule pour p non entier
k _ =p(-p)2=p)..(k—p=1) _ _ T(k—p) )
(avec 0<n—-1<p<n et (=1)"(}) = Z=L1=F L r(k+1)r]2—p)> nous donne:
o L(E—p)
G yp
D{f (t) = limh™? t —kh 1.4.1
et
- . - I'(k +p) 1 /t -1
G-p p
D t) =lmh?y ————=—f(t—kh)= —— t—r T)dr 1.4.2
a7t f() h—0 ;F(l@—l—l)f‘(p)f( ) P(p) a( ) f() ( )
si f est de classe C™ alors en utilisant 'intégration par parties on obtient :
o f(k: )k-‘rp 1 t o1 )
oD + / t—) P fim d 1.4.3
et aussi :
n—1 r(k) Y t
G P f (O[) (t O[) 1 / n—p—1 p(n)
Dy f(t) = t— d 1.4.4
a tf() Z F(l{:—p—i—l) +F(n—p) a( T) f (7—) T ( )

k=0

1.La dérivée d’une fonction constante au sens de Griinwald-Letnikov :

En générale la dérivée d’une fonction constante au sens de Griinwald-Letnikov n’est pas

nul le ni constante.

si f(t) = cet p non entier on a: f® (t) =0 pour k = 1,2,3..n

L) (o) (F — )P t )
OD! = e (- 0+ e s [ ()

T(1— L T(h—pt1)  T(n—p




1.4. Dérivation fractionnaire

c
It —p)
2.1a dérivee de f () = (t — a)” au sens de Griinwald-Letnikov :

= “pr— (t—a)™®

soit pnon entieret 0 <n—1<p<n avec o« >n—1alorson a :

f® (a) =0pour k=0,1,...n—1 et f ™ (7) = % (1 —a)* " d’on

“DP(t—a)* = Plat]) t — )P N —a)* " dr
S0yt~ a) = ey

Fn—p)T(a—n+1

En faisant le changement de variable 7 = a + s (t — a) on aura :

I'(a+1)

I T
[(a+1)

— T )T a_niD (t—a)ap/o (1—9)""P " s ds

_ Fa+1)B(n—pa—n+1) (t—a)*
F'n—p)l(a—n+1)

F'a+)I'(n—p)I'(a—n+1)

aDP(t—a)

Tn—pTa—ntDha—prn 9"
_ I'(a+1) (t—a)*"
C T(a—p+1)

t
T(1.5)

1
par exemple § D2t = 1"(1 5 \/_

Propriétés 1. Composition avec les dérivées d’ordre entier

Pour m entier positif et p non entier on a :

D) = SO
G P ™ G pPym+p f t_a>k pmm
ot o Dr (dtmf(t)) = DI Z k p—m+1)

Démonstration. Pour m entier positif et P non entier avec (n —1 <p <n)ona:

dm ., B ntm-— 1f (a) (t — a) —(p+m)
dt_m(aGth(t)) - Z p+m)+1)
1 i _ Ayt etm) =1 g (ntm) -
+rm+m—@+mn4“ ) EAOL



1.4. Dérivation fractionnaire

alors
dm m
S (GDRF () =S DyrE (1
mais
dr o fmR) (a) (t — )P 1 : Y
EDP (_f (t)) — + / (t . 7_)” p—1 f(n+m)(7)d‘r
b\ dtm kzzo L(k—p+1) I'(n—p) /.
n+m+1 k—(p+m) t
f ) (a) ) 1 / ntm—(ptm)—1 ¢(n-+m)
- 2T T ey ¢ frm ) dn

P () (=)
_kzzo T'(k—p—m+1)
_G pymtp S )
AR AP P ey

On déduit alors que la différentiation fractionnaire et la diférentiation conventionnelle

ne commutant que si: f* (o) = 0 pour tout k =0,1,2,....,m —1 m
2. Composition avec les dérivées fractionnaires

*Sig<0OetpeRalors:

S DF (EDI(f (1) =3 Dy f (1)
Sio<m-—1<g<metp<0 alors:

¢ DY (DY (f (1)) =¢ D™ f (1)

seulement si f*) (a) = 0 pour tout k = 0,1,2,...,m — 2

¥$So0<m—-1<g<met0<n-—1<p<n alors:
SDY (DI (f (1) =5 DI (SDEf (1) =5 DEYf (t)

seulement si f*) (o) = 0 pour tout k = 0,1,2,...,r — 2 avec r = max (m,n)

10



1.4. Dérivation fractionnaire

Démonstration. *Si ¢ < 0 et p < 0 alors:

EDEEDL ) = s [ (= (DN ) dr

_ FT_%f__/%ﬁ_ﬂpldj/%T—@qlf@ym
- !/f @/QT—S)Q%t N dr

- r<—<p+q>>/a(t‘s)” ds
_ Gprrg(y

*Sig<0et0<n—1<p<mn onap=n-+(p—n)avec (p—n) <0 alors :

DY (EDIF (1) = S ATDrT (EDE(F (1))

dn
= L GDrTr )

G DI ()

*pour0<m-—1<g<metp<Oona:

)"

Gl = f 1 t — Ay m) (1) dr
=3 R g T 0

et (t —a)" 7 ont des singularités non-integrables donc &D? (DI f (t)) nexsite que si

f®) (a) = 0 pour tout k =0, 1,2,...m—2 et dans ce cas on a :

£ (0) (= )"

$Df G pa-m p(m)
DI (1) = T (m—q) +8G DI fm ()
alors
(m=1) (o) ( — o)™ 179 P

TDHEDIT ) = S DT
_ f(mﬂ) (o) (t — Oz)mf(qﬂo)fl 1 t _ )= e (m) (2 g
- I'(m—p—yq) +F(m—(p—|—q))/a(t ) frr)d
= JDIMf ()

11



1.4. Dérivation fractionnaire

*pourOSm—1<q<met0<n—1<p<nona'

SO (DS (1) = S (SDET (GDHT (1))
Sif® (a) = 0 pour tout k=0,1,2,...,m —2 alors:
GDrT(SDIf () = SDFPTM(f(t) par suite:
IO (DU (1) = (DT (1)
= JDIMf (1)

[ |
3. Transformée de Laplace

Soit f wune fonction qui posséde la transformée de Laplace F'(s) pour 0 < p < 1 on a

§ DIf(t) = géf)_t;; + F(ll— p)/o (t—7)"f (r)dr alors:
Lo o)) = L9 4 L) - o)
= SPF (s)

Pour p > 1 il n’existe pas de transformée de Laplace dans le sens classique mais dans le

sens des distributions on a aussi:

L[§Dy f(t)] (s) = s"F (s)

1.4.2 Approche de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a; t] alors la dérivée fractionnaire d’ordre p (avecn—1 < p

< n) au sens de Riemann-Liouville est définie par:

C]}fo@) — ﬁ%/ (t—7>n_p_1f(7')d7' (145)
d" n—p
- 14ai0)

Remarque 1.4.1 Si f est de classe C™ alors en faisant des intégrations par parties et des

différentiations répétées on obtient :

k—p 1

ZfWVU

12



1.4. Dérivation fractionnaire

Dans ce cas ’approche de Griinwald-Letnikov et I’approche de Riemann-Liouville sont

équivalentes.
Exemple 1.4.1

1. La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville.
En générale la dérivée non entiére d’'une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville n’est pas nulle ni constante mais on a :
C
I'(1-p)

2. La dérivée de [ (t) = (t — a)” au sens de Riemann-Liouville.

RpPC = (t—a)™

Soit p non entieret 0 <n—1<p <net a> —1 alors on a:

e 1 ! n—p— «
DIt =) = _F(n_—p)/a (k=) (T —a)dr
En faisant le changement de variable 7 = a+ s (f — «) on aura :
ApP(t—a)* = 4 (t—a)"™? /1 (1—s)"P"s%ds
ot '(n—p)dtn 0

— F(n—i—oa—p—i—l)ﬂ(n—p,a—l—l) (t_a)a*p
I'(n—p)I'(a—p+1)

'n+a—p+1)I'(n—p)I'(a+1)

T Tm—-plla—p+HT(n+a—p+1) (t=a)™"
~ T(a+1) (t— a)?
C T(a—p+1)

Par exemple D505 = w =T1(1.5)

Propriétés:

1. Composition avec l’intégrale fractionnaire

*RDP(IPf(t)) = f(t) ; alors Popérateur de différentiation fractionnaire au sens deRiemann-
Liouville est un inverse gauche de 'opérateur d’intégration fractionnaire, et en générale on
a:

o« DY (IUf (1) =3 DY f (1)
(sip—q<0onpose EDI™f(t)=I1""f (1))

(t —a) "
=0 '(p—k+1)

NE

« D (BDLF () =R D (1) = S [EDi s ()

i

0



1.4. Dérivation fractionnaire

(avec m — 1 < ¢ < m) on déduit alors que la différentiation et I'intégration fractionnaire
ne commutent pas en général.

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier

dn
o (RDEF () = FDITPE ()
mpp (" I /W@ t—a) "
mais ;D (dt"f<t)> = 2D kz; sz p—n+1)

On déduit alors que la différentiation fractionnaire et la différentiation conventionnelle
ne commutent que si : f* (a) = 0 pour tout k =0,1,2,...,n — 1
3.Composition avec les dérivées fractionnaires:

Soitn—1<p<netm—1<g<m alors:

DY (RDEF () = FDYTF) -3 [Pt ) aFEt;a)km “
q P _ pt+q _ - p—k (t—a)
“DIEDES () = DI )= 3 OIS ey

par suite deux opérateurs de dérivations fractionnaires D! et ZD{ ne commutent que
sip=gqet [fofkf (t)] = 0 pour tout k =1,2,...,n et [fofkf (t)] =0

t=a
pour tout k =1,2,....m .

4. Transformée de Laplace:

Si f posséde la transformée de Laplace F'(s) alors :

[ary

L{EDE(8)5(s)} = 8"F (s) = >_s" [FDP 7 F ()] (aveen —1<p <)

t=0
0

3

i

L’application de cette transformée est limitée & cause de ’absence de l'interprétation

physique des valeurs limites des dérivées fractionnaires en la borne inférieure t = 0.

1.4.3 Approche de Caputo
Dans la modélisation mathématique l'utilisation des dérivées fractionnaires au sens de

Riemann-Liouville méne a des conditions initiales contenant les valeurs limites des dérivées

fractionnaires en la borne inférieure t = a

14



1.4. Dérivation fractionnaire

.Une certaine solution de ce probléme a été proposée par M .Caputo.
soit p>0(avec n—1<p<mn et neN*)f est une fonction telle que jt—Zf €Ly [a,b] La

dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par :

CDEF) = gy | =T )i

= [P (CZZf(t))

1.Relation avec la dérivée de Riemann Liouville:

propriétés

soit p > 0 (avec n — 1 < p < n et n eN*) supposons que f est une fonction telle que DY

et 2D? existent alors :

ke
) p

1)

On déduit que si £ (@) =0 pour k =0,1,2,...n—1 onaura SDVf(t)= EDIf(t)

Cryp gy Rpp Vs
SDLf ()= FDPf (1) Z kp+

2.Composition avec ’opérateur d’intégration fractionnaire

Si f est continue on a :

n—1 (k) o —ak
CDMIEf=f et IPCDVf(t) = f(t)_zf ()k(!t )

k=0

Alors 'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur d’intégration
fractionnaire mais il n’est pas un inverse droite.

3. Transformée de Laplace

Si f possede la transformée de Laplace F (s) alors :
n—1
L [ (?fo (t)] (s) =sPF (s) — Zsp_k_lf(k) (0) (avec n—1<p<n)
k=0

Comme cette transformée induit les valeurs de la fonction f et ces dérivées f*) en la

borne inférieure t = 0 pour lesquelles certaine interprétation physique existe elle peut étre

trés utile dans ’application .
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1.5. Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo .

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle : Cprc =0
2.La dérivée de f (t) = (t — a)“au sens de Caputo .

soit p non entier et 0 <n —1<p <n aveca >n—1 alors on a :

I'(a+1)

f(r) = Tla—n+l)

(tr—a)*"  dou

D@tD) '
F(n—p)F(a—n—i—l)/a(t_T) (r—a)""d

En faisant le changement de variable 7 = a + s (t — a) on aura :

CDY(t—a)" =

CDP(t—a)” = F(n_;(;‘(zl_)nﬂ)L (t—7)" " (r—a)* " dr
_ ['(a+1) ) ' _ gy Pl gamngg
= T plla—nzn % /0(1 ) d
_ F(Oz+1)ﬁ(n—p,oz—n+1)(t_a)a_p
F'n—p)l(a—n+1)

Fla+1)'n—p)l'(a—n+1)

- F(n—p)F(a—n+1)F(a—p+1)(t_a)a_p
_ ['(a+1) _ )P
B F(a—p—l—l)(t )

1.5 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

1.5.1 Linéarité

La différentiation fractionnaire est une opération linéaire :

DP(Af(8) +pg (1) = ADP[(t) + pD"g (t)

ou DP désigne n’importe quelle approche de dérivation considérée dans ce mémoire.

1.5.2 Reégle de Leibniz
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1.5. Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Pour n entier on a :

d” n

w000 =3 (1)s0 050 0

La généralisation de cette formule nous donne :

D (7 0).9(0) = X2 (7)1 0 Do)~ B2 0

k=0

ou n>p+1 et Rﬁ(t):ﬁ/ (t—T)—P—lg(r)dT/ FOD () (1 — €)™ dE.

n—-+0o

<on a lim RP(f) = o>

Si f et g avec toutes ses dérivées sont continues dans [a, ] la formule devient :

n

D7 0.9 0) = X (7)1 0 0 )

k=0
DP est la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov et au sens de RiemannlLiou-

ville.
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Chapitre 2

Quelques type de théoréme de
Cauchy-Lipchitz

2.1 Fonction k-lipschiteziennes

soit M et N deux espaces métriques. Soit g une application deM dans N. Soit K un

nombre réel. On dit que g est k-lipschitzienne[10] si
Yo,y € M, d(g(x),9(y)) < kd(z,y).

On dira aussi que qu'une fonction f est localement lipschitzienne, si tout point posséde un
voisinage sur lequel f est lispchitzienne.

1.I1 est immeédiat de vérifier que toute fonction k-lipschitzienne est continue.

2.La réciproque n’est pas vraie : il existe des fonctions continues qui ne sont pas lip-
schitziennes, méme localement. Un exemple simple est la fonction f de R dans lui-méme

définie par x — /z. comme
=IO
la fonction f n’est lipschitzienne pour la métrique usuelle sur aucun voisinage de 0. item
3.Par contre, soit F et F' deux espaces vectoriels normés. Soit U un ouvert de E. Soit
f définie sur U a valeurs dans F. Si f est C! sur U, alors f est localement lipschitzienne.
En effet, la différentielle de f dépend contintiment du point. Dés lors, tout point z de U

posséde un voisinage convex C' -une boule - sur lequel ||Df|| est bornée par un nomber k.
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2.2. Théoréme de Cauchy-Lipschitz

D’aprés le théoréme des accroissements finis on a.

v,y € O f (z) = f (Wl < kllz -yl

2.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Une fonction:
f: R*xR™ — RP

(2.2.1
(t,y) — f(ty) )

est localement Lipschitz en y au point (o yo)q si il existe des voisinages V' de t; et

w de yo et un nombre k > 0 tels que pour tout (t,y) € V x W on ait

1f (tos o) — f (W, w0)ll < klly —woll - (2.2.2)

La fonction est localement Lipschitz sur un ouvert U et R™ x R™ si elle est localement

Lipschitz en chaque point de U
Proposition 2.2.1 (Limite uniforme de fonctions continues[11])

Soit X un espace topologique et (Y, d ) un espace métrique. Si une suite de fonctions
fn : X — Y continues converge uniformément, alors la limite est séquentiellement continue.

Démonstration.

Soit a € X et prouvons que f est séquentiellement continue en a. Pour cela nous
considérons une suite x,, — a dans X. Nous savons que f (z,) X (x).Pour tout k € N,
tout n € N

et tout x € X nous avons la majoration

1 (@a) = f @ < If (@) = fi @)l + 1 fi (z) = fro @) + 1 fie (@) = f (@) (2.2.3)
2[[f = filloo + i (n) = fie ()] (2.2.4)

IA
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2.2. Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soit € > 0. Si nous choisissons k suffisamment grand la premier terme est plus petit que
¢ . Et par continuité de f;, en prenant n assez grand, le dernier terme est également plus

petit que ¢ =
Proposition 2.2.2 .

Soit X un espace topologique métrique compact et (Y, d)un espace espace métrique com-
plet. Alors léspace des fonctions continues X — Y muni de la norme uniforme (C' (X, Y), ||.||.)
est complet.

Démonstration.

Notons que ’hypothése de compacité de X sert a donner un sens & la norme uniforme
: vu que X est compact et que les fonctions sont continues, elles sont bornées. Soit (f},)
une suite de Cauchy dans C (X,Y), c’est a dire que pour tout £ > 0 il existe N € N tel que
si  k,I > N nous avons || fi — fil|,, < ¢ . Cette suite vérifie le critére de Cauchy uniforme
et donc converge uniformément vers une fonction.f : X — Y La continuité de la fonction
f découle de la convergence uniforme et de la proposition(Limite uniforme de fonctions
continues) (c’est pour avoir 1’équivalence entre la continuité séquentielle et la continuité

normale que nous avons pris ’hypothése d’espace métrique). m

Lemme 2.2.1 Soient A et B deux espaces compact. L’ensemble des fonctions continues de

A vers B muni de la norme uniforme est complet.
Démonstration.

Soit (fx) une suite de Cauchy de fonctions dans C' (A, B). Pour chaque = € A nous

avons
1 () = fe (@)l g < [[fx = fill (2.2.5)

de telle sorte que la suite (f; (x)) est de Cauchy dans B et converge donc vers un élément
de B. La suite de Cauchy (fi) converge donc ponctuellement vers une fonction f : A — B
Nous devons encore voir que cette fonction est continue ; ce sera I'uniformité de la norme
qui donnera la continuité. En effet soit z,, — z une suite dans A convergent vers x € A.

Pour chaque k£ € N nous avons

1S (@n) = f @) < If (@) = fie @a) | + [ i () = fie @] + [1fi () = f ()] (2.2.6)
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2.2. Théoréme de Cauchy-Lipschitz

En prenant k et n assez grands, cette expression peut étre rendue aussi petite que 'on
veut ; le premier et le troisiéme terme par convergence ponctuelle f , — f le second terme
par continuité de f ;. La suite f (x,)est donc convergente vers f (x) et la fonction f est

continue. ®
Théoréme 2.2.1 (Cauchy-Lipschitz[11]).

Nous considérons 1’équation différentielle

y = f(ty)

(2.2.7)
y(to) = Yo

avec f : U — R" ou U est un ouvert de . Nous supposons que f est continue sur U et
localement Lipschitz par rapport a y. Alors le systéme (2.2.7) admet une unique solution
maximale. Cette solution est C1.

L’écriture < y' = f (t;y) >>est un abus de notation pour demander que pour chaque ¢
nous ayons y' (t) = f (t;y (t)).

Démonstration.

Si y est une solution de 1’équation différentielle considérée, elle vérifie :

y(t) = o+ / £ (uyy () du (22.8)

Ceci nous incite a considérer 'opérateur @ : f — f défini par

@ (y) (t) =yo + /ttf(u,y(u)) du (2.2.9)

Cylindre de sécurité et espace fonctionnel :

Précisons ’espace fonctionnel f adéquat. Soient V' et W les voisinages de ¢y et 1y sur
lesquels f est localement Lipschitz. Nous considérons les quantités suivantes :

(1) supyuq f 5

(2) > 0 tel que B (yo,7) C V

(3) T >0 tel que B (tg, T) CWetT <r/M
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2.2. Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Nous considérons alors F', 'ensemble des fonctions continues B (to, 7)) — B (yo,r) muni
de la norme uniforme. Par le lemme (2.2.1) l'espace I est complet.
Le fait que @ (y) soit continue lorsque y est continue est une propriété de I'intégration et

du fait que f soit continue en ses deux variables. Prouvons que @ (y) (t) € B (yo,7). Pour

cela, notons que

|27 (y) () — %ol < /t |f (uy () du < [t —tol || fllo (2.2.10)

Etant donné que t € B (ty, T) nous avons |t — to| < /M et donc |® (y) (t) — yo| < 7.
L’équation (2.2.8) signifie que y est un point fixe de ®. L’espace F étant complet le
théoréme de point fixe de Picard s’applique. Nous allons montrer qu’il existe un p € N tel
que PP soit contractante. Par conséquent &P aura un unique point fixe qui sera également
unique point fixe de .
Une contraction Prouvons donc que ®? est contractante pour un certain p.

Pour cela nous commencons par montrer la formule suivante par récurrence :

(2.2.11)

kP |t — tol
|7 () (t) = ¥ (y) ()] < o 2 =yl
pour tout z,y € F , et pour tout t € B (ty,T). Pour p = 0 la formule (2.2.11) est vérifiée
parce que ||z —y||, est le supremum de ||z (t) — y (¢)|| pour t € B (ty,T). Supposons que
la formule soit

vraie pour p et calculons pour p 4+ 1. Pour tout ¢ € B (ty,T') nous avons

[ () () — 2 (y) (1)]| <

/t 1f (u, @7 () (u)) = f (u, @ (y) (U))II'

(2.2.12)

t

< / kI19” () (u) — 9 () (w)] du (2.2.13)
to
t D+ _

<| [y (2214)
to b:
p+1 |4 4 |pF1

Lt Ul TR (2.2.15)

(p+1)
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2.3. Existence et unicité de la solution

Justifications :

—(2.2.13) parce que f est Lipschitz.

—(2.2.14) par hypothéese de récurrence.

La formule(2.2.11) est maintenant établie. Nous pouvons maintenant montrer que ®? est

une contraction pour un certain p. Pour tout t € B (to,T') nous avons
e , kTP
127 () (t) = @ (y) ()| < 57 [t =Bl [lz = yllc < o [ = yllo (2.2.16)

ol nous avons utilisé le fait que |t — to| < TF. En prenant le supremum sur ¢ des

deux cotés il vient

krT?
197 (@) = " W)l < == e — vl (2.2.17)

Le membre de droite tend vers zéro lorsque p — oo parce que k < 1 et T¥ /p! — 0.

Nous concluons donc que ®? est une contraction pour un certain p.

Conclusion 2.2.1 L’unique point fixe de ® est alors l'unique solution continue de I’équation
différentielle(2.2.7). Par ailleurs l’équation elle-méme y' = f (t,y) demande implicitement
que y soit dérivable et donc continue. Nous concluons que ['unique point fize de ® est
l'unique solution de l’équation différentielle donnée. Cette derniére est automatiquement
C' parce que si y est continue alors u — f (u,y (u)) est continue, c’est a dire que 1y’ est

continue.

2.3 Existence et unicité de la solution

Nous utiliserons les mémes notations que précédemment. Nous considérons €; donné par le

lemme ci-dessus. Soit toujours

M, — FE.

T )y L gy

oﬂT(y):t—>x0—|—ftt0f(y(s),s)ds
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2.3. Existence et unicité de la solution

Nous remarquons & nouveau que x est solution de conditions initiales (tg,xo) sur I, si
et seulement ci T(y, o) (¢) = 2. Comme pour les équations linéaires, le théoréme découle du

théoréme de Picard et du lemme suivant.
Lemme 2.3.1 Il existe ¢y < &1, tel que sie < &g , alors pour tout (to,z9) € I x U, on a
Vo,y € M., HT(toﬂco T(to x0) H ‘*T - y“

Soit gy = inf (51, ﬁ) .Nous avons

1T (x) (1) =T (y) DI <

t f(s,x(s)) = f(s,y(s))ds

< / 1f (s, () — £ (5,9 ()] ds.

En utilisant le fait que z — f (¢, z) est k-lipschitzienne, il vient

1T () (8) =T (y) (DI < /’foE(S)—y(S)IIdS

to

t
< lle—yl / kds
to

< kel =l

< = inf _1
£ £ mn £
>~ C0 1’216 9

IT @)~ T Wl < =z -yl

Autrement dit, si

il vient

C’est 'inégalité que nous recherchions

Unicité

Nous passons maintenant & la partie «prolongement maximum» du théoréme. Soient
x1 et x5 deux solutions maximales du probléeme(2.2.7) sur des intervalles I; et I respec-
tivement.

Les intervalles I et I contiennent m sur lequel x1 = x5 par unicité . Nous allons

maintenant montrer que pour tout ¢ > to pour lequel xzj0u 5 est défini, x; (t) et x5 (t) sont
définis et sont égaux. Le raisonnement sur ¢t < t; est similaire. Supposons que ’ensemble

des t >ty tels que x; = x5 soit ouvert a droite, c’est a dire soit de la formelty, b[ . Dans ce
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2.3. Existence et unicité de la solution

cas, soit 1 soit xs (soit les deux) cesse d’exister en b. En effet si nous avions les fonctions
x; sur [tg, b+ e[ alors ’équation x; = x9 définirait un fermé dans [to, b + €[. Supposons pour
fixer les idées que x1 cesse d’exister : le domaine de x; (parmi les t > 0) est [to, b] et sur
ce domaine nous avons xr; = x3. Dans ce cas x; pourrait étre prolongé en x5 au-dela de
b. Si z1 et x5 s’arrétent d’exister en méme temps en b, alors nous avons bien x; = x5. Nous
devons donc traiter le cas ou 21 = o sur [tg, b] alors que x; et 5 existent sur [tg, b+ €[ pour

un certain € . Nous pouvons appliquer le théoréme d’existence locale au probleme

y/ - f(tvy)

(2.3.1)
y(b) =z

Il existe un voisinage de b sur lequel la solution est unique. Sur ce voisinage nous

devons donc avoir x; = x5, ce qui contredit le fait que 1 # x5 en dehors de [to, b] .
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Chapitre 3

Quelques théoréme d’existence et

unicité dans le cas fractionnaire

3.1 Equations différentielles fractionnaire

3.1.1 Equation différentielle fractionnaire linéaire

Dans ce paragraphe nous discutons ’existence et I'unicité de solutions de problémes a valeurs
initiales pour des équations différentielles fractionnaires linéaires avec dérivées au sens de

Riemann-Liouville.

Considérons lmanifolde probléme & valeur initiale suivant :

oDy = f(t),(0<t<T <00)
[OD?_I?/ (t)]t:() = b

oul0<a<letf(t)e L (0,T),ie.

(3.1.1)

/0 I (8)] dt < oo

Théoréme 3.1.1 Si f (t) € Ly (0,T), alors le probléme (3.1.1) admet une unique solution
y(t) € L1 (0,7).
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3.1. Equations diftérentielles fractionnaire

Démonstration.

Construisons donc une solution du probléme considéré. En appliquant, & la premiére
équation de (3.1.1), la formule de la transformée de Laplace (1.4.6) d’une dérivée fraction-
naire de Riemann-Liouville, a savoir

£{oDfW (1) s} = s"£{W ()55} — [oDF "W (1)],_,» @ €]0,1] (3.1.2)

t=0"’
on aura

s*Y (s) = [oDP 'y (8)],_, = F (s), (3.1.3)

ou Y(s) et F(s) désignent les transformées de Laplace de y(t) et f(¢). En s’aidant de la

condition initiale introduite dans (3.1.1) , on peut écrire

Y(s)=s“F(s)+s b (3.1.4)

et la transformée de Laplace inverse donne

y(t) = ﬁ/o (t =) f(r)dr + %a)ta_l. (3.1.5)

En utilisant la regle de la différentiation fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction
polyndme ((t — )" avec p = o, a = Oet v = a — 1) Jaquelle dans notre cas est nulle, puisque
I () 1 1

P =) T

on aura

A~ =
N—
O\w
—
~
|
\]
N—
Q
L
~
—~
\]
N~——
IS
\]
N————

3DEy (1) =0 DO (

D’autre part, comme

I'(«

1 - .
m/oa—r) F(7)dr =0 D f (1)

c’est-a-dire 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre «, et grace a la pro-

priété fondamentale
oDf (0D f (1)) = f (1)
on a alors

oDy () = f (1)
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3.1. Equations diftérentielles fractionnaire

ce qui veut dire que notre y(t) défini par (3.1.5) est bien solution, dans L, (0.7"), de la
premiére équation de (3.1.1).

Par ailleurs, on sait que:

oD 1t =T () (3.1.6)
11 suit alors, de (3.1.5),
oD Yy (8) =0 D (ks Jy (6= 1) F (F)dr) + b
=0 Dy~ (oD f (1) + 1
=0 Dy f (t) +b
= ﬁfotf(T)dT—l—b

\

Dot [oDy 'y (t)],_, = b.cest & dire que la condition initiale introduite dans (3.1.1)est

=0
bien vérifice. Par conséquent la fonction construite y()est solution du probléme (3.1.1).

Reste a montrer I'unicité de cette derniére. Pour cela, posons

z(t) =y (t) —ya2 (1),

ouy; et y; sont deux solutions(dans L;(0,7")) du probléme(3.1.1). Et donc z(t) sera

solution du probléme suivant :

QDtaZ (t) =0

[Ofolz (t)} 0 (3.1.7)

En appliquant la transformée de Laplace dans les deux membres de la premiére équation
de (3.1.7), on obtient
2(t)=£{2(t);s} =0

et donc z(t) = 0 pour presque tout ¢ € (0,7), ce qui prouve que la solution y(t) est
'unique solution dans L;(0,7")du probléme(3.1.1). m

3.1.2 Equation différentielle fractionnaire de forme plus générale

En plus des équations différentielles fractionnaires linéaires, les équations non-linéaires ap-

paraissent aussi dans les applications. Et c¢’est pour cette raison que nous discutons dans

28



3.1. Equations diftérentielles fractionnaire

cette section I'existence et 'unicité de solution d’un probléme & valeur initiale pour I’équation
différentielle fractionnaire plus générale ayant un terme de dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville. Toute fois, dti aux liens entre les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville, de
Griinwald-Letnikov et de Caputo, les résultats donnés ci-dessous peuvent étre utilisés pour
toutes ces mutations de différentiation fractionnaire.

Considérons donc le probléme & valeur initiale suivant :

oDfy(t) = f(ty(?)
fty@) = b

o1, 0 < o < 1.Nous supposons quef(t,y) est définie dans un domaineG du plan (¢, y)et

(3.1.8)

nous définissons une régionR(h, K) C G comme étant 'ensemble des points (¢,y) € G, qui

vérifient les inégalités suivantes :
1
0<t<h oy (t) — =—b| <k 3.1.9
, V0~ ayt| <k (319)

ou h et K sont des constantes.

Théoréme 3.1.2 Soit f(t,y) une fonction continue & valeurs réelles, définie dans le do-

maine G, satisfaisant dans G la condition de Lipschitz par rapport a y, i.e.,

|f(tay1) - f<t7y2)| < A|y1 _y2|7

et telle que

If(t,y)| < M < pour tout (t,y) € G
soit aussi v
M)
Alors il existe, dans la région R(h, K), une unique solution continuey(t) du probléme
(3.1.8).

Démonstration. La méthode de la preuve de ce théoréme est basée sur 'idée due a M.
A. Al-Bassam [9].

Tout d’abord, nous réduisons le probléme (3.1.8) & une équation intégrale fractionnaire
équivalente. En utilisant la formule (3.1.5), nous obtenons

y (t) = ﬁt“‘l + ﬁ/o (t—7) f(r,y (1)) dr (3.1.10)
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3.1. Equations diftérentielles fractionnaire

On voit donc que si y () vérifie (3.1.8), alors elle véri e aussi I’équation (3.1.10).

D’autre part, si y(t) est une solution de (3.1.10), alors en appliquant & (3.1.10) 'opérateur
dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville (D et en tenant compte du fait que la dérivée
oDt Lest nulle, nous obtenons I’équation différentielle fractionnaire (3.1.8). En outre,
comme (Df 't*~1 =T (a), alors si y (t) vérifie (3.1.10), elle satisfait donc la condition ini-
tiale introduite dans (3.1.8). Par conséquent, ’équation (3.1.10)est équivalente au probléme

a valeur initiale (3.1.8).

Défnissons maintenant la suite de fonctions yo(t), y1 (£), . . . , par les relations suivantes
(t) = b ot (3.1.11)
yO - F(Oé) ) ok
1 ! a—1
Yn ()=o) + =— | t—7)" f(T,ym-1(7))drT (3.1.12)
I' (@) Jo
m=1,2,3, ...

Nous allons montrer que la lim y,, (t) existe et donne la solution souhaitée y(t)de
I'équation (3.1.10).
Tout d’abord, on peut montrer par récurrence que pour 0 < t < h,onay,, (t) € R (h, K)

pour tout m. En effet,

b tlme t 1 Mt Mh
% (1) — =——| = t—T1)" Y dr | < < <K,
vm (D) = T3 F(a)/o (=) ST yma (T) 7| S Fa s S p gy S
(3.1.13)
et pour la méme raison on a la méme inégalité pour y (t) :
b Mh
% (t) — < < K.
nl) = 5| < Tata =
De plus, on peut aussi montrer par récurrence que, pour tout m,
MAm—ltma
m () — Ymo1 (V)| < =———— 3.1.14
En e et, en utilisant (3.1.13), on a pour m =1 :
Mt~
t)—y(t)| < =—— 0<t<h). 3.1.15
0O - 1< ryy O<t<h) (3.1.15)
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3.1. Equations diftérentielles fractionnaire

Supposons que

MA™— 2t(m e
|_F(1+( —1Da)

|Ym—1 (£) = Ym—2 (t) (3.1.16)

Alors, en utilisant(3.1.12) et (3.1.16), et en s’aidant de la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville de la fonction polynéme , on aura

A o
o 0= O < Fes [ =1 s (1) = 2 (]
MAmfl 1 t L
< t— a— (mfl)ad
= F(1+(m—1)a)F(a)/0( T T
MAm—l
— ODt—at(m—l)a

F(1+(m—1)a)
MA™ T (14 (m—1)a)tmote
Frl+(m-1)a) Td+(m—-1)a+a)

MAm—ltmoz
= 3.1.17
I'(1+ma) ( )
Et donc (3.1.14) a lieu pour tout m.
Considérons maintenant la série
y* (8) = lim (ym (t) = = (g () =y (1) (3.1.18)

7=0
En vertu de(3.1.12) et pour 0 < ¢ < h, on a

M AWM (AReY
S0 e (f) — 0 L e
Viz0; yi(t) —yj-a ()] < T(1+ja) — AT(1+aj)

Dans le membre de droite, on voit apparaitre le terme général d’une série convergente,

a savoir, la série > 1“(#:#) laquelle est convergente et a pour somme la fonction de Mittag-
k=0

Leffler :

Zk

Pl 2 Ty

A, >0,

NE

e
Il

0

Et donc la série (3.1.18) est uniformément convergente et on a

% (Zr iji ) ) = % (Eo1 (ARY) —1) (3.1.19)

j=0
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3.1. Equations diftérentielles fractionnaire

Evidemment, chaque terme (y; (t) — y;_1 () de la série (3.1.18) , y* (¢) ,est une fonction

continue pour 0 <t <0 et

y (t) = lim yp, (t) = yo (t) +y™* (1)

est donc une fonction continue pour 0 < t < h.

La convergence uniforme de la suite ¥, (t) nous permet de faire tendre m vers l'infini
dans la relation (3.1.12). Ce qui donne I’équation (3.1.10) et montrant que y(¢), la fonction
limite du processus défini par (3.1.11) et (3.1.12)est solution de(3.1.10).

Finallement, prouvons 'unicité de la solution. Supposons donc que g (t) est une autre
solution de I’équation (3.1.10), qui est continue sur 'intervalle 0 < ¢ < h Alors ,il suit de
(3.1.10)que la fonction

z (t) = y(t) — y(t) vérifie 'équation

Z(t):I‘—

t
e ) - F @) (31.20)
0
De plus, cette fonction est continue pour 0 < ¢ < h. Par conséquent,|z(t)| < B pour
0 <t < h,ou B est une constante. Et grace au caractere lipschitzien de f par rapport a vy ,

avec la relation (3.1.20), on en déduit

ABt®
] < ——m— 0<t<h). 3.1.21
20 S frpay @<t (3.1.21)
En répétant ces estimations j fois, on aura
AJ Bti®
2 < =————, j=12, .. 3.1.22
201 ey (3.1.22)

Dans le membre de droite, on récupére (a une constante pres) le terme général de la série

associée a la fonction de Mittag-Lefller £, ; (At*), et donc pour tout ¢

. ATt
PRT )
En faisant tendre j — oo dans (3.1.22), on conclut quez(t) = 0, et y(t) = y(t) pour
0 <t < h. Ce qui achéve la preuve du théoréme (3.1.2). =
On se restreint dans cette section aux équations d’un seul terme de dérivation

de la forme :

Dgy(t) = f(t,y(t))
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3.1. Equations diftérentielles fractionnaire

3.1.3 Existence et unicité

Soit o un réel positif vérifiant m — 1 < a < m , D désigne 'opérateur de dérivation au
sens de Caputo .

On se donne le probléme aux conditions initiales suivant :

Doy (t) = f(ty)
Diy(0) = y? k=0,1,..m—1

Si la fonction f est continue alors le probléme aux conditions initiales (3.1.23) est équiv-

alent a ’équation intégrale non linéaire de Volterra suivante:

m—1

- Z%y“ crm | = e ar (3..23)

Premiérement supposons que y est solution de(3.1.24), on peut écrire cette équation sous

la forme réduite :
m—1 k

Zk,yo + I8 (ty (1)

En appliquant l'opérateur de différentiation Df sur les deux cotés de cette relation on
aura immeédiatement que y est solution de ’équation différentielle de(3.1.23) .
Appliquons maintenant l'opérateur D, 0 < k < m — 1 sur I'équation de Volterra

(3.1.24)

ZDk—yo + DI g™ f (ty (1))
Dg(t)j:()pourj<kalorssit:00na:

k
D (0) = DELy o +I3F (19 (0) o

et comme o — k > 1, lintegral est nul I§%f (t,y (t)) |;—o= 0 par suite DEy (0) = yék)
D’autre part on définit z(¢t) = f(¢,y(¢)) alors z €C'[0, h] on réécrit I’équation de la

forme :

2(t) = f(t,y () = Dy (t) = D§ (y — Tu-1 [y:0]) (1)
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3.1. Equations diftérentielles fractionnaire

= Dg'ly"* (y — Tn—1 [y; 0]) (¢)
m—1
Trn—1[y; 0] est le polynome de Taylor de degré m — 1 <Tm1 [y; 0] = > %yék)> pour la
k=0
fonction f autour de 0. En appliquant I'opérateur /j" sur les deux termes de cette relation

elle devient :
I3z (t) = 1§ (y — T [150) () + ¢ (2)

Avec ¢ un polynome de degré ne dépassant pas m — 1. Comme 2z est continue la fonction
I"z a un zéro d’ordre au moins m a lorigine. En outre la difiérence y — T,,—1 [y;0] a la
méme propriété par construction. Et donc la fonction I (y — T;,—1 [y;0]) doit avoir un
zéro d’ordre m aussi. Par suite le polynéome ¢ a la méme propriété mais comme il est de

degré ne dépassant pas m — 1 il en résulte que ¢ = 0 , par conséquent

Iz (t) = I8 (y — Ton1 [y 0]) (2)

En appliquant 'opérateur de dérivation de Riemann-Liouville Dy~ sur les deux cotés
de cette équation elle devient :
y(t) = Ta [y;0] () = 15z (t)

En substituant z (t) et T,,,_1 [y; 0] (¢) on retrouve ’équation de Volterra :

00 = Skl + s [ - )

soient k > 0, h* > 0,et y((]i)e]R, i =0,1,...m—1.définissent G = [0, h*] X y(()o) — k,y(()o) + k]

et soit f : G — R une fonction continue, satisfaisant la condition de Lipchitz par apport &
y suivante :

lf (t,y1) — f(tye)| < Alyr — ya| , A = constante

posent A = min {h*, (kT (o + 1)/M)1/a} avec M = sup|f (t,2)| ,alors il existe une
(t,2)eG

fonction unique ye C[0, h] solution du probléme(3.1.23)
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3.2. Résolution numérique

Dans le cas linéaire le théoréme suivant donne une expression explicite de la solution en
utilisant la transformée de Laplace et la fonction de Mittag-Leffter E, définit par :
o0 k
Ba(2) = ;F (1+ ak)

Théoréme 3.1.3

soit a > 0,m entier tel que m —1 < a < m et AeR.La solution du probleme aux

conditions initiales suivant:

“Dgy(t) = Ay (t) +q ()
y® ) = ¢y k=0,1,...m—1

Ou ¢eC' [0; h] est la fonction donnée par:

v ()= 3 5P (1) +50)

ISq(t) si A=0
L gt —T1)i(r)dr si A=0

up (1) = Ifeq(t) ,E=0,1,...,m—1et e, (t) = Ey(\*).

avec  (t) =

3.2 Reésolution numérique

Il y a plusieurs méthodes pour la résolution des systémes fractionnaires. Dans le cas linéaire
la méthode la plus simple et rapide est basée sur la définition de la dérivation fractionnaire
au sens de Grunwald-Letnikov.

La méthode la plus adaptée pour les équations non linéaires est la méthode prédiction
correction (PCEC, Predict-Evaluate-Correct-Evaluate) qui est une généralisation naturelle
de la méthode trés connue de Adams-Bashforth-Moulton, c’est cette méthode que nous

allons utiliser dans notre travail.
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3.2. Résolution numérique

3.2.1 Présentation de I’algorithme

Le principe de cette méthode est de remplacer I’équation originale(3.1.23) par I’équation
intégrale de Volterra (3.1.24) et on utilise la formule ( produit de quadrature des trapezes)
pour remplacer I'intégrale par les noeuds ¢; ,j = 0,1, ...,n+1 qui sont prises respectivement

a la fonction (t,4q —.)* " cest adire

tnt1 . tna1 1
/ (tuss — 7)1 g (1) dr ~ / (busr — 7 G (7) dr
0 0
ha n+1
= oy 2 innd ()
a(omtl)jzo

nt —(n—a)(n+1)* si j=0
avec ajni1 =9 (n—j+2)" " +(n—j)"" =2 —j+ 1) si 1<j<n
1 si j=n+1

Cela nous donne la formule de correction (corrector) :

mo—1

yh (tn-i-l) =
k=0

tﬁﬂ (k)
WO T T

by ¥hin) + ) inia f (8,55)

J=0

pour déterminer la formule de prédiction (predictor) qui donne y!_; , on procede de la
méme maniére comme précédemment mais cette fois I'intégrale sera remplacée en utilisant

la méthode des rectangles

tn+1 n
/ (tir = 1) g (P dr S brwarg ()
0 =0

ot bjni1 =2 ((n+1-5)"=(n—4)") par conséquent on a :
m2_1tk+1 (k) RN
Ypi1 = ’;{, Yo + mzbj,nﬂf (tj, yhy)
k=0 ’ j=0

L’algorithme est bien déterminé par ces formules, 'erreur est estimée (voir[5]) par :

max |y; —yh;| = O (h?),avec p =min (2,1 + «)
j=0,1,..N
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3.2. Résolution numérique

3.2.2 Extension au systéme d’équations

Un systéme ayant trois équations différentielles fractionnaire de la forme :

D> (t)
D2y (t)
D3z (t)

fl (tv T, Y, Z) 7x(k) (0)
f2 (ta z,Y, Z) ay(k) (0)
f3 (ya r,Y, Z) 7Z(k) (O)

i k=1,2,...,m —1
b k=1,2,..m
2 k=1,2,..,m

2—1

3—-1

équivalent au systéme a trois équations intégrales de Volterra suivant :

soit h = ]Zv,tn:nh,n:

0,1,2, ...

o -1
k
z(t) = k—o%x
M k) 1
y(t) =5 Ly <o>+w
k=0
msg—1 k
z (t) = kzo %z(
\ =

fot(t—
+ﬁfot(t—7')

N

) i (ra (), y (1), 2 (7)) dr
Ny (rx (1),y (1), 2 (7)) dr (3.2.1)

o=l g (t,2(7),y(7),2(7))dr

La discrétisation de (3.2.1) nous donne :

( mi1— ltk o n
X (tn+1) = ];) 7;;;1 Jflg + ﬁ[fl (thrla $£+1, y£+17 Zﬁ+1) + Zajl‘,nJrlfl (tja TjyYj, ZJ)]
K~ 1tk+1 k ho2
y(tn—H) - kZ:O ! = Yo + m[f2 ( n+1 n+17yn+17 n+1) + z% n+1f2 (tﬁ‘rﬁy]’zj)
= =0
ms3— ltk
4 (tn-i-l) = kX:[) ];lrl Zg + 1"(}1—3 f3 ( n+1,$n+1ayn+1a n+1) + ZCL] n+1f3 (t],x],y], z])
\ = =0
| ( p "= 1tk 1.k 1 o
Tpy1 = k:z:o o To + T(ax )z:0 jn+1f1 (tj, 5,95, 25)
= j:
N p & ltk+1 k 1 o
Oud Yoy = kZO woY0 1 Tag) Zo ,n+1f2 (s, 5,95, 25)
— j:
p & 1tk+1 k 1 <
Zpp1 = D A0+ T(as) >.b ,n+1f3 (tj, 5,95, 25)
\ k=0 7=0
n®tt —(n—q;) (n+ 1" si j=0
aé-,nﬂ =S =7+ n—NT—2(n—j+1D%" s 1<j<n
1 si j=n+1
i = 1,2,3.



3.3. Conclusion génerale

&%)

bir = - (4 1= )% = (0= )], 0 j < mi=1,2,3

L’algorithme est bien déterminé par ces formules, I’erreur est estimée par :

C , L . b= P
maX{Uglj%m ohyl, max |y; —yhy|, max |z Zhgl} O (h")

avec p=min{2,1 4+ a1,1 + as, 1 + as}

3.3 Conclusion génerale

Dans cette mémoire nous avons donné un apergu du calcul fractionnaire et la théorie de
chauchy-lipscitz .
Nous avons terminé de cette mémoire par un chapiter consacré aux équations aux
dérivées fractionnaires pour lesquelles les conditions d’existence et d’unicité de la solu-
tion sont données ( les résultats éventuels vont généraliser les résultats de probléme de

Cauchy-Lipchitz)., ainsi que des méthodes analytiques et numériques pour la résolution.
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Résumé

Dans cette mémoire, nous avons parlé a des outs sur la théorie
de cauchy-lipscitz dans les dérivées fractionnaires.
A partir de I'examan d'entrée dans les dérivés fractionnaires et
I'étude de la théorie de cauchy-lipschitz.
Enfin, nous avons étudié de théorie cauchy dans la diffirentés
fractionnée, en remplacer |'operateur de dérivé entier par
operateur de dérives fractionnaires et prouve l'existence et
I'unicité de ce probleme.
Mots clés: dérivé entier, dérives fractionnaires, cauchy-
lipschitz,|'existence et |'unicité.

Abstract

In This memory we talked or the outs theory Cauchy-lipschitz in
the fractional derivatives.

Starting from the entrance examination in fractional derivatives
and study of the theory of Cauchy-lipschitz.

Finally ,we studied the theory in Cauchy hardships fractional
replace the operator of derivatives integer by the operator of
fractional derivatives and prove the existence and oneness of
this problem.

Key words: derivatives integer, fractional derivatives, Cauchy-
lipschitz, the existence and oneness.
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