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Introduction

Introduction générale

L�objectif principal de cette mémoire est l�étude du théorème de Cauchy-Lipchitz dans le

cas fractionnaire ,où nous allons dans théorème de Cauchy-Lipchitz en remplaçant l�operateur

de dérivée entier par un operateur de dérivée fractionnaire on obtient une équation di¤éren-

tielle est dite fractionnaire, l�objectif de ce travail étudier et démontrer d�existence et l�unicité

de solution de cette problème .

Dans le premier chapitre: nous avons donné un aperçu du calcul fractionnaire.On a

introduit trois approches des dérivées fractionnaires (l�approche de GrunwaldLetnikov, de

Riemann Liouvil le et cel le de Caputo) ainsi que leurs propriétés.

Au deuxiéme chapitre : nous avaons donné et démontrer le théoreme de Cauchy-Lipchitz

(presentent la fonction k-lipschiteziennes,et étudier d�existence et l�unicité de solution de

cette théoreme).

Au troisiéme chapitre : nous avons discuté équations de dérivées fractionnaires pour

lesquel les les conditions d�existence et d�unicité de la solution sont données, ainsi que des

méthodes analytiques et numériques pour la résolution.
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Notations et conventions

Notations et conventions

R Ensembel de nomber réels

C1 (Rn) Ensembel des fonctions di¤erentiables

k:k Norme

� Fonction Gamma

� Fonction Béta

" Une valeur positive proched

Max Maximaun

Min Minimaun

f (n) La derivée de f à l�order n

h�;�i produit scalaire

f; g Deux fonctions

Dp La derivée francotionnel d�order pP
La sommeR
L�integrale

2



Chapitre 1

la dérivation fractionnaire

1.1 Terminologlie

Les mathématiques sont l�art de donner des choses trompantes des noms.la belle et maystèrieuse

appellation (à première vue) "le calcul fractionnaire" est juste un de ces termes mal appro-

priès que sont l�essence des mathématiques.

Par exemple ,nous connaissons de telles noms comme les naturels et les nombres rèels

que nous utilisons très souvent; re�èchissons un moment à ces noms. La notion d�un nombre

naturel est une abstraction naturelle mais est-ce que le nombre est lui mème naturel ?

La notion d�un nombre rèel est une gènèralisation de la notion d�un nombre naturel. Le

mot rèel accentu qu�on prètend à ce qu�il re�ète des quantitès rèelles. Les nombres rèels

re�ètent de vaies quantitès, mais ceci ne peut changer le fair qu�elles n�existent pas. Tout

est en ordre dans l�analyse mathèmatique, et la notion d�un nombre rèel la facilite, mais

si on veut calculer quelque chose, on se rend compte immèdiatement qu�il n�y a aucune

place pour les nombers rèels dans la vrai monde; de nos jours, des calculs sont exècutès la

plupart du temps sur les calculateurs numèriques, que peuvent fonctionner seulement avec

les ensembles �nis de fractions �nis, qui servent à approcher d�irrèels nombres réels.

Retournons à l�appellation "calcul fractionnaire". Il ne signi e pas le calcul des fractions.

Il ne signi e pas non plus une fraction de n�importe quel calcul di¤érentiel, intégral ou calcul

de variations.
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1.1. Terminologlie

Le calcul fractionnaire est un nom pour la théorie d�intégrales et de dérivées d�ordre arbi-

traire, qui uni ent et généralisent les notions de di¤érentiation d�ordre entier et d�intégration

répétées n-fois. Considérons la suite in�nie d�intégrales et dérivées répétées n-foi :

:::::

Z t

a

d�2

Z �2

a

f (t) d�1:

Z t

a

f (t) d�1:f (t) :
df (t)

dt
;
d2f (t)

dt2

La dérivée d�ordre � réel quelconque peut être considérée comme une interpolation de

cette suite d�opérateurs; pour laquelle on utilisera la notation suggérée et utilisée par Davis

[3], à savor

aD
�
t f (t)

La courte appellation des dérivées d�ordre réel quelconque � est dérivées fractionnaires.

Les indices a et t désignent les deux bornes liées à l�opération de di¤érentiation fraction-

naire; comme Ross [2] nous les appellerons les bornes de la di¤érentiation fractionnaire. La

présence des bornes dansle symbole de la di¤érentiation partielle est essentielle. Ceci permet

d�éviter des ambiguïtés dans les applications des dérivés fractionnaires aux problèmes réels.

Les mots intégrales fractionnaires signi ent, dans ce chapitre, intégrales fractionnaires

d�ordre arbitraire et correspondant aux valeurs négatives de �. Nous n�utiliserons pas une

notation di¤érente pour les intégrales fractionnaires ; nous noterons l�intégrale fractionnaire

d�ordre � > 0 par

aD
��
T

Une équation diférentielle fractionnaire est une équation contenant des dérivées frac-

tionnaires; une équation intégrale fractionnaire est une équation intégrale contenant des

intégrales fractionnaires. Un système d�ordre fractionnaire est un système décrit par une

équation di¤érentielle fractionnaire ou une équation intégrale fractionnaire ou un système

de telles équations.
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1.2. outils de base

1.2 outils de base

1.2.1 La fonction Gamma et la fonction Béta

1. La fonction �d�Euler est une fonction qui prolonge la factorielle aux valeurs réelles et

complexes[1].

Pour Re (�) > 0 on dé�nie � (�) par :

� (�) =

Z +1

0

t��1e�tdt (1.2.1)

La fonction � s�étend (en une fonction holomorphe) a C�Z�tout entier On a :

� (�+ 1) = �� (�)

et pour n entier on a n! = � (n+ 1), pour plus d�informations sur la fonction � voir [1]

2.La fonction Béta est dé�nie par :

� (p; q) =

Z 1

0

� p�1 (1� �)q�1 d� = � (p) � (q)

� (p+ q)
avec Re (p) > 0 et Re (q) > 0

1.2.2 La Transformée de Laplace

1. Si la fonction f est d�ordre exponentiel � (c�est à dire qu� il existe deux constante

positives M et T telles que j f (t) j� Me�t pour t > T ) alors la fonction F de la variable
complexe s dé�nie par :

F (s) = L ff (t)g (s) =
Z +1

0

e�stf (t) dt

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f .

2. On peut reconstituer f à partir de sa transformée F à l�aide de la transformée de

Laplace inverse f (t) = L�1 fF (s)g (t) =
R c+i1
c�i1 estF (s) ds c = Re (s)

3. La Transformée de Laplace du produit de deux fonctions f et g qui sont nulles pour

t < 0 est égale au produit de leur transformées de Laplace.
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1.3. Intégration fractionnaire

4. La transformée de Laplace d�une dérivée d�ordre entier est :

L
�
f (n) (t)

�
(s) = snF (s)�

n�1X
k=0

sn�k�1f (k) (0)

= snF (s)�
n�1X
k=0

skf (n�k�1) (0)

5. La transformée de Laplace de la fonction tp�1 est :

L
�
tp�1

�
(s) = � (p) s�p

1.3 Intégration fractionnaire

Considérons une fonction f dé�nie pour t > � on pose

(If) (t) =

Z t

�

f (�) d� ;
�
I2f
�
(t) =

Z t

�

(If) (u) du =

Z t

�

�Z u

�

f (�) d�

�
du

en répétant n fois on obtient d�après la formule de Cauchy

(Inf) (t) =
1

(n� 1)!

Z t

�

(t� �)n�1 f (�) d�

en utilisent la fonction � d�Euler(1:2:1) on aura (voir[3]; [4]) la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.3.1 soit ��R+; l�opérateur I� , dé�nit sur L1 [a; b] par :

(I�f) (t) =
1

� (�)

Z t

�

(t� �)��1 f (�) d� (1.3.1)

pour t� [a; b] est appelé opérateur d�intégration fractionnaire de Riemann Liouville d�ordre

� .

Théorème 1.3.1 soit f �L1 [a; b] et � > 0 , l�intégrale (I�f) (t) existe pour tout t� [a; b] et

la fonction I�f elle même est un élément deL1 [a; b] .Pour la démonstration de ce théorème

voir [4]
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1.4. Dérivation fractionnaire

Remarque 1.3.1

1.pour � > 0 et � > 0 on a I� � I� = I� � I� = I�+�

2. (Transformée de Laplace) On prend a = 0, pour une fonction f qui possède la

transformée de Laplace F (s) dans le demi plan Re (s) > 0 nous avons :

L (I�f) (s) = s��F (s)

Exemple 1.3.1

I� (t� a)m =
1

� (�)

Z t

a

(t� �)��1 (� � a)m d�

=
1

� (�)
(t� a)�+m

Z 1

0

(1� x)��1 xmdx

=
� (m+ 1)

� (�+m+ 1)
(t� a)�+m

pour � = 0:5 , m = 1 et a = 0 on aura I0:5 (t) = �(2)
�(2:5)

(t)1:5 =
p
t3

�(2:5)

1.4 Dérivation fractionnaire

Il y a b eaucoup d�approches p our la dérivation fractionnaire, nous allons souligner les

approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

1.4.1 Approche de Grünwald-Letnikov

L�idée de cette approche est basée sur la remarque qu�on p eut exprimer la dérivée d�ordre

entier p (si p est positif ) et l�intégrale répétée (�p) fois (si p est négatif ) d�une fonction f
par la formule générale suivante :

�D
p
t f (t) = lim

h!0
h�p

nX
k=0

(�1)k
�
p

k

�
f (t� kh) avec

�
p

k

�
=
p (p� 1) ::: (p� k + 1)

k!

7



1.4. Dérivation fractionnaire

qui représente la dérivée d�ordre entier p si 0 < p < n et l�intégrale répétée (�p) fois si
�n < p < 0 avec nh = t� a
La généralisation de cette formule pour p non entier�
avec 0 � n� 1 < p < n et (�1)k

�
p
k

�
= �p(1�p)(2�p):::(k�p�1)

k!
= �(k�p)

�(k+1)�(�p)

�
nous donne:

G
�D

p
t f (t) = lim

h!0
h�p

nX
k=0

� (k � p)
� (k + 1)� (�p)f (t� kh) (1.4.1)

et

G
�D

�p
t f (t) = lim

h!0
hp

nX
k=0

� (k + p)

� (k + 1)� (p)
f (t� kh) = 1

� (p)

Z t

�

(t� �)p�1 f (�) d� (1.4.2)

si f est de classe Cn alors en utilisant l�intégration par parties on obtient :

G
�D

�p
t f (t) =

n�1X
k=0

f (k) (�) (t� �)k+p

� (k + p+ 1)
+

1

� (n+ p)

Z t

�

(t� �)n+p�1 f (n) (�) d� (1.4.3)

et aussi :

G
�D

p
t f (t) =

n�1X
k=0

f (k) (�) (t� �)k�p

� (k � p+ 1) +
1

� (n� p)

Z t

�

(t� �)n�p�1 f (n) (�) d� (1.4.4)

1.La dérivée d�une fonction constante au sens de Grünwald-Letnikov :

En générale la dérivée d�une fonction constante au sens de Grünwald-Letnikov n�est pas

nul le ni constante.

si f (t) = c et p non entier on a : f (k) (t) = 0 pour k = 1; 2; 3:::n

G
aD

p
t =

C

� (1� P ) (t� a)
�p +

n�1X
k=0

f (k) (a) (t� a)k�p

� (k � p+ 1) +
1

� (n� p)

Z t

a

(t� p)n�p�1 f (n) (�) d�

n�1X
k=0

f (k) (a) (t� a)k�p

� (k � p+ 1) = 0 et
1

� (n� p)

Z t

a

(t� p)n�p�1 f (n) (�) d� = 0

8



1.4. Dérivation fractionnaire

) G
aD

p
t =

c

� (1� p) (t� a)
�p

2.la dèrivèe de f (t) = (t� a)� au sens de Grünwald-Letnikov :
soit p non entier et 0 � n� 1 � p < n avec � > n� 1 alors on a :

f (k) (a) = 0 pour k = 0; 1; :::; n� 1 et f (n) (�) = �(�+1)
�(��n+1) (� � a)

��n d�où

G
aD

p
t (t� a)

� =
� (�+ 1)

� (n� p) � (�� n+ 1)

Z t

a

(t� �)n�p�1 (� � a)��n d�

En faisant le changement de variable � = a+ s (t� a) on aura :

G
aD

p
t (t� a)

� =
� (�+ 1)

� (n� p) � (�� n+ 1)

Z t

0

(t� �)n�p�1 (� � a)��n d�

=
� (�+ 1)

� (n� p) � (�� n+ 1) (t� a)
��p
Z 1

0

(1� s)n�p�1 s��nds

=
� (�+ 1) � (n� p; �� n+ 1)
� (n� p) � (�� n+ 1) (t� a)��p

=
� (�+ 1)� (n� p) � (�� n+ 1)

� (n� p) � (�� n+ 1)� (�� p+ 1) (t� a)
��p

=
� (�+ 1)

� (�� p+ 1) (t� a)
��p

par exemple G0D
1
2
t t =

�(2)
�(1:5)

1
p
t =

p
t

�(1:5)

Propriètès 1. Composition avec les dérivées d�ordre entier

Pour m entier positif et p non entier on a :

dm

dtm
�
G
�D

p
t f (t)

�
= G

�D
m+p
t f (t)

et G
�D

p
t

�
dm

dtm
f (t)

�
= G

�D
m+p
t f (t)�

m�1X
k=0

f (k) (�) (t� �)k�p�m

� (k � p�m+ 1)

Démonstration. Pour m entier positif et P non entier avec (n� 1 < p < n) on a :

dm

dtm
�
G
�D

p
t f (t)

�
=

n+m�1X
k=0

f (k) (�) (t� �)k�(p+m)

� (k � (p+m) + 1)

+
1

� (n+m� (p+m))

Z t

�

(t� �)n+m�(p+m)�1 f (n+m) (�) d�

9



1.4. Dérivation fractionnaire

alors
dm

dtm
�
G
�D

p
t f (t)

�
=G� D

m+p
t f (t)

mais

G
aD

p
t

�
dm

dtm
f (t)

�
=

n�1X
k=0

f (m+k) (a) (t� a)k�(p+m)

� (k � p+ 1) +
1

� (n� p)

Z t

a

(t� �)n�p�1 f (n+m)(�)d�

=
n+m+1X
k=0

f (k) (�) (t� �)k�(p+m)

� (k � (p+m) + 1) +
1

� (n+m� (p+m))

Z t

�

(t� �)n+m�(p+m)�1 f (n+m) (�) d�

�
n�1X
k=0

f (k) (�) (t� �)k�p�m

� (k � p�m+ 1)

=G� D
m+p
t f (t)�

n�1P
k=0

f (k) (�) (t� �)k�p�m

� (k � p�m+ 1)
On déduit alors que la di¤érentiation fractionnaire et la diférentiation conventionnelle

ne commutant que si: f (k) (�) = 0 pour tout k = 0; 1; 2; :::;m� 1
2. Composition avec les dérivées fractionnaires

* Si q < 0 et p 2 R alors :

G
�D

p
t

�
G
�D

q
t (f (t)

�
=G� D

p+q
t f (t)

*Si 0 � m� 1 < q < m et p < 0 alors :

G
a D

p
t

�
G
aD

q
t (f (t))

�
=Ga D

p+q
t f (t)

seulement si f (k) (a) = 0 pour tout k = 0; 1; 2; :::;m� 2
*Si 0 � m� 1 < q < m et 0 � n� 1 < p < n alors :

G
�D

p
t

�
G
�D

q
t (f (t))

�
=G� D

q
t

�
G
aD

p
t f (t)

�
=G� D

p+q
t f (t)

seulement si f (k) (�) = 0 pour tout k = 0; 1; 2; :::; r � 2 avec r = max (m;n)

10



1.4. Dérivation fractionnaire

Démonstration. *Si q < 0 et p < 0 alors:

G
�D

p
t

�
G
�D

q
t f (t)

�
=

1

� (�p)

Z t

�

(t� �)�p�1
�
G
�D

q
t (f (t)

�
d�

=
1

� (�p) � (�q)

Z t

�

(t� �)�p�1 d�
Z �

�

(� � s)�q�1 f (s) ds

=
1

� (�p) � (�q)

Z t

�

f (s) ds

Z t

s

(� � s)�q�1 (t� �)�p�1 d�

=
1

� (� (p+ q))

Z t

�

(t� s)�p�q�1 ds

= G
�D

p+q
t f (t)

*Si q < 0 et 0 � n� 1 < p < n on a p = n+ (p� n) avec (p� n) < 0 alors :

G
aD

p
t

�
G
aD

q
t f (t)

�
=

dn

dtn
�
G
aD

p�n
t

�
G
aD

q
t (f (t))

�	
=

dn

dtn
�
G
�D

q+p�n
t f (t)

�
= G

�D
p+q
t f (t)

* pour 0 � m� 1 < q < m et p < 0 on a :

G
�D

q
t =

m�1X
k=0

f (k) (�) (t� �)k�q

� (k � q + 1) +
1

� (m� q)

Z t

a

(t� �)m�q�1 f (m) (�) d�

et (t� a)k�q ont des singularités non-integrables donc G
aD

p
t

�
G
aD

q
t f (t)

�
n�exsite que si

f (k) (a) = 0 pour tout k = 0; 1; 2; :::m�2 et dans ce cas on a :

G
�D

q
t f (t) =

f (m�1) (�) (t� �)m�1�q

� (m� q) +G� D
q�m
t f (m) (t)

alors

G
�D

p
t

�
G
�D

q
t f (t)

�
=

f (m�1) (�) (t� �)m�1�q�p

� (m� q � p) +G� D
p+q�m
t f (m) (t)

=
f (m�1) (�) (t� �)m�(q+p)�1

� (m� p� q) +
1

� (m� (p+ q))

Z t

�

(t� �)m�(p+q)�1 f (m) (�) d�

= G
�D

p+q
t f (t)
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1.4. Dérivation fractionnaire

* pour 0 � m� 1 < q < m et 0 � n� 1 < p < n on a :

G
�D

p
t

�
G
�D

q
t (f (t)

�
=

dn

dtn
�
G
�D

p�n
t

�
G
�D

q
t (f (t)

�	
Sif (k) (a) = 0 pour tout k = 0; 1; 2; :::;m� 2 alors:

G
�D

p�n
t

�
G
�D

q
t f (t)

�
= G

�D
q+p�n
t (f (t)) par suite:

G
�D

p
t

�
G
�D

q
t (f (t)

�
=

dn

dtn
�
G
�D

q+p�n
t (f (t)

�
= G

�D
p+q
t f (t)

3. Transformée de Laplace

Soit f une fonction qui possède la transformée de Laplace F (s) pour 0 � p < 1 on a
:

G
0 D:ptf (t) =

f (0) t�p

� (1� p) +
1

� (1� p)

Z t

0

(t� �)�p f 0 (�) d� alors:

L
�
G
0D

p
t f (t)

�
(s) =

f (0)

S1�p
+

1

S1�p
[sF (s)� f (0)]

= spF (s)

Pour p � 1 il n�existe pas de transformée de Laplace dans le sens classique mais dans le
sens des distributions on a aussi:

L
�
G
0D

P
t f (t)

�
(s) = spF (s)

1.4.2 Approche de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a; t] alors la dérivée fractionnaire d�ordre p (avec n�1 � p
< n) au sens de Riemann-Liouville est dé�nie par:

R
aD

p
t f (t) =

1

� (n� p)
dn

dtn

Z t

a

(t� �)n�p�1 f (�) d� (1.4.5)

=
dn

dtn
�
In�pf (t)

�
Remarque 1.4.1 Si f est de classe Cn alors en faisant des intégrations par parties et des

di¤érentiations répétées on obtient :

R
aD

p
t f (t) =

n�1X
k=0

f (k) (a) (t� a)k�p

� (k � p+ 1) +
1

� (n� p)

Z t

a

(t� �)n�p�1 f (n) (�) d�

= G
aD

p
t f (t)
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1.4. Dérivation fractionnaire

Dans ce cas l�approche de Grünwald-Letnikov et l�approche de Riemann-Liouville sont

équivalentes.

Exemple 1.4.1

1. La dérivée non entière d�une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville.

En générale la dérivée non entière d�une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville n�est pas nulle ni constante mais on a :

R
aD

p
tC =

C

� (1� p) (t� a)
�p

2. La dérivée de f (t) = (t� a)� au sens de Riemann-Liouville.
Soit p non entier et 0 � n� 1 < p < n et � > �1 alors on a:

R
aD

p
t (t� �)

� =
1

� (n� p)

Z t

a

(t� �)n�p�1 (� � a)� d�

En faisant le changement de variable � = �+ s (t� �) on aura :

R
aD

p
t (t� a)

� =
1

� (n� p)
dn

dtn
(t� a)n+��p

Z 1

0

(1� s)n�p�1 s�ds

=
� (n+ �� p+ 1) � (n� p; �+ 1)

� (n� p) � (�� p+ 1) (t� a)��p

=
� (n+ �� p+ 1)� (n� p) � (�+ 1)

� (n� p) � (�� p+ 1)� (n+ �� p+ 1) (t� a)
��p

=
� (�+ 1)

� (�� p+ 1) (t� a)
��p

Par exemple R0D
0:5
t t

0:5 = �(1:5)
�(1)

= � (1:5)

Propriétés:

1. Composition avec l�intégrale fractionnaire

* RaD
p
t (I

pf (t)) = f (t) ; alors l�opérateur de di¤érentiation fractionnaire au sens deRiemann-

Liouville est un inverse gauche de l�opérateur d�intégration fractionnaire, et en générale on

a :
R
aD

p
t (I

qf (t)) =Ra D
p�q
t f (t)�

si p� q < 0 on pose RaD
p�q
t f (t) = Iq�pt f (t)

�
� R
aD

�p
t

�
R
aD

q
t f (t)

�
=Ra D

p�q
t f (t)�

mX
k=0

h
R
aD

q�k
t f (t)

i
t=0

(t� a)p�k

� (p� k + 1)

13



1.4. Dérivation fractionnaire

(avec m� 1 � q < m) on déduit alors que la di¤érentiation et l�intégration fractionnaire
ne commutent pas en général.

2. Composition avec les dérivées d�ordre entier

dn

dtn
�
R
aD

p
t f (t)

�
= R

aD
n+p
t f (t)

mais R
aD

p
t

�
dn

dtn
f (t)

�
= R

aD
n+p
t f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a) (t� a)k�p�n

� (k � p� n+ 1)

On déduit alors que la di¤érentiation fractionnaire et la di¤érentiation conventionnelle

ne commutent que si : f (k) (a) = 0 pour tout k = 0; 1; 2; :::; n� 1
3.Composition avec les dérivées fractionnaires:

Soit n� 1 � p < n et m� 1 � q < m alors :

R
aD

p
t

�
R
aD

q
t f (t)

�
= R

aD
p+q
t f (t)�

mX
k=0

h
R
aD

q�k
t f (t)

i
t=a

(t� a)�p�k

� (�p� k + 1) et

R
aD

q
t

�
R
aD

p
t f (t)

�
= R

aD
p+q
t f (t)�

nX
k=0

h
R
aD

p�k
t f (t)

i
t=a

(t� a)�q�k

� (�q � k + 1)

par suite deux opérateurs de dérivations fractionnaires RaD
p
t et

R
aD

q
t ne commutent que

si p = q et
h
R
aD

p�k
t f (t)

i
t=a

= 0 pour tout k = 1; 2; :::; n et
h
R
aD

q�k
t f (t)

i
t=a

= 0

pour tout k = 1; 2; :::;m .

4. Transformée de Laplace:

Si f possède la transformée de Laplace F (s) alors :

L
�
R
0D

p
t f (t) ; (s)

	
= spF (s)�

n�1X
k=0

sk
h
R
0D

p�k�1
t f (t)

i
t=0
(avec n� 1 � p < n)

L�application de cette transformée est limitée à cause de l�absence de l�interprétation

physique des valeurs limites des dérivées fractionnaires en la borne inférieure t = 0.

1.4.3 Approche de Caputo

Dans la modélisation mathématique l�utilisation des dérivées fractionnaires au sens de

Riemann-Liouville mène à des conditions initiales contenant les valeurs limites des dérivées

fractionnaires en la borne inférieure t = a
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1.4. Dérivation fractionnaire

.Une certaine solution de ce problème a été proposée par M .Caputo.

soit p � 0 (avec n� 1 � p < n et n �N�) f est une fonction telle que dn

dtn
f �L1 [a; b] La

dérivée fractionnaire d�ordre p de f au sens de Caputo est dé�nie par :

C
aD

p
t f (t) =

1

� (n� p)

Z t

a

(t� �)n�p�1 f (n) (�) d�

= In�p
�
dn

dtn
f (t)

�
propriétés

1.Relation avec la dérivée de Riemann Liouville:

soit p � 0 (avec n� 1 � p < n et n �N�) supposons que f est une fonction telle que C
�D

p
t

et R�D
p
t existent alors :

C
�D

p
t f (t) =

R
aD

p
t f (t) �

n�1X
k=0

f (k) (�) (t� a)k�p

� (k � p+ 1)

On déduit que si f (k) (�) = 0 pour k = 0; 1; 2; :::; n�1 on aura C
aD

p
t f (t) =

R
aD

p
t f (t)

2.Composition avec l�opérateur d�intégration fractionnaire

Si f est continue on a :

C
aD

p
t I
p
�f = f et Ipa

C
aD

p
t f (t) = f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (�) (t� a)k

k!

Alors l�opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l�opérateur d�intégration

fractionnaire mais il n�est pas un inverse droite.

3.Transformée de Laplace

Si f possède la transformée de Laplace F (s) alors :

L
�

C
0D

p
t f (t)

�
(s) = spF (s)�

n�1X
sp�k�1f (k) (0)

k=0

(avec n� 1 � p < n)

Comme cette transformée induit les valeurs de la fonction f et ces dérivées f (k) en la

borne inférieure t = 0 pour lesquelles certaine interprétation physique existe elle peut être

très utile dans l�application .
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1.5. Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

1. La dérivée d�une fonction constante au sens de Caputo .

La dérivée d�une fonction constante au sens de Caputo est nulle : C
aD

p
tC = 0

2.La dérivée de f (t) = (t� a)�au sens de Caputo .
soit p non entier et 0 � n� 1 < p < n avec � > n� 1 alors on a :

f (n) (�) =
� (�+ 1)

� (�� n+ 1) (� � a)
��n d�ou

C
aD

p
t (t� a)

� =
� (�+ 1)

� (n� p) � (�� n+ 1)

Z t

�

(t� �)n�p�1 (� � a)��n d�

En faisant le changement de variable � = a+ s (t� a) on aura :

C
aD

p
t (t� a)

� =
� (�+ 1)

� (n� p) � (�� n+ 1)

Z t

�

(t� �)n�p�1 (� � a)��n d�

=
� (�+ 1)

� (n� p) � (�� n+ 1) (t� a)
��p
Z 1

0

(1� s)n�p�1 s��nds

=
� (�+ 1) � (n� p; �� n+ 1)
� (n� p) � (�� n+ 1) (t� a)��p

=
� (�+ 1)� (n� p) � (�� n+ 1)

� (n� p) � (�� n+ 1)� (�� p+ 1) (t� a)
��p

=
� (�+ 1)

� (�� p+ 1) (t� a)
��p

1.5 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

1.5.1 Linéarité

La di¤érentiation fractionnaire est une opération linéaire :

Dp (�f (t) + �g (t)) = �Dpf (t) + �Dpg (t)

où Dp désigne n�importe quelle approche de dérivation considérée dans ce mémoire.

1.5.2 Règle de Leibniz
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1.5. Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Pour n entier on a :

dn

dtn
(f (t) :g (t)) =

nX
k=0

�
n

k

�
f (k) (t) g(n�k) (t)

La généralisation de cette formule nous donne :

Dp (f (t) :g (t)) =

nX
k=0

�
p

k

�
f (k) (t)Dp�kg (t)�Rpn (t)

ou n � p+ 1 et Rpn (t) =
1

n!� (�p)

Z t

�

(t� �)�p�1 g (�) d�
Z t

�

f (n+1) (�) (� � �)n d�:

�
on a lim

n!+1
Rpn (t) = 0

�
Si f et g avec toutes ses dérivées sont continues dans [a; t] la formule devient :

Dp (f (t) :g (t)) =
nX
k=0

�
p

k

�
f (k) (t)Dp�kg (t)

Dp est la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov et au sens de RiemannLiou-

ville.
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Chapitre 2

Quelques type de théorème de

Cauchy-Lipchitz

2.1 Fonction k-lipschiteziennes

soit M et N deux espaces métriques. Soit g une application deM dans N . Soit K un

nombre réel. On dit que g est k-lipschitzienne[10] si

8x; y 2M;d (g (x) ; g (y)) � k:d (x; y) :

On dira aussi que qu�une fonction f est localement lipschitzienne, si tout point posséde un

voisinage sur lequel f est lispchitzienne.

1.Il est immédiat de véri�er que toute fonction k-lipschitzienne est continue.

2.La réciproque n�est pas vraie : il existe des fonctions continues qui ne sont pas lip-

schitziennes, même localement. Un exemple simple est la fonction f de R dans lui-même

dé�nie par x!
p
x: comme

lim
x!0

jf (x)� f (0)j
jx� 0j = +1;

la fonction f n�est lipschitzienne pour la métrique usuelle sur aucun voisinage de 0. item

3.Par contre, soit E et F deux espaces vectoriels normés. Soit U un ouvert de E. Soit

f dé�nie sur U à valeurs dans F . Si f est C1 sur U , alors f est localement lipschitzienne.

En e¤et, la di¤érentielle de f dépend continùment du point. Dés lors, tout point x de U

posséde un voisinage convex C -une boule - sur lequel kDfk est bornée par un nomber k.
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2.2. Théorème de Cauchy-Lipschitz

D�aprés le théorème des accroissements �nis on a.

8x; y 2 C; kf (x)� f (y)k � k kx� yk :

2.2 Théorème de Cauchy-Lipschitz

Une fonction:
f : Rn � Rm ! Rp

(t; y)! f (t; y)
(2.2.1)

est localement Lipschitz en y au point (t0;y0)q si il existe des voisinages V de t0 et

w de y0 et un nombre k > 0 tels que pour tout (t; y) 2 V �W on ait

kf (t0; y0)� f (y; y0)k � k ky � y0k : (2.2.2)

La fonction est localement Lipschitz sur un ouvert U et Rn � Rm si elle est localement
Lipschitz en chaque point de U

Proposition 2.2.1 (Limite uniforme de fonctions continues[11])

Soit X un espace topologique et (Y; d ) un espace métrique. Si une suite de fonctions

fn : X ! Y continues converge uniformément, alors la limite est séquentiellement continue:

Démonstration.

Soit a 2 X et prouvons que f est séquentiellement continue en a. Pour cela nous

considérons une suite xn ! a dans X. Nous savons que f (xn)
Y! f (x).Pour tout k 2 N,

tout n 2 N
et tout x 2 X nous avons la majoration

kf (xn)� f (x)k � kf (xn)� fk (xn)k+ kfk (xn)� fk (x)k+ kfk (x)� f (x)k (2.2.3)

� 2 kf � fkk1 + kfk (xn)� fk (x)k : (2.2.4)
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2.2. Théorème de Cauchy-Lipschitz

Soit " > 0. Si nous choisissons k su¢ samment grand la premier terme est plus petit que

" . Et par continuité de fk, en prenant n assez grand, le dernier terme est également plus

petit que "

Proposition 2.2.2 .

Soit X un espace topologique métrique compact et (Y; d)un espace espace métrique com-

plet. Alors léspace des fonctions continuesX ! Y muni de la norme uniforme (C (X; Y ) ; k:k1)
est complet.

Démonstration.

Notons que l�hypothèse de compacité de X sert à donner un sens à la norme uniforme

: vu que X est compact et que les fonctions sont continues, elles sont bornées. Soit (fn)

une suite de Cauchy dans C (X; Y ), c�est à dire que pour tout " > 0 il existe N 2 N tel que
si k; l > N nous avons kfk � ftk1 � " . Cette suite véri�e le critère de Cauchy uniforme
et donc converge uniformément vers une fonction.f : X ! Y La continuité de la fonction

f découle de la convergence uniforme et de la proposition(Limite uniforme de fonctions

continues) (c�est pour avoir l�équivalence entre la continuité séquentielle et la continuité

normale que nous avons pris l�hypothèse d�espace métrique).

Lemme 2.2.1 Soient A et B deux espaces compact. L�ensemble des fonctions continues de

A vers B muni de la norme uniforme est complet.

Démonstration.

Soit (fk) une suite de Cauchy de fonctions dans C (A;B). Pour chaque x 2 A nous

avons

kfk (x)� ft (x)kB � kfk � ftk1 (2.2.5)

de telle sorte que la suite (fk (x)) est de Cauchy dans B et converge donc vers un élément

de B. La suite de Cauchy (fk) converge donc ponctuellement vers une fonction f : A! B

Nous devons encore voir que cette fonction est continue ; ce sera l�uniformité de la norme

qui donnera la continuité. En e¤et soit xn ! x une suite dans A convergent vers x 2 A.
Pour chaque k 2 N nous avons

kf (xn)� f (x)k � kf (xn)� fk (xn)k+ kfk (xn)� fk (x)k+ kfk (x)� f (x)k (2.2.6)
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2.2. Théorème de Cauchy-Lipschitz

En prenant k et n assez grands, cette expression peut être rendue aussi petite que l�on

veut ; le premier et le troisième terme par convergence ponctuelle f k ! f le second terme

par continuité de f k: La suite f (xn)est donc convergente vers f (x) et la fonction f est

continue.

Théorème 2.2.1 (Cauchy-Lipschitz[11]).

Nous considérons l�équation di¤érentielle8<: y0 = f (t; y)

y (t0) = y0
(2.2.7)

avec f : U ! Rn où U est un ouvert de . Nous supposons que f est continue sur U et

localement Lipschitz par rapport à y. Alors le système (2:2:7) admet une unique solution

maximale. Cette solution est C1.

L�écriture � y0 = f (t; y) �est un abus de notation pour demander que pour chaque t
nous ayons y0 (t) = f (t; y (t)).

Démonstration.

Si y est une solution de l�équation di¤érentielle considérée, elle véri�e :

y (t) = y0 +

Z t

t0

f (u; y (u)) du (2.2.8)

Ceci nous incite à considérer l�opérateur� : z! z dé�ni par

� (y) (t) = y0 +

Z t

t0

f (u; y (u)) du (2.2.9)

Cylindre de sécurité et espace fonctionnel :

Précisons l�espace fonctionnel z adéquat. Soient V et W les voisinages de t0 et y0 sur

lesquels f est localement Lipschitz. Nous considérons les quantités suivantes :

(1) supv�w f ;

(2) r > 0 tel que B (y0; r) � V
(3) T > 0 tel que B (t0; T ) � W et T < r�M
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2.2. Théorème de Cauchy-Lipschitz

Nous considérons alors F , l�ensemble des fonctions continues B (t0; T )! B (y0; r) muni

de la norme uniforme. Par le lemme (2:2:1) l�espace F est complet.

Le fait que � (y) soit continue lorsque y est continue est une propriété de l�intégration et

du fait que f soit continue en ses deux variables. Prouvons que � (y) (t) 2 B (y0; r). Pour
cela, notons que

j�p (y) (t)� y0j �
Z t

t0

jf (u; y (u))j du � jt� t0j kfk1 (2.2.10)

Étant donné que t 2 B (t0; T ) nous avons jt� t0j � r�M et donc j� (y) (t)� y0j � r.
L�équation (2:2:8) signi�e que y est un point �xe de �. L�espace F étant complet le

théorème de point �xe de Picard s�applique. Nous allons montrer qu�il existe un p 2 N tel
que �p soit contractante. Par conséquent �p aura un unique point �xe qui sera également

unique point �xe de �.

Une contraction Prouvons donc que �p est contractante pour un certain p.

Pour cela nous commençons par montrer la formule suivante par récurrence :

k�p (x) (t)� �p (y) (t)k � kp jt� t0j
p!

kx� yk1 (2.2.11)

pour tout x; y 2 F , et pour tout t 2 B (t0; T ). Pour p = 0 la formule (2:2:11) est véri�ée
parce que kx� yk1 est le supremum de kx (t)� y (t)k pour t 2 B (t0; T ). Supposons que
la formule soit

vraie pour p et calculons pour p+ 1. Pour tout t 2 B (t0; T ) nous avons

�p+1 (x) (t)� �p+1 (y) (t)

 � ����Z t

t0

kf (u;�p (x) (u))� f (u;�p (y) (u))k
����

(2.2.12)

�
����Z t

t0

k k�p (x) (u)� �p (y) (u)k du
���� (2.2.13)

�
����Z t

t0

k
kp jt� t0j

p!
kx� yk1

���� (2.2.14)

=
kp+1 jt� t0jp+1

(p+ 1)
kx� yk1 (2.2.15)
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2.3. Existence et unicité de la solution

Justi�cations :

� (2:2:13) parce que f est Lipschitz.

� (2:2:14) par hypothèse de récurrence.

La formule(2:2:11) est maintenant établie. Nous pouvons maintenant montrer que �p est

une contraction pour un certain p. Pour tout t 2B (t0; T ) nous avons

k�p (x) (t)� �p (y) (t)k � kp

t!
jt� t0jp kx� yk1 �

kpT p

p!
kx� yk1 (2.2.16)

où nous avons utilisé le fait que jt� t0j < T P . En prenant le supremum sur t des

deux côtés il vient

k�p (x)� �p (y)k1 �
kpT P

p!
kx� yk1 (2.2.17)

Le membre de droite tend vers zéro lorsque p!1 parce que k < 1 et T P�p!! 0.

Nous concluons donc que �p est une contraction pour un certain p.

Conclusion 2.2.1 L�unique point �xe de � est alors l�unique solution continue de l�équation

di¤érentielle(2:2:7). Par ailleurs l�équation elle-même y0 = f (t; y) demande implicitement

que y soit dérivable et donc continue. Nous concluons que l�unique point �xe de � est

l�unique solution de l�équation di¤érentielle donnée. Cette dernière est automatiquement

C1 parce que si y est continue alors u ! f (u; y (u)) est continue, c�est à dire que y0 est

continue.

2.3 Existence et unicité de la solution

Nous utiliserons les mêmes notations que précédemment. Nous considérons "1 donné par le

lemme ci-dessus. Soit toujours

T(t0;x0) :

8<: M� ! E�

Y ! T (y) .

où T (y) : t! x0 +
R t
t0
f (y (s) ; s) ds
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2.3. Existence et unicité de la solution

Nous remarquons à nouveau que x est solution de conditions initiales (t0; x0) sur I", si

et seulement ci T(t0;x0) (x) = x. Comme pour les équations linéaires, le théoréme découle du

théoréme de Picard et du lemme suivant.

Lemme 2.3.1 Il existe "0 � "1 , tel que si " � "0 , alors pour tout (t0; x0) 2 I � U , on a

8x; y 2M" ;


T(t0;x0) (x)� T(t0;x0) (y)

 � 1

2
kx� yk :

Soit "0 = inf
�
"1;

1
4k

�
:Nous avons

kT (x) (t)� T (y) (t)k �




Z t

t0

f (s; x (s))� f (s; y (s)) ds






�
Z t

t0

kf (s; x (s))� f (s; y (s))k ds:

En utilisant le fait que z ! f (t; z) est k-lipschitzienne, il vient

kT (x) (t)� T (y) (t)k �
Z t

t0

k kx (s)� y (s)k ds

� kx� yk1
Z t

t0

kds

� k" kx� yk1

Autrement dit, si

" � "0 = inf
�
"1;

1

2k

�
;

il vient

kT (x)� T (y)k1 �
1

2
kx� yk1

C�est l�inégalité que nous recherchions

Unicité

Nous passons maintenant à la partie «prolongement maximum» du théorème. Soient

x1 et x2 deux solutions maximales du problème(2:2:7) sur des intervalles I1 et I2 respec-

tivement.

Les intervalles I1 et I2 contiennent B (t0; r) sur lequel x1 = x2 par unicité . Nous allons

maintenant montrer que pour tout t � t0 pour lequel x1ou x2 est dé�ni, x1 (t) et x2 (t) sont
dé�nis et sont égaux. Le raisonnement sur t � t0 est similaire. Supposons que l�ensemble
des t � t0 tels que x1 = x2 soit ouvert à droite, c�est à dire soit de la forme[t0; b[ . Dans ce
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2.3. Existence et unicité de la solution

cas, soit x1 soit x2 (soit les deux) cesse d�exister en b. En e¤et si nous avions les fonctions

xi sur [t0; b+ "[ alors l�équation x1 = x2 dé�nirait un fermé dans [t0; b+ "[. Supposons pour

�xer les idées que x1 cesse d�exister : le domaine de x1 (parmi les t � 0) est [t0; b[ et sur

ce domaine nous avons x1 = x2. Dans ce cas x1 pourrait être prolongé en x2 au-delà de

b. Si x1 et x2 s�arrêtent d�exister en même temps en b, alors nous avons bien x1 = x2. Nous

devons donc traiter le cas où x1 = x2 sur [t0; b] alors que x1 et x2 existent sur [t0; b+ "[ pour

un certain " . Nous pouvons appliquer le théorème d�existence locale au problème8<: y0 = f (t; y)

y (b) = x1(b)
(2.3.1)

Il existe un voisinage de b sur lequel la solution est unique. Sur ce voisinage nous

devons donc avoir x1 = x2, ce qui contredit le fait que x1 6= x2 en dehors de [t0; b] :
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Chapitre 3

Quelques théorème d�existence et

unicité dans le cas fractionnaire

3.1 Equations di¤érentielles fractionnaire

3.1.1 Equation di¤érentielle fractionnaire linéaire

Dans ce paragraphe nous discutons l�existence et l�unicité de solutions de problèmes à valeurs

initiales pour des équations di¤érentielles fractionnaires linéaires avec dérivées au sens de

Riemann-Liouville.

Considérons lmanifolde problème à valeur initiale suivant :8<: 0D
�
t = f(t); (0 < t < T � 1)�

0D
��1
t y (t)

�
t=0

= b
(3.1.1)

où 0 < � � 1 et f (t) 2 L1 (0; T ),i.e.Z T

0

jf (t)j dt � 1

Théorème 3.1.1 Si f (t) 2 L1 (0; T ), alors le problème (3:1:1) admet une unique solution
y (t) 2 L1 (0; T ) :
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3.1. Equations di¤érentielles fractionnaire

Démonstration.

Construisons donc une solution du problème considéré. En appliquant, à la première

équation de (3:1:1), la formule de la transformée de Laplace (1:4:6) d�une dérivée fraction-

naire de Riemann-Liouville, à savoir

$ f0D�
t 	(t) ; sg = s�$ f	(t) ; sg �

�
0D

��1
t 	(t)

�
t=0
; � 2 ]0; 1[ (3.1.2)

on aura

s�Y (s)�
�
0D

��1
t y (t)

�
t=0
= F (s) ; (3.1.3)

où Y (s) et F (s) désignent les transformées de Laplace de y(t) et f(t). En s�aidant de la

condition initiale introduite dans (3:1:1) , on peut écrire

Y (s) = s��F (s) + s��b (3.1.4)

et la transformée de Laplace inverse donne

y (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (�) d� + b

� (�)
t��1: (3.1.5)

En utilisant la règle de la di¤érentiation fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction

polynôme ((t� �)� avec p = �; a = 0et � = �� 1) ;laquelle dans notre cas est nulle, puisque

0D
�
t t
��1 =

� (�)

� (0)
t�1 et

1

� (0)
= 0

on aura

0D
�
t y (t) =0 D

�
t

�
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (�) d�
�

D�autre part, comme

1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (�) d� =0 D��
t f (t)

c�est-à-dire l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d�ordre �, et grâce à la pro-

priété fondamentale

0D
�
t

�
0D

��
t f (t)

�
= f (t)

on a alors

0D
�
t y (t) = f (t)
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3.1. Equations di¤érentielles fractionnaire

ce qui veut dire que notre y(t) dé�ni par (3:1:5) est bien solution, dans L1 (0:T ), de la

première équation de (3:1:1).

Par ailleurs, on sait que:

0D
��1
t t��1 = � (�) (3.1.6)

Il suit alors, de (3:1:5),8>>>>>><>>>>>>:

0D
��1
t y (t) =0 D

��1
t

�
1

�(�)

R t
0
(t� �)��1 f (�) d�

�
+ b

=0 D
��1
t

�
0D

��
t f (t)

�
+ b

=0 D
�1
t f (t) + b

= 1
�(1)

R t
0
f (�) d� + b

D�où
�
0D

��1
t y (t)

�
t=0

= b,c�est à dire que la condition initiale introduite dans (3:1:1)est

bien véri�ée. Par conséquent la fonction construite y(t)est solution du problème (3:1:1) :

Reste à montrer l�unicité de cette dernière. Pour cela, posons

z (t) = y1 (t)� y2 (t) ;

oùy1 et y1 sont deux solutions(dans L1(0; T )) du problème(3:1:1). Et donc z(t) sera

solution du problème suivant :8<: 0D
�
t z (t) = 0�

0D
��1
t z (t)

�
t=0

= 0
(3.1.7)

En appliquant la transformée de Laplace dans les deux membres de la première équation

de (3:1:7), on obtient

z (t) = $ fz (t) ; sg = 0

et donc z(t) = 0 pour presque tout t 2 (0; T ), ce qui prouve que la solution y(t) est
l�unique solution dans L1(0; T )du problème(3:1:1).

3.1.2 Equation di¤érentielle fractionnaire de forme plus générale

En plus des équations di¤érentielles fractionnaires linéaires, les équations non-linéaires ap-

paraissent aussi dans les applications. Et c�est pour cette raison que nous discutons dans
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3.1. Equations di¤érentielles fractionnaire

cette section l�existence et l�unicité de solution d�un problème à valeur initiale pour l�équation

di¤érentielle fractionnaire plus générale ayant un terme de dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville. Toute fois, dû aux liens entre les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville, de

Grünwald-Letnikov et de Caputo, les résultats donnés ci-dessous peuvent être utilisés pour

toutes ces mutations de di¤érentiation fractionnaire.

Considérons donc le problème à valeur initiale suivant :8<: 0D
�
t y (t) = f (t; y (t))

f (t; y (t)) = b
(3.1.8)

où; 0 < � � 1:Nous supposons quef(t; y) est dé�nie dans un domaineG du plan (t; y)et
nous dé�nissons une régionR(h;K) � G comme étant l�ensemble des points (t; y) 2 G, qui
véri�ent les inégalités suivantes :

0 < t < h;

����t1��y (t)� 1

� (�)
b

���� � k; (3.1.9)

où h et K sont des constantes.

Théorème 3.1.2 Soit f(t; y) une fonction continue à valeurs réelles, dé�nie dans le do-

maine G, satisfaisant dans G la condition de Lipschitz par rapport à y; i.e.,

jf (t; y1)� f (t; y2)j � A jy1 � y2j ;

et telle que

jf (t; y)j �M � 1 pour tout (t; y) 2 G

soit aussi

K � Mh

� (1 + �)

Alors il existe, dans la région R(h;K); une unique solution continuey(t) du problème

(3:1:8).

Démonstration. La méthode de la preuve de ce théorème est basée sur l�idée due à M.

A. Al-Bassam [9].

Tout d�abord, nous réduisons le problème (3:1:8) à une équation intégrale fractionnaire

équivalente. En utilisant la formule (3:1:5), nous obtenons

y (t) =
b

� (�)
t��1 +

1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (� ; y (�)) d� (3.1.10)
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3.1. Equations di¤érentielles fractionnaire

On voit donc que si y (t) véri�e (3:1:8), alors elle véri e aussi l�équation (3:1:10).

D�autre part, si y(t) est une solution de (3:1:10), alors en appliquant à (3:1:10) l�opérateur

dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville 0D�
t et en tenant compte du fait que la dérivée

0D
�
t t
��1est nulle, nous obtenons l�équation di¤érentielle fractionnaire (3:1:8). En outre,

comme 0D��1
t t��1 = � (�) ; alors si y (t) véri�e (3:1:10), elle satisfait donc la condition ini-

tiale introduite dans (3:1:8). Par conséquent, l�équation (3:1:10)est équivalente au problème

à valeur initiale (3:1:8) :

Défnissons maintenant la suite de fonctions y0(t), y1 (t), . . . , par les relations suivantes

:

y0 (t) =
b

� (�)
t��1; (3.1.11)

ym (t) = y0 (t) +
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (� ; ym�1 (�)) d� (3.1.12)

m = 1; 2; 3; :::::

Nous allons montrer que la lim
m!1

ym (t) existe et donne la solution souhaitée y(t)de

l�équation (3:1:10) :

Tout d�abord, on peut montrer par récurrence que pour 0 < t � h, on a ym (t) 2 R (h;K)
pour tout m. En e¤et,

����t1��ym (t)� b

� (�)

���� = ���� t1��� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (� ; ym�1 (�)) d�
���� � Mt

� (1 + �)
� Mh

� (1 + �)
� K;

(3.1.13)

et pour la même raison on a la même inégalité pour y1(t) :����t1��y1 (t)� b

� (�)

���� � Mh

� (1 + �)
� K:

De plus, on peut aussi montrer par récurrence que, pour tout m,

jym (t)� ym�1 (t)j �
MAm�1tm�

� (1 +m�)
(3.1.14)

En e et, en utilisant (3:1:13) ; on a pour m = 1 :

jy1 (t)� y0 (t)j �
Mt�

� (1 + �)
; (0 < t � h) : (3.1.15)
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3.1. Equations di¤érentielles fractionnaire

Supposons que

jym�1 (t)� ym�2 (t)j �
MAm�2t(m�1)�

� (1 + (m� 1)�) . (3.1.16)

Alors, en utilisant(3:1:12) et (3:1:16), et en s�aidant de la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville de la fonction polynôme , on aura

jym (t)� ym�1 (t)j �
A

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 jym�1 (�)� ym�2 (�)j d�

� MAm�1

� (1 + (m� 1)�)
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 � (m�1)�d�

=
MAm�1

� (1 + (m� 1)�) 0D
��
t t(m�1)�

=
MAm�1

� (1 + (m� 1)�)
� (1 + (m� 1)�) t(m�1)�+�
� (1 + (m� 1)�+ �)

=
MAm�1tm�

� (1 +m�)
(3.1.17)

Et donc (3:1:14) a lieu pour tout m:

Considérons maintenant la série

yF (t) = lim
m!1

(ym (t)� y0 (t)) =
1X
j=0

(yj (t)� yj�1 (t)) : (3.1.18)

En vertu de(3:1:12) et pour 0 � t � h, on a

8 j � 0; jyi (t)� yj�1 (t)j �
M Aj�1hj�

� (1 + j�)
� M

A

(Ah�)j

� (1 + �j)

Dans le membre de droite, on voit apparaître le terme général d�une série convergente,

à savoir, la série
P
k�0

zk

�(�k+�)
laquelle est convergente et a pour somme la fonction de Mittag-

Le­ er :

E�;� (z) =
1X
k=0

zk

� (�k + �)
; �; � > 0;

Et donc la série (3:1:18) est uniformément convergente et on a

yF (t) � M

A

 1X
j=0

(Ah�)j

� (�j + 1)
� 1
!
=
M

A
(E�;1 (Ah

�)� 1) (3.1.19)
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3.1. Equations di¤érentielles fractionnaire

Evidemment, chaque terme (yj (t)� yj�1 (t)) de la série (3:1:18) ; yF (t) ;est une fonction
continue pour 0 � t � 0 et

y (t) = lim
m!1

ym (t) = y0 (t) + y
F (t)

est donc une fonction continue pour 0 < t < h:

La convergence uniforme de la suite ym (t) nous permet de faire tendre m vers l�in�ni

dans la relation (3:1:12) : Ce qui donne l�équation (3:1:10) et montrant que y(t), la fonction

limite du processus dé�ni par (3:1:11) et (3:1:12)est solution de(3:1:10) :

Finallement, prouvons l�unicité de la solution. Supposons donc que ŷ (t) est une autre

solution de l�équation (3:1:10), qui est continue sur l�intervalle 0 < t � h Alors ,il suit de

(3:1:10)que la fonction

z (t) = y(t)� ŷ(t) véri�e l�équation

z (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 [f (� ; y (�))� f (� ; ŷ (t))] d� ; (3.1.20)

De plus, cette fonction est continue pour 0 � t � h. Par conséquent,jz(t)j < B pour

0 � t � h;où B est une constante. Et grâce au caractère lipschitzien de f par rapport à y ,
avec la relation (3:1:20), on en déduit

jz (t)j � ABt�

� (1 + �)
; (0 � t � h) : (3.1.21)

En répétant ces estimations j fois, on aura

jz (t)j � AjBtj�

� (1 + j�)
; j = 1; 2; ::: (3.1.22)

Dans le membre de droite, on récupère (à une constante près) le terme général de la série

associée à la fonction de Mittag-Le­ er E�;1 (At�), et donc pour tout t

lim
j!1

Ajtj�

� (1 + j�)
= 0

En faisant tendre j ! 1 dans (3:1:22), on conclut quez(t) � 0, et ŷ(t) � y(t) pour

0 < t � h . Ce qui achève la preuve du théorème (3:1:2) :
On se restreint dans cette section aux équations d�un seul terme de dérivation

de la forme :

D�
0 y (t) = f (t; y (t))
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3.1. Equations di¤érentielles fractionnaire

3.1.3 Existence et unicité

Soit � un réel positif véri�ant m� 1 < � � m , CD� désigne l�opérateur de dérivation au

sens de Caputo .

On se donne le problème aux conditions initiales suivant :

8<: CD�
0 y (t) = f (t; y)

Dk
0y (0) = y

(k)
0 ; k = 0; 1; :::m� 1

Si la fonction f est continue alors le problème aux conditions initiales (3:1:23) est équiv-

alent à l�équation intégrale non linéaire de Volterra suivante:

y (t) =
m�1X
k=0

tk

k!
y
(k)
0 +

1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (� ; y (�)) d� (3.1.23)

Premièrement supposons que y est solution de(3:1:24), on peut écrire cette équation sous

la forme réduite :

y (t) =
m�1X
k=0

tk

k!
y
(k)
0 + I�0 f (t; y (t))

En appliquant l�opérateur de di¤érentiation D�
0 sur les deux cotés de cette relation on

aura immédiatement que y est solution de l�équation di¤érentielle de(3:1:23) :

Appliquons maintenant l�opérateur Dk
0 ; 0 � k � m � 1 sur l�équation de Volterra

(3:1:24)

Dk
0y (t) =

m�1X
j=0

Dk
0

(t)j

j!
y
(j)
0 +Dk

0I
k
0 I

��k
0 f (t; y (t)) :

Dk
0 (t)

j = 0 pour j < k alors si t = 0 on a :

Dk
0y (0) = D

k
0

(t)k

k!
y
(k)
0 jt=0 +I��k0 f (t; y (t)) jt=0

et comme �� k � 1; l�integral est nul I��k0 f (t; y (t)) jt=0= 0 par suite Dk
0y (0) = y

(k)
0

D�autre part on dé�nit z (t) = f (t; y (t)) alors z �C [0; h] on réécrit l�équation de la

forme :

z (t) = f (t; y (t)) =C D�
0 y (t) = D

�
0 (y � Tm�1 [y; 0]) (t)
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3.1. Equations di¤érentielles fractionnaire

= Dm
0 I

m��
0 (y � Tm�1 [y; 0]) (t)

Tm�1 [y; 0] est le polynôme de Taylor de degré m� 1
�
Tm�1 [y; 0] =

m�1P
k=0

tk

k!
y
(k)
0

�
pour la

fonction f autour de 0. En appliquant l�opérateur Im0 sur les deux termes de cette relation

elle devient :

Im0 z (t) = I
m��
0 (y � Tm�1 [y; 0]) (t) + q (t)

Avec q un polynôme de degré ne dépassant pas m�1. Comme z est continue la fonction
Im0 z a un zéro d�ordre au moins m à l�origine. En outre la di�érence y � Tm�1 [y; 0] a la
même propriété par construction. Et donc la fonction Im��0 (y � Tm�1 [y; 0]) doit avoir un
zéro d�ordre m aussi. Par suite le polynôme q a la même propriété mais comme il est de

degré ne dépassant pas m� 1 il en résulte que q = 0 , par conséquent

Im0 z (t) = I
m��
0 (y � Tm�1 [y; 0]) (t)

En appliquant l�opérateur de dérivation de Riemann-Liouville Dm��
0 sur les deux cotés

de cette équation elle devient :

y (t)� Tm�1 [y; 0] (t) = I�0 z (t)

En substituant z (t) et Tm�1 [y; 0] (t) on retrouve l�équation de Volterra :

y (t) =

m�1X
k=0

tk

k!
y
(k)
0 +

1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (� ; y (�)) d�

soient k > 0; h� > 0;et y(i)0 �R; i = 0; 1,:::m�1:dé�nissent G = [0; h�]�
h
y
(0)
0 � k; y(0)0 + k

i
et soit f : G ! R une fonction continue, satisfaisant la condition de Lipchitz par apport à

y suivante :

jf (t; y1)� f (t; y2)j � A jy1 � y2j ; A = constante

posent h = min
n
h�; (k� (�+ 1)�M)1��

o
avec M = sup jf (t; z)j

(t;z)�G

;alors il existe une

fonction unique y� C[0; h] solution du problème(3:1:23)
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3.2. Résolution numérique

Dans le cas linéaire le théorème suivant donne une expression explicite de la solution en

utilisant la transformée de Laplace et la fonction de Mittag-Le¤ter E� dé�nit par :

E� (z) =
1X
k=0

zk

� (1 + �k)

Théorème 3.1.3

soit � > 0;m entier tel que m � 1 < � � m et ��R:La solution du problème aux

conditions initiales suivant:8<: CD�
0 y (t) = �y (t) + q (t)

y(k) (0) = y
(k)
0 ; k = 0; 1; :::;m� 1

Où q�C [0;h] est la fonction donnée par:

y (t) =
m�1X
k=0

y
(k)
0 uk (t) + ŷ (t)

avec ŷ (t) =

8<: I�0 q (t) si � = 0

1
�

R t
0
q (t� �) �u0 (�) d� si � = 0

;

uk (t) = Ik0 e� (t) ; k = 0; 1; :::;m� 1 et e� (t) = E� (�t�) :

3.2 Résolution numérique

Il y a plusieurs méthodes pour la résolution des systèmes fractionnaires. Dans le cas linéaire

la méthode la plus simple et rapide est basée sur la dé�nition de la dérivation fractionnaire

au sens de Grunwald-Letnikov.

La méthode la plus adaptée pour les équations non linéaires est la méthode prédiction

correction (PCEC, Predict-Evaluate-Correct-Evaluate) qui est une généralisation naturelle

de la méthode très connue de Adams-Bashforth-Moulton, c�est cette méthode que nous

allons utiliser dans notre travail.
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3.2. Résolution numérique

3.2.1 Présentation de l�algorithme

Le principe de cette méthode est de remplacer l�équation originale(3:1:23) par l�équation

intégrale de Volterra (3:1:24) et on utilise la formule ( produit de quadrature des trapezes)

pour remplacer l�intégrale par les noeuds tj ; j = 0; 1; :::; n+1 qui sont prises respectivement

à la fonction (tn+1 � :)��1 c�est àdireZ tn+1

0

(tn+1 � �)��1 g (�) d� �
Z tn+1

0

(tn+1 � �)��1 ĝn+1 (�) d�

=
h�

� (�+ 1)

n+1X
j=0

�j;n+1g (tj)

avec �j;n+1 =

8>>><>>>:
n�+1 � (n� �) (n+ 1)� si j = 0

(n� j + 2)�+1 + (n� j)�+1 � 2 (n� j + 1)�+1 si 1 � j � n
1 si j = n+ 1

Cela nous donne la formule de correction (corrector) :

yh (tn+1) =

m2�1X
k=0

tkn+1
k!
y
(k)
0 +

h�

� (�+ 2)

"
f
�
tn+1; y

p
n+1

�
+

nX
j=0

�j;n+1f (tj; yj)

#

pour déterminer la formule de prédiction (predictor) qui donne ypn+1 , on procède de la

même manière comme précédemment mais cette fois l�intégrale sera remplacée en utilisant

la méthode des rectangles

Z tn+1

0

(tn+1 � �)��1 g (�) d� �
nX
j=0

bj;n+1g (tj)

où bj;n+1 = h�

�
((n+ 1� j)� � (n� j)�) par conséquent on a :

ypn+1 =

m2�1X
k=0

tkn+1
k!
y
(k)
0 +

1

� (�)

nX
j=0

bj;n+1f (tj; yhj)

L�algorithme est bien déterminé par ces formules, l�erreur est estimée (voir[5]) par :

max
j=0;1;:::;N

jyj � yhjj = O (hp) ; avec p = min (2; 1 + �)
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3.2. Résolution numérique

3.2.2 Extension au système d�équations

Un système ayant trois équations di¤érentielles fractionnaire de la forme :

8>>><>>>:
D�1x (t) = f1 (t; x; y; z) ; x

(k) (0) = xk0; k = 1; 2; :::;m1 � 1
D�2y (t) = f2 (t; x; y; z) ; y

(k) (0) = yk0 ; k = 1; 2; :::;m2�1

D�3z (t) = f3 (y; x; y; z) ; z
(k) (0) = zk0 ; k = 1; 2; :::;m3�1

est

équivalent au système a trois équations intégrales de Volterra suivant :

8>>>>>><>>>>>>:

x (t) =
m�1P
k=0

tk

k!
x(k) (0) + 1

�(�1)

R t
0
(t� �)�2�1 f1 (� ; x (�) ; y (�) ; z (�)) d�

y (t) =
m2�1P
k=0

tk

k!
y(k) (0) + 1

�(�2)

R t
0
(t� �)�1�1 f2 (� ; x (�) ; y (�) ; z (�)) d�

z (t) =
m3�1P
k=0

tk

k!
z(k) (0) + 1

�(�3)

R t
0
(t� �)�3�1 f3 (� ; x (�) ; y (�) ; z (�)) d�

(3.2.1)

soit h = T
N
; tn = nh; n = 0; 1; 2; :::N

La discrétisation de (3:2:1) nous donne :8>>>>>>><>>>>>>>:

x (tn+1) =
m1�1P
k=0

tkn+1
k!
xk0 +

h�1
�(�1+2)

[f1
�
tn+1; x

p
n+1; y

p
n+1; z

p
n+1

�
+

nP
j=0

a1j;n+1f1 (tj; xj; yj; zj)]

y (tn+1) =
m2�1P
k=0

tkn+1
k!
yk0 +

h�2
�(�2+2)

[f2
�
tn+1; x

p
n+1; y

p
n+1; z

p
n+1

�
+

nP
j=0

a2j;n+1f2 (tj; xj; yj; zj)

z (tn+1) =
m3�1P
k=0

tkn+1
k!
zk0 +

h�3
�(�3+2)

"
f3
�
tn+1;x

p
n+1; y

p
n+1; z

p
n+1

�
+

nP
j=0

a3j;n+1f3 (tj; xj; yj; zj)

#
,

Où

8>>>>>>><>>>>>>>:

xpn+1 =
m1�1P
k=0

tkn+1
k!
xk0 +

1
�(�1)

nP
j=0

b1j;n+1f1 (tj; xj; yj; zj)

ypn+1 =
m2�1P
k=0

tkn+1
k!
yk0 +

1
�(�2)

nP
j=0

b2j;n+1f2 (tj; xj; yj; zj)

zpn+1 =
m3�1P
k=0

tkn+1
k!
zk0 +

1
�(�3)

nP
j=0

b3j;n+1f3 (tj; xj; yj; zj)

aij;n+1 =

8>>><>>>:
n�i+1 � (n� �i) (n+ 1)�i si j = 0

(n� j + 2)�i+1 + (n� j)�i+1 � 2 (n� j + 1)�i+1 si 1 � j � n
1 si j = n+ 1

i = 1; 2; 3:
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3.3. Conclusion génerale

bij;n+1 =
h�i

�i
[(n+ 1� j)�i � (n� j)�i ] ; 0 � j � n; i = 1; 2; 3:

L�algorithme est bien déterminé par ces formules, l�erreur est estimée par :

max

�
max
0�j�N

jxj � xhjj ; max
0�j�N

jyj � yhjj ; max
0�j�N

jzj � zhjj
�
= O (hp)

avec p = min f2; 1 + �1; 1 + �2; 1 + �3g

3.3 Conclusion génerale

Dans cette mémoire nous avons donné un aperçu du calcul fractionnaire et la théorie de

chauchy-lipscitz .

Nous avons terminé de cette mémoire par un chapiter consacré aux équations aux

dérivées fractionnaires pour lesquelles les conditions d�existence et d�unicité de la solu-

tion sont données ( les résultats éventuels vont généraliser les résultats de problème de

Cauchy-Lipchitz)., ainsi que des méthodes analytiques et numériques pour la résolution.
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 الملخص

ذه المذكرة تطرقنا الى عمومٌات على نظرٌة كوشً لٌبشٌتز فً المشتقات فً ه
الكسرٌة ابتداءا من دراسة مدخل فً المشتقات الكسرٌة ثم دراسة لنظرٌة كوشً 

 .لٌبشٌتز 
وأخٌرا قمنا بدراسة نظرٌة كوشً فً المشتقات الكسرٌة باستبدال مؤثر المشتق 

 .واثبات الوجود والوحدانٌة لهذه المشكلة ,الطبٌعً بمؤثر المشتقات الكسرٌة 
المشتق -كوشً لٌبشٌتز- المؤثر الطبٌعً- المؤثر الكسري:الكلمات المفتاحية

 الكسري 
Résumé 

Dans cette mémoire, nous avons parlé à des outs sur la théorie 
de cauchy-lipscitz dans les dérivées fractionnaires. 
A partir de l'examan d'entrée dans les dérivés fractionnaires et 
l'étude de la théorie de cauchy-lipschitz. 
Enfin, nous avons étudié de théorie cauchy dans la diffirentés 
fractionnée, en remplacer l'operateur de dérivé entier par 
operateur de dérives fractionnaires et prouve l'existence et 
l'unicité de ce problème. 
Mots clés: dérivé entier, dérives fractionnaires, cauchy-
lipschitz,l'existence et l'unicité. 

Abstract 

In This memory we talked or the outs theory Cauchy-lipschitz in 
the fractional derivatives. 
Starting from the entrance examination in fractional derivatives 
and study of the theory of Cauchy-lipschitz. 
Finally ,we studied the theory in Cauchy hardships fractional 
replace the operator of derivatives integer by the operator of 
fractional derivatives  and prove the existence and oneness of 
this problem. 
Key words: derivatives integer, fractional derivatives, Cauchy-
lipschitz, the existence and oneness. 
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