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Introduction générale

Les équations intégrales ont de nombreuses applications en physique et en ingénierie. Ce-
pendant, il n’y a pas de solutions analytiques aux équations intégrales ou elles sont difficiles
a trouver. C’est précisément pour cette raison que de nombreuses méthodes numériques pour
trouver des solutions aux équations intégrale ont été développées. Certaines de ces méthodes
s’appliquent uniquement aux équations intégrales linéaires tandis que d’autres s’appliquent a
des cas particuliers d’équations intégrales non linéaires de Friedholm et Volterra. L’ utilisation
des méthodes & une étape précisément celle de RUNGE-KUTTA a pris de I'importance dans
la résolution numérique des équations intégrales.

Dans notre travail, nous avons analysé la construction de la solution des équations intégrales
de Volterra (VIE) & noyau K régulier, par la méthode de Runge-Kutta. Puis nous avons mis
cette analyse a I’épreuve par une application sur deux exemples d’équations intégrales.

Comme il est bien connu, une méthode numérique est basée sur 'idée d’approximer la so-
lution exacte d’une équation intégrale donnée avec une fonction appropriée appartenant a un
espace de dimension finie choisi, généralement un polynéme algébrique par morceaux, qui sa-
tisfait I’équation intégrale exactement sur un certain sous-ensemble de 'intervalle d’intégration
(appelé 'ensemble des points de collocation).

Il convient de noter que ce type d’équations intervient dans de nombreux problémes d’évo-
lution : la propagation des épidémies, la croissance des populations biologiques, la dynamique
cérébrale, 1’élasticité et la plasticité, les problemes ondulatoires, la conduction thermique, la
dynamique des fluides, la théorie de la diffusion, la sismologie, la biomécanique, la théorie des
jeux, le controle, la théorie des files d’attente, la conception de filtres électroniques et de nom-
breux autres problémes de physique, chimie, pharmacologie, médecine, économie peuvent étre
modélisés a travers des systémes d’équations intégrales de Volterra. afin d’augmenter 'ordre
des méthodes d’agrégation classiques en une étape sans aucun cotit de calcul supplémentaire.
Cependant, les méthodes d’ordre élevé résultantes ont contraint les régions de stabilité. En
raison de la grande variété d’applications, il devient de plus en plus important de développer
des méthodes numériques efficaces afin de résoudre ces problémes et d’imposer des exigences
particuliéres a ces méthodes, telles que des propriétés d’ordre élevé et de stabilité élevée, afin
d’augmenter 1’ordre des méthodes Les méthodes d’ordre élevé résultantes avaient, cependant,
des régions de stabilité délimitées.

Nous allons étudier I’équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce et elle s’écrit
comme suit :

o) = 1)+ | " K (o ()

il



TABLE DES MATIERES

Notre mémoire comprend trois chapitres :

Le premier chapitre traite des concepts généraux d’espaces et d’opérateurs linéaires et inté-
graux et généralités sur les équations intégrales(type, linéaire et non linéaire, homogeéne et non
homogeéne)

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté les méthodes que nous allons appliquer,
et nous avons rappelé les méthodes d’Euler et Taylor et point milieu et nous avons étudié la
consistance, la stabilité et les droites de convergence . Nous avons présenté les deux méthodes
numériques (méthode de Rung Kutta et méthode de Simpson et leurs propriétés).

Dans le troisiéme chapitre, nous avons fait une projection des méthodes présentées au cha-
pitre 2 sur les équations intégrales, puis nous appuyé ceci par deux exemples d’application.
appliqué les deux méthodes (Rung Kutta, Simpson). et Ordre des étapes et conditions d’ordre,
et Analyse de stabilité par rapport a ’équation du test de convolution.

Nous essaierons d’appliquer deux exemples dans les deux sens dans MATLAB, et nous
saurons lequel est la solution la plus proche de 'autre.
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Chapitre 1

Outils de base

Dans ce chapitre, nous donnons une idée de la fonction d’analyse sur les espaces fonctionnels,
ainsi que des définitions, des propriétés, des types et des méthodes de résolution Equations inté-
grales dans ’espace des fonctions continues, Et quelques définitions liées a ’analyse numérique.
[13]

1.1 Notions d’analyse fonctionnelle

Espace Vectoriel Normé

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou C, on dit qu’une application
notée || . || de E dans RT est une norme sur E si et seulement si pour tout (z,y) € E et A € K.
Les conditions suivantes satisfaites :

(i) |z ]|=0&z=0.
(i) | Az (=] A = | -
(i) |z +y <z +[yl-

Propriétes 1.1.1 Tout espace vectoriel normé(E, || . ||)de dimension finie est complet.
Définition 1.1.2 (Suite de Cauchy)

Soit E un espace vectoriel normé de norme || . ||. Une suite (z,)nen d’éléments de E est dite de
Cauchy si :

Ve > 0,3ng € N,Vp,q e N;p, g >ng =z, — 2, ||< €

Définition 1.1.3 (Espace de Banach)
On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet, c’est-a-dire dans lequel toute
suite de Cauchy est convergente.

Définition 1.1.4 (Produit scalaire)
Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle produit scalaire sur E [’application :

<.,.>ExFE—->R
qui vérifie :
(i) Ve,y € E, < x,y >=< y,x >
(i) Ve,y,z € B ANER, <z + Ay, 2z >=<x,2>+A<y,z >
(iii) Yo € E, < xz,x >> 0
(iv) Ve € B, (< x,z >=0<& 1 =0)
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Un produit scalaire réel définit de maniere naturelle une norme sur l’espace vectoriel :

I ll=v<zz>

Définition 1.1.5 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H sur C muni d’un produit
scalaire < x,x > et complet .

Définition 1.1.6 Soit H un espace de Hilbert. Un systéme orthonormé est un sous ensemble
E de H, tel que pour toute e;,ejde E, nous avons :

1 si i=j

<0 >= 00y = {0 si iF£]

Théoréme 1.1.1 Tout espace de Hilbert admet au moins une base hilbertienne dénombrable.

Définition 1.1.7 (Espace Cla; b))
Espace Cla,b] des fonctions continues sur [a;b] muni de la norme ||z||o= maXciqp) |2(1)].

Définition 1.1.8 (Espace L'(2))
Soit Q un ouvert de R"™, on désigne par L'() des fonctions intégrable sur a 0 valeur dans R ;
on pose

flli= f(z)|dx.
Définition 1.1.9 ( L’espace L?*(Q2))

L*(Q) = {f :R — C f : mesurables avec / |f(2)|?dr < —l—oo} :
R

Définition 1.1.10 (Espace LP(1))
Soit 1 < p <1, on pose

LP(Q) = {f:Q — R; f mesurable et | f(z)|" € L' ()}

191 = 151 = If(:f)!”daf);-

Sip=o00, on a L>®(Q) est l’espace des fonctions f :— R mesurable, vérifant

munt de la norme

Je > 0telle que | f(z)] < ¢ ;p.p. sur Q.

Définition 1.1.11 (L’espace H'(Q)) Soit Q un ouvert de RYN. L’espace de Sobolev H' ()
est défini par :

HY(Q) = {u € L*(Q) tel que Vi€ {1,...,N}, Ou € LQ(Q)}

81‘1'
ot g—; est la dérivée partielle faible de u au sens des distributions définie par :
2 dp
Jve L (Q): [ u(x)=——dxr=— [ v(zx)p(x)dx,¥® € D(Q)
Q Ox; Q
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Propriétes 1.1.2 L'espace H*(2) muni du produit scalaire :

(u, V) () = /Q(U(x)v(x) + Vu(z)Vo(z))dz
et de la norme )
ey = ([ a0} + [Fu(o)ac)

est un espace de Hilbert séparable.

1.2 Rappel sur les opérateurs

Tout au long de ces paragraphes on va se servir des références [9]

Les opérateurs

Notons tout d’abord qu’on se place dans la majeure partie des cas dans 'espace Cla,b] des
fonctions continues de lintervalle [a,b] dans R ou C, muni du produit scalaire

b
<%¢>=/¢@W@Mz

et de la norme de convergence uniformel|| ¢ ||o= maxzciqy | ©() |

Opérateur linéaire borné :

Définition 1.2.1 Soient E et F deux espaces normés, un opérateur A définie sur E dans F
est dite linéaire si :
pour tout u, v dans E et a, B dans R, on a :

i) Aue F
it) Alau + pv) = aAu + fAv

Définition 1.2.2 Soient E et F deux espaces normés. un opérateur linéaire A : E — F est dit
borné s’il existe une constant M > 0, telle que :

| Au[p < M| ullg
pour tout u € K

Théoréme 1.2.1 Soit A un opérateur linéaire entre deux espaces vectoriels normés E et F,
alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) A est borné.
i1) A est continue sur E .
iii) A est continue a origine.
Théoréme 1.2.2 Un opérateur linéaire est continue si est seulement s’il est borné.

Théoréme 1.2.3 Tout opérateur linéaire A : X —'Y d’un espace X normé de dimension finie
dans un espace Y est borné.

Définition 1.2.3 A un opérateur intégrale linéaire qui admet une formulation de la forme
susvante :

b
(Ago):z::/ K(x, t)p(t)dt

la fonction K étant appelée noyau de 'opérateur A.

3
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Opérateur Adjoints :

Tout au long de ce paragraphe on va se servir de référence [14]

Définition 1.2.4 On considére C(2) muni du produit scalaire identique o celui, défini sur
L*(Q), a savoir :

W(f.g) € C2(Q), < f.g >= / f(2)g(x)de

ce produit scalaire permet définir la notion d’orthogonalité, ainsi que celle d’adjoint. On dit que

A:C(Q2) = C(Q) et B:C(2) = C(Q) sont adjoints s’ils vérifient :
V(f.9) € C*(Q). < Af,g >=< f,Bg >

Si un opérateur A : C(Q) — C(Q) admets un adjoint B, alors cet adjoint est unique et A, B
sont linéaires.

Théoréme 1.2.4 On considére un opérateur A a noyau c’est-a-dire construit a partir d’un
noyau K continu sur € x Q par la formule :

Vo € Q, (Ap)(x /ny

Alors lopérateur A admet un unique opérateur adjoint B pour le produit scalaire usuel de L2,
défini par :

Vo € Q, (BY)(x /Kwy

Opérateur compact :

Définition 1.2.5 A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé F, on
dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné en un ensemble relativement
compact dans F. [11]

Théoréme 1.2.5 ['addition de deux opérateurs compacts est un opérateur compact i,e :

Ay, As compact = Ay + Ay compact

Théoréme 1.2.6 On a A et B deux opérateurs bornés alors A x B est compact, si A ou B est
compact.

Théoréme 1.2.7 la séquence des opérateur compact définie a partir a un espace normé E dans
un espace de Banach F converge uniformément a un opérateur A. dit

lim || A, —A|=0
n—oo
et Uopérateur de limite A est compact.

Propriétes 1.2.1 A opérateur compact est borné mais l'inverse n’est pas vrai.

Théoréme 1.2.8 'opérateur intégral A de C(G) dans C(G) & noyau continu est un opérateur
compact.
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Preuve Soit E un ensemble borné de C(G) alors, on a || Ap ||[< M | G | max | K(x,y) |
Ve,y e G etVp e E
cela veut dire que A(E) est borné. La fonction k est uniformément continu sur le compact G x G,
d’ot
Ve>0,30 > O;Vo,y,z€ Gla—y|<e=| K(x,z) — K(y,2) |<

M| G

d’ot
| Ap(r) — Ap(y) |< €

pour tout p € E et x,y € G avec | x —y |< €, ceci exprime que ’ensemble A(E) est équicontinu,
d’ot A(E) est relativement compact d’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli alors A est compact.

Opérateur intégrale linéaire :

Définition 1.2.6 Soit K une fonction mesurable sur €2 x €2 dans C. et Q) un ensemble compact
de R™. alors la forme général d’un opérateur intégrale linéaire A. dit aussi opérateur a noyau,
est formellement donné par la forme suivante :

A 0(Q) - C(Q)
p = Ap
T o (Ap) = /Q K(z, t)o(t)dt

la fonction K(x,t) est appelée noyau de 'opérateur A. la norme || A || est donné par :
|4 = max [ 5G| d
e

1.3 Généralités sur les équations intégrales

Tout au long de ce paragraphe on va se servir des références [12],[8] :

1.3.1 Equations intégrales de Volterra :

On appelle équation intégrale de Volterra non linéaire de seconde espéce une équation de la
forme :

o) = f(2) + A / " K (et ()t

ol p(z) est une fonction inconnue et K (x,t) et f(z) sont des fontions connues et A un paramétre
reél

Définition 1.3.1 Une équation de la forme

/ " K (ot plt))d = f(x)

ot p(z) est une fonction inconnue est appelée équation intégrale de Volterra non linéaire de
premiere espece.
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Définition 1.3.2 On appelle une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce une
équation de la forme

o) = f(x) + A / " K (e, )p(t)dt

ot p(x) est une fonction inconnue et K(x,t) et f(x) sont des fontions connues et A un paramétre
reél.

Définition 1.3.3 Si f(x) =0 l’équation s’écrit

o) = A / " K (o Dbt

elle est appelée équation intégrale linéaire homogéne de Volterra de seconde espece.

Définition 1.3.4 Une équation & une inconnue ¢(x), de la forme

/ " K (e, 0)p(t)dt = (2)

est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de premiere espéce.

Exemples

Equations intégrales linéaires non homogenes de Volterra de la seconde et premiére espéce

u(xr) =2° +sinz+ 1+ )\/ (z% — t)u(t)dt
0

0=a2+1+ /\/ (2 — t)u(t)dt
0
Equation intégrales linéaires homogéenes de Volterra de la seconde et premiére espéce

u(z) = )\/0$(x2 — tu(t)dt

= A/x(a:Q — t)u(t)dt
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Méthode de résolution de ’équation intégrale de Volterra

Soit I’équation intégrale linéaire de volterra de deuxiéme espéce suivante

ﬂ@—A/mK@M¢wﬁ:fm> (L1)

Supposons que K (z,t)est continue sur a < z < bet a <t < x et encore f(x) continue sur [a, b],
la solution de I’équation (1.1) est donnée par la formule

o(x) = f(z) + )\/x R(z,t, \)p(t)dt (1.2)

R(z,t,\) s’appelle la resolvante de I’équation de volterra de deuxiéme espéce (1.1) nous cher-
chons la resolvante R(z,t, A).Pour cela nous cherchons la solution de I’équation (1.1) sous la
forme d’une série entiere

400
p(z) =Y yale) A" (1.3)
n=0
Portons formellement cette série dans (1.1), il vient

Zyn(:c)A” = f(z) + )\/I K(x,t) Zyn(t))\”dt

En procédant par identification nous obtenons

m@afK@mwwz/%uwmw
m@amemwwszmwmw

ys3(x) = / K(x,t)y(t)dt = / Ks(z,t)f(t)dt....etc
on établit de facon analogue qu’en général on a

() = / K@ Of(O)dt:  n=1,23, .. (1.4)

Ici on a

K,(z,t) = / K(z,2)K,_1(z,t)dz; n=23,.. (1.5)
t

et on a les relations K (z,t) = K(x,t) et K,(x,t) = 0 si t > z Les fonctions K,(x,t) définies
par (1.4) s’appellent noyaux itérés, les noyaux ont les propriétés suivantes

Ko(,t) = / " Ko, 8) K (5, 1)ds (1.6)

7
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Compte tenu de (1.4) et (1.5) 'égalité (1.3) peut s’écrire

+oo T
a:)+Z>\”/ Ko (z, ) f(t)dt

Ainsi d’aprés (1.2) la résolvante est définie par la série

R(z,t,\) Z)\Kv+1xt

Exemple :

Resoudre les équations intégrales de volterra suivantes :
1. p(x +f0 (z —t) ()dtzl 0<z<1.

fo tydt=1, 0<z<1.
solution
1. on pose
[ @0(1‘) = O
o pi(z) =1— [ (z—t)po(t)dt =1

-5+
- . xQ(n 1)
b Spn(l.) = Zn=1( 1)” 2(n . 1)
= (o) = lm ()
= cos(x)
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2. 0onaflx)=1, AX=1, Fk(z,t)= e—(a—1)
[ ] Kl(m,t) e e-((E—t)

o Ky(z,t) = [ K(x,s) Ki(s,t)ds
_f e (1' 5) e (S t)ds
=e @ D(g —1).

o Ks(z,t) = [ K(z,s) - Ka(s,t)ds
=[le ("” S) e~ (s —t)ds
T ()

[ ]
=~
+
—
—~
8
~
~
)
Cb

JI t, )\ Z/\n — ((E—t) _ 6)\(92—15) . e—(m—t)
= R(x,t,\) =

:éw@:ﬂ@+AAwaAﬁ®ﬁ

14 [
0

=14z

1.3.2 Equations intégrales de Fredholm

Définition 1.3.5 On appelle une équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde espéce
une équation de la forme

/Kwtso = f(z)

ot p(x) est une fonction inconnue et K(x,t) et f(x) sont des fonctions connues et A un para-

metre reél.
b
T) = )\/ K(x,t,o(t))dt

Si f(x) = 0 l’équation s’ecrit

elle est dite équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde espéce homogeéne, si dans le
cas contraire

Si f(z) # 0 elle est dite équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde espéce non
homogéne.
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1. On appelle une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce une équation de
la forme

W@—A/Jﬁ%ﬂﬂWﬁZNM

ou @(x) est une fonction inconnue et K(x,t) et f(x) sont des fontions connues et X un
parametre reél. Si f(x) =0 et K(x,t) = A\K(z,t) l’équation s’écrit

o) = A / K, )o(t)dt

elle est dite équation intégrale de Fredholm de seconde espéce homogene si dans le cas
contraire f(x) # 0 elle est dite équation intégrale de Fredholm linéaire de seconde espéce
non homgeéne.

2. Une équation de la forme
b
| Ktetat = 1)

est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm de premiere espéce.

Exemples :

Equations intégrales linéaires non homogénes de Fredholm de la seconde et premiére espéce
1
u(z) = 2* +sinz + 1 + /\/ (2 — t)u(t)dt

-1

1
0=2x+1 +A/ (2% — t)u(t)dt

-1

Equations intégrales linéaires homogénes de Fredholm de la seconde et premiére espéce

u(z) = )\/_ (2% — t)u(t)dt

1
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Chapitre 2

Méthodes numériques

2.1 Définition des méthodes & un Pas, exemples

Tout au long de ces paragraphes on va se servir de référence [10]

2.1.1 Définitions

Les méthodes a un pas sont les méthodes de résolution numérique qui peuvent s’écrire sous
la forme
Yn+1 :yn"i_hnq)(tmymhn), 0<n< N,

ot D : [to,to+T] x R xR — R est une fonction que ’on supposera continue. Dans la pratique,
la fonction®(t,y, h) peut n'étre définie que sur une partie de la forme [to,to+T] x J x [0, d]ow J
est un intervalle de R (de sorte en particulier que [to,to+ T x J soit contenu dans le domaine
de définition de l’équation différentielle).

Exemple :
La méthode d’Euler est la méthode a un pas associée a la fonction ®(t,y, h) = f(t,y), et définie
par la formule de récurrence Yny1 = Yn + hnf (Lo, Yn)

2.1.2 Retour sur la méthodes d’ Euler
Soit z une solution exacte de 1’équation (E). On a au premier ordre I"approximation
2(tns1) = 2(tn + hy) = 2(tn) + ha2' (t,) = 2(t) + ha f (tn, 2(t0)).

ceci conduit a l'algorithme

Yntl = Yn T+ hnf(tna yn)
tn+1 - tn —|— hn

Par définition de l'erreur de consistance, on a e, = z(t, + hy) — Ypr1 O0
Ynt1 = 2(tn) + hof(tn, 2(tn)) = 2(tn) + hnz’(tn)'

La formule de Taylor-Lagrange donne

en = 2t + ha) — (2(02) + ha(02)) = SH2" (1) + (),

11



CHAPITRE 2. METHODES NUMERIQUES

pourvu que z soit de classe C?. C’est bien le cas si fest de classe C!, et on sait alors que
2'(t) = f(t, 2(t)) ou I = f/ + f/ f On en déduit par conséquent

1
= 2hif[1] (tm yﬂ) + O(hi>

Cette erreur en h? est relativement importante, & moins que le pas h, ne soit choisi trés petit,
ce qui augmente considérablement le volume des calculs a effectuer.

On va donc essayer de construire des méthodes permettant de réduire I'erreur de consistance
€n-

2.1.3 Meéthode de Taylor d’ordre p

Supposons que f soit de classe C?. Alors toute solution exacte z est de classe CP*!, et sa
dérivée k—iéme est 2F)(t) = fIF=1(¢, 2(¢)). La formule de Taylor d’ordre p implique

2ty + hy) +Zk| FE Yt 2(t0)) + o(R2)

Lorsque h,, est assez petit, ’approximation est d’autant meilleure que p est plus grand. On est
donc amené a considérer I'algorithme suivant, appelé méthode de Taylor d’ordre p :

Yn+1 = Yn T+ Zk 1 lilhfzf ( n yﬂ)
thrl =t, + hn

D’aprés la définition générale des méthodes & un pas, cet algorithme correspond au choix
O(t,y,h) = > h_, LR fE=1(¢ y). Calculons lerreur de consistance e,.
En supposant y,, = z(t,), la formule de Taylor d’ordre p + 1 donne

e, = Z(tn—H) Yn+1 = Z t =+ h Z k' n n

1
_ p+1 f[p]( p+1
= tns Yn) +o(R7T)
(p+1)!
L’erreur est donc maintenant de l'ordre de h?™'. On dira d’une maniére générale qu’une mé-
thode est d’ordre p si 'erreur de consistance est en hP™! chaque fois que f est de classe C? au

moins. La méthode d’Euler est le cas particulier p = 1 de la méthode de Taylor. [2]

12



CHAPITRE 2. METHODES NUMERIQUES

2.1.4 Meéthode du point milieu

Cette méthode est décrite par le schéma suivant.

¢ t+h/2 t+h i

L’idée est que la corde de la fonction z sur [¢,t 4 h| a une pente voisine de 2/(t + %), alors que
dans la méthode d’Euler on approxime brutalement cette pente parz’(t).
On écrit donc :

z(t+h) = 2(t) + h2' (t + g) (2.1)

Si z est de classe C?, il vient

z(t+h) = z(t) + h2'(t) + %hQZ”(t) + éh?’z”'(t) + o(h%),

1 1
2 (t + g) =2'(t) + §hz”(t) - §h2z"’(t) + o(h?).

L’erreur commise est donc

e =2(t+h) = 2(t) - he' <t + g) = 50 + ok,

soit une erreur en h* au lieu de h? dans la méthode d’Euler. On par ailleurs

D) (he(o8)

Comme la valeur de z (t + %) n’est pas connue, on ’approxime par

z (t + g) ~ z(t) + gf(t, z(t)), (2.2)

d’oll en définitive

z(t+h) =~ z(t) + hf (t+ﬁ,

720+ 310,:00))

L’algorithme du point milieu est associé au choix

Ot = 1 (14 5.0+ 310.0))

13
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et donne lieu au schéma numérique

Ynyl = Yn + %f(tna yn)
Po = ftn + %, Ui t)
Yn+1 = Yn + hnpn

tny1 =t, + hy

Calculons l'erreur de consistance : e, = z(tn41) — Ynt1, avec y, = z(t,). On a e, = &, + ¢/, ou
les erreurs

hy,
En = Z<tn+1) - Z(tn) - hnzl <tn + 7)

hn

5;1 = hnzl (tn + ?) - (yn-i-l - Z<tn))

= hy, (f (tn+%,z(tn+%)> —f(tn—f—%,yw%))

proviennent respectivement des approximations (2.1.4) et (2.2). D’apres le calcul fait plus hau

o = b 1) + ol1) = bt i) + o),

. (tn n %) Y =2 (t + hz ) (Z(tn) + %zm)

:%hiz”( n) +o(h) = —h2f“(myn>+0<h2>

D’autre part

D’aprés le théoréme des accroissements finis appliqué en y, on a
P bt 2t 4 50) = 1 (6 + )

I, I
= f, (tn + 9 Cn> (z(tn + 7) - yn+§)

= (f)(tn, yn) + o(hn)) (éhif W (tn, yn) + o(hi))

d’ou
€n = —h3f St yn) + o(B3).

On en déduit

€n :5n+€/n DY n(f[2 +3f, f[l]) (t nayn)+0(h§z)'

La méthode du point milieu est donc d’ordre 2

14
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2.2 Consistance, Stabilité et Convergence

2.2.1 La méthode consistante

On dit que la méthode est consistante si pour toute solution exacte z la somme des erreurs
de consistance relatives a z, soit Yy .. -n | €n |, tend vers 0 quand hpq, tend vers 0.
Une autre notion fondamentale est la notion de stabilité. Dans la pratique, le calcul récurrent

des points ¥, est en effet entaché d’erreurs d’arrondi &,,. Pour que les calculs soient significatifs,
il est indispensable que la propagation de ces erreurs reste controlable. On est amené a la
définition suivante.

2.2.2 La méthode stable

On dit que la méthode est stable s’il existe une constante S > 0, appelée constante de
stabilité, telle que pour toutes suites (yy,), (y,,) définies par

Yn+1 = Yn + hn(I)(tm Yn, hn), 0<n<N

Zn—f—l - Zn + hnq)(tm an, hn) + €n, 0 <n< N

on ait

N_ < N_ .
Jmax |, yn|_5<|yo wl+ Y \€n|>

0<n<N

Autrement dit, une petite erreur initiale | gN/O — Yo | et de petites erreurs d’arrondi ¢,, dans le
calcul récurrent des y,, provoquent une erreur finale max | y,, — v, | contrélable. Une derniére
notion importante en pratique est la suivante.

2.2.3 La méthode convergente

On dit que la méthode est convergente si pour toute solution exacte z, la suite vy, telle que
Ynt+1 = Yn + ha®(tn, yn, b)) vérifie

MaxogngN | Yn — Z(tn> |—> 0

quand yo — 2(to) et quand hpyq: — 0.

La quantité Maxo<n<y | yn — 2(tn) | s’appelle lerreur globale (de la suite y,, calculée par
rapport a la solution exacte z). C’est évidemment cette erreur qui importe dans la pratique.
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2.3 Meéthodes de Runge-Kutta
Principe générale
On considére un probléeme de Cauchy
y = f(z,y) t € [to,to + 7]
y(to) = wo

et on cherche a discrétiser ce probléme par rapport a une subdivision ty < t; < ... < ty =tg+7T.
L’idée est de calculer par récurrence les points (¢,,y,) en utilisant des points intermédiaires

(tni, Yn,i) avec
tn,i - tn + Cihrw 1 S v S q, ¢ € [07 1]

A chacun de ces points on associe la pente correspondante

Pni = f(tn,ia yn,i)-

Soit z une solution exacte de I’équation. On a

(tns) = (tn) + /t bt (1)) dt

= 2(t,) + hn/ l f(tn + uhy, 2(t, + uhy))du
0

grace au changement de variable t = t,, + uh,,. De méme

1
(os) = 2(b) + B / Fltn + s 2(bn + uhn))du
0

On se donne alors pour chaque ¢ = 1,2, ..., ¢ une méthode d’intégration approchée

(M;) /OCi g(t)dt ~ Z ai;9(cj),

1<j<i

ces méthodes pouvant étre a priori différentes. On se donne également une méthode d’intégration

approchée sur [0, 1] :
1
(M) | attie= 3 bates),

1<j<q

En appliquant ces méthodes d’intégration a g(u) = f(t, + uhy, 2(t, + uhy,)), il vient

2tng) = 2(tn) + hn Y i f(tng, 2(tnj),

1<j5<1

2(tny1) = 2(tn) + by Z bif(tngs 2(tns))-

1<j<q
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La méthode Runge-Kutta correspondante est définie par 1’algorithme

(

tn7i =t, + Cihn
Yni = Yn T I, 21§j<i Q45 Pn,j 1<:< q
Pni = f(tn,ia yn,z)
tn—l—l =t, + hn

(Yn+1 = Yn + hy, Zlgqu bjpn,j-

On la représente conventionnellement par le tableau

(l\rIl ) C1 0 0
(Ms) Cy an 0

0 0
(Mg) Cq g1 Qg2 ... Qgg—1 0

(1\’1) by by s bq—l (l)q

ou les méthodes d’intégration approchées correspondent aux lignes. On pose par convention
a;; = 0 pour j > 1.

Hypothése :
On supposera toujours que les méthodes d’intégration (M;) et (M) sont d’ordre 0 au moins,

c’est-a-dire
C;, = Zai]’, 1= Zb]

1<j<i 1<5<q

En particulier, on aura toujours

= 07 tn,l = tp, Yn1l = Yn, Pni1 = f(tnvyn)

2.3.1 Exemples|5]
Range-kutta d’ordre 1

Pour ¢ = 1, le seul choix possible est i‘% On a ici ¢; = 0,a;; = 0,b; = 1. L’algorithme
est donné par
P = f(tn, Yn)
tny1 =ty + Ay
Yn+1 = Yn + hnpn
Il s’agit de la méthode d’Euler.
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Range-kutta d’ordre 2

Pour ¢ = 2, on considére les tableaux de la forme

0 0

= 5 , ou «€]0,1].

j ARl
2cx

0
0
1 1
2

L’algorithme s’écrit ici

Pn1 = f(tnv yn)

tmg = tn -+ Oéhn

Yn,2 = Yn + ahnpn,l

Pn2 = f(tn,Za yn,2)

tn+1 =t, + hn

\ Yn+1 = Yn + hn ((]- - %) Pn + ipnﬂ)

ou encore, sous forme condensée :

1 1
Yni1 = Yn + I (( 2@) [t yn) + 2Oéf(lfn + ahy, yn + ahy (1, yn)))

C’est néan moins la premiére formulation qui est la plus efficace en pratique, puisqu’elle requiert
seulement deux évaluations de la fonction f au lieu de 3 pour la forme condensée.

e Pour a = %, on retrouve la méthode du point milieu

h

n hn
- Yn + Tf(tnﬁyn)) ;

qui est basée sur la méthode d’intégration du point milieu :

on [ atvar=3)

e Pour a = 1, on obtient la méthode de Heun :

1 1
Yn+1 = Yn + hn (§f(tm yn) + §f(tn+17 Yn + hnf(tna yn))) 3

qui repose sur la méthode d’intégration des trapézes

(9(0) + g(1)).

N | —

(M) /0 o)t ~

18
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Range-kutta d’ordre 4

Méthode de Runge-Kutta ({classique)) :
1 s’agit de la méthode définie par le tableau

(%] (=
W] =
o
o
o

q =4, | 0 35 00
1 | 0 0 1 0
12 2 1

6 6 6 6

L’algorithme correspondant s’écrit

;

Pn1 = f(tn, yn)

tno = tn + 3hy

Yn2 = Yn + %hnpn,l

Pn2 = f(tn2: Yn2)

Yn3 = Un + 3habPn2

Pns = f(tn2,Yns) (noter que t,3=1t,2)
thy1 =t, + hy (noter que tpa=tni1)
Yna = Yn + hupns

Pna = f(tnt1,Yn1)

(Yn+1 = Yn + hn(%pn,l + %pnz + %pn,:; + %pnA)

On verra plus loin que cette méthode est d’ordre 4. Dans ce cas les méthodes d’intégration (M)
et (M) utilisées sont respectivement :

N|=

1
(M) / g(t)dt ~ 59(0) : rectangles gauche,
0

-

2 1 1
(Ms) /2 g(t)dt ~ 59(5) : rectangles droite,
0

1
1
(My) / g(t)dt ~ g(§) : point milieu,
0

2

(M) / g(6)dt = £9(0) + £4(3) + 29(5) + £9(1) : Simpson.
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2.3.2 Stabilité Des Méthodes de Runge-Kuta
Les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes a un pas

Yn+1 = Yn + hnq)(tm Yn, hn)

avec @ (t,,, Yn, hy) = lequ bjpn ;. La fonction ® est définie de maniére explicite par

Dt y,h) =D 1<y bif(t+cihyy;) avec 23)
Yyi=y+hdicqafC+chy), 1<i<q

Supposons que f soit k-lipschitzienne en y. On va montrer que ® est alors également lipschit-
zienne. Soit z € R et supposons ®(t, z, h) et z; définis & partir de z comme dans la formule (2.3.2)

Lemme :

Soit av = max;(d_, <, | aij [). Alors

|y — 2z |< (1 + (akh) + (akh)* + -+ (akh)™ ) |y — 2 | .
On démontre le lemme par récurrence sur ¢. Pour ¢ = 1, on a y; = y, 21 = z et le résultat est
évident. Supposons 'inégalité vraie pour tout j < i. Alors

=z |<ly =2 [ +h Y | aij | k-max|y; =z |,
1<t
|yi—zi|§]y—z\+o¢khmjlx<i]yj—zj|.
Par hypothése de récurrence il vient

max | y; — 2 |< (14 akh+ -+ (akh)™) [y — = |,
j<i

et I'inégalité sénsuit a l'ordre .
La formule (2.3.2) entraine maintenant
‘ q)(t7y7h) _q)(thvh) ‘S Z ‘ bj ’ k ‘ Yj — % ’S A ’ Yy—=z ’ avec

1<j<q

A=k D" b | (14 (@khmas) + - + (Ckhiag) ).

1<j<q

Corollaire
Les méthodes de Runge-Kutta sont stables, avec constante de stabilité S = T,

Remarque

Dans le cas fréquent ot les coefficients b; sont > 0, on a la relation
A < k(1 + (@khmag) + - + (@kBmag ).

Si les coeflicients a;j sont eux-mémes > 0, on a o = maxg, .

Lorsque A, est assez petit devant 1/ak, la constante de stabilité est donc de l'ordre de
grandeur de 7. Ces observations montrent que les méthodes de Runge- Kutta décrites dans
les exemples 1, 2, 3 possédent une excellente stabilité (il est facile de voir que e* est la borne
inférieure possible pour S, quelle que soit la méthode utilisée : considérer pour cela I’équation

y = ky).
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2.3.3 Ordre Des Méthodes De Runge-Kutta

Pour déterminer l'ordre, on peut appliquer le critére consistant a évaluer les dérivées
l . . . .
%(t, y,0) : lordre est au moins égal a p si et seulement si cette dérivée est égale a 1%1 Ut y)

pour 1 < p — 1. Grace a la formule (2.3.2), on obtient facilement les dérivées successives de ® :

P(t,y,0) = El<]<q [t y) = f(t,y)

Les méthodes de Runge-Kutta sont donc toujours d’ordre > 1 (c’est-a-dire consistantes).

) g—f(t,y,h) - Z'b' <C]ft(t+cﬂh’ Y;) +f/(t—|—cjh y])6w> )
%Z;; - ZJQ a’Jf(t+CJh y]) +hzj<l <ijt +fz//88yf5>

Pour A = 0, on obtient donc

ayl ‘h =0— (Z azy) t y - sz(tay)

1<t

gity, Zbcgfﬁffty (Zbcg)f”tzw

Y A 2, . . 1
D’aprés, la méthode est d’ordre > 2 si et seulement si ) b;c; = 5.
2 2
92d 1) Ay 9y;
o ) =50 (G2t £ () + 15,

Y2 0
az§:22j<z‘aij<cjft féayfi>+hzg<z%(cf +)

Pour A = 0, il vient

Oh?

h=0=23 aije;(fi + [,1)(ty),
S (t,y,0) = 0, b, (ff + 20 f + Fr, Pt y) + 25, biayie; £y (f] + FL)(t )

Or f est donné par
A y) = (M + (M), f
=+ 1D+ e+ £y f
= (fu+2fi,f + £, 1) + LU+ 1,0,
= (fit + 2fu f + Fou 1) + £ (L + £ )-

La condltlon (t y,0) = 1 f(t,y) se traduit en général par les conditions

1
ijC? = g, Zbiaijcj = —
J 2]
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Théoréme

La méthode de Runge-Kutta définie par le tableau des coefficients ¢;, a;;, b; est

N [

e d’ordre > 2 ssi Zj bjc; =
o dordre >3 ssi Y bjc; =55 Yo bich =355 Y, biae; = g

e d’ordre > 4 ssi
o= L. o2 = 1. B3 =1
Zj bjc_] — 9 Zj bjcj - 3 Zj bJCj !

i — L g2 = L. CiiCs — L
Zz‘,j blawc] - 6 Z@j bzam 3 12 ZiJ bzczamcg -8

_ 1
> gk biijagecr = 13-

Pour la vérification pratique, on notera que certaines des expressions précédentes sont des pro-
1
duits des matrices C' = | : |, A= (ay;), B = (biba---b,). Ainsi

Cq

Z biaijcj = BAC, Z biaijajkck = BAQC

i\ igk
Pour les exemples, on voit ainsi que la méthode d’Euler est d’ordre 1, et que les méthodes
de I'exemple 2 sont d’ordre 2. De plus, dans une méthode avec ¢ = 2, il y a a priori un seul
coefficient a@;; non nul, & savoir @ = ag;. On a alors ¢y = zj<2 a? = « et la méthode est
d’ordre 2 au moins ssi Y bjc; = b = %, soit by = i etby=1—by=1-— i On voit donc
qu’il n’y avait pas d’autres choix possibles pour une méthode d’ordre 2 avec ¢ = 2. Enfin, la
méthode Runge-Kutta “classique” présentée dans I'exemple 3 est d’ordre 4 (l'ordre n’est pas
> 5 car ijc? = %) C’est si I'on peut dire la "méthode reine” des méthodes a un pas : ordre
élevé, grande stabilité (grace a la positivité des coefficients, voir remarque finale ). Il existe des
méthodes d’ordre encore plus élevé, mais leur plus grande complexité les rend peut-étre un peu

moins praticables.

2.4 Meéthode Simpson [1]

L’intégration numérique est basée principalement sur la relation :

Ty = [ g+ [ By (2)de (2.4)
f, fona= |, /

o

ol pp(z) est un polynome d’interpolation et E,(x) est I'erreur qui y est associée. En faisant
varier la valeur de n, on obtient les formules de Newton-Cotes. En principe, plus n est élevé,
plus grande est la précision liée a la valeur de 'intégrale recherchée. En pratique cependant, on
emploie rarement des valeurs de n supérieures a 4.

Par ailleurs, l'extrapolation de Richardson, alliée judicieusement a 'une des formules de
Newton-Cotes, conduit a la méthode de Romberg, 'une des techniques d’intégration numérique
les plus précises. Enfin, nous traitons des quadratures de Gauss-Legendre, trés fréquemment
utilisées dans les méthodes numériques plus avancées comme celle des éléments finis.
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2.4.1 Formules de Newton-Cotes simples et composées
Formule de Simpson 1/3

Reprenons le raisonnement utilisé avec la méthode des trapézes, mais cette fois en utilisant
un polynéme de degré 2 dont la courbe passe par les points (zg, f(xo)), (z1, f(z1)) et (x2, f(22)).
Ce polynoéme est donné par la formule de Newton :

pa(z) = f(xo) + flzo, x1])(z — x0) + flxo, T1, 2] (x — o) (T — 21)

On se sert ensuite de 'approximation :

/3:2 f(z)dz ~ /x:Q po(z)dz

- / " (o) + Flao 21)(x — 20) + Flwo, 21, 2 (% — 20)(@ — 1)} da

On se place de nouveau dans le cas ol les abscisses sont également distancées. On pose encore

(x_—hx()) = s, ce qui entraine que (x — z;) = (s — i)h. La derniére expression devient :

/0 (f(a:o) + flwo, 21]hs + flxo, w1, wa] s (s — 1)) hds

— g (f(xo) +4f(x1) + f(22))

ou l'on a remplacé les différences divisées par leur valeur respective :

f(x1) — f(@o) f(x2) = 2f(x1) + f(20)
h 2h?

flzo, x1] = et flxo,z1,x2] =

En résumé, on a :

[ rayts = 55w +45(w0) + Fla)

qui est la formule de Simpson 1/3 simple. Cette terminologie est due au facteur de % qui
multiplie A.

L’analyse de ’erreur est plus délicate dans ce cas. On s’est vite rendu compte que la méthode
de Simpson 1/3 était plus précise que ce que I'on escomptait. Une analyse plus fine est donc
nécessaire. Cette méthode est basée sur 'utilisation d’un polynéme de degré 2 et 'on devrait
s’attendre a ce que 'erreur soit donnée par :

/ " By(a)da

zo
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On peut pousser plus loin 'analyse de I'erreur en introduisant un quatriéme point (x3, f(x3))
quelconque et le polynéme de degré 3 correspondant :

(f(z3) — pa(x3))
(x3 — o) (3 — 1) (T3 — 9
qui n’est rien d’autre que le polynéme de degré 2 déja utilisé auquel on ajoute une correction
de degré 3 permettant au polynome de passer également par le point (x3, f(z3)). Or :

p3(z) = pa(x) + )(:U —xo)(x — 1) (T — ) (2.5)

/z2($ —x0)(z — 1) (7 — 29)d = /2 s(s —1)(s — 2)h'ds = 0

x0 0

comme on peut le vérifier facilement. Il s’ensuit que :

/pg(x)d:v:/ ps(z)dz

En utilisant un polynéme de degré 2, on obtient en fait la méme précision qu’avec un polyndéme
de degré 3. Le terme d’erreur est donc de ce fait :

T3 T2 £(4)
/ Es(z)dr = f2E) (x —zo)(x — 1) (x — 22)(x — z3)dx

zo Zo

Il n’est pas possible a ce stade-ci d’appliquer le théoréme de la moyenne, comme nous I’avons
fait pour la méthode du trapéze. En effet, la fonction (x — xo)(z — x1)(z — x2)(z — 3) peut
changer de signe dans U'intervalle [x(, 25|, & moins de choisir judicieusement x3. Comme le choix
de x5 est arbitraire, on peut poser x3 = x;. Le terme d’erreur devient alors :

T2 z2 £(4)
/ Es(z)dr = / 4'(6) (x — x0)(x — 21)(z — x2)(x — x1)dx

Zo Zo

AU
e Al
On remarque que la fonction s(s — 1)2(s — 2) ne change pas de signe dans 'intervalle [0, 2]. La

figure 6.6 illustre cette fonction.
On peut maintenant se servir du théoréme de la moyenne pour obtenir :

w2 @2 p(4) 2 (4)
/ Es(x)dx = / 4!(7]) h5/0 s(s —1)*(s — 2)ds = S 9(§n>h5

s(s —1)*(s — 2)h’ds

Zo Zo

La méthode de Simpson 1/3 simple se résume donc a :

T2 (4)
[ e = (st + 476+ o) - Lge (2:6)

ot n € [xg, T2
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0,00

-0,05

-0,10

-0,15

-0,20

-0,25

Figure 6.6-Founction s(s — 1)%(s — 2)

Remarques

1. Choisir comme nous 'avons fait 3 = z; dans I'équation (3.18) n’est pas tout a fait
immeédiat. En effet, on constate facilement que le dernier terme de la relation (3.18)
devient singulier. En fait, il faut faire un passage a la limite comme suit :

lim ps(z) = lim py(z)+
xr3—>T]

T3—>T1

(f(x3) = pa(3)) (7 — x0)(z — 1) (¥ — 79)

l‘3hi>nl‘1 (I‘g — SL’(])(IEg — LL’l)(Zﬂg — IEQ)
= pa(x)+
i E @)@ —a)(w =) o (f(zs) — pa(ws))

wy—a1 (w3 — x0) (3 —x2)  wm—a (13— 1)

(o) —m)w =) . (f(zs) = pals)
(.Tl — 1130)(.731 — .TQ) T3——T1 (373 — xl)

= pa(z) +

Etudions donc maintenant la seule limite qui reste que nous noterons L. On peut utiliser
un développement de Taylor autour de x; en posant :

$3:$1+($3—$1):I1+h/
de sorte que :

(f(z1 + (23 — 71)) — pa(21 + (23 — 71)))

L= lim
r3—rT1 (Z‘3 _ I’l)
— lim (f(xl + h/) — pz(l’l + h/))
h!—0 h'
~ iy @)+ f @)l + O(0)) = (pa(1) + ph(z)l + O(h"))
h!'—0 h!
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Puisque f(x1) = p2(x1), on obtient finalement que L = f'(x1) — ph(x1), ce qui entraine

que :

Jm nle) = o) + () = e 2L 2=

ce qui montre que ps(z) est bien défini.
2. La valeur de h exprime toujours la distance entre les points z;, c’est-a-dire qu’elle équivaut
dans ce cas a la longueur de I'intervalle divisée par 2.

La méthode de Simpson 1/3 simple est peu précise, tout comme la méthode du trapéze,

comme en témoigne l'exemple suivant.

Exemples

1. On reprend une fois de plus le calcul des exemples précédents. Pour la fonction

f(z) = sinx dans I'intervalle [0, 7], on a :

s
2
/ sinxdxr ~
0

Ce résultat est plus précis que I'approximation obtenue par la méthode du trapéze simple,

(sm() + 4sin% + sm%) = 1,0022799

[GCIISE]

mais il demeure peu satisfaisant.
On peut encore une fois améliorer la précision de la formule de Simpson 1/3 en la
composant. Puisque la méthode simple requiert deux intervalles, il semble souhaitable

de diviser l'intervalle d’intégration [a,b] en 2n sous-intervalles et d’utiliser la méthode
de Simpson 1/3 simple dans chaque paire de sous-intervalle. La figure 6.7 illustre cette

approche. On a alors :

/ fla)dr = i /%QHQ f(a)dx ~ 2 g(f(l’zz) +4f(v2i1) + f(22i42))

=0

= 2((F o) + A (ex) + F(2) + () + A () + Fa) + -
+(f(xan-4) +4f (w20-3) + f(z20-2))
+(f(®2n-2) +4f(22n-1) + f(224)))

= 2(F(a0) A7) + 2 (e2) + 4 (23) + 2 () + -+
+4f (x2n-3) + 2 (22n—2) + 4f (220-1) + f(220))
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f(z)

fa = zo Tl Xz XT3 T4 T2p—4Tom-3Top-2T2p-1T2p = b x

Figure 6.7-Méthode de simpson 1/3 composée

Tous les termes de rang impair sont multipliés par 4 tandis que ceux de rang pair sont
multipliés par 2, sauf le premier (f(xq)) et le dernier (f(z2,))-

L’analyse de l'erreur liée a la méthode de Simpson 1/3 composée est similaire a celle
qui s’applique & la méthode des trapézes composée. En divisant [a, b] en 2n intervalles, on

utilise n fois la méthode de Simpson 1/3 simple et I'on commet donc n fois 'erreur liée a
cette méthode. On a alors :

h:b_a et donc n:b_a
2n 2h

et 'erreur totale est :

() 5 (b—a) (W (n) 5 (b—a) .4 4
(T ) == (B ) =~

Remarque : Le terme d’erreur de la méthode de Simpson 1/3 composée est :

(b—a)

—-a
180

FO ) h* pour un certainn € [a, b] (2.7)

ce qui en fait une méthode d’ordre 4. De plus, en raison de la présence de la dérivée

quatrieme de f(x), cette méthode est exacte dans le cas des polynomes de degré 3. Le
degré d’exactitude de cette méthode est donc 3.

2. On divise l'intervalle [0, 5] en 4 sous-intervalles de longueur h = §. On a alors :

2 s
= 3
/0 sinxdr ~ % (sz’nO + 43@'71% + 23in% + 4sin§ + szng)

= 1,0001346

Pour une quantité de travail similaire, on obtient une précision supérieure a celle de

la méthode des trapezes. Avec 8 sous-intervalles de longueur 75 , on a :

2 s
16 3m
inxdr ~ 15 (sin0 4'—7 2'E4’—
/0 sinxdx 3(sm + 8m16—|— 8m8+ sinTe

) 3 7
+23m% + 4sin1—76r +2sin"l + dsin— + sinﬁ)

8 16 2
= 1,000008296
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Cette plus grande précision vient du fait que cette méthode est d’ordre 4. On constate
qu’en passant de 4 a 8 intervalles (c’est-a-dire en divisant h par 2) on divise l’erreur
par un facteur d’environ 16,22, ce qui confirme l'ordre 4 de la méthode. On obtient ainsi

["approximation :

24(1 296) — 1,000134
( 700000%23??1 001346 _ 5 999999876

qui est d’ordre au moins 5. On verra plus loin qu’elle est en fait d’ordre 6.

1 2
/ e *dx
0

a Uaide de la méthode de Simpson 1/3 composée avec 8 intervalles de longueur :

3. On doit calculer :

1-0 1

8

Comme la fonction e nla pas de primitive, il faut absolument utiliser une méthode

numérique. Dans ce cas :
! 2
/ e v dr ~
0

= 0, 7468261205

_ 2 _ 2 _ 2 _0r2
(60+46 0,125 +26 0,25 +4€ 0,375 +26 0,5

L ool

_ 2 _ 2 _ 2 _
1406257 | 9 —075 | 4 0875 4 1,0)

1l est intéressant de poursuivre les calculs un peu plus loin et de comparer une fois de plus les
méthodes des trapezes et de Simpson 1/3 composées. En prenant 64 intervalles et en travaillant

en double précision, on obtient les valeurs suivantes.

Calcul de fol e~ dx

Méthode des trapézes composée 0,746 809 163
Méthode de Simpson 1/3 composée | 0,746 824 133
Solution exacte a 9 chiffres 0,746 824 133

ce qui démontre la supériorité de la méthode de Simpson.

On peut poursuivre dans la méme voie et développer des formules de Newton-Cotes basées sur
des polynomes de degré de plus en plus élevé. Nous ne présentons ci-dessous que les formules

de Simpson 3/8 et de Boole sans les démontrer.
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Formule de Simpson 3/8

Si lon utilise un polynoéme de degré 3 dans l'intervalle [zg, 3] et passant par les points
((wi, f(2;)) pour i =0, 1,2, 3, on obtient la formule de Simpson 3/8 simple qui s’écrit :

= (2.8)

[ e = 220 +35(an) +36(wa) + Fla) -

pour un certain 7 € [z, x3]. On peut également composer cette méthode en divisant 'intervalle
d’intégration [a, b] en 3n sous-intervalles de longueur :
b—a
h =
3n

et en utilisant la formule de Simpson 3/8 simple dans chaque triplet de sousintervalle. On ob-
tient alors :

+2f(z3n-3) + 3f(T3n—2) + 3f (x30-1) + f(730))

et le terme d’erreur :

, ( 314 () h5> _ _b=a3f90) s b—a)fYm),,

R0 3h 80 - 80

Remarque La méthode de Simpson 3/8 composée a le méme ordre de convergence (4) et le
méme degré d’exactitude (3) que la méthode de Simpson 1/3 composée. Pour cette raison, on
lui préfére souvent la méthode de Simpson 1/3.
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Chapitre 3

Applications

3.1 Meéthode de Simpson modifiée

Tout au long de ce paragraphe on va se servir de référence [1]

cette partie nous allons introduire la méthode de Simpson modifiée pour la résolution nu-
mérique des équations intégrales de Volterra de second type & noyau régulier, l'idée principale
est basée sur 'adaptation de la reégle de quadrature de Simpson. Ainsi pour tester l'efficacité
de cette méthode, nous allons traiter quelques exemples numériques. On considére ’équation

o) — / k(o t)p()dt = f(z),a <z <b (3.1)

Notre objectif est d’approcher la solution de cette équation sur un ensemble de points de [a; b]
en utilisant la régle de quadrature de Simpson. pour nous c’est la formule (2.8) concernant
I'estimation de Perreur sur un sous-intervalle [r, 7 + 2h] on a

h

T+2h
[ k(0 = Slka(r)elr) + (s + Bplr + 1)

5

R+ 20+ 20)] = o (ke (€)0(6)

Ceci est important, dans le sens ou l'erreur d’intégration E(h) sur deux segments par la régle
de Simpson est proportionnelle & h°. En outre, on note que, si le segment A est réduit de moitié,
alors E(%) ~ :E(h).

Soit @ = g < x1 < ... < Xgj_1 < Tyj < ... < Ty, une subdivision de l'intervalle [a,b]. En
exigeant que I’équation (3.1) soit vérifiée sur chaque noeud z,;, et on écrit

plow) — [ klazy (01t = f(az) (32)
Ce qui s’écrit aussi

o)~ 3 / Y e, ()t = f(ray) (3.3)

i=0 v ®2i
Dans la suite, pour la simplicité on utilise les notations ¢a;, fa;, k2j2; au lieu de o(z2;), f(225), k(22), t2i),
En utilisant la régle de quadrature de Simpson, I’équation discréte (3.1) devient

7—1
h
2; = fo; + Z §(I€2j,2i§02z‘ + 4koj 01102141 + k2j2i+202i42) (3.4)
i=0

30



CHAPITRE 3. APPLICATIONS

Pour h suffisamment petit, une approximation de ¢,; devient possible, en approchant la
solution yg; 11 au noeud x9; 11 par la moyenne %, donc on a

P2i + P2it2

5 + k2j,2¢+2802¢+2}

j—1
h
o = foj + Z 3 {kzj,zz'%i + 4kgj i1
i=0
j—1
h
= fo; + Z g{f(k?zj,% + 2kg;j9i41)02i + (2kaj2i41 + k2j2ir2)02ito )
i=0

j—1 j—1
h h
= fo; + Z gf(ij,% + 2k9j 2i41) P2 + Z §(2k2j,2i+1 + ko) 2it2)P2ito
i=0 i=0

j—1

h T h
= fo; + Z gf(kéj,m’ + 2kg;j9i41) 02 + Z §(2k2j,2i—1 + koj2i) o
i=0 i=1
Ainsi, on écrit

h h
po; = fo; + g(kéj,o + 214?2;‘,1)%00 + §<2k2j,2j71 + k2j,2j)()02j+

oh L4
+§ (k2j2im1 + koj2i + koj2it1)pa
i=1
D’ou, pour j =1,...,n
h h
P2 41— g( kojoj—1 + kojaj) ¢ = foj + g(kzj,o + 2k2j1)po+

oh L4

EY (koj2im1 + koj2i + koj2it1)pa (3.5)

i=1
A partir de 'équation (3.1), il est claire que p(zg) = f(x¢), i€, o = fo-

3.1.1 Exemple

1. On considére ’équation

w@+A7w4w@ﬁ:L 0<z<l. (3.6)

telle que la solution exacte est p(z) = cos(z). Les résultats numeériques sont présentés
dans le tableau suivant

t = 0.1 h=0.05 h=0.025
0.0 0 0 0

0.2 6.58725E -05 1.65337E -05 4.13757E -06
0.4 2.58246F -04 6.48173E -05 1.62204E -05
0.6 5.61704E -04 1.40976E -04 3.52786E -05
0.8 9.51576E -04 2.38811E -04 5.97604E -05
1.0 1.39542E -03 3.50172E -04 8.76256E -05

Tableaul : Résultats numériques de la méthode de Simpson
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2. On considére 1’équation

o(r) —/ e Vpt)dt =1, 0<z<1
0

(3.7)

telle que la solution exacte est p(z) = 1 + z. Les résultats numériques sont présentés
dans le tableau ci-dessous

A hi= 1.1 h=0.06 h=0.025
0.0 0 0 0

0.2 5.66099E -07 3.54109E -08 2.21257E -09
0.4 1.15495E -06 7.22079E -08 4.51245E -09
0.6 1.76488E -06 1.10389E -07 6.90124E -09
0.8 2.39757E -06 1.49965E -07 9.37416E -09
1.0 3.05245E -06 1.90928E -07 1.19362E -08

Tableau2 : Résultats numériques de la méthode de Simpson

3.2 Meéthodes naturelles Volterra Runge-Kutta

3.2.1 Introduction

Tout au long de ce paragraphe, on va servir de Uarticle[7]. Pour résoudre numériquement
les équations intégrales de Volterra (VIE) de second espéce

y(z) = g (x) +/m/<;(:z:,t,y(t))dt, 7 € 29, X] (3.8)

Zo

telles que
g:lxe,X] > R™ k:AXxR" - R"™ A ={(x,t):20 <t <z<X} sont suffisamment
réguliéres, on considere une classe tres générale de méthodes dites de Volterra Runge-Kutta

(VRK) définies par

I v
Y;[n] = h Z Oéijk (xn + dijh, X, + eijh; Z BwlY;[n}> + Fn (Zﬂn + C,Lh> y (39)
j=1 =1

yn+1 — Z wj)/;[n]
7=1

i=1,2,..,v;n=0,1,2,.., N — 1. Ici pi, est un entier fize, v, = xo +nh, n =0,1,2,..., N;
Nh = X — xq est le maillage (division) uniforme, et F, (x, + ¢;h) est une approzimation de
F, (z, + ¢;h) définie par

Fn(x)—g(:v)+/xnk(x,t,y(t))dt

Zo
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Awvec cette notation, l’équation (3.8) peut étre réécrite comme

y(a:):Fn(:c)—l—/ k(ty () dt, 7€ [ o], n=0,1,2, . N —1 (3.10)

o

L’approximation dite de "la queue” consiste a approzrimer E, (xy + c;h) par F,(x, + c;h) doit
étre choisie de maniére a ce qu’elle préserve l’ordre de convergence de la méthode VRK et elle
est la plus efficace possible en terme de nombre d’évaluations du noyau k apparaissant dans
(3.8), (3.9) et (3.10). On peut définir l’approximation de la queue de la forme

F,(z)=g(z)+ hzn: Xy:’yjk (x,a:n,l + ¢jh, Y}UC_H) (3.11)

k=1 j=1
avec le vecteur des poids v = [vy1,72, ...,%]T . La méthode résultante (3.9) avec les approxi-
mations F(z, + c;h) définies par (3.11) ont été référencitées dans [6], comme une méthode
VRK étendue. Une approche différente des approximations basée sur des extensions continues
naturelles de la solution numérique de degré d < p (tel que p est lordre de la méthode qui sera
discutée plus bas) a été proposée par Bellen et al. dans [3]. Ces extensions continues naturelles

u(x, + 0h) sont définies par
(e, +0h) = > w; ()Y, (3.12)
j=1
n=20,1,2,..,N—1;0 € [0,1] ou w; (0) est un polynome d’ordre d
[p/2] < d < min{v—1,p}

Ici, [p/2] représente la partie entiére de p/2. Ces polynomes satisfont les systemes linéaires des
équations

> w0k =65 k=01.2 .4 (3.13)
j=1
Voir [3] pour comparaison. On considére alors l'approzimation suivante
Fo(z)=g(@)+hY Y vk (2,2 + &hou (e + §h)) (3.14)
k=1 j=1

ot le poids v; et les abscisses §; correspondent a une regle de quadrature d’ordre supérieur ou
égal a p. Les formules résultantes avec approximation que définies par (3.14) seront appelées
méthodes VRK naturelles. Les coefficients cu; , Biji et w; , et les abscisses ¢; , d;; et e;j seront
choisis de sorte que la méthode VRK ait un ordre p et un ordre d’étape q = p, et certaines
propriétés de stabilité souhaitables par rapport a la base et a [’équations de test de convolution.
Puisque, en général, k(x,t,y) n'est défini que pourt < x, nous supposerons toujours la condition
dite du noyau e;; < d;j; .

3.2.2 Ordre des étapes et conditions d’ordre

Pour discuter des conditions d’ordre pour les méthodes VRK (3.9), sans perte de généralité,
nous considérerons une forme plus simple de VIE (3.8), ot la fonction noyau k(x,t,y(t)) est
indépendant de t. Ceci peut étre accompli si nous définissons, par exemple

@=|,0 ] 7@=],0] Feio=] )
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Alors U'équation (3.8) peut étre réduite a la forme

y(x)=g(x)+ /xk (x,y(t))dt, x € [xo, X] (3.15)

o

ot par commodité nous avons écrit y, g et k au lieu de y, g et k. La méthode VRK pour (3.15)
prend maintenant la forme

Y= hyayk (ivn +dih, Y ﬂz‘jlYl[n}) + Fp (wn + cih) (3.16)
j=1 I=1
Ynt+1 = ijyg[n]
j=1

i=1,2,...,v,n=0,1,2,.... N — 1, ou E, (T, + c;h) est une appproximation de F, (x, + c;h)
d’ordre suffisamment élevé définie par

Fn(x):g(x)—i_/ k(xay(t»dtv LS [xn7xn+l]7 TL:O,]_,Q,...,N—]_

z0
L’approximation de l’égalité (3.11) prend maintenant la forme
Fo(2) = g(@)+ 0> > gk (7 Y)
k=1 j=1

et lapprozimation de l’égalité (3.14) basée sur les extensions continues naturelles (3.12) prend
pour

Fu(e) = g () + 02> ik (s + &58) (3.17)

k=1 j=1

Il résulte de la définition de k(z,(t)) qu'avec les abscisses e;; définies par
;=Y Bgc, i=12..v, j=12..p (3.18)
I=1

les conditions d’ordre pour (3.16) appliquées a (3.15) sont les mémes que les conditions d’ordre
pour (3.9) appliquées a (3.8). Comme dans [/], nous supposons également que

 Bu=1, i=12.,v, j=12 .4 (3.19)
=1

Dans ce paragraphe, nous déterminons les conditions qui garantissent que les méthodes VRK
(3.16) ont lordre p et l'ordre des étapes q = p. Cela signifie que

hd; =0 (B"), i=1,2,..,v, h—0, (3.20)

et
hd =0 (WYY, h—0 (3.21)

ou hd;, 1 =1,2,...,v , sont les erreurs locales de discrétisation des valeurs d’étage Yi[n] , et hd
est lerreur locale de discrétisation de y,.1. Ces erreurs sont définies comme des résidus obtenus
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en remplacant Y;["] par y(z, + c;h), et ﬁn(xn +¢;h) par F,(z, + c;h), et yoi1 par y(x,+1) dans
(3.16), ot y(z) est la solution de (3.15), c’est-a-dire

hd; := y(x, + ¢;h) — h Z ok (xn +dj;h, Z Bijiy (xn + cz-h)> — Fo(x, + ¢;h) (3.22)

1=1
1=1,2,...,v, et
hd = Y(Tpi1) Zw]y T, + cih). (3.23)

Il découle de (3.20) et (3.21) que lordre des étapes et les conditions d’ordre peuvent étre obtenus
en développant hd;, 1 = 1,2, ...,v, et hd en séries de Taylor autour du point x, et égalant a zéro
les coefficients des differentielles élémentaires jusqu’a l'ordre d’étape q = p et l'ordre p. Ces
differentielles élémentaires dépendent des y,k, des dérivées de y, des dérivées partielles de k,
et de leurs combinaisons. Dans ce qui suit, nous allons illustrer ce processus pour déterminer
Uordre des étapes et les conditions d’ordre jusqu’a lordre p = 4 et lordre des étapes ¢ = 4. Les
expressions hd; et hd ont les développements de Taylor suivants jusqu’a l’ordre quatre

My = () = Faln) + (5 (n) = Fn)) e+ (4 () — F ()
() — ) S 4 (0 ) — B )

I v
—h Z Oéijk(xn + dijhu y(‘rn) + Z Bijlcly,(xn)h

j*l =1

+ Z ﬁzﬂ xn h2 + Z Bzyl_ /H(xn)h?)) + O(h5)

i=1,2,...,v, ot nous avons utilisé (3.19), et

hd = (1 — iw]) y(zn) + (1 — ich]) hy' (z,) + ( ij J> Tp) h;

+<1 ij J> " (2 ——i—(l—Zw] ]> xn);l—iJrO(hE’)

p=q | différentielles | conditions d’ordre p et ordre d’étapes q
p=0 Yy Z;‘/:l w; =1

p=1 y > jwic; =1

q=1 k 1 Qij = Ci

p=2 Y’ Zy1ch =1

q=72 % “1Ozwdw—c

q=2 g_l;yl Z] 1 Qg Zl 1 ﬁz]lcl ;

Tableaul : Conditions d’ordre et d’ordre d’étape pour p=0,p=q=1¢etp=q=2

Nous évaluons ensuite y (x) — F, (z), v/ (x) — F! (z), ¥ (z) — F! (), y" () — F (x), et
yW (z) — i) (x) pour x = x,. Aprés quelques calculs, il résulte de (3.10) que
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k Ok
y—F, =0, y-F =k ' -F= 2a_+a_y

or 0Oy
///_F///:382k+3a2k1 62 _}_%y//

0x? 0xdy Y oy? v oy

Bk Pk Pk o’k
ox3 + 63x28yy * 43x3y2y * 43x8yy
Pk 0%k ok
_’_m /3_’_3a : /y/,+a_yy//,'

ol nous avons ignoré les variables de y, F,, et k et de leurs dérivées. En remplagant les
expressions ci-dessus par hd;, i = 1,2,...,v et en développant la fonction k apparaissant dans
hd; en série de Taylor autour du point (x,, y(x,)), puis en égalisant & zéro les coefficients des
différentielles élémentaires résultants, on obtient des conditions d’ordre d’étape jusqu’a l'ordre
d’étape ¢ = 4 De méme, en égalant a zéro les puissances de h dans hd jusqu’a [’ordre quatre
on obtient les conditions d’ordre de la forme Z;./:l wje;‘? =1, k=0,1,2,3,4. Nous appellerons
ces conditions, les conditions d’ordre de quadrature. Ces conditions d’ordre et d’ordre d’étape
sont répertoriées dans le tableau 1 pour p = 0, p = q =1 et p = q = 2, dans le tableau
2 pour p = q = 3 et dans le tableau 3 pour p = q = 4. On observe qu’en multipliant les
conditions d’ordre d’étape par w; puis en additionnant les expressions résultantes de i = 1 a
1 = v et en tenant compte des conditions d’ordre de quadrature, nous obtenons des conditions
d’ordre d’étape déterminer dans [3]. Nous concluons cette section en énumérant dans le tableau
4 le nombre de conditions (qui incluent les conditions d’ordre et d’ordre d’étape et les relations
(3.19)) et le nombre de parameétres libres c;, w;, aj, di; et Bij pour les méthodes VRK naturelles
avec p=q = pu=v pour v=1,2,3 et 4. En construisant de telles méthodes, nous supposerons
généralement que la derniere composante ¢, du vecteur d’abscisse c est égale a un.

p = q | différentiels | conditions d’ordre p et ordred’étape q
p=3 y" > qwic} =1

q=3 gk Dy iy = cf

q=3 g)gyy' > i1 iy 3y Biner = §
g=3| by S e (S Be)’ = §
q=3 g—’;y” D1 i 2oy Bijict = g

Tableau? : Conditions d’ordre et d’ordre d’étape pour p =q =3
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p = q | différentielles | conditions d’ordre p et ordre d’étape q
p=4 y@ > i1 w;c; =1

g=14 a3 > udyy = cf

q=4 sy Zf | @iy (Zz” Bie)’ = %
q=+4 aizgy?/ ] 1 a;d; Zl 1 B@]lcl %
g=4 gakyy” Z] L ugdig 3o Bl = 31 §
q=4 SZ’Q“y’y” Z? 10 D Bine 2o 5111 l24: T
q=4 gzl§y’3 ZJ 1 Xij (Zl 1 ﬁwlcl) = %
q=4 g’;y’” i1 Qi 2 Bijici = Zﬁ

Tableaus : Conditions d’ordre et d’ordre d’étape pour p = q =4

p=q=pu=v|#* de condition : p=q | # de paramétre
1 4 5
2 18 20
3 34 51
4 77 104

Tableauq : Nombre de conditions et nombre de parametres libres pour les méthodes VRK natu-
relles avecp=q=pu=v , pourv =1,2,3 et 4.

3.2.3 Analyse de stabilité par rapport & I’équation du test de convo-
lution

Dans cette paragraphe, nous étudions les propriétés de stabilité des méthodes VRK (3.16)
avec 'approximation définie par (3.17) par rapport & l'équation test de convolution

y(w):1+/0$(/\—|—§(m—t))y(t)dt, x>0 (3.24)

ou, A\, £ € R. La solution y(z) de cette équation tend vers zéro lorsque x tend vers linfini si et
seulement st A < 0 et & < 0. Nous allons rechercher si cette propriété est héritée de la solution
numeérique {y,}.._, obtenue par lapplication de la méthode VRK (3.16) avec l'approzimation de
la queue donnée par (3.17) a l'équation test (3.24). On peut vérifier que cette solution numérique
dépend des parameétres N\h et Eh? | ot h est le pas utilisé. La méthode VRK est dite stable pour
(A, ER?) donné si y, = yn(AR; ER?) — 0 quand n — oco. La région de stabilité S d’une méthode
VRK par rapport a (5.24) est Uensemble de tous (Ah,ER?) pour lesquels la méthode est stable,
c’est-a-dire

S = {(A\h,&R%) € R? : y,(Ah; ER*) — 0, quand n — oo} (3.25)

La méthode VRK est dite Vy-stable si sa région de stabilité comprend [’ensemble \h < 0 et Eh? <
0, c’est-a-dire {(Ah,Eh?) € R? : Ah < 0, £h? < 0} C S. Dans ce mémoire nous présenterons la
méthodes de VRK naturelles Vy-stables d’ordre p et d’ordre d’étape q = p jusqu’a lordre quatre.
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En appliquant la méthode VRK (3.16) a (3.24) on obtient

v M v s
Y = ha 2.0, i BV + h% 2.2 aijdig B Y,

=1 j=1 I=1 j=1
v
—h*¢ Z Z OéijeijﬂijlY}[n] + F, (zn + cih) (3.26)
I=1 j=1

yn+1 — Z w]}/][n]
7j=1

i=1,2,....,v, ot approzimation de la queue (3.17) prend maintenant la forme

F, (xn+ch) = 1+hA Z Z vu (ze—1 + &§h)

k=1 (=1

+h%¢ Z Z v(n—r+1)u(ze +&h)
k=1 [=1

+h2£zzm (Tp1 + &) . (3.27)
k=1 (=1

En mettant

szwj &), = Zvlfle (&) (3.28)
=1

=1

il ésulte de (3.12) que (3.27) peut étre réécrit sous la forme

E, (xn+ch) = 1+hA Z Z ij;-[”_u

n—ljfl
+h2§ZZb (n—r+1)Y" ”+h2gzz bjci —r;) Y, 1.(3.29)
k=1 j=1 k=1 j=1

En mettant
l':h,)\ y:h2€ T:[Tl,...,T]T, 6:[17... 1]T€RV

A= [azlzl 1 E Od’t]ﬂljl? = zl” 15 by E Qij z]ﬂng

C = [czlzl 1y Gl = Zawewﬁzgla b= [bla"'7bu]Ta C= [Cla--'vcu]Ta

~ - T
yl — [Yl[”], -~-,Y[H]} . FlR = [F,.C (s +1h), ..., Fy (s + cyh)}

la relation (3.26) peut s’écrire sous forme vectorielle
Y = (zA+y(B—C)) Yl + FI (3.30)
et lapprozimation de (3.29) prend la forme

Fil = ¢ 4 Z (zeb" +y(n—r+1)eb” +y (cb” —er’)) ylt (3.31)

k=1
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o T = b.c:= [e1by, ..., cub,)" . Comme dans [{] on peut réduire (3.30) et (3.31) & un
équation de différence vectorielle d’ordre deux. En mettant

Q=Qy =I-2A-y(B-C) (3.32)
la relation (3.30) prend la forme QY™ = F"l. On peut donne (3.31) comme suite
Flt2 _gpnti  plnl - — (z+y)eb" +y(cb" —er”)) y [ntl]
— (xebT +y (ch — erT)) y'nl
et en substituant cect dans la relation
Q (y[n+2] —oyl+1] y[n]) = Flnt2 _oplntl] | pin]
nous obtenons

QYM) = (2Q+ (@ +y) e +y (b —er)) Y (3:33)
—(Q + web” +y (" —er”)) Y,

n=20,1,..., Il s’agit de la relation de récurrence vectorielle souhaitée d’ordre deuzx. Dans ce qui
suit nous supposons que la matrice QQ définie par (3.32) est non singuliére et nous définissons
les vecteurs € = Qte, ¢ = Q tc. Nous chercherons les solutions de (3.33) sous la forme

Y = a8+ B.¢ (3.34)

ol oy, et B, sont des scalaires a déterminer. En remplacant (3.34) dans (3.33) et en comparant
les coefficients de e et ¢ dans les expressions résultantes, et en tenant compte du fait que les
vecteurs e et ¢ sont linéairement ind épendants, on obtient

Opyo = (2 + (z +y)b'e— erg) Opi1 + ((:E +y)bTe — erE) Brt1

—(1+2b"e — yb' &), — (xb'¢ — yr'?)B,

Brta = yb €1 + (2 + yb' &) Busr — yb' €ay, — (1 +yb'¢) By

n = 0,1, ..., Ensuite, nous réduirons les relations de récurrence ci-dessus pour o, et 3, a une
équation de différence vectorielle du premier ordre. Laisser

T~_ T~ T~_ T~
M:M(x’y):{2+($+y)be yr'e (x+y)bc—yr c}

ybTe 2+ yblc

1T T T T
N:N(:C,y):[ 1—abe+yre —xb'c+yr c}

—yble —1—yble

Alors le systéme pour ay,.o et Bhio peut étre écrit sous une forme compacte
Upy1 = Sv, (3.35)
n=20,1,..., ou

M | N
S - S({L‘,y) = |: T 0 :| € R4><47 U= [an-‘rl/Bn—l—lanﬂn]T € R4

Il résulte de (3.50) et (3.31) que Yyl =Q-1Fll = ¢,

YW = Q7' Y = (14 zb"e — yb'e) € + yb'ee,
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ce qui implique que ag = 1, By = 0, oy = 1 + (x + y)b'e —yrle, B, = yble. Ainsi, le vecteur
initial vy de l’équation de récurrence (3.35) prend la forme
vo=[an B ap BO}T = [1+ (z+ybTe—yrTe ybTe 1 O}T

Les propriétés de stabilité de la méthode VRK (3.16) avec lapprozimation de (3.17) par rapport
a léquation du test de convolution (3.24) sont déterminées par le polynome caractéristique ¢(0)
de la matrice d’amplification S = S(x,y) apparaissant dans (3.35). Ce polynéme prend la forme

¢(0) = det [1 — S] = det [0 — M — N]
Ainsi que ¢(0) = (6 — 1)* ¢ (0) avec
V() = =2+ (x+y)de+y (bT’c“— r'e)) o
+l+abe+y (Bc—rTe) +y* (Ter"c—bv'er"e) . (3.36)

ot 6 =1 est une valeur propre de S de multiplicité algébrique deux et de multiplicité géométrique
un. En conséquence, la région de stabilité de la méthode VRK (3.16) par rapport a l'équation
de test (3.24) peut étre caractérisée comme

S = {(:c,y) cR?: |01 (z,9)] <1, et |6 (x,y)] < 1}

ou 0y = 0y (z,y) et Oy = b (x,y) sont les racines du polynéome (0) défini par (3.36). En
mettant y = 0 dans (3.36) ce polynome () se réduit a

V() =6*—(2+ab"e)0+1+abe,

avec les racines 0 =1 et 0 = 1+ xb’e =1+ zb” (I — zA)e.

Nous utiliserons le critére de Schur Uarticle [7] pour trouver les conditions sous lesquelles
les racines 0 = 61(x,y) et 0y = O2(x,y) de ¥(0) sont a lintérieur de l'unité cercle. Ce critére
implique que tel est le cas si et seulement si

L+ abe+y (b c—rTe)+y* (Verc—barTe)| <1 (3.37)

12+ x+y)bTE+y(bTE—rT€)\
< |24z’ e+ y (bTc—r"e) +yF (bTer"c—bTer"e)| (3.38)

Pour rechercher des méthodes Vi-stables, il est plus pratique de reformuler (3.37) et (3.38)
sous la forme

¢(z,y) >0, 2,y<0 (3.39)
¥(z,y) >0, 2,y<0 (3.40)
ou les fonctions rationnelles ¢ (x,y) et ¥ (z,y) sont définies par
e(z,y):=1—(1+ab"e+y(bTc—rTe)+y* (bTer'c—bv"er” e)) (3.41)
Y (r,y) @ = (2 + b’ + Y (bT’cv— rTg) +y (bTeTTc — et e))2

— 2+ (@+y)be+y (- rTg)) .
Pour les méthodes VRK avec = v ces fonctions prennent la forme
Zo§i+j§2u( 1)z+] 5( o y b (2,y) = ZOSi—i—jSQu (‘UHJ 5( o Yy
<ZO§Z’+]’§V m(})x"yj> o | <ZO§H—J’§V Uz(;)xiyj> i
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f(()(l]) = &%) =0, 77(%) = 77(()3) =1, ou les coefficients 55}),n§}),£§f),n§f’ dépendent des parametres
libres restants des méthodes. Alors les conditions suffisantes pour la stabilité Vi premnent la

forme
&N >0, i j=01, v, 1<itj<2, k=12 (3.42)

Pour faire respecter les conditions (3.39) et (3.40) on peut aussi considérer les polynomes

Yy =Y. ( m(”tl) (—2)*, S(zy)=) ( nl(?’tl) (—a)*,

k=0 k=0

obtenu en remplacant y = tx dans les numérateurs de ¢ (x,y) et ¥ (z,y). Alors les conditions
suffisantes pour la Vy-stabilité des méthodes VRK, qui sont moins restrictives que les conditions
(3.42), prennent la forme

V>0, n® >0 k=01,.,2, (3.43)
t <o, t? <o, (3.44)

ol tz(»l) et tz(?) sont les racines réelles des polyndomes Zle nl(l)tl, et Zle nl(z)tl, k=0,1,..2v

apparaissant en v (x,y) et § (x,y). Cela conduira a méthodes qui sont a la fois A- et Vi-stables.

3.2.4 Exemples de méthodes VRK naturelles stables A et 1}

Méthodes VRK naturelles avec p=q=pu=v=1

Il découle des conditions d’ordre et d’ordre d’étape et des relations (3.18) et (3.19) que
wi=1,¢,=1,ay1 =1, f111 =1 et ey = 1. De plus, dyy doit satisfaire la condition du noyau
e < dyy . Posons d = dyy, il découle de (3.13) que wi(0) = 1,0 € (0;1], et

vl = pg (xn +dh, yl[n]> + By (ngn) (3.45)
o1 = VI w(z,+0n) =Y, 0 (0;1] (3.46)

n = 0,1,.... N — 1. Observons que u est discontinue aux points du maillage. En choisissant
m =1, v; = 1,& =1, Uapproximation de la queue (3.17) prend la forme

F,(z) =g (x)+ hz k(z,u(zg))=g(x)+h Z k (x, Yl[”*l]> (3.47)

Nous avons by = viw; = 1, a;1 = a116111 = 1, et la méthode RK sous-jacente est la méthode
d’Euler rétrograde qui est A- et L-stable [7]. Nous étudions ensuite la stabilité Vy. On peut
vérifier que dans la méthode (3.46) avec lapprozimation de la queue (3.47), le polynéme de
stabilité (0) équivalent a (3.36) prend la forme

V@) =1-2+1-dy)P+2—az+B-2d)y)0+1+(1—d)y.

Il découle maintenant du critere de Schur que la région de Vjy-stabilité est [’ensemble de tous les
points (v,y) € R? tels que

t(2—2—-2(1—-d)y) >0, et y(-2(2—1z)—(5—14d)y) > 0.

Ainsi, la méthode (3.46)-(3.47) est Vy-stable si et seulement si d > 5/4. Ceci est cohérent avec
les résultats [}].
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Méthodes VRK naturelles avec p=q=pu=v =2

Yl[m = hank (In + du1h, ﬁlny’l[”] + 51123/2[71})
+haiok ($n + dy2h, 51213/1[n] + 51223/2[7”) + ﬁn (zn 4 c1h)

ng = hagk (ZEn + dah, 5211}/1[71] + 52125/2[74) (3.48)
+hagak <ZCn + dxgh, 5221Y1[n] + 522233[71}) +F, (zn + c2h)

Ynt1 = wlyl[n] + w2Y2[n]

ot
F,(z) = Z (vik (x,u (xg_1 + &1h)) + vok (z,u (T4—1 + D)) (3.49)
k=1
et u est lextension continue naturelle définie par
U (o1 + 0R) = wy (0) Y 4wy (0) Vi< (3.50)

k=1,2,...,n,0 €[0,1]. Pour satisfaire les conditions du noyau, e;; < d;j, nous supposons que
dij = e;j +pij , ot pi; >0, 1,5 =1,2. Les conditions d’ordre sont

wy +wy =1, wic; + wace =1, wlcf + wgcg =1 (3.51)

et les conditions d’ordre d’étape exprimées en termes de p;; et e;; prennent la forme

2 2
1 1

Q11+ Q2 = €1, QP11+ QP12 = bR Q11€11 + Qe = D) (3.52)
2 2
c c
2 2

Qg1 + Qoo = C2, Qg1P21 + QigaPao = bR Qi91€91 + Qigg€on = D) (3.53)

De plus, les conditions sur les poids v; et les abscisses & de la régle de quadrature (3.49) sont

1 1
vitve =1, n& + vk = 2 Vg + okl = 3 (3.54)
et les conditions sur les poids continus w;(0) d’extension continue naturelle (3.50) sont
w1 (9) + wo (9) = 1, w1 (9) 1+ wq (9) Cy = ‘9, 0 c [O, 1] (355)

De plus, les coefficients 3,5 satisfont aux conditions

2 2
Zﬂijl =1, Zﬁz‘jlcl = €5, 1,5 =1,2.
=1 =1

On peut exprimer By en fonction de e;; en résolvant le systeme d’équations linéaires ci-
dessus par rapport & . Pour satisfaire les conditions d’ordre (3.51), nous choisissons
wy; = 0,wy =1 et co = 1. Nous fixons également ¢c; = 1/6. Ensuite, nous résolvons (3.53) par
rapport G a1, G, Aa1, ag, €11 €t a1, le systéme (3.54) par rapport 4 vi,ve et &, en supposant
que & = 1, et le systéme (3.55) par rapport a wi(0) et wy(0). Cela conduit a une famille de
méthodes a six paramétres (3.48) dépendant de pi1, P12, P21, Paz, €12 €t €29

3 1 1 6 1

-, Uy = — =— w@)==-(1-60), wy() ==
4 2 4 51 3’ 1() 5( )7 2() 5

On peut vérifier que la formule RK sous-jacente d’ordre 2 pour les ODE de cette famille de
méthodes VRK est

(60 —1).

V1 =
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1111 -1
6 | 60 60

cl| A
113 2
5 5

bT
3 2
5 5

Le polynome Norsett de cette méthode est E(y) = y*/36 et il s’ensuit que la famille ci-dessus
de méthodes VRK est A-stable pour tous les choix des paramétres libres p;; et e;j , 1,7 =1,2.

Nous décrirons ensuite la recherche de méthodes Vy-stables. Le polynome équivalent a (3.36),
noté par le méme symbole 1 (0), prend maintenant la forme

V(0) = pa (z,y) 0>+ p1 (z,y) 0 + po (2,y)

ot po (,y), p1(x,y) et po(x,y) dépendent également des paramétres libres de la méthode.
Choisissons

8+ pn 3pa1 — 1

C12p — 1 3(2po1 — 1)

on obtient une famille de méthodes VRK Vy-stables dépendant de quatre paramétres pii, pio,
P21 €t pag. Les coefficients des méthodes résultantes sont

€21 €22 =

_J1 T _ T _ 13 117 _T1 T
c=[g 1], w=[0 1", v=[3 1. &=[53 1]
r_1-12p;o 12py1;—1 3+pi2 3+pi1
72(p12—p11)  72(p12—p11) 12p12—1  12p11—1
a = , E = ,
1—2pog 2p21—1 1—-3p22 1-3p21
L 2(p12—p11) 2(p12—p11) 3(1—2p22) 3(1—2p21)
r 8—piitpie+12p1ipi2  8+pi11—pi2+12p11p12
12p12—1 12p11—1
D = :
1+3p21 —3p22—6p213p22  1—3p21+3p22—6p213p22
L 3(1—2p22) 3(1—2p21)
- A [ 6(9—11p12) 6(9—11p11) ]
B Piat 5(1-12p12) 5(1—12p11)
b = -
2(273}722) 2(273}721)
- 5211 5221 - | 5(1—2p22) 5(1—2p21)
r . - _49—6pi2 49—6p11
Bz Prz2 5(12p12—-1)  5(12p1i—1)
B = -
4pa2—1 4po1—1
L ﬁ212 /8222 a L 5(2p2271) 5(21)2171) a

Méthodes VRK naturelles avec p=q=pu=v=3

De méme que dans la sous-section précédente, nous supposons que d;; = €;; + p;j , 0U p;j >
0, 1,7 =1,2,3. Les conditions d’ordre sont

3
D wick =1, k=0,1,2,3.
1=1

(3.56)

et les conditions d’ordre d’étape correspondant a ¢ =1, =2 et ¢ =3 sont
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RS

3 3 o2
C: G .
E QijPij = 5 E XijCij = 5 1= 1,2,3, (3.58)

3 3 3 3 3 3 3
2 & _ G _ G _
E aijpij - g E Q€55 Pij = E E zg - E E 1]fz] -

i =1,2,3, ot e;; = Zl lﬁwlcl, fij = Zl lﬁzﬂcl, 1,7 = 1,2,3,conditions sur les poids v; et
absczsse & de la regle de quadrature (3.17) correspondant & m = 3 sont S0 vi& =1/ (k+ 1),

k=0,1,2, et les poids continus de l’extension continue naturelle (3.12) correspondant & v = 3
sont des polynomes de degré d, 1 = [p/2] < d < min{v — 1,p} = 2. Nous supposons d =
2 le systéme d’équations de w;(6) est Z?Zl w; (0)c; = 0% k = 0,1,2, Pour satisfaire les
conditions d’ordre (3.56), nous supposerons toujours que w; = wy = 0, w3 = 1 et c3 = 1. Nous
pouvons également exprimer les coefficients B;j, en fonction de e;; et fi; en résolvant le systéme

(3.59)

w |

d’équations lincaire

3
Zﬁi]l 1 Z/szlcl €ij, Zﬁzﬂcl fij; Z7.] = 17273'
=1

Nous calculons ensuite les coefficients «;; a partir des conditions d’ordre d’étape (3.57) et
(3.58) correspondant 6 ¢ = 1 et ¢ = 2, et e, fi1, fa1 et fa1 & partir des conditions d’ordre
d’étape (3.59) correspondant o q = 3 Cela conduit ¢ une famille de diz-sept paramétres de
méthodes VRK naturelles d’ordre p = 3 et d’ordre d’étape ¢ = 3 en fonction de cq, co, fi12, f13,
fo2, fo3, f32, f3s et pij, 1,5 = 1,2,3. On peut vérifier que le polynome Norsett E(y) pour cette
famille de méthodes ne dépend que de ¢y et co et prend la forme

—14+2(c; + ) —bcicg 4, i3
36 36

Par conséquent, il s’ensuit que les méthodes sont A-stables si 1 —2 (¢ + ¢2) +6¢102 < 0, et pour
garantir la A-stabilité on calcule co G partir de 1 — 2 (c; + ¢) + 6¢1c2 = 0, c’est-a-dire,
Cy = (201 - 1)/(2<3C1 - 1))

E(y) =

Méthodes VRK naturelles avec p=q=pu=v=4

Nous supposons a nouveau que d;; = e;; + pi; ou p;; > 0, 4,7 = 1,2,3,4. Les conditions
d’ordre prennent la forme

4
» widf =1, k=0,1,2,3,4. (3.60)
i=1
et les conditions d’ordre d’étape jusqu’a l'ordre d’étape ¢ = 4 exprimées en termes de p;j;, €, fij
et g;j sont

» ay=c, i=1,234 (3.61)
j=1
4 2 4 2
Souri =G Dopes =5, =123 (3.62)
i=1 =1

4 ) 03 4 3 4 3 4 03
Dourhy = o Deweny =g Do =5 Yaufy=73.  (6)
Jj=1 j=1 j=1 j=1
. C4 4 C4 4 4
3 4 2 7 G
Z QijDi; = 1 Qi €iDij = 12’ Z zgeszw =1 (3.64)
Jj=1 j=1 j=1
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4 4 4 4 4 4 4

c ; c c
> i fiy = T2’ > ageifiy = R > el = i > gy = i (3.65)
i=1 i=1 :

i=1,2,3,4, ou

4 4 4
eij = Zﬁijcla fl] = Z/szcl27 ng = Z/BZJC?a Z)] = 1727374
=1 =1 =1

Les conditions sur les coefficients v; et abscisse & de la regle de quadrature (3.17) corres-
pondant @ m = 4 sont 2?21 v = 1/(k+1), k = 0,1,2,3 et les poids continus de l’ex-
tension continue naturelle (3.12) correspondant ¢ v = 4 sont des polynomes de degré d,
2 = |p/2] < d < min{v—1,p} = 3. Nous supposons d = 3. Le systéme d’équations pour
w;(0) est ijl w;(0)cF = 6% k = 0,1,2,3. Pour satisfaire les conditions d’ordre (3.60) on
suppose toujours que les coefficients w; sont donnés par wy = wy = w3z = 0,wy = 1, et que
ca = 1. On peut aussi exprimer les coefficients Biji en termes de e;;, fi; et gij en résolvant le
systéme d’équations linéaires

4 4 4 4

2 3
Zﬁz‘j =1, Zﬁz‘jcz = Cij, Zﬁijq = fij; Zﬁz‘jcl = Yij
I=1 =1 1=1 I=1

i, = 1,2,3,4. Nous calculons ensuite les coefficients a;; & partir des premieéres équations des
conditions d’ordre d’étape correspondant a q = 1,9 =2,q =3 et q = 4, c’est-a-dire a partir du
systeme d’équations linéaires

4 okt

k_ G C_ _
E QP = Pl 1=1,2,3,4, k=0,1,2,3.
j=1

On calcule ausst fi;, @ = 1,2,3,4, j = 1,2, a partir des quatriemes équations des conditions
d’ordre des étapes correspondant a ¢ =3 et ¢ =4, et gi1, t = 1,2,3,4, a partir de la derniére
condition d’étape correspondant a ¢ = 4. Puis on essaie de calculer les parameétres e;;, 1,j =
1,2,3,4, a partir des conditions d’ordre d’étape restantes, qui est le systéme d’équations non
linéaires de dimension 2.

3.2.5 Expériences numériques :

Nous avons implémenté les méthodes rapportées dans un code o pas fize et effectué des
tests numériques sur deux équations linéaires. Nous rapportons ici les résultats obtenus sur les
problémes de tests linéaires suivants :

go(t)—i—/ot(t—s)go(s)ds—l, 0t Lo (1).

Tableau de résolution numérique de l'équation (1) par la méthode de Simpson( solution
exacte o (t) = cost )
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l h=0.1 h=0.05 h = 0.025
0.0 0 0 0

0.2 6.58725E -05 1.65337E -05 4.13757E -06
0.4 2.58246E -04 6.48173E -05 1.62204E -05
0.6 5.61704E -04 1.40976E -04 3.52786E -05
0.8 9.51576E -04 2.38811E -04 5.97604E -05
1.0 1.39542E -03 3.50172E -04 8.76256E -05

Tableau de résolution numérique de ’équation (1) par la méthode de Runge-Kutta( solution

exacte ¢ (t) = cost )

t h=0.1

h =0.05

h =0.025

0 0.00

1.538864E-09
1.03789E-07
2.4696TE-07
4.37872E-07
1 6.01248E-07

0.2
0.4
0.6
0.8

0.00
1.64238E-09
7.80635E-09
1.65550E-08
2.86539E-08
2.86539E-08

0.00
1.16021E-10
4.81958E-10
1.06899E-09
1.82990E-09
2.70191E-09

d’aprés les deux tableaus en remarque l’éfficacité de méthode de Runge-Kutta

() - / ()t = 1,
0

Tableau de résolution numérique de l’équation (2) par la méthode de Simpson( solution ezxacte

pt)=t+1)

t h=20.1 h=0.06 h=0.025
0.0 0 0 0

0.2 5.66099E -07 3.54109E -08 2.21257E -09
0.4 1.15495E -06 7.22079E -08 4.51245E -09
0.6 1.76488E -06 1.10389E -07 6.90124E -09
0.8 2.39757E -06 1.49965E -07 9.37416E -09
1.0 3.05245E -06 1.90928E -07 1.19362E -08

Tableaw de résolution numérique de l’équation (2) par la méthode de Runge-Kutta ( solution

exacte o (t) =t+1 )
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t h=0.1 h = 0.05 h = 0.025
0 0.00 0.00 0.00
0.2 2.220//E-16 2.220/4E-16 6.66133E-16
0.4  4.44089E-16 4.44089E-16 1.33226E-15
0.6 4.44089E-16 [./4089E-16 2.220/}E-15
0.8 6.66133E-16 6.66133E-16 2.220//E-15
1 8.88178E-16 8.88178E-16 3.55271E-15

d’aprés les deux tableaus en remarque l’éfficacité de méthode de Runge-Kutta.

Nous avons traité dans ce travail la théorie relative a deuxr méthodes de résolution numé-
rique de problémes en mathématiques appliquées. Nous avons adapté , dans ce travail, ces deux
méthodes a la résolution d’équations intégrales de Volterra a convolution linéaire. Pour valider
cette adaptation, nous avons testé deux équations intégrales. Ce test a été sur les deux équation
intégrale avec Simpson et Runge-Kutta et nous avons constaté que la deuzieme méthode ( R-K)
est plus efficace. On s’attend a que cette méthode soit aussi efficace pour les équations intégrales

non linéaires.
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Conclusion générale

Nous avons traité dans ce travail la théorie relative a deur méthodes de résolution numé-
rique de problémes en mathématiques appliquées. Nous avons adapté, dans ce travail, ces deux
méthodes a la résolution d’équations intégrales de Volterra a convolution linéaire. Pour vali-
der cette adaptation, nous avons testé deux équations intégrales. Ce test a été réalisé sur les
deuz équation intégrale avec Simpson et Runge-Kutta et nous avons constaté que la deuxieme

méthode ( R-K) est plus efficace. On s’attend a que cette méthode soit aussi efficace pour les
équations intégrales non linéaires.
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Résumé

Dans ce travail , nous avons étudié par deux méthodes numériques la résolution
des équations intégrales de Volterra.
Le but de ce travail est de montrer 'efficacité des deux méthodes présentées et
leurs avantages.
Ensuite, nous avons fait une comparaison entre les résultats de ces deux méthodes
et la solution exacte de ’équation.
Les résultats de la méthode Rung Kutta sont plus proches de la solution exacte
que la méthode Simpson.
Mots clés :
Equations intégrales de Volterra, méthode Runge-Kutta, méthode Simpson.

Abstract

In this work, we studied by two numerical methods the resolution of the integral
equations of Volterra.
The purpose of this work is to show the effectiveness of the two methods presented
and their advantages.
Then, we made a comparison between the results of these two methods, and the
exact solution of the equation.
The results of the Rung Kutta method are closer to the exact solution than the
Simpsons method.
key words:
Volterra integral equations, Runge-Kutta method, method Simpson.
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