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Notations générales

o N
R
oS4
o (

® 0y

o Av

e mes (I'f)

Ensemble des entiers naturels,

L’ensemble des nombres réels,

L’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R%(d = 2, 3),

Constante réelle strictement positive,
C’est a dire,

-éme

La dérivée partielle de ¢ par rapport a la i°™® composante
T o = §i7

Laplacien de v.

Gradient de I'application ¢ : Vi) = (019, . .., 0qt),

Saus-différentiel de ¢ parapport a k,

divergence du tenseur; Divo = (o),
divergence du vecteur; divD = D, ;,

Produit scalaire sur R? ou S¢,

La norme euclidienne sur R? ou S¢,

Paire d’un espace produit X x Y,

Le produit scalaire de X,

La norme de X,

Le produit dual entre X’ et X,

Presque partout,

Domaines bornés avec une surface frontiére réguliére I,
L’adhérence de 2~

Les parties de frontiére I'* (i = 1,2, 3),

Mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T'%,
Mesure superficielle sur ~,

Mesure superficielle sur I'},

La normale unitaire sortante a I'*,

Les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v*

défini sur QF,

L’espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur Q~,



e D(Q))

o L2(02F)

o |- [[z2qam)

o L>°(QF)

° HI(Q”)
[ J HFK

!

° HF“

L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et

a support compact,

L’espace des fonctions u" mesurables sur €2 telles que |u*|*dz < 400,

Qr

La norme de L?(Q%) définie par || u* || 2= </ |u”|2d:c) ) :
Or

L’espace des fonctions u" mesurables sur €2 telles que,

de>0:| u” |< ¢, p.p., sur QF,

L’espace de Sobolev d’ordre 1 sur 27,

Lespace Hz (I,

L’espace dual de Hp«.

e v:Hf — Hp~ L’application trace pour les fonctions vectorielles,

o H~
o HY
o H"
o Hj
o Wr
A%
o H2(I'%)

o H 2(I%)
o ()

e C(0,T;H)
e C1(0,T; H)
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o L7(0,T; H)

o || - |lzro.1:m)
o WEP(0,T; H)

|- HW’W’(O,T;H)

L’espace L?(Q%)4,

L’espace W12(QF)4,

L’espace L2(Q")%xd

L’espace Wh2(Qr)dxd,

L’espace {¢" € H'(QF) | ¥* =0 sur %},

L’espace {D" = (Dy) | Df € L*(Q*), Df; € L*(Q")},
L’espace de Sobolev d’ordre % sur ['",

Lespace dual Hz (I'%),

Le produit de dualité entre H=2(T%) et Hz(T'*),

L’espace des fonctions continues de [0, 7] dans H,

L’espace des fonctions continiment dérivables sur [0, 7] dans H,

T
L’espace des fonctions u mesurables sur [0, 7] telles que / |u(t)||dt < +oo,
0

T »
La norme de LP(0,7T; H) définie par || w || Lro,r;m= (/ ||u(t)||7;{dt) ,
0
L’espace de Sobolev de paramétres k et p sur [0,7] dans H,
La norme de W*?(0, T'; H) définie par

a=
| w ||kaP(O,T;H):|| u ||LP(0,T;H) + 21 | u®) ||LP(0,T;H)v
a=
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Notations élasticité

o O 02 Les domaines occupés deux corps déformables,
o[ La frontiere de Q" : I'" = 90",
L A A Les parties de I'' =T UT5 U T3,

e ') =T2=T3 L’interface de contact entre les corps Q', Q?,

o u” Vecteurs des déplacements dans le domaine %, on écrit uf
les composantes du vecteur dans la base canonique,

o Ul La composante normale du déplacement u" sur la frontiére du domaine
définie par uf = u".v",

o uf La composante tangentielle du déplacement u” sur la frontiére du domaine
définie par uf = u" — ufv"”,

o U, U Les dérivées premiére et seconde de u” par rapport au temps,

o c(u") Tenseur linéarisé des déformations :e(u”);; = 5 (diuf + d;uf),

ek Tenseur des contraintes correspondant au déplacement u”, on écrit o7
les composantes du tenseur dans la base canonique,

L o La composante normale du contrainte ¢” sur la frontiére du domaine
définie par o = (o"v").v",

L o La composante tangentielle du contrainte o sur la frontiére du domaine
définie par of = o"v" — o) .V",

o 0" - uf Produit tensoriel (matriciel) de u* par 0* : (0 - u"); = ofuf,

R Valeurs des potentiels électriques dans le domaine 2,

o DF Vecteurs des déplacements électriques dans le domaine 2,

o La température absolue dans le domaine €2~

e f L’endomagement dans le domaine €2~

° 3" Vecteurs de variable d’état interne dans le domaine 2*.
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Introduction

Piézoélectricité traduit la propriété que présentent certains cristallins a se polariser
L e sous I’action d’une contrainte mécanique (effet direct) ou bien a se déformer lorsqu’il
leur est appliqué un champ électrique (effet inverse). Le phénoméne piézoélectrique repré-
sente le couplage entre le comportement mécanique et électrique d’une classe de matériaux,
appelés matériaux piézoélectriques. Les matériaux piézoélectriques sont largement utilisés
comme interrupteurs et en fait dans de nombreux systémes d’ingénierie en radioélectronique,
électro-acoustique et les équipements de mesure. La piézoélectricité a été découverte par les
freres Curie en 1880 (Jacques et Pierre Curie). Le couplage entre les champs thermiques/-
piézoélectriques dans les matériaux piézoélectriques fournit un mécanisme pour détecter les
perturbations thermomécaniques a partir de mesures de potentiels électriques induits et pour
modifier les réponses structurelles via des champs électriques appliqués.
La théorie thermo-piézoélectrique a été proposée pour la premiére fois par Mindlin [15], plus
tard il a dérivé les équations gouvernantes d’une plaque thérmo-piézoélectrique [14]. Les lois
physiques des matériaux thermo-piézoélectriques ont été discutées par [16]. Chandrasekariah
[2] a présenté la théorie généralisée de la thermo-piézoélectricité en prenant en compte la
vitesse finie de propagation des perturbations thermiques. Yang et Batra [23] ont étudié
leffet de la conduction thermique sur le décalage des fréquences d'un corps piézoélectrique
linéaire vibrant librement & 1’aide de méthodes de perturbation.
Sharma et Pal [18] ont discuté de la propagation des ondes de Lamb dans une plaque
thermo-piézoélectrique transversalement isotrope. Sharma et al. [20] ont étudié I'analyse
des vibrations libres d'un panneau cylindrique thermopiézoélectrique homogéne, transversa-
lement isotrope, basé sur un thermopiézoélectrique tridimensionnel. Sharma et Walia [19]
ont présenté la propagation d’ondes a créte droites et circulaires dans des matériaux thermo-
piézoélectriques généralisés.

Les endommagement sont un sujet extrémement important en ingénierie, car ils affectent
directement la durée de vie utile de la structure ou du composant concu. Il existe une trés
grande littérature technique a ce sujet. Des modéles prenant en compte 'influence de I’en-
dommagement interne du matériau sur le processus de contact ont été étudiés mathématique-

ment. Les modeéles généraux de dommages ont été dérivés dans [4] du principe de puissance
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virtuelle. L’analyse mathématique des problémes unidimensionnels peut étre trouvée dans
[6]. Le cas tridimensionnel a été étudié dans [10]. Dans tous ces articles 'endommagement du
matériau est décrit avec une fonction d’endommagement o, limité a des valeurs comprises
entre zéro et un. Lorsque o = 1, il n’y a pas de dommage dans le matériau, lorsque o = 0,
le matériau est complétement endommagé, lorsque 0 < o < 1 il y a un endommagement
partiel et le systéme a une capacité de charge réduite.

L’endommagement peut étre initié et évoluer dans les deux processus de déformation élas-
tique. En particulier, les dommages dans ’état de déformation élastique sont appelés dom-
mages élastiques. Dans cette mémoire, nous utilisons les dommages causés par les défor-
mations élastiques pour des raisons mécaniques et mathématiques. Mécaniquement, nous
utilisons des dommages élastiques car les matériaux fragiles sont plus sensibles aux dom-
mages.

Les problémes de contact dynamique font I'objet de nombreux sudjets, par ex. |3, 7]. Les
problémes de contact avec dommages ont été étudiés dans [8, 22]. Un modéle d’endommage-
ment couplé a la température étudié dans [13]. Cependant, le probléme mathématique modé-
lisant ’évolution dynamique de I’endommagement dans les matériaux thermo-viscoélastiques
avec variable interne a été étudié dans [12].

Dans cette mémoire, nous considérons un probléme mathématique de contact entre deux
corps thermo-piézoélectriques. Le contact bilatéral avec frottement de Tresca dans des ma-
tériaux définies par une loi de comportement thermo-électro-viscoélastique avec endomma-
gement et variable interne.

Le mémoire comporte deux chapitres et est structurés de la maniére suivante :

e Premier chapitre : nous présentons le cadre physique et décrivons le probléme méca-
nique, et nous introduisons quelques notations et résultats, quelques théorémes qui seront
d’une grande utilité pour les démonstrations.

e Deuxiéme chapitre : nous écrivons une formulation du probléme & étudier, listons les
hypothéses sur ses données, dérivez la formulation variationnelle du modéle et nous énongons

notre principal résultat d’existence et d'unicité d’une solution faible.
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Chapitre

Modélisation et Outils Mathématiques

Dans ce chapitre, on commence par définir le cadre physique, les lois de comportement
des différents matériaux, les conditions aux limites ainsi que la formulation mécanique d’un
probléme étudier. Ensuite, nous passons en revue quelques résultats concernant les espaces
fonctionnels, les équations et inéquations variationnelles, le lemme de Gronwall et quelques

théorémes qui seront d’une grande utilité pour les démonstrations.

1.1 Modélisation

Dans cette section, nous allons introduire le cadre physique et une modéle mathématique
du probléme utilisé dans ce mémoire. Ensuite, nous indiquerons la formulation mathématique
d’un probléme de contact bilateral avec frottement de Tresca entre deux corps thérmo-électro-

viscoélastiques avec endommagement et variable interne.

1.1.1 Cadre physique

Les phénoménes de contact considérés dans ce mémoire sont décrits par deux cadres
physiques suivants ;
Cadre physique n°1 (Probléme mécanique.) Nous considérons deux corps matériels qui
occupent des domaines bornés Q% C R¥(k = 1,2;d = 2, 3), avec frontiére réguliére I'* = 9QF,
partitionnée en trois parties mesurables I'f, I'f, I'§, tel que mes (I'Y) > 0. Nous notons que
v* la normale unitaire sortante a I'*. Chaque corps est encastré sur I'f, dans une structure
fixe. Sur I'j agissent des tractions surfaciques de densité f5, et dans 2" agissent des forces

volumiques de densité f.



1.1 Modélisation

Nous supposons f5, et f§, kK = 1,2, varient trés lentement par rapport au temps. Soient
T > 0 et [0, 7] 'intervalle de temps en question. Les corps est en contact bilateral avec frot-
tement du Tresca sur la partie I'§, on a 'y = I'Z noté¢ par I's. Nous prenons en considération
les propriétés mécaniques du corps. Notre objectif sera d’étudier ’évolution de ces propriétés

dans le temps 7" (voir Fig. 1.1.1).

14l Q —
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Figurel.1. Cadre Physique 1
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Cadre physique n’2 (Probléme électro-mécanique.) Nous considérons deux corps maté-
riels qui occupent des domaines bornés Q% C R(x = 1,2;d = 2, 3), avec frontiére réguliére
'™ = 002", partitionnée en trois parties mesurables I'f, I's, I'f, tel que mes (I'f) > 0. Nous
notons que " la normale unitaire sortante a I'*. Chaque corps est encastré sur I'f, Kk = 1,2
dans une structure fixe. Sur I'jou x = 1,2, agissent des tractions surfaciques de densité f,
et dans 2" agissent des forces volumiques de densités f. Nous supposons f3, et f{, varient
trés lentement par rapport au temps. Soient 7' > 0 et [0, 7] I'intervalle de temps en question.
En plus de l'action des forces des tractions, chaque corps est soumis a l'action des charge
électriques de densité volumiques ¢, et de charge électriques surfacique ¢5. Pour le décrire,
nous considérons une partition de la frontiére I'* en deux parties mesurables, I'f et I'} telles
que mes (I'") > 0. Les corps est en contact bilateral avec frottement du Tresca sur la partie
I'5, on a 'l = I'2 noté par I's. Nous supposons également que le potentiel électriques s’annule
sur I'", et la charges électriques de surface de densité g5, est prescrite sur I'}. La différence
entre cadre physique mécanique et cadre physique électro-mécanique résulte du fait que en
deuxiéme, nous prenons en considération les propriétés mécaniques et aussi les propriétés

électriques dans les deux corps (voir Fig. 1.1.1).



1.1 Modélisation
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Figurel.2. Cadre Physique 2

Avant d’obtenir les modéles mathématiques qui correspondent au cadre physique pre-

senté, voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de cette

mémoire.
Nous désignons par S? I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R%(d = 2, 3),
.7 et | - | représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et

S9. Ainsi, nous avons

u ot =uf ol [0 = VR - vk, Vut, o" e RY,
o TV =0T, |7 = V1T, Vo, " € S°

ici et ci-dessous, les indices 7 et j courent entre 1 et d et la convention de sommation sur
les indices répétés est adoptée. Pour chaque élément v* € HY, nous notons par v et v7 les

composantes normale et tangentielle a la frontiére définies par
o =0 Ut v =" — iUt (1.1)

ol " est la normale unitaire extérieure a 2. Nous désignons par ¢® = o"(x,t) le champ
des contraintes, par u* = u”(z,t) le champ des déplacements et par e(u”) le champ des dé-
formations infinitésimales. Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement

la dépendance des fonctions par rapport a x € QF et t € [0, T).
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1.1 Modélisation

Pour un champ des contraintes ¢" nous dénotons par o)} et of les composantes normale

et tangentielle a la frontiére données par
oy = (o"v") -V, o ="V — o) V. (1.2)
En utilisant (1.1) et (1.2), nous obtenons la relation

(a"VF) -0 = ol + o - o (1.3)

T

qui va intervenir tout au long de ce mémoire, dans la formulation variationnelle de probléme

mécanique de contact.

1.1.2 Modéle mathématique

Notons que le point au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport au

temps, par exemple

du” . d>u”
u’i — uﬁ e

dt dt?’

ou u” désigne le champ des vitesses et 4" désigne le champ des accélérations. Pour le champ

des vitesses 4" les notations 4! et 4 représentent respectivement les vitesses normale et

tangentielle a la frontiére, c’est a dire

Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans 1’hypothése des petites

transformations
K K K 1 K K ..
e(u”) = (ei(u")), &y(u") = 3 (Qjuf +0u), 1<i,j<d.

Notons qu’ici et tout au long du mémoire, un indice qui suit une virgule indique une dériva-
tion partielle par rapport a la composante correspondante a la variable spetiale.
Passons maintenant a la description des modéles mathématiques associées aux cadres phy-

siques ci-dessus.

Modéle mathématique n°1 . Le premier modeéle mathématique étudié dans ce mémoire
décrit 1’ évolution des corps dans le cadre physique n°1 (page 1). Les fonctions inconnues du
probléme sont le champ des déplacements u® : Q x [0, 7] — R? et le champ des contraintes

ot QF x [0,T] — S¢,. Notons la densité de la masse par p® : Q% — R, et la densité des



1.1 Modélisation

forces volumiques par f§ : Q x [0, 7] — R?. L’évolution du corps est décrite par 'équation

du mouvement de Cauchy suivante

Dive"™ + fi = p"i"  dans Q" x (0,7). (1.4)

ici "Div" représente I'opérateur divergence pour les tenseurs, Div ¢ = (Ufj’j). Les processus
d’évolution sont modelés par I’équation précédente s’appellent processus dynamique. Dans
certaines situation, cette équation peut encore se simplifier : par exemple dans le cas ot
= 0, il s’agit d'un probléme d’équilibre (processus statiques), ou bien dans le cas ou le
champ des vitesse 4" varie trés lentement par rapport au temps, c’est-a-dire que le terme

P peut étre négligé. Dans ces deux cas 1'équation du mouvement (1.4) devient
Dive"™ + f;7 =0 dans Q" x (0,7).

L’équation précédente s’appelle [’équation d’équilibre, et ce processus s’appelle processus
quasistatique. Nous rappelons que dans le cadre physique n°1, f,*et f;° varient trés lentement
par rapport au temps.

Puisque le corps Q2" est encastrés sur I'}, le champ des déplacements s’annule
u" =0 sur I'Y x [0, 7. (1.5)
La condition aux limites en tractions est
oVt = ff sur 'y x (0,7). (1.6)

Nous allons compléter ultérieurement le modéle mathématique (1.4)-(1.6) par les conditions

de contact sur la partie I's.

Modéle mathématique n°2. Ce modéle mathématique décrit I’évolution du corps dans
le cadre physique n°2, c’est un modele électro-mécanique. Les inconnues mécaniques du
probléme sont le champ des déplacements u” et le champ des contraintes o satisfaisant les
égalites (1.4)-(1.6). A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du probléme, & savoir le
champ des déplacements électriques, le potentiel électrique ¢* : Q% x [0,7] — R et le champ
des déplacements électriques D" : QF x [0,7] — R? L’évolution du corps piézoélectrique

est décrite par ’équation d’équilibre pour le champ de déplacements électriques

divD" = qg dans QF x (0,7, (1.7)



1.1 Modélisation

ou "div" est Popérateur de divergence pour les vecteurs, divD" = Df; et ¢f représente la
densité des charges électriques volumiques sur €2%. Rappelons que dans le cadre physique

n°2, le potentiel électrique s’annule sur la partie I'f' de la frontiere
YY" =0 sur I' x (0,7, (1.8)

tandis que sur I'}, une charge électrique de densité ¢5 est préscrite,
D" - v* =¢f sur I'y x (0,7). (1.9)

De plus, ajouté les inconnues, le champ la température 77 : Q" x [0,7] — R, le champ
d’endommagement o : Q" x [0,7] — R, et un champ de variable d’état interne (" :
Q" x[0,T] — R™. La température 7% est défini par une équation parabolique, qui représente

la conservation de I’énergie comme suit
% — KGATE = UF (e(u”), o, 5, 7%) + X" Q" x (0,7), (1.10)

ou V" est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par
les forces intérieures. Ici et ci-dessous K est une constante strictement positive et x* une
donnée, qui représente la source de chaleur du volume.

L’endommagement o est une variable interne d’état définie sur Q% x [0, 7], avec 0 < o <
1, L’évolution du champ d’endommagement utilisée au deuxiéme chapitre est modélisée par

I'inclusion du type parabolique donnée par la relation
a" — KFAQ™ + 0lze (o) 2 S™ (e(u”),a™) QF x (0,7, (1.11)

ot Kf est une constante positive, S* est la fonction source de 'endommagement, Oz~ est
le sous-différentiel de la fonction indicatrice Iz« et Z% est I'ensemble des endommagements

admissibles défini par
Zh = {a € Hl(Q“); 0<a<l1, pp dans Q"}.

L’évolution de variable interne d’état " est décrite par une équation différentielle de la

forme

B = 07 (¢ (u") ", B, 7%)  QF x (0,7). (1.12)

Ce modéle thérmo-piézoélectrique (1.4), (1.7), et (1.10)-(1.12) sera complété ultérieurement

par les conditions aux limites (1.5), (1.6), (1.8), (1.9).
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Les équations précédentes sont insuffisantes a elles seules pour décrire le mouvement du
corps matériel considéré. Il est nécessaire de décrire ce qui est propre au matériau lui méme,
c’est 'objet des lois de comportement que nous décrirons dans le deuxiéme paragraphe de

ce chapitre.

1.1.3 Loi de comportement piézoélectrique

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur
des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser
pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidi-
mensionnels constituent le point de départ dans 1’établissement des lois de comportement.

Dans la description des phénomeénes purement électro-mécanique, par loi de compor-
tement nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes ", le
tenseur des déformations infinitésimales € et leurs dérivées temporelles 6% et £%. Cette dé-
finition se modifie légérement dans la description des phénomeénes électro-mécaniques, car ici
nous devons aussi prendre en considération le champ de déplacement électrique D* = (DF)
ainsi que le champ électrique E*(¢") = —V*.

Nous présentons par la suite lois de comportement pour les matériaux : électro-élastiques,
électro-viscoélastiques et thermo-électro-viscoélastiques. Ces lois sont utilisées dans de nom-

breux ouvrages portant notamment sur 1’étude mathématique des problémes de contact.

I-Loi de comportement des matériaux électro-élastiques

Nous considérons ici une catégorie de matériaux ol le tenseur des contraintes ¢” et le

vecteur des déplacements électriques D" sont reliés par la loi de comportement :

o = Ate(u”) — (E7)"E(y"),

(1.13)

D" = Ere(u”) + G~ (E"(¢")),
ot A% : QF x S¢ — S? est lopérateur de d’élasticité non linéaire, E(¢") = —V¢* ou
Vi = (¢F) représente le champ électrique, £ = (ef;,) est le tenseur piézoélectrique

qui traduit la proportionnalité entre la charge et la déformation & champ constant ou nul et

G" = (Gf;) est le tenseur diélectrique a déformation nulle qui constitue un tenseur symétrique

défini positif. Par ailleurs (£7)* = (e7,) ou ey

— i A 2 K
ik = €};j» dénote le transposé du tenseur &
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tel que :
Efat -t =" - (EF)VN, Vo' € S% 0" € R
II-Loi de comportement électro-élastiques avec mémoire longue
Dans ce cas la loi de comportement est donnée par :

ot — /Q”t—ss %(s))) ds — (£7) B(u*),
gﬁ ( +gﬁ En ¢n))

(1.14)

ou Q = (Q;;) est un tenseur de relaxation. Si Q = 0, on retrouve la loi électro-élastiques
donnée par (1.13).
ITI-Loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques

Un matériau est dit électro-viscoélastique si sa loi de comportement est de la forme :

o = A" (e(u”)) + B (e(u”)) — (£7)"E"(¢"),
= Efe(ur) — REVY",

(1.15)

dans laquelle 'opérateur A", est I'opérateur viscosité pas forcément linéaire, B* est 'opé-

rateur d’élasticité non linéaire.
IV-Loi de comportement thermo-électro-viscoélastiques avec endommagement
et variable d’état interne

Dans ce cas la loi de comportement est donnée par :

77 = A (i) + B (=), %) — (€9 B0 + P (5,7,
= Ere(u”) — REVYE + GF (87, 17)

(1.16)

ou A", B £% R", sont 'opérateur de viscosité, 'opérateur d’élasticité, le tenseur piézoélec-
trique et le tenseur de permittivité électrique respectivement, F* et G* deux opérateurs non
linéaires.

Nous utilisons la loi de comportement des matériaux thermo-électro-viscoélastiques avec
endommagement et variable d’état interne dans le deuxiéme chapitre, nous passons mainte-

nant aux conditions son limites utilisées dans celle-ci.
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1.1.4 Conditions aux limites

Définissons maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de I'*.

A-La condition aux limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie I'f, le champ des déplacements
u” est par conséquent nul

u =0 surI'f x[0,7].

B-La condition aux limites de traction

Une traction surfacique de densité f;° agit sur ['j et par conséquent le vecteur des

contraintes de Cauchy o"v" satisfait
o' vt =fr sur ' x [0,7].

C-Les conditions aux limites électriques

Ces conditions sont déterminées & partir des deux équations
Y =0 sur I x [0, 77,
D v =g sur I'; x [0, T7.
D-Les conditions aux limites de contact
On définit le déplacement normal relatif d’'un corps par rapport a l'autre sur I's par
[u,] = u), +u2, (1.17)
et le déplacement tangentiel relatif d’un corps par rapport a 'autre corps sur I's définie par
[u,] = ul — . (1.18)
La continuité des contraintes sur l'interfaces I's se traduit par
ol=02=0, ol=-0>=0, surls. (1.19)

Nous signalons que si le contact entre les deux corps sur I's est sans frottement, ce qui n’est

pas notre sujet dans ce mémiore, alors o, = 0.
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Les égalités et les inégalités qui suivent sont considérées vraies presque partout sur I's x [0, 7.

Contact bilatéral

Le contact se fait de facon bilatérale c’est-a-dire le contact est maintenu pendant le mouve-
ment ; il n’y a pas de séparation entre le deux corps. Cette propriétés se traduit mathémati-
quement par

[u,] =0, (1.20)

ou [u,] est défini par (1.17). L’équation (1.20) sera utilisé dans la deuxiéme partie de ce

mémoire.

Contact bilatéral avec frottement de Tresca

La loi de Tresca présente un seuil de frottement fixe g lorsque les deux corps sont en contact,
I'un de deux corps exerce sur l'autre un effort tangentiel o, , qui vérifie (1.19), et qui ne
dépasse pas le seuil g c¢’est-a-dire

lo-| <g.

Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil g, I'un de deux corps ne peut pas

se déplacer par rapport a l'autre et il y a blocage, ce qui traduit par
lo-| < g=[u;] =0.

Lorsque ce seuil est atteint, un corps peut se déplacer tangentiellement par rapport a ’autre

et il y a alors un glissement. La contrainte tangentielle s’oppose a la vitesse et par conséquent
lo;| = g = il exite A > 0 tel que o, = —\[t,]

En conclusion, les conditions de contact bilatéral avec frottement de Tresca s’écrivent alors

comme suit
[ul/] =0,

oy = _072— =0, |07'| <9,

T (1.21)
lo,| < g=[u.] =0,

\ lo-| =g = ilexite A > 0 tel que o, = =\ [u,],
ot le seuil de frottement g est une fonction réelle strictement positive définie sur I'sx (0, 7).

La loi de Tresca a été utilisée récemment dans [3, 7, 21].
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1.2 Outils Mathématiques

Dans cette section consacrée a la description des espaces utilisés dans toute au long de ce
mémoire. Nous supposons deux domaines bornée Q! et Q' dans R4(d = 2, 3), on suppose que
la frontiére de chaque domaine 2 est constituée de trois parties mesurables disjointes I'f, I'§
et ', telles que mes(I'Y) > 0 d’'un coté, et une partition de I'*, en deux parties mesurables

disjointes I'f et 'y d'un autre coté, telles que mes(I'%) > 0.

1.2.1 Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sur H c’est-a-dire (.,.)y :
H x H — R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || - ||y lapplication de H — R, définie par

Jullg = v/ {u, w) g, (1.22)

et on rappelle que || - ||y est une norme sur H qui vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwartz
[(uw, v) | < ullallollg, Vu,ve H,

on dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par (1.22).
Soit H' lespace dual de H i.e l'espace des formes linéaires continues sur H muni de la

norme

B (7, 0) ' s 1|
Il = sup ————=—
veH—{0} vl

ot (.,.)y .y représente le produit dual entre H et H.

Théoréme 1.2.1. (Représentation de Riesz-Fréchet)
Soit H un espace de Hilbert et soit H son espace dual, alors pour tout ¢ € H il existe

f € H unique tel que
<¢7U>H’><H = (f?U)H Vo e H,

de plus
0l g = 11/ 1l

L’importance de ce théoréme est que tout forme linéaire continue sur H peut se repré-
senter & ’aide du produit scalaire. L’application ¢ + f est un isomorphisme isométrique

qui permet d’identifier H et H .

11
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1.2.2 Triplet de Gelfand

Dans cet paragraphe nous rappelons la définition d’un triplet de Gelfand. Pour cela on va
utiliser le Théoréme 1.2.1 de représentation de Riesz-Fréchet. Soit maintenant V' un espace
de Hilbert réel tel que V' dense dans H et I'injection V' C H est continue, et on identifie H
et H'. Soit V' le dual de V', on peut alors prolonger H dans V' grace au procédé suivant :
étant donné f € H, l'application v € V' +— (f,v)y est une forme linéaire continue sur H et

a fortiori sur V', on la note T'f € V' de sorte que
<Tf7U>V’><V:<f,U>H, VfEH, Yv eV.

On vérifie que T : H — V' posséde les propriétés suivantes
D ATfllv <Cliflla,  VfeH,
2) T est injective,
3) T(H) est dense dans V".

En général T n’est pas surjective de H sur V'. A I'aide de T on prolonge H dans V' et on a
le schéma suivant

VcCH=H cV'

ol les injections canoniques sont continues et denses. Ce triplet est appelé Triplet de Gelfand,

on dit que H est 'espace pivot.

1.2.3 Espaces de Lebesgue L? (Q")

D’abord on note par L' (Q%) I'espace des fonctions intégrables sur Q* a valeurs dans R.

On pose
]| L1 ax) = / |v(x)|dx.
QI-@
On va rappeler des résultats d’intégration trés outils sur tout pour la derniére partie de ce
mémoire.
Lemme 1.2.1. (Lemme de Fatou)
Soit (v,) une suite des fonctions de L* (Q~) telle que
1) pour chaque n,v, >0 p.p. sur ",

n n—00

2) sup/ vp(x) < 00. Pour chaque x € QF on pose v(z) = liminf v, (x).

12
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n—o0

Alors v € L' (%) et / v(z)dr < lim inf/ vp(z)dr.
Définition 1.2.1. Soitp € R, 1 < p < 0o. On appelle l’espace de Lebesque LP (27) I’ensemble
L (QF) = {v: Q" — R mesurable, et [v]’ € L' (%)},

muni de la norme définie par

/p
||U||Lp(gn = (/ |v(x |Pdm> )

On appelle 'espace de Lebesgue L (Q2*) 'ensemble
L (%) ={v: QO — R mesurable ; 3C > 0, |v(z)| < C p.p. sur 2"},
muni de la norme définie par

V|| @r) = inf {C, telle que |v(z)] < C p.p. sur Q°} = supess(v).

1.2.4 Quelques outils dans ’espace L?(Q)")

Théoréme 1.2.2. (Convergence faible)

Une suite (z,)nen C H converge faiblement vers x € H, si

lim (z,,y) = (r,y) Vye€ H.

n—-+o0o
On écrit souvent x, — x.

En utilisant [inégalité de Cauchy-Schwartz , il résulte que si x,, — x dans H, alors x,, — x.

Définition 1.2.2. (Convergence faible*)
Soit E un espace de Banach, et soit E' lespace dual, une suite (fy)nen d’éléments de E'

converge faible* vers [ dans E', et on note f,* f, si

<fnax>E’><E — (f, $>EfxE pour tout x € F.

Théoréme 1.2.3. Soit (x,,) une suite borné de H. Alors il existe un élément x € H et une

sous-suite de (x,) encore notée par (x,) telle que x, — x.

Théoréme 1.2.4. (Convergence dominée de Lebesgue)

Soit (v,) une suite de fonctions de L* (Q). On suppose que

1) lim v,(z) = v(x), p.p. sur QF,
n—oo

2) il existe une fonction positive g € L' (%) telle que pour chaque n € N, |v, ()] < g(x)
p.p. sur 2F.

Alors v € L' (%) et lim |jv, — Ul prgmy = 0.
n—oo
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1.2.5 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siécle et ont permis de résoudre bon
nombre de problémes concernant les équations aux dérivées partielles sans réponse jusque
1a. On commence par un bref rappel de quelques résultats sur 'espaces de Sobolev H!(Q)
défini par

HY(Q) = {u € L2(Q%); due LA ) i=1, ,d},

on note par Vu le vecteur des composantes d;u, on a Vu € L*(Q%)? pour tout u € H ().

On sait que H'(2*) est un espaces de Hilbert pour le produit scalaire
(u, v) g1 ar) = (U, v) L200x) + (O, 0iv) L2 (),
et la norme associée ||u|| g1 (ar) = /U, u) g1(ox), et on écrit
||UH§{1(Q“) = ||“”%2(m) + ||vu||2L2(Qﬂ)d7 (1.23)
on a les résultats suivants
C*(QF) est dense dans H'(Q").

Théoréme 1.2.5. (Injection continue de Sobolev)

Soient I un ouvert borné de classe C' de RY, et r,s € R. Alors, les injections suivantes
sont continues

1. si s<r: ona H(I)— H*(I);

c’est a dire qu’il existe un réel C' > 0 tel que :
lull,. < Cllull,.,  Vue H(1). (1.24)

. N‘
2. sts> 5

on a H** (I) — CJ (I) VjeN;

c’est a dire qu’il existe un réel C' > 0 tel que :

lulleggry < Clullgenssy V€ H (D),
ou Ci(I)={peCi(I)/ ¢ bornée}.

Théoréme 1.2.6. (Injection compact de Rellich)
Soient I un ouvert borné de classe C' de RN, et r,s € R. Alors, les injections suivantes

sont compacts

14
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1. si s<r; ona H"(I)CC H*(I);

c’est a dire toute suite bornée de H"(I) admet une sous-suite convergente dans H*(I).

2. 56 s>5; ona H¥(I) cc ¢)(I) VYjeN;

c’est o dire toute suite bornée de H*(I) admet une sous-suite convergente dans CJ(T).

Théoréme 1.2.7. (trace de Sobolev)

Soit QO un domaine lipschitzien de R? de frontiere I et 1 < p < oo. Il existe une
application linéaire et continue * définie sur 'espace W' (QF) a valeurs dans l’espace
LP(T%) telle que :

1) v"v = v|p. siv e W (Q%) N C (QF),

2) Uapplication v est une application compact,

3) il existe une constante C' > 0, prouvenant de la continuité de l’application v*, tel que

|7 v||Lesy < Clloflwingey Vo € WH(QF).
o1
CQ) = {9y, : P"eCRY}. (1.25)

L application v* s’appelle application de trace sur WHP(Q2%), on a :

"% est définie comme le prolongement par densité de Uapplication v* — v* | .. définie pour

K

vt e C(Q2)

Définition 1.2.3. Pour tout k € N et pour tout p € [1,+00], nous définissons l’espace de
Sobolev WFP(QF) par

WHhP(QF) = {u € LP(QF) Va, |a| < k; Fv, € LP(QF), tel que v, = Dau}.
ot D% est la o™ dérivée faible de u.

Remarque 1.2.1. Nous ferons trés souvent [’abus d’écriture qui consiste a identifier D%u

et v,.

La norme sur I'espace WH"P(Q*) est donnée par

1
p
( E HDO‘uHLp(m)> si 1<p< o0,

Hu”wk,p(Qm) = |Q‘Sk
max [ D%ul[ 12 () st p= o9,

15
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pour p = 2, on note par H¥(2%) I'espace WH*2(Q") et la norme précédente provient d’un

produit scalaire.

Théoréme 1.2.8. Les espaces de Sobolev WFP(QF), pour k € N et p € [1,+00]|, munis
de la norme || - ||, sont des espaces de Banach. De plus, les espaces H*(Q"), pour tout k

entier, sont des espaces de Hilbert.

Soit R" le sous-ensemble de W12(Q%)? défini par :
R ={uw e W"(Q")/3aeR? et BeS'/B"=-B, u*(zr)=a+Bx}. (1.26)
Théoréme 1.2.9. Soit u® € Wh2(Q%)4. Alors e(u”) = 0 si seulement si u* € R".

Théoréme 1.2.10. (Inégalité de Korn)

Soit V* un sous-espace fermé de W12(Q)? tel que :
VPN R"={0}. (1.27)
Alors, il existe C' > 0 ne dépendant que Q2° et V™ tel que
@) e = C s W™ € V™. (128
L’inégalité (1.28) appelé l'inégalité de Korn.

Exemple : Tout au long du mémoire, dans les parties mécaniques, le frontiére (2% est subdi-
visée en trois parties mesurables disjointes I'f, T'5, et I'§, tels que mes(I'f) > 0. Nous aurons

constamment besoin de I'espace des déplacements admissibles V* défini par
Ve ={u e WHQ)!| u* =0 sur I'f}. (1.29)

Puisque mes(I'f) > 0, il vient V* N R = {0}, d’ou l'inégalité de Korn s’applique sur V*;

alors, il existe une constante ¢, > 0 dépendant uniquement de 2% et I'Y telle que
le(™)|lser > cil|v™[|wrz@rya, VO™ € V" (1.30)
Sur 'espace V" nous considérons le produit scalaire donnée par
(U 0" )pe = (e(u”), (V")) 3pn , VU, 0" € V", (1.31)
et soit ||.|[y= la norme associée
[ullye = lle(@®)llaes,  Vu™ € V" (1.32)
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Par I'inégalité de Korn (1.30), il vient que ||.[|y1.2(qx)a et |||y~ sont des normes équivalentes
sur V* et ainsi (V" ||.|[y~) est un espace de Hilbert réel.
En outre, par le Théoréme de trace de Sobolev et (1.30), il existe une constante ¢, > 0,

dépendant uniquement de Q% T'f et I's telle que

||Un||L2(r3)d < cpllullve,  Vut e V" (1.33)

1.2.6 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section les espaces du type Sobolev utilisés en mécanique et
associés aux opérateurs divergence et déformation, on montre leurs principales propriétés,
notamment le théoréme de trace, aussi quelques espaces de fonctions définies sur un intervalle
réel et a valeurs dans ’espace de Hilbert.

Maintenant, pour procéder a la formulation variationnelle, nous avons besoin des espaces

de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u”, ¢ et (" :
(

HY = (" = (uf); uf € L@} = L(@)"

(2

He = {o" = (0f3); ofs =05 € L2(Q7)} = L2 ()<,

v

VHE = (0 = (); uf € W@} = W@’

(2

v ={o" = (0f;) € H"; Divo" € H*} = Wh2(Qr)dxd,

Yo = (B = (5): B € L)) = LA™

Les espaces H* H" Hf, HY et Y" sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires respectivement, donnés par
(
K K
(u, v Ype :/ uf - ofde,
K
K K — K K
(0" 0% )q4n —/ o - O5d,
K

(W v = / uf - vfdx —|—/ Vul - Voldz,

x

(0", 0%)3n :/ o -Gfdx—i—/ Divo” - Div#"dzx,

<6K7 6H>Y“ - BZH : 5,'76137,
\ Qr

ou V:HY - H" ¢:Hf — H" et Div:H} — H" sont respectivement les opérateurs de
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gradient, de déformation et de divergence, définis par

K K K K K 1 K K K K
Vu' = (uf;), e(u”) =(g;u")), e,;u") = §(ui7j+ujﬂ-); Vu® € HY.

Dive"™ = (07;,), Vo" € Hf.
Les normes sur les espaces H*, H", Hf, H et Y" sont notées par ||. ||es, ||.[[2, [|-[[z, |25, [ v
respectivement.

Puisque la frontiére I'* est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v & la frontiére est

défini p.p. Pour tout champ de vecteur v" € Hf nous utilisons la notation v* pour désigner

la trace de v* sur . Désignons par Hf. le dual de Hps = H2 (%) et (.,.)_ 11 e le

2720
produit de dualité entre Hf.. et Hpx.
Pour 7" assez régulier nous avons la formule de Green suivante
or"

s 81/“

(A", 6%) e + (VT V) 2y = §da, VO* € H' (QF). (1.34)

Pour D* assez régulier nous avons la formule de Green suivante
(D", Vo™ )yux + (div D", ¢") p2(n) = / Dt v¢tda, VYo e WT. (1.35)
FH
Pour tout o* € H*, il existe un élément o*v* € Hp., tel que

(o™ V", v") e = (0%, e(v")) e + (Dive™, v™)ge VO~ € HY,

11
2727
en outre, si ¢" est continiiment différentiable sur Q% U T, tel que
(0", V%) 11 e = / oV - vda, Yo" € HY,
2727
FI‘C

donc, pour ¢” assez régulier nous avons la formule de Green suivante

(0", e(v"))gx + (Dive™, v )ge = / o™V - vda, Yo" € HY, (1.36)
ot da est un élément de mesure de surface.
Par ailleurs, soient a” et £® deux fonctions assez régulieres ( par exemple o € C? (ﬁﬁ) et

¢ e CY(QY)), elles vérifient la formule de Green suivante

ook

T al/

/ Aa” ENdx = —/ Vo VErdr + & da. (1.37)

Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev de nos problémes associés aux

inconnues électriques :
By = IAQ), B = H'(Q),
Wr ={U" e Ey; U"=0surl’}, (1.38)
W ={D" = (Dy); Df € L*("); divD" € L*(Q")},
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ot div D"® = Df,. Les espaces W" et W" définis par (1.38) sont des espaces de Hilbert réels

munis des produits scalaires donnés par

<(10K71/}K>W" = <v90/-e’ vwﬁ>H""7
(D*, E"Vype = | D*.E*dz + / div D*. div Edz. (1.39)

Or

K

Soient ||.|lw~ et ||.|[ = les normes associées, c’est-a-dire
1" [l = 1V g (1.40)

ID"[lyye = 1 D"l + lldiv D72 (g - (1.41)

Puisque mes (I'¥) > 0, 'inégalité de Friedrich-Poincaré est vérifiée, ainsi il existe une

constante cyp > 0 dépendant uniquement de Q% et I'7 telle que
IV e = o 190" graey, VYT € W (1.42)

Une démonstration de I'inégalité de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvé, par exemple, dans
[1, 5]. Il s’ensuit, d’apres (1.23) et (1.42) , que ||.||m (o) et ||.||[w~ sont des normes équivalentes
sur W* et donc (W* | ||.||w~) est un espace réel de Hilbert.

De plus, par le Théoréme de trace de Sobolev 1.2.7, il existe une constante cfj dépendant

uniquement de Q% I'V et I's, telle que

||77Z)R||L2(F3) < [ e s VYT € W

Afin de simplifier les notations, nous définissons les espaces produits pour les inconnues

mécaniques

Ey=E\x E}, E,=Ff xE} H=H xH,

Hy =H; x H}, H=H'xH* Hi=HxH], Y=Y xY
et pour les inconnues électriques, nous présentons les espaces produits suivants
W=W!x W2 W=Wwx W2

Enfin, nous définissons un espace V' défini par

V=_{u=(u' v’ eV'xV* [u]=0surl;}.
Les espaces V,H, H,Y, Ey, E1,W et W sont des espaces de Hilbert réel dotés des produits
scalaires canoniques notée (., )y, (-, Jm, (-, )2, (o v, (o ) Eey (o5 ) By (5w, (- -)w les normes
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associés seront désignés par |||y, ||-|lm, |- [ ||-11vs |-l 2o |- 205 |- 1lw €t ||-][w, respectivement.

Soit 0 < T < oo et soit (X, |.|[x) un espace de Banach réel, nous notons par C(0,7; X)
et C1(0,T;X) les espaces des fonctions continues et contintiment différentiables sur [0, 7]

a valeurs sur X, respectivement, avec les normes

LX) = t
Il = mas [(0)]x.

LX) = t T(t .
Imllexorn = mas [7(t) x + mas. (1) x

De plus, nous utilisons le point ci-dessus pour indiquer la dérivée par rapport a la variable

de temps.

1.2.7 Espaces L*(0,T; X) et W*r(0,T; X)

Définition 1.2.4. Soit 1 < p < oo, l'espace de Lebesque LP(0,T;X) est l'ensemble des
classes de fonctions u : (0,T) — X mesurables telle que l'application t — ||u(t)||x appartient

a Lr(0,T). On sait que LP(0,T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

1
T P
Hunmomz(/ ||u<t>|r§<dt) i1<p<oo
0

|ul| Lo o,rix) = Inf {C >0 |Ju(t)]|x <C, pp. t€(0,T)}  sip=oo.
Par ailleurs, on a les résultats suivants.

Propriété 1.2.1.
(1) L*(0,7;X) (1 <p<o0) estun espace de Banach.

(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire {-,-)x alors L*(0,T; X) est aussi

un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(us V) 2(0,7:x) :/0 (u(t),v(t))xdt.

(3) L"(0,T;X) C LU0, T; X) avec injection continue 1 < ¢ <r < 0.
(4) Si X est un espace de Hilbert, alors
LP(0,T; XY = L0, T; X) sil<p,q< oo,%#— % — 1,
L'0,T; X) = L>(0,T; X),
ou LP(0,T; X)) représente le dual de ’espace LP(0,T;X),1 < p < oc.
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Définition 1.2.5. Soit u,v € L'(0,7;X). La fonction v s’appelle la dérivée généralisée

d’ordre n de u sur (0,T) si

/0 " O u(t)d = (—1)" /0 Lottt Ve € CR0.T).

C>(0,T) étant l’espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, a support compact dans

(0,T). Nous écrivons v =u pour n =1 et v =u™ pour n > 2.

Définition 1.2.6. Soit 1 < p < co. L’espace de Sobolev WP(0,T; X) est l’espace des fonc-
tions u : [0,T] — X telles que uw € LP(0,T; X) et uw € LP(0,T; X). Notons que W'*(0,T; X)

est un espace de Banach muni de la norme

[ullwrrorx) = llullzrorix) + 1@l Lro,r:x)-
En particulier, W12(0,T; X) muni de la norme précédente est un espace de Hilbert.

Définition 1.2.7. Etant donné un entier k > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit par

récurrence l’espace
WHP(0,T; X) = {ue W'P(0,T; X) |4 e WFP(0,T; X)} .

On vérifie aisément que u € WHP(0,T; X) si et seulement s’il existe k fonctions gy, ..., g, €

LP(0,T; X) telle que

/ " a0 (1t = (<17 / " Oeldt Yo e CR(0,T) Vi = 1,2, k,

ot pU) désigne la dérivée d’ordre j de . On peut donc considérer les dérivée successives
= g,u? =gy, ..., u¥ = g.. L' espace W*P(0,T; X) est un espace de Banach muni de la

norme
a=k

lellwesorx = [ullzoro + D 16 oo

a=1
Théoréme 1.2.11. Si la fonction u appartient a 'espace WHP(0,T; X),p € [1,00]. Nous

avons alors :
t
1 fJu(t) —u(s)||x < / [a(r)||xdr 0<s<t<T,

2. st de plus p < 0o, on a

[u(t) — u(s)llx < (- S)p/ [a(r)lkdr 0<s<t<T,
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3. 81 p=o00, on a
[u(t) —u(s)lx < lilleeorx) 0<s<t<T

Théoréme 1.2.12. Dans le cas ot l'espace (X, (-,-)x) est un espace de Hilbert et si la

fonction u appartient a l'espace WH2(0,T; X), alors

1
1. la fonction t — §||u(t)|\%( est une fonction absolument continue sur ’intervalle |0, T'|

2 L Sk = (@), ut)x, pp. 1 €]0.T]
3. ()] = SluO)]% + / (is), u(s))xds, Ve € [0,T),

Ces quelques propriétés acheévent cette section. Pour plus de détails sur les résultats dans ce

paragraphe nous renvoyons le lecteur par exemple aux référence [1].

1.2.8 Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans les
espaces de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations varia-

tionnelles d’évolution qui interviennent dans I’étude des problémes mécaniques.

I-Opérateur fortement monotone

Nous commencons ici par un bref rappel sur les opérateurs frottements monotones et de
Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert H munit du produit scalaire (-, )y et

de la norme associé || - ||x.

Définition 1.2.8. Soient A : H — H wun opérateur non linéaire, ['opérateur A est dit

1. monotone si

(Au— Av,u —v)g >0, Yu,v € H,

2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au— Av,u — vy > m||u —v||3, Yu,v € H,
3. Lipschitz sl existe L > 0 tel que

|Au — Av||lg < Llju —v||g, Yu,v € H,
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4. hemicontinu si pour toute suite numérique (t,) tel que t, — t lorsque n — 0o on a :
(A(u+t,v),w)g = (Alu+tv),w)y n— o0, Yu,v,we H.

Théoréme 1.2.13. (Théoréme de point fixre de Banach)
Soit K un sous ensemble fermé et non vide de [’espace de Banach (X, ||.||x). Supposons

que A : K — K est une contraction, c’est a dire il existe ¢ €]0,1] telle que
[A(u) = A()|[x < cllu—vllx Vu,veK.

Alors, il existe un unique élément u € K tel que A(u) = u, i.e, posséde un point fize unique

dans K.

Pour l'opérateur A" : K — K défini par la relation
A" = A(A™h) n>2,
nous avons la version suivante du théoréme de point fixe.

Théoréme 1.2.14. Sous les mémes conditions du Théorémel.2.13. Supposons que A™ :
K — K est une contraction pour n un entier positif. Alors A admet un point fixe unique

dans K.

Définition 1.2.9. Une forme bilinéaire a : X x X — R est continue s’il existe un réel
M >0 tel que

la(u,v)] < M||lu||lx|lv]|x, VYu,veX.

Définition 1.2.10. Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive s’il existe une
constante m > 0 telle que

a(u,u) > mllullx, Yu€ X

Théoréme 1.2.15. (Théoréme du Lax-Milgram)

Sotent H un espace de Hilbert, a : H X H — R une forme bilinéaire continue coercive,
et | : H— R une forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique uw € H qui
satisfait

a(u,v) =1(v), YveE H.

De plus, si a(.,.) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

a(v,v) — (v,v)x, YveX.

N | —

§a(u,u) —(u,u)x <
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IT- Sous différentiabilité

Nous considérons dans tout ce paragraphe que X est un espace de Hilbert et K un sous

ensemble de I'espace X.

Définition 1.2.11. On appelle fonction indicatrice de Z*, la fonction Iz« définie par

0 st ueZ",
]IZK ('LL) -
+oo si u¢ Z".
Définition 1.2.12. Soit une fonction j: X — R et u un élément de l'espace X tel que
j(u) # too. Le sous-différentiel de la fonction j en u, noté 0j(u) est Uensemble défini

par

dj(u) ={u' € X"| j(v)>ju)+ W, v—u)xxx, Vo€ X}

Le crochet (-, )xxx désignant la dualité entre X' et X.

Tout élément u' de ’ensemble Jj(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en u. La
fonction j est dite sous-différentiable en w si 9j(u) # (. Elle est dite sous-différentiable si
elle l’est en tout point u de l’espace X.

Nous pouvons caractériser le sous-différentiel Olz+ d’une fonction indicatrice Iz« d’un en-

semble convexe non vide

OMze(u) ={u € X' | (u,v—u)xxx <0, Vv e Z"}. (1.43)

ITI- Equation différentielle ordinaire

Théoréme 1.2.16. (Cauchy-Lipschitz)
Soit (X, ||.||x) un espace de Banach réel et soit F(t,-) : X — X un opérateur défini p.p.
sur [0,T], qui satisfait les propriétés suivantes

(

(a)ll existe Ly > 0 tel que

|F(tx) = F(t,y)lx < Lelle —yllx  Vo,y e X, pp.t€0,T],

()11 existe 1 < p < oo tel que F(-,x) € LP(0,T;X) Vre X.

\

Alors, pour tout xq € X, il existe une fonction unique x € WHP(0,T; X) tel que
i(t) = F(t,a(t), pp. te0,7],
z(0) = .

24



1.2 Outils Mathématiques

IV- Equation différentielle ordinaire d’évolution

Théoréme 1.2.17. Soit V C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A:V — V' un opérateur

hemicontinu et monotone qui satisfait
(Av,v) o > w|0ll3 + A, Yo €V, (1.44)

|Av]ly < Ci(lvlly + 1), Vv e V. (1.45)

Pour des constantes w >0, C; >0 et A € R, etant donnée ug € H et F € L*(0,T; V/),

alors il existe une fonction unique u satisfait
we L20,T; V)N CH0,T;H), e L*0,T;V),
u(t) + Au(t) = F(t) pp.te€l0,T],

u(0) = up.

V- Inégalités variationnelles paraboliques

Théoréme 1.2.18. Soit V C H C V' un triplet de Gelfand, K est un sous-ensemble non

vide fermé et convexe de V, et supposons que a(.,.):V x V — R est une forme bilinéaire,

continue et symétrique telle que
Ja>0etcy a(v,v)+colv|3 > alv|} Yve.
Alors, pour tout ug € K et F € L*(0,T;H), il existe une unique fonction u qui satisfait
w€ HY(0,T;H)N L*0,T;V), wu(t)€ K, Vtelo,T],
((t), v — ul®))yr + alu(t),v — u(t) > (F(E),0 - u))m Vo€ K, pp. t € [0,T),

u(0) = uy.

1.2.9 Lemme de Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom

breux problémes de contact, en particulier pour établir léunicite de la solution.

Lemme 1.2.2. Soient m,n € C(0,T;R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t€[0,T], a>0 une constante et ¥ € C(0,T;R)
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(1) Si t t
v <a+ [ mds+ [ neueds vee 0.7
alors
b(t) < (a—l— /0 tm(s)ds) exp ( /0 tn(s)ds) vt € [0,7].
(2) Si t
v <mit)+a [ wds vee T
alors

t t
/ P(s)ds < e“T/ m(s)ds Vte[0,T].
0 0
Pour le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 1.2.1. Soit n € C([0,T];R) telles que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit
a>0, si v € C([0,T];R) est une fonction telle que

o(t) ga—i-/otn(s)w(s)ds vt [0,7],

alors

W(t) < a exp (/Otn(s)ds) vt € [0,7).

1.2.10 Les inégalités de Holder et de Young

Lemme 1.2.3. (Inégalité de Young)

Soit 1 < p < oo alors pour tous a,b > 0, on a
a? bl
ab < — + —,
p q

ot q € |1, 4o00[ est Uexposant conjugué a p définie par }lo + % =1.

Lemme 1.2.4. (Inégalité de Hélder)

Soient p et q deuz exposants conjugués (= + = = 1), 1 < p < oo. Soient f € LP(QF),

g € LP(QF). Alors, f.g € L'(QF), et

Q=

1
p

I fallzr sy < NI fllze@m gl Lan).-

De plus l’inégalité de Cauchy-Schwarz correspondant & 'inégalité de Holder pour

p = q = 2 est vérifiée, i.e.

A |f(x)g(@)|dr < || fllL2m gl 22 @x)-
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Chapitre

Analyse d'un probléeme de contact avec
endommagement en matériaux et la variable

d’état interne thermo-électro-viscoélastiques

Dans ce chapitre, nous étudions d’un probléme du contact entre deux corps thermo-
électro-viscoélastique avec endommagement et variable d’état interne, le contact est bilatéral
et modélisé avec la loi de frottement du Tresca. Notre intérét est de décrire un processus
dynamique, et demontrer que le modéle résultant se ramene a un probléme mathématique
bien posé.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante : dans la premiére section, nous posons
et décrire la probléme mécanique puis nous indiquons les hypothéses sur les données, dans
la deuxiéme section, en utilisant les formules de Green, on propose une formulation varia-
tionnelle du probléme, et dans la troisiéme section, on démontre ’existence et 'unicité d’une
solution faible.

Enfin, nous énoncons notre résultat principal d’existence et d’unicité qui est basé sur
les résultats classiques des inégalités d’évolution, inégalités paraboliques, théoréeme de Lax-

Milgram, théoréeme de Cauchy-Lipschitz et des arguments de point fixe de Banach.

2.1 Formulation du probléme

Le modéle mécanique que 1’on étudie peut se formuler de la maniére suivante :

Probléme P. Pour k = 1,2, trouver le champ des déplacements u” : Q" x [0,T] — R,
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les champs des contraintes o® : Q% x [0,7] — S% le champ le potentiel électrique " :
QF x [0,T] — R, le champ des déplacements électriques D* : Q~ x [0,T] — RY, le champs
de température 7% : Q" x [0, T] — R, le champ d’endommagement o : Q% x [0,T] — R, un
champ de variable d’état interne §% : Q" x [0,7] — R™, telle que pour tout t € (0,7"), On

a .

o"(t) = A%e (" (1)) + B" (¢ (u"(1)) , a" (1)) = (%) E (¥ (1))

(2.1)
+ F& (B (t), 7 (1)) dans €7 > (0,T),
DR(t) = E% (u"(t)) + REE (¥"(t)) + G" (B"(t), 7°(¢)) dans Q" x (0,7), (2.2)
BE(t) = O8 (e (u"(t)) , (1), B5(t), T5(1)) dans Q% x (0,7), (2.3)
T(t) — IKGAT(t) = W™ (e (u™(t)), a"(t), B7(t), 77(t)) + x"(t) dans Q" x (0,7), (2.4)
A" (t) — KfAa”(t) + Oz (a"(t)) 2 S™ (e (u"(t)), (1)) dans Q" x (0,7), (2.5)
Div o™ (t) + f5(t) = p"u”(¢) dans Q" x (0,7), (2.6)
div D"(t) = g5 (t) dans Q" x (0,7, (2.7)
u®(t) =0 sur I'f x (0,7), (2.8)
a" ()" = fy(t) sur I'y x (0,77, (2.9)
[ ol(t) = o2 = aul)
ul(t) +ui(t) =0, ol(t)=—02(t) =0o,(t), |o ()| <y, (2.10)
o, (8)] < g = al(t) —u2(t) =0, sur 'z x (0,7),
[ o= =g =3A=0:0:(t) = =A(i(t) — i2(1))
83;@ =0 sur % x (0,7), (2.11)
/Cga’g—:,ft) + A7) =0 sur ' x (0,7), (2.12)
Y(t) =0 sur I' x (0,7, (2.13)
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D"(t)-v"™ = ¢5(t) sur I'y x (0,7, (2.14)

u™(0) = ug§, u®(0) =0, a®(0)=ag, B%(0)=p;, 7°(0)=71F Q% (2.15)

Premiérement, les équations (2.1)-(2.3) représentent la loi de constitutive thermo-électro-
viscoélastique avec endommagement et une variable d’état interne du matériau dans laquelle
e(u”(t)) représente le tenseur linéarisé de contrainte, A" et B* sont des opérateurs non
linéaires décrivant respectivement les propriétés purement viscosité et élasticité avec endom-
magement, ot E(¢Y"(t)) = —V"(t) est le champ électrique, €% = (e;jx) représente le
tenseur piézoélectrique du troisiéme ordre, (£%)* est sa transposée et F*, G* sont des opé-
rateurs non linéaires décrivant respectivement les propriétés température avec variable d’état
interne et R" désigne le tenseur de permittivité électrique et ©F est une fonction consti-
tutive non linéaire. L’équation (2.4) représente la conservation de ’énergie ot W* est une
fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur générée par le travail des forces
internes et " est une source de chaleur volumique donnée. L’évolution du champ d’endom-
magement est régie par l'inclusion de type parabolique donnée par la relation (2.5) on S*
est la source mécanique de la croissance d’endommagement, supposée étre fonction assez
générale des déformations un endommagement proprement dit dlz~ est la sous-différentiel
de la fonction indicatrice de I’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles Z*. Les
équations (2.6) et (2.7) sont les équations d’équilibre pour les champs de contrainte et de
déplacement électrique, respectivement dans laquelle "Div" et "div" désignent les opérateurs

de divergence pour le tenseur et le vecteur évalués, i.e.,

Divo" = (075 ;), divD" = Dj,.

i5,J
Nous utilisons ces équations car le processus est supposé étre mécaniquement dynamique
et électriquement quasi-statique. Ensuite, les équations (2.8) et (2.9) représentent respecti-

vement la condition aux limites de déplacement et de traction. La condition (2.10) repré-

sente les conditions de contact bilatéral avec la frottement de Tresca, ou [u,] = ul + u?2 et

[u,] = ul —u?. La condition aux limites (2.11) et (2.12) représentent respectivement sur I'*
une condition aux limites de Neumann homogéne pour le champ d’endommagement a” et
une condition aux limites de Fourier pour la température 7", (2.13) et (2.14) représentent

les conditions aux limites électriques. Enfin, (2.15) représente les conditions initiales.
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Pour I’étude du probléme P, nous considérons les hypothéses suivantes :
H(1) : L’opérateur de viscosité A" : Q% x S — S? satisfait :
(a) Il existe L4« > 0 telle que

|A® (2, 61) — A% (z,69)| < Lan |61 — &2|, Vei,e0 €S, pp. x € Q.

(b) 11 existe m4= > 0 telle que

(./4'{ (ZL‘,El) — A" (17,62)). (81 — 62) > Mygx |€1 — €2|2, V€1,€2 S Sd p-p-x € QF.

Il existe Lg« > 0 telle que
|B" (w,e1,7m1) — B (v,22,72)| < L~ (Je1 — 2] + [r1 — 72]),

Ver,e0 €S r,m €R, p.p. x € Q.

P (2, 1) = F* (2, k,ma)| < L ([ — Kol + |1 = 73],
Vki, ko € R, r,7 € R, p.p. x € QF.

(b) L’application x +— F*(z, k,r) est Lebesgue mesurable sur Q~,

pour toute k€ R™ r € R.
(¢) L’application x +— F*(z,0,0) appartient a H".
H(4) : La fonction G% : Q% x R™ x R — R? satisfait :
(a) Il existe Lge > 0 telle que

|G" (z, k1,r1) — G" (x, ko, r9)| < Lgr (Jk1 — k2| + |11 — 72]),
Vki,ko € R™ ri,71 € R, p.p. x € Q"

(b) L’application x +— G"(x, k,r) est Lebesgue mesurable sur Q~

pour toute k€ R™ r € R.
(c¢) L’application z +— G"(x,0,0) appartient a H".

H(5) : L’opérateur de permittivité électrique R* : Q* x RY — R? satisfait :
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(a) R = (rfy) ,rf =1 e L (), 1<i,j<d.

(b) Tl existe mg~ > 0 telle que R*v.v > mg«|v|?>, Vv € R p.p. o€ Q.
H(6) : La fonction ©% : Q* x S x R x R™ x R — R™.
)

(
(a

Il existe Lgr > 0 telle que

0% (z, 1,11, k1, di) — O (3,€2,72, ka, do)| < Lex (le1 — 2| + |r1 — 1o + [k1 — ko| + [di —

Vei, 60 € Sd,k1,k2 e R™ ry,ry,dy,ds € R, p.p. € QF.

(b) L’application x — ©%(x,¢,r, k, d) est Lebesgue mesurable sur Q~,

pour toute € € S*, k€ R™, r,d € R.
(c) L’application = — ©%(x,0,0,0,0) appartient a L? (Q~).
H(7) La fonction énergétique ¥* : QF x S x R x R™ x R — R satisfait :

(a) Il existe Ly« > 0 telle que

|W* (2, 61,71, ky,dy) — U5 (2, 62,72, k2, da)| < Lys (|e1 — 2| + |11 — ro| + [k — k| 4 |dy —

Ve, €9 € Sd,kl,kg e R™ ri,ro,dy,dy € R, p.p. = € QF.

(b) L’application x — U"(x, e, 7, k,d) est Lebesgue mesurable sur Q~,

pour toute £ € S4, k € R™,r,d € R.
(c) L’application x — ¥*(x,0,0,0,0) appartient a L? (Q~).
H(8) : La fonction source de dommage S* : Q% x S x R — R satisfait :

(a) Il existe Lgx > 0 telle que
|57 (w,e1,m1) = S™(2,62,72)| < Lgx (|61 — 2| + |11 — 12),

Ve, g0 € S4L,Vr,m ER p.p. x € QF;

(c) Lapplication x +— S”%(x,e,r) est Lebesgue mesurable sur 7,

pour toute € € S¢,r € R;

)
) : Le tenseur piézoélectrique £% : QF x S — RY satisfait :
(a) &%= () efp = €5y € L (Q%),1 <4, 5,k < d.
(b) Efc-v=1c-(E")"v, VeeS%veRL

Dans ce paragraphe, nous supposons que la masse volumique, p*, satisfait :

H(10) : p* € L*> (£27), il exist py > 0, telle que p"(z) > py p.p. = € Q.
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2.1 Formulation du probléme

On suppose que les forces volumiques f;* et les tractions surfaciques f;°, et les charges
électriques volumique ¢ et surfaciques ¢ et les sources des chaleures volumiques x* ont les
régularités
H(11): (a) freC (0,T;L2 (Q“)d> . frec <O,T; L2 (rg)d),

(b) g € C(0,T; L2 (%)), g5 € C(0,T; L (T)),
(c) x" € C(0,T; L* (7).
Le coefficient d’adhésion, g satisfait :
H(12): ge L>*(I's), ¢g=>0,p.p. surl};.
Le coefficient d’énergie Kf et le coeflicient de diffusion de microfissures Kf, satisfait :
H(13): K§>0, Kf>0.
Finalement, nous supposons que les valeurs initiales satisfont la régularité
H(14): B5eYr ujeV®, vofeH", aofcZ® 1fekEy.

Nous allons utiliser un produit scalaire modifié sur I’espace de Hilbert H, défini par

(wvhs = (p"u" 0"y, Vu,v € H (2.16)

k=1

Soit ||.]lx la norme associée donnée par
1
lolle = (v, v)s, Ve e H. (2.17)

Il découle de 'hypothése H(10) (a) que ||.|lm et ||.||x sont des normes équivalentes sur H, et
aussi I'application d’inclusion de (V,||.||y) dans (H, ||.||m) est continue et dense. On note V'

I’espace dual de V. En identifiant H avec son propre dual, on peut écrire le triplet de Gelfand
VCcCHCV.

Nous utilisons la notation (.,.)yrxy pour représenter I'appariement de dualité entre V' et V,
rappeler que

(u, V)prwy = (u, g, YueHve. (2.18)

Nous mentionnons maitenant certaines des fonctions que vous utiliserez dans ce chapitre.

Le théoréeme de représentation de Riesz nous permet de définir les fonctions comme suit :
F=(F'F?):[0,T] =V par

2 2
(F(t),v)yap=>_ [ f5t)-vde+> [ f5(t)-vida Yo eV, (2.19)
k=1 Qr k=1 rs
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2.2 Formulation variationnelle

et la fonction Q = (Q',Q?) : [0,T] — W par

w—Z/ gt “d:z:—Z/ @G (1) da V¢ € W. (2.20)

Nous introduisons les formes bilinéaire suivantes : ag : 1 X E1 = R, a; : £1 X Fy — R par

2 2
ao(¢,¢) => K / VER - VCTdr > A 5 £5¢C"da, (2.21)
k=1 k=1
2
Q)=> Ky | V& -V(tda, (2.22)
k=1 Qr

et, la fonction J : V — R par

J(u) = / g|ur — 2| da. (2.23)
I's

Les conditions H(11)(a, b) entraine que les intégrales dans (2.22)-(2.24) sont bien définies.
Les conditions H(10) impliquent

FeC((0,T;V), QeC((0,T;W). (2.24)

2.2  Formulation variationnelle

A Taide des formules de Green (1.36) on voit directement que si w,o et [ sont des
fonctions suffesamment réguliéres qui satisfont (2.6), (2.8)et (2.9) avec (2.16)-(2.19), pour
tout w = (w!,w?) € V, et t € [0, T] on déduit que :

(0" (), e(w") — e(@(£)))gur + (Dive™(t), w" — W (t))spe = / (B - (0 — (1)) da.

FK,

On a

/n o™ (t)(e(w") —e(u"(t)))dx —I—/ Divo"(t) - (w" —4"(t))dx = / o ()" - (w” — " (t))da

K K
1

+ /N o ()" - (W —u”(t))da +/F o ()" - (w" — a"(t))da.

D’apres (2.6), (2.8) et (2.9) on a
| oo —staronda+ [ i s =iy — [ g - - i)

= | K@) (w"—a"(t))da + / o™ ()" - (Wt — 0k (t))da.

Iy I's
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2.2 Formulation variationnelle

La formule de Green pour k=1
| et — @ @nds+ [ g0 @ —dds = [ f6)- - i o)

- /F R (=i (#)da + /F oM (i (1)dd2.25)

2

La formule de Green pour k=2

/ o*(t)(e(w?) — e(@*(¢)))dz + / pUi(t) - (w? — @ (t))dw — [ f7(1) - (w? — i (t))dx
Ql 02

QQ

- /F ) - (w? = i(t))da+ /F F2(t)? - (w* — 63(t))dd2.26)

2

En additionnant (2.25) et (2.26)

> [ oo et @iy [ -ty [ -0

= Z /W foi(t) - (w” —4"(t))da + Z/F o ()" - (w" — 4" (t))da.

Alors
D (o (1), e(w) — (@ () + D _(p @ (1), w — @ () =Y /mfo“(t) (" — 0t (t))dx
—l—z /FK () - (w™ —a"(t))da + Z/F a"(t)v" - (w® —a"(t))da.
D’apreés (2.16), (2.18) et (2.19)on obtient
(1), w = a(t))yisy + ) {o"(8) e (W = @ (8)))g = (F(8), 0 = at))vrxw
! (2.27)
+ Z/F o™ ()" - (" — (1)) da
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2.2 Formulation variationnelle

Alors

j{j‘/ﬁ (V- (w — (1)) da ::&/g oo (t) - (fwy] = i (1)) da. (2.28)

Nous supposons que I's = T's UT;, ol

Iy ={relslo () <9} Ty ={zeTls|o(t)] =g)}

On a

/f OTU)-GHM]——[ufﬁJDChz=:]£+cn%t)-ﬂuu]—-hhxtﬂ)da~+t/" 0+ (8). (7] — [ier (1)) da.

3

(2.29)
Pour [i, (1)) :
A Taide de définition de F?{, on obtient
/F oo (t) - [ir(8)}da = 0. (2.30)
Maintenant, en utilisant (2.10) 3
‘Agaxw-ha@ﬂmzz-ﬂyégmawnuxwuw
Nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient
ﬁfmwmummz—xgumwwm
:—LJm@wmwmm
—~ [ slli®)da
alors 3
/ RECRUUIUES /F o0 (2.31)
Pour [w.] :

J

0:(t) - [wr]da = —)\/F_ [0, (t)][w]da.
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2.2 Formulation variationnelle

Ainsi on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il résulte

/F_ o, (t) - [wy]da > —)\/F_ (it (6)]]|[ww,] | daa

3

> —/F_ g|[w,]|da. (2.32)

3

Nous utilisons égalité (2.31) et l'inégalité (2.32) pour trouver

J

or(8) - ([wr] — ity (1)]) da > / g (|lw)] - [[a(8)]]) da

3 3

> [ gltwddat [ olliollda (23

D’apré (2.29), on a

/ 000wl ()] = / RIS /

Iy

o) -l |

+ —
F3 1—‘3

et de (2.30) et (2.33), il vient

o0 ()~ G0 o > — ol - /

alors

ollwllda+ [ gl (0)|da

3 3

/F 0r(t) - ([s] — [ier (£)]) da > — / g|[t,]|da + / [ (8] da

> —/ g|wi—wf‘da—|—/ gluL(t) — a2(t)|da.  (2.34)
s T3

D’aprés (2.23) et (2.28), on obtient

2

3 /F (" - (" — @ (8))da > —J(w) + J(at). (2.35)

k=1

En conbinant les inegalités (2.27) et (2.35), d’ou

Et de (2.1), on obtient

2

(ii(t), w = i(t)) vy + 35 (A% (u5(t)) + B™ (¢ (u"(t)) , a"(1)) , & (W™ — 07 (t))) 34

k=1

+ 3y ((EF) VYR (t), 8 (W = 05 (8))) gy + Dony (F= (B7(E), 75(E)) s & (" — 05 (£))) gy
+J(w) — J(u(t)) > (F(t), w — u(t))yrxy, Yw e V.
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2.2 Formulation variationnelle

Maintenant, on utilise aussi la formule de Green (1.35) pour les inconnues électriques du

probléme, ainsi que les conditions (2.2), (2.7), (2.14) et la définition (2.20), pour tout ¢ =

(¢!, ¢?) e W, et t € [0,T], on a
<Dn(t)7 V¢R>H” + <le Dﬁ(t>, ¢H>L2(Qm) = - D“(t)y”_qﬁ“da,

d’ou

D*(t) - V¢ida + / div D*(t) - ¢"da = / D* ()" ¢ da + / D (t)
I Fg

K

Ok
Pour k = 1, 2, on a d’aprés définition de W, on a
D" (t)v".¢"da = 0,
ry

alors

Or

On a d’aprés (2.7) et (2.14)

K Fg

DM(t) - Vorda + / g (t) - ¢rdz = / g5 (t).¢"da.

K K
b

Qn
La formule de Green pour k = 1
D'(t)-V¢'dr +/ q@(t) - ¢'dr = / ¢.¢'da.
Ol

Tl

ot b

La formule de Green pour k = 2

D*(t) - V¢*dx + / a@(t) - ¢*dr = /F ¢ (t).¢*da.

01 02 12)

En additionnant (2.40) et (2.41) on a

Z Dt qu”‘derZ/ a5 (t (b“dx—Z/

On a d’aprés (2.20) on obtient

De (2.2), on obtient

2

DX(t) - Vorda + / div D*(t) - ¢*dw = | D*(t)v*.¢"da.

V.o da.

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

D (REVY(E) = €M (u(1)) = G (B7(), T"() . V") = (Q(1), S)w, Vo € Wt € [0,T).

k=1
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2.2 Formulation variationnelle

D’autre coté, pour les endommagements o = (a',a?) € Z, et pour tout £ = (¢',&?) € Z,

t € (0,77, la définition 1.2.12 de Olz- et de (2.5), on obtient
(S (e (u™(t)),a”(t)) — a"(t) + KT Aa"(t),£" — o (t)) 20~y < 0.
Donc

(@°(t),&" — (1)) r2(am) — (KTAQS(2), €7 — (1)) r2(0n)
> (5" (e (u™(1)), a"(1)) ,€* — a"(t)) 12(0%)- (2.43)

L’inégalité (2.43), pour k=1,

(@'(t),&" — () 2(r) — (K1Aal (1), €' — o' (1)) 2 ()
> (S (= (1)), M (8)) €' — @l (1)) L2y (2.44)

Aussi, 'inégalité (2.43), pour k=2,

<d2(t), f2 — a2(t)>L2(Qz) — (K%AaQ(t), 62 - 042(25)>L2(Qz)
> (8% (e (u?(1) ,a®(1)) , &% — (1)) 12(02)- (2.45)

En additionnant (2.44) et (2.45), il vient

M

(@"(t), &% — (1)) p2am) — D (KTAQ(2), £ — o (1)) 12 ()
! =t (2.46)

(57 (e (u"(1)), 0" (1)) , €™ — (1)) p2(ax) -

1

2

x
Il

>

K

D’aprés la formule de Green (1.34), nous obtenons

Oa”(t
<Ao¢"‘(t>7§’€ _ a”(t)>L2(Qn) —+ <Va’€(t), V(g’ﬂ _ a"i(t))>L2(Q,€) — / 8V( ) . (ffi _ Qﬁ(lf))d(l,
et la condition aux limites (2.11) du probléme P, on a
(A (1), €5 — () ey = — | Var(t) - V(€ — a"(t))dr,
Orx
et de (2.46), nous trouvons
2 2
Z(dﬁ(t)’ f"i _ a“(t)>L2(Qn) + Z ’C'f 0 Va’f<t) . V(é“ﬁ _ oﬁ(t))dft
k=1 k=1 "

> D (5% (e (uh(t)), 0% (1)) , €5 — 0" ()) ().
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2.2 Formulation variationnelle

La définition (2.22) de la forme bilinéaire a permet de donner

D (@ (1) € = a™(1)) pa(am + ar(al(t),€ = alt)
n= (2.47)

(57 (e (u™(1)), 0" (1), &" — " (1)) 12y, VE € Z.

1

>

K

D’autre part, les températures du probléme P, pour tout § = (6%,6%) € Ey, t € [0,T] et

I'équation (2.4), nous obtenons

(F5(8), 6%) pa(cae) — (KEAT(), 8%) 1oy = (B (& (u(2)) , % (), B(1), 75(0) + X"(1), ) o).

(2.48)
Donc
(W (e (u™(t), & (1), B7(2), T*(£)) + X" (1), 6%) 12 (v
(2.49)
= (7(£), 6°) L2 (e —/Q KGATE(t)6" dx.
L’égalité (2.49) pour k=1
(U (e (0 (1)) ' (0 B0 7 () + (06 o
.1 1 1A 1 sl (2:50)
= (P 0,0 o, — /Q LA™ (1)5 e,
et, l'égalité (2.49) pour k=2
(W2 (e (u*(1)) , (1), B2(8). 7(8)) + X*(2), 6%) o g .
2.51
- <7'—2(t>762>L2(Q2) - /Q2 KEAT? ()6 dx,
En additionnant (2.50) et (2.51), d’ou
2
D (W (e (W (E) (1), B0, T () + X (), 6) 2
k=1
, , (2.52)
=D (1), 6" oy — > | KEATH ()6 da.
k=1 k=17 2"
La formule de Green (1.37), pour k= 1, 2 donne
—IKCG (AT (t),0") 12(an) = ICS/ V() - Vordr — ICS/ aay< ) §"dx,
on a d’apreés (2.12)
— KG(AT™(t),0%) r2ny = KG | VT(t) - V§"dr + AS/ T%(t) d"d. (2.53)
Ok K
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2.2 Formulation variationnelle

En combinant les inégalités (2.52) et (2.53), on a

D (W (e (W), @ (1), B4, T () + X (), 6) 12y

k=1
= (1), 6") 2o +Z/ KavT( 5”dx+2/ AsT(t)0%da.
k=1
D’aprés (2.21), on obtient
2 2
ao((t),8) = D _ (" (e (w(t)), a™(8), B*(1), (), 07) 2y — D (7" £),0%) p2(ny -
r=1 k=1
Vo € Ei. (2.54)

Finalement, de (2.3), (2.15), (2.36), (2.42), (2.47), (2.54), on obtient la formulation varia-

tionnelle suivante du probléme de contact électrique P.

Probléme PV .Trouver le champ des déplacements u = (u!,u?) : [0,7] — V, le champ
de potentiel électrique ¢ = (¢!, 4?) : [0,T] — W, le champ de température 7 = (71, 72) :

[0, T] — FE, le champ d’endommagement o = (o', a?) : [0, 7] — FE}, et le champ de variable

d’état interne 8 = (8, 3?) : [0,T] — Y tels que, pour tout ¢ € [0, 7]

Br(t) = ©8 (e (u™(t)), (1), B5(t), T5(1)) dans 27, (2.55)

(i), w — i(t)) vy + 35 (A% (W7(t)) + B® (¢ (u™(1)) , a"(1)) , & (W™ — 47 (£))) gy

2 ((E7) VR (), e (" = i (8))) e + gy (F7(B5(1), (1)) s € (W™ — (1)) )3
+J(w) = J(a(t) = (F(t),w — a(t))hyy Yw eV,
(2.56)

Y (REVYS(H) = €% (u(1)) = G (B°(), 7"() . V") = (Q(1), S)w, Vo €W, (2.57)

x
—_

=1 (2.58)

U(O) = (u(1)7u(2))7 u<0) = (U37U§)7 a(0> = (O‘évag)a 6(0) = (53763)7 T( ) (7-0177_(?> (260)



2.3 Existence et unicité de la solution

Nous notons que le probléme variationnel PV est formulé en termes de champ des déplace-
ments, champ de potentiel électrique, champ de température, champ d’endommagement et
la variable d’état interne. Le principal d’existence et d’unicité est prouvée dans la prochaine

section.

2.3 Existence et unicité de la solution

L’existence et I'unicité du probléme variationnel PV est donnée par le Théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1. Sous les hypothéses H(1) — H(14), le probléme variationnel PV admet

une solution unique {u,V, T, c, B} ayant la régularité suivante :

uw € WH0,T; V)N CH0, T;H) N W20, T; V'), (2.61)
Y e C(0,T; W), (2.62)

€ WH(0,T; Ey) N L*(0,T; Ey), (2.63)

a € W2(0,T; Ey) N L*(0,T; Ey), (2.64)

B e Wh(0,T;Y). (2.65)

Les fonctions {o, D,u,v, 7, a, f} qui satisfait (2.1)-(2.2) et (2.55)-(2.60) sont appelées
solution faible du probléme de contact thermo-piézoélectrique P. Nous concluons par le
Théoréme 2.3.1 que, sous les hypothéses H(1)-H(14), il existe une unique solution faible
du probléme (2.1)—(2.15). Pour préciser la régularité de la solution faible, notons que la
relation constitutive (2.1)-(2.2), les hypothéses H(1)-H(5),H(9), et les régularités (2.61)-
(2.65), soient t1,ty € [0,7] pour simplifier nous écrivons u(t;) = w;, u(t;) = w;, ¥(t;) =
Ui, T(t) = 7, a(t;)) = a; et B(t;) = B; pour ¢ = 1,2, en utilisant (2.1) et (1.32), nous

obtenons

Cllo(t) —o(t2)lln < [l — dally + [lur — ually + o — aa||&,

B = Bolly + 11 — 7l g + (191 = P2llw,
et les régularités (2.61)-(2.65) et de Théoréme 1.2.5, on tire

oeC0,T;H).
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2.3 Existence et unicité de la solution

D’autre coté, utilisant des arguments similaires, nous trouvons que
D e C(0,T;H).

De plus, pour £ = 1,2, on choisit w = v + 4 ot v = (v}, v?) avec v € D(Q)? et v3~" = 0

dans (2.56). Puis, on choisit ¢® € D(Q%)? avec ¢*>~* = 0 dans (2.57), pour obtenir que

Diva”™(t) + f5(t) = p"u”(t),
’ (2.66)
div D*(t) = q5(t),
ot D(2") l'espace des fonctions réelles infiniment différentiables & support compact dans

Q2. Ensuite, nous utilisons les hypothéses H(10) et H(11), pour déduire que Dive”® €
C(0,T;H"), divD" € C(0,T; Efy),x = 1,2, on a alors

o€ C(0,T;Hy), DecC0,T;W). (2.67)

Nous concluons que la solution faible {o, D,u, %, T, a, B} du contact thermo-piézoélectrique

Probléme P a la régularité (2.61)-(2.65), et (2.67).

Démonstration du Théoréme 2.3.1

La démonstration du Théoreéme 2.3.1 s’effectue en plusieurs étapes que nous prouvons dans
ce qui suit. Par tout dans cette section, nous supposons ce qui suit que tenir H(1) a H(14) et
nous considérons que C est une constante positive générique qui dépend de Q*, I'f, I'5, I's,
AR BRFRGRER, OF SEURKE, NS, ICF, x®, m et L, avec k = 1,2. Mais ne dépend pas

de t ni du reste des données d’entrée, et dont la valeur peut changer d’un endroit a ’autre.

Premiére étape : Soit n = (n',n?) € L*(0,7T;V') donné, et nous considérons le pro-

bléme intermédiare suivant :

Probléme Pvun. Trouver les champs des déplacements u,) = (u}],u%) 210, T] =V tels

que :

(iiy (1), w — 11y (£) vy + Kfjlm“s (ar(t)) e (wr —ak(t)))ae
+J(w) — J (i, (1)) > (F(t) — n(t),w — i,(t))yxy Yw eV, pp. te(0,T),

un(o) = ( g)?“?))v UU(O) = (Uéav(%)'
(2.68)

En utilisant le Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, nous définissons 'opérateur

AV — V' comme suivant :
2

(Au,v)y, = Z (A%e(u”),e(v™))se  Yu,v € V. (2.69)

k=1
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2.3 Existence et unicité de la solution

K

On pose le variable de vitesse vy = 1y,

k = 1,2, le Probleme PV, peut étre formulé de la

facon suivant :

Probléme PV%. Trouver les champs des vitesses v, = (v,,v7) : [0,T] =V tels que :

<1.}77<t)’ w — Un(t)>V’XV + <~Avn(t)v w — Un(t»vfxv + J(w) - J(Un(t))
> (Fy(t),w —v,(t))yxy YweV, pp. te(0,T), (2.70)

Uﬂ(o) = (037 v?))?

ou F;, = F' —n. Pour résoudre le Probleme PV, , nous besoin le lemme suivant.

Lemme 2.3.1. Suppose que H(1), lopérateur A défini par (2.69) satisfait :
(a)- A:V — V' est hemicontinu et fortement monotone,
(b)- 3CL >0, 3C4 >0 telle que || Aully < Chillully +C%, Yu eV,

(c)- pour toute suite (u,) et u dans L*(0,T; V) telle que u,, — u faiblement dans L*(0,T; V),
alors Au,, — Au faiblement dans L? (0, T;V'), et
i inf [ (Aun(s), un(8))vievds = [y (Au(s), u(s))vrevds.

Démonstration.

(a) D’apres définition de A dans (2.69),et pour tout u,v,w € V, on obtient

(Alu+ A\v) — A(u + M), w) 0, = Z (A"(e(u”) + Ae(v™)) — A%(e(u”) + Ae(v™)), (W")) gyn »

k=1

en utilisant I'hypotheése H(1)(a), il vient :

| (A +Xa0) = A+ X0), W)y, | DA () + Ane (7)) = A (") + Ae(0™) [l lle (") e
< D LAl 4+ Ae(07)) = (2(u") + Ae (™)) el l(w") [l

2
<Y LA = Mlle(@)les |2 (w") [,
k=1

alorssi lim A\, =\, on a
n—-+0o0o

lim  (A(u+ A\v), w)yy, = (Alu + Av), W)y gy, Yu,v,w € V.

n—>-+oo

A hemicontinu.

D’autre coté,en utilisant la définition (2.69) et I'hypothése H(1)(b), pour tout uy, us € V, on
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2.3 Existence et unicité de la solution

obtient

2

(Auy — Aug, uy — ug)yrsy = Z(A“e (uf) — A" (uf) e (uf) — e (u))y=

k=1

2
2
> “mas [le (uf) — & (uf)[[5
k=1
2
>y e [[uf — 5|,

k=1

soit m 4 = min (m .41, m42), alors
<AU1 — Aug, uqp — U2>v > my ||U1 - U2||12;7

donc A est un opérateur fortement monotone.

(b) Maintenant, d’aprés (2.69), et choisie v = 0, on a

| Au — A0}, =) (A%e (u") — A% (0), A% (u") — A% (0))

r=1
2
=) [l A% (uF) = A% (0) )5,
k=1

en utilisant I’hypothése H(1) (a), on obtient :
2
lMu = AO[y <Y L [l (1) — £ (0) [
k=1

2
<37 L [t =0l
k=1

et pour L4 = max(L 41, L 42), il vient

| Au — A0y < Lalluly,

alors

[ Auly = [JAO[[ < Lallully,
on a

[Aully: < Lallully + {40,
donc

lMully < Chllully + C%,
o CY = Ly et C% = ||A0|y». Alors A satisfait la condition (b).
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2.3 Existence et unicité de la solution

(c) D’autre par, pour tout ® € L?(0,T;)’), on a
T
<Aun - AU, (I)>L2(O,T;V’) = / <Aun - AU, @)V/dt,
0

et, en appliquant Théoréme de Lebesgue, on obtient

T

T
lim (Aun—yhhéhmh:i/‘ lim (Au, — Au, B)ydt
0

n—>-+00 0 n—> 400

grace de lipschitizien de 'opérateur A ( alors continue), il vient

T

T
lim (Au, — Au, D)rdt = / (Au — Au, ®)yydt = 0,
0

n—-—+oo 0

donc Au,, — Au faiblement dans L? (0, T;)V").

Par la monotonie de 'opérateur A, il s’ensuit que
<Aun7 Up — U>V/><V > <«4U, Up — U>V’><V Vn €N,
alors
(At un)yrxy > (AU, Uy — w)yrixy + (A, u)yry  Vn €N,

en utilisant les limites

lim <AU, Up — u>V’XV = 07 lim <~’4un7 u>V’><V = <AU, U>V’XV7

n—oo n—oo

et, d’aprés 'inégalité

T T
liminf/ (Atp, up)yprpds 2/ lim inf (Au,,, w, )y <yds,
0 0

n—oo n—oo

d’aprés les étapes précédentes, nous trouvons

n—o0

T T

lim inf/ (At up)yrxyds > / (Au, u)yrwpds.
0 0

Nous concluons que l'opérateur A satisfait le condition (c).

Lemme 2.3.2. Suppose que H(12), la fonctionnelle J défini par (2.23) satisfait :
(a)- J:V — R est une fonction convezxe et semi-continu inférieurement (s.c.i),
(b)- il existe une suite de C', des fonctions convezes (Ji) : V — R, tels que :

(i)- 3Cy > 0 telle que || J(u)|l,, < Cy, VEEN, VuecV,

(i1)- limy oo [y Je(u(s))ds = [ J(u(s))ds, Vue L*(0,T;V),
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2.3 Existence et unicité de la solution

(iii)- il existe une suite (uy) et u dans L*(0,T;V) telle que up — u faiblement dans

L*(0,T;V), puis limy_, o inf fOT Jy. (ug(s)) ds > fOT J(u(s))ds,

ou Ji(u) désigne la dérivée au sens de Fréchet de Ji, en u.

Démonstration.

(a)

Pour tout u,v € V, A € [0, 1], et d’apreés la définition ( 2.23), nous obtenons

JAu+ (1= Av) = / gl(Aul + (1= MNv) — (Au? 4 (1 = X)o?)|da

I's
SA/ g’ui—uf‘da#—(l—)\)/ glv!t — ?|da
F3 FS
< AN (u) + (1= N)J(v),
alors J convexe.

Maintenant, pour toute suite (u,), convergeant vers u dans V, on a

: 1 2 : 1 2
inf g‘upT — upT|da > inf g‘um — upT|da,
p>n I's I's p=>n

et, en appliquant Théoréme de Lebesgue, il vient

liminf J(u,) > J(u).

n—-+oo
Donc J semi-continu inférieurement.

Pour approcher la fonction J, nous utilisons la suite des fonctionnelles J; : V — R

définie par :

Je(u) = / g\/|u} — w2’ + k~'da, Yu= (u',u*) €V, VkeN".
I's

Nous vérifions que la dérivée au sens de Fréchet de J;, at u = (u', u?) est donnée par

(ug — uZ, by — h3)ga

T T T

(T (), )y = / da, Vh= (K1) eV.  (271)

F3g\/| 1 212 -1
ul —u2|” 4+ k

Nous constatons que J, est contintiment différentiable. Pour tous a > 0,6 > 0 telle que

a+b=1, et pour tous x, y € R,k > 1, devient
2zy < 2® + v,

on a

2eyk~t < 2k 4 kT
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2.3 Existence et unicité de la solution

donc
x2y2 1 <k71)2 +2:cyk*1 < x2y2 1 <k71)2 TIPS —i—kafl,
on obtient
(J:y + k_l)z < (x2 + k_l) (y2 + /{;_1),
alors

zy 4+ k7 < Va2 kg2 + kL (2.72)
D’autre part
(a\/m + b\/y? + k—1)2 =a? (:U2 + /{:71) + b? (y2 + kfl) + 2abVz? + k—l\/y2 + k1

> a2 4 (a® + D)k 4+ 0% + 2abV22 + k12 + kL,

et de (2.72), il vient

(Va2 + kT +by/y2 + k1) > a®0? + (a® + 02)k~" + b%? + 2abry + 2abk ™!
> (ax +by)* + k1,

donc

Viaz +by)2 + k7L < aVa? + kL 4+ by/y? + kL
Alors Jj, est convexe pour tout k € N*.
On prend (2.71), et pour h € V telle que ||h|ly <1, on a
[ur — u7llh; — h7|
Vit =2l +

< ||9HL°°(F3)/ |h! — hZ|da.

s

da

), vy < 9l e /
3

Moyennant de Théoréme du trace avec ||h||y < 1, il s’ensuit qu’il exicte ¢ > 0 telle que
VueV, [Tl < cllgllrers),

donc (i) est satisfaite.

D’aprés la définition de Ji, on a

lim Ji(u) = J(u),

k—+4o00

et comme Jj est continue sur V, en appliquant le théoréme de Lebesgue, on obtient

im [ Ju(u(s))ds = /0 lim i (u(s))ds = /0 J(u(s))ds,

k—4o00 0 k—+o0
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2.3 Existence et unicité de la solution

Alors la propriété (ii) satisfaite.

Par défination J, et J, on a

Je(ur) > J(ug),

nous utilisons la continuité de J, il vient

lim J(ug) = J(u),

k——+o0
donc

lim infJp(ug) > J(u).

k——+o0

Nous notons que
T T
mf/ Jk(uk(s))dsz/ infJi(ug(s))ds.
0 0

D’ailleurs, avec Théoréme de Lebesgue, on a

k—+o0 k—4o00

T T T
lim 'mf/ Jk(uk(s))dSZ/ lim iank(uk(s))dSZ/ J(u(s))ds.
0 0 0
Enfin, (iii) est satisfaite.

Lemme 2.3.3. Probléme PV, a une solution unique v, que satisfait :
v, € C(0, T;H) N L*(0,T; V)N W2 (0, T; V).

Démonstration. L’operateur A est hemicontinu et fortement monotone d’aprés lemme
2.3.1(a), et d’apres (2.71), J;, monotone et hemicontinu, alors 'opérateur A + J;, he-
micontinu et fortement monotone, ensuite il est monotone et la condition (1.44) est
vérifiée. Aussi d’aprés lemme 2.3.1(a) et lemme 2.3.2 (i), la condition (1.45) est vérifiée.

En utilisant le théoréme 1.2.17, ou F,, € L*(0,T;V") et vy € H, il résulte
vk €N, 3wk € L*(0,T; V)N C(0,T; H) nW"?(0,T; V'),

tels que
(t) + Avk(t) + Ji (vE(t)) = F,(t) dans V', p.p. t € (0,7),
(0) = vp.
On utilise inégalité (2.71), il vient
1k k _
(RO =0 | s VI — o)+ 4
[l o -
e - ke

(2.73)

K
U77

k
Uy

Ukl t —Uk2 t ,wl _U)Q
( 777'( ) 777'( ) T T)]Rdda

d
R da,
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2.3 Existence et unicité de la solution

et grace l'inégalité du Cauchy Shwartez, on obtient

gt (t) — vp2 ()| Jw}k — w?| + k~
>V’><V:/ da
\/‘Ukl ka ‘ 4+ k1

+ k!
/ | da,
s vkl v,’;Z (1) } + k-1

(Jr (vF () ,w — ()

et moyennant (2.72), il s’ensuit que

|EL(t) — vk2(¢ e jw! — w2|® + k1
(J; (v,];(t)) w—v v'xv—/ \/ \/ da
I's \/|v — vk2(t) | + k1
/ g\/‘v’“1 v’,;%(t)| + k~'da,

et nous trouvons
(Ji (or (@) sw = vf (1)), ), < Ji(w) — Ji (V5()  Vw eV,
ce qui implique, d’aprés (2.73) que

<2'J,];(t), w— U];(t»v’xv + <Avf](t), w — Ufi(t»v'xv + Jp(w) — Jg (vf](t))

(2.74)
> (F,(t),w 'Uk(t)>v,xv NYw eV, pp.te(0,T).
On applique aussi (2.73), il résulte
(g (), 05 (8)) sy + (AL (), 05 (8)) s, + (T (05 (8)) 5 0y (D), (275)
= (F,®),v5(1)), ., DD tE(0,T).
En utilisant H(1), la monotonie de J;, et le théoréme 1.2.12, pour déduire que
Ld ko2 k|| k
5@ an(t)HH +ma ”Un(t)Hv + an(t)Hv < <F ( )>lev’ (2'76)

ol m4 = min (m_1,my42). On applique I'inégalité aff < o? + 3%, > 0,3 > 0, pour obtenir

E DOy < |5 (05

< a + (ma+2) ||vi(t)

I, - (2.77)

On integre 1'égalité (2.76) sur [0,t] et d’aprés (2.77), il en résulte que

t
ekl <a+o [ esoar

oua>0,b>0. Alors d’aprés le lemme de Gronwall on obtien
T
00, VkeN, vie[0T], |[k®)], <, / k)| dt < ©
0
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D’aprés (2.73) et lemme 2.3.2(b.i), nous avons

2
L dt < C.

T
30>0, VkeN / 64 0)
0
Nous pouvons donc extraire une sous-suite notée encore (v,’;) pour trouver que

vk — v, faiblement dans L*(0,T;V) et faiblement étoile dans L>(0, T'; H),

(2.78)
0k — v, faiblement étoile dans L* (0,T;V').
alors v} — v, faiblement étoile dans H' (0,T;V). Il s’ensuit que
v, € C([0,T]; H) et vf](t) — v,(t) faiblement étoile dans H, V¢ € [0, 7. (2.79)

On intégre (2.74), nous avons Yu € L*(0,T;V),

/‘<v dr+/q<Aw@Lw>, ﬁ+:AT@@@m
/‘<v “»vaﬁ%i/)<Av vp (), di

b [ gy [ 0= ),

et nous trouvons
’ k g k 1
/(; <®n(t)’w>V’xv dt+/0 <Avn(t>’w>v’><v dt+/0‘ Jk( ) 5 H HH
1 T
IO+ [ A Oty i [ b [ 0= 0),

Nous utilisons Lemme 2.3.1 (c¢), Lemme 2.3.2 (ii)-(iii), (2.78), (2.79) et la semi-continuité

inférieurement faiblement, on obtient que Yu € L*(0,T;V),
T T T
/ (T, W — V) ooy At +- / (Avy, w — V)1, dt + / (J(w) — J (vy))dt
0 0 0

T
> / (Fyw — vp)y,y, di.
0
L’inégalité précédente implique que

(0n(t), w0 = Vg (£)) ey + (AU (), w0 = 0y (E)) 1 + T (W) = T (0 (1))
> <F77(t)7w - Uﬂ(t»V’XV Vw eV, p-p- 1€ (O’T)'

(2.80)

Nous concluons que PV,, a au moins une solution v,, € C'(0, T; H)NL*(0, 75 V)N W2 (0, T; V).

Pour Iunicité, soient vy, vy, deux solutions de PV, . Nous utilisons (2.70) a obtenir pour

p.p.t €(0,7)

{02y (8) = D1 (1), v2(1) = V19 (E)) sy + (AL (8) = Avig (L), 029 (1) = V19 ()01, <O
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2.3 Existence et unicité de la solution

Intégrons 'inégalité précédente sur [0,¢], en utilisant Lemme 2.3.1 (a), nous trouvons

1 t
5 lvan () = i (1) |[5 + mA/O [van(5) = v1g(s)[Iy; ds < 0,V € [0, 7],

ce qui implique vy, = vg,.

Maintenant, on utilise v, = (v,17, v%) la solution du probléme PV, obtenue dans le Lemme

2.3.3, on définie les fonctions u,, : [0,7] — V, par :
t
uy = /0 vp(s)ds +ug, Vtel[0,T], k=12 (2.81)
Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.4. La probléme PV, posséde une solution unique qui satisfaisant la régularité
exprimée dans (2.61).
Deuxiéme étape : Soit 7 = (7', 7%) € L*(0,T; Ey), et considérons le probléme auxi-
liaire :
Probléme PV, . Trouver le champ de température 7, = (71,72) : [0,7] — Eo, tel
que :
Z<7"7':(t) — () = X" (t),0") g5 + ao(7<(t),0) =0  Vd € Ep, (2.82)
7x(0) = (19, 79)- (2.83)

Nous avons le résultat suivant pour le probléeme.

Lemme 2.3.5. Il existe une solution unique 7, au probléme auxiliaire PV.  vérifiant

(2.63).

Démonstration. Nous appliquons l'inégalité de Poincaré-Friedrichs, on peut trouver une

constante c¢o > 0 telle que

)\H
/ IVA2dx + —(;/ IA|2da > co/ IN?dz, VYA€ EF, k=12,
Ok ICO I'~ Ok
on obtient
CL()()\, )\) Z ClHAH%l, VA e El,
ou ¢; = min(1, ¢o, K}, K3)/2, ce qui implique que ag is E;— elliptique. Par conséquent, en se
basant sur les classiques arguments d’analyse fonctionnelle concernant les équations parabo-

liques (voir Théoréme 1.2.16), ’équation variationnelle (2.82) a une unique solution 7, satis-

faisant 7,.(0) = 79 et la régularité (2.63).
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2.3 Existence et unicité de la solution

Troisiéme étape : Soit (n, 7, u) € L*(0,7,V x Eyx Y), et définissons 3, € W2(0,7T,Y)
par
t
B0 =5+ [ wisds, k=12, (2.84)
0
on utilise u, obtenu dans le Lemme 2.3.4 et 7, obtenu dans le Lemme 2.3.5 construire le

probléme variationnel auxiliaire suivant :

Probléme PV%W. Trouver les champs des potentiels électriques vy, = ( %w, sw) :
[0,7] — W tel que :

2 2

D ROV (0, V6% ) = D (€% (un(1) + 9" (Bi(1), 75(1) . Vo), (2.85)

Nous avons les résultats suivants.

Lemme 2.3.6. Le Probleme PV, ., possede une solution unique qui satisfait la régularité

(2.62).

Démonstration. Nous considérons I'application b(.,.) : W x W — R défini par :

2

b, 9) = > (REVYS, Ve )y, Voo, 6 € W. (2.86)

k=1
Il s’ensuit d’apreés les propriétés H(5) que b(.,.) est continue, symétrique et coercitive sur W.
En outre, nous appliquons (2.20) et le Théoréme de représentation de Riesz, pour définir la
fonction Qyry ¢ [0, 7] — W par

2

(Qurn(t), D)y = (QE), S)w + > _ (€% (ui(t)) + G~ (B (1), T2 (1)) , V& ).

k=1

Vo e Wt e (0,7).
Nous appliquons le Théoréme de Lax-Milgram pour en déduire qu’il existe un élément unique

Unreu(t) = (V1) 07, (1)) € W tel que
b (Vnru(t), @) = (Qurpn(t), ¢>W Vo € W. (2.87)

Nous concluons que ), est une solution du Probleme PV, .
Maintenant, pour ¢,ts € [0, 7], ga suit de (2.85) que

||¢n7w (t1> _¢n7w (t2> HW <C (”un (tl) — Uy (t2)||v + “5# (tl) - 6# (t2>||y
|7 (t1) = 7 (E2) | g, + 1Q (1) = Q (t2) [lw) -

(2.88)
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De (2.24), (2.61), (2.63), et 3, € W%(0,T;Y), nous déduisons de I'inégalité (2.88) que )y, €
C(0,T; W), m

Quatriéme étape : Soit 6 = (0*,0%) € L*(0,T;Ep), nous considérons le probléme

intermédiare suivant :

Probléme PV,,. Trouver le champ d’endommagement oy = (o, ) : [0,7] — Ep tel

que :
2
Oég(t) c Z, Z(Ozaﬁ(t) — Qﬁ,fﬁ — a9”>L2(w) “+ ay (Oé@(t),§ — Oég(t)) Z 0 \V/§ c Z, (289)
k=1

ag(0) = ap,
ou Z=Z2'x 22
Le résultat abstrait suivant pour les inégalités variationnelles paraboliques.

Lemme 2.3.7. [l existe une solution unique oy du probléeme PV, et satisfait (2.64).

Démonstration L’application d’inclusion de (Ey, | - ||g,) dans (Eo, || - ||z,) est continue et
a image dense. Notant par Ei I'espace dual de FE; et identifiant le dual de FE; avec lui-m

éme, nous pouvons écrire le triplet de Gelfand
E,C Ey=E,CE,.

Nous utilisons la notation (-, -) pour désigner le produit de dualité entre Ei et Fjy,

E\xE,

on trouver que
(v, ¢>E1XE1 = (o, p)p, VYa€ Ey, p€ k.

On sait que ’ensemble des endommagements admissibles Z est un sous-ensemble non vide,
fermé et convexe dans FE;. Ainsi, le champ d’endommagement initial oy € Z. Maintenant,

on utilise la définition (2.22) de la forme bilinéaire a,(.,.), pour tout ¢, ¢ € E;, on a

(6, ¢) = ar(,9),

et
|a1(6, ¢)] < max{Ky, K3} Vil |Vl

< c [0l |9l
donc, ay(.,.) est continue et symétrique. Ainsi, pour tout § € E;, nous avons
a1(8,0) > k[ V4|13,
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ol k = min{K}, K?}, alors
a1(8,0) + k [|0[l%, = & (IIVollE + llolE,) .

et d’ou

a(9,0) + k 16115, = K [10]I%,

Nous remarquons que toutes les conditions du Théorémel.2.18 sont vérifiées, implique que

(2.89) a une solution unique ay ayant la régularité (2.64).

Cinquiéme étape : en conséquence de ces résultats et en utilisant les propriétés de
l'opérateur B*, l'opérateur £", la fonctionnelle F et les fonctions ¥* | ©F et S*, pour

t € [0,7T], on considére 'opérateur
Y L2(0,T;V x Y x Ey x Ey) — L*(0,T;V' x Y x Ey x Ep)
tel que

S0, p,m, 0)(t) = (X1(n, p, 7, 0)(t), Lo (n, g, 7,0)(t), Bz (n, p, 7, 0) (L), La(n, p1, 7, 0)(t))

(2.90)
défini par les équations
(S1(n, 17, 0) (1), 0)wrxw = (B (e(u (1)), @ (1)) + (E7) Vb, (£), £(0")) e
, (2.91)
) AF (B0, (1) e (W ))pe Vv EV,

Sa(n, 11,7, 0)(t) = (0" (e(uy (), ag(t), Ba(t), 72 (£)) . © (e(up (1)), (1), Bi (1), 72(1))) .
(2.92)

Sa(n, 1y, 0) () = (W (£(uy (1)), ag(t), Bu(1), 2 () , U2 (e(up(t)), (1), Ba(t), 72(1)))
(2.93)

Yaln,u,m, 0)(t) = (Sl (6(u717(t)), aé(t)) .52 (5(u%(t)), ag(t))) ) (2.94)

Ici, pour tout (n,u,m,0) € L?(0,T; V' x Y x Ey x Ep), nous utilisons u,, 7, 2, 3, €t Y,
représentent le champ de déplacement, le champ de température , le champ d’endommage-
ment, le champ variable d’état interne et le potentiel électrique, obtenus dans les Lemmes

2.3.4, 2.3.5, 2.3.6, 2.3.7 et (2.84) respectivement, nous avons le résultat suivant.
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Lemme 2.3.8. L opérateur s admet un point five (n*, p*, 7*,0%) € L* (0, T; V' x Y x Ey x Ey) .

Démonstration. Nous montrons que pour un nombre entier positif n, la puissance n iéme
de l'opérateur X, notée X", est une contraction dans L? (0,T;V' x Y x Ey x Ep).
Soient t € [O,T] et (?71,”1,71'1,91), (?72,[12,71'2,92) S L? (O,T,V/ XY X E() X E()) et par sim-

plicité, nous utilisons les notations w,, = u;, U, = Vi, Vpmp = Vi, Bu = Bi, Tr,

7

=7 et
g, = o, pour ¢ =1,2.

Commencgons par utiliser les hypothéses H(2), H(3) et H(6)-H(9), nous obtenons qu’il existe
C >0, tel que

151 (1, paas 1, 01) (8) — 1 (12, pia, 72, 02) (t)|’12/’><Y><E0><Eo

<Y BT (e(uf (1), o (1) — B (e(u5(t), a5 (1)) ||

+ DT IES VL) — (E7) Vs ()|

k=1

T Z |77 (BE(E)), 7)) = F= (B5(8)), 75 (D) e

en utilisant H(2)(a), H(3)(a) et H(9)(a)
120 (s a1, 71, 80) (8) = S (s 2, 62) ()
< izm (Il @) = w5 + llat(®) = 5O lE2(0r))

2
+ D IE i@ VU5 () = Vo (#) Iz
k=1

2
£ 3285 (1850 — 5O+ 1750) — 75Ol )
k=1
alors

Hzl (7717 M1, 71, 91) (t) ! (772a 2, T2, 92) (t)H?/’XYXE()XEO <C (Hul(t) - u2(t)H$}+

2.95
le () = ca(t)[13s, + 11(t) = YO l% + 181(8) = BT + lI7e(t) — (D)) » =
o € = (2L, 1(E) ey 20%)
D’autre part, puisque u;(t) = ug + /t v;(s)ds, on sait que pour p.p. t € [0, 7]
0
t
Jur () = ua(B)]), < /0 [v1(s) = va(s)lly, ds. (2.96)

25



2.3 Existence et unicité de la solution

De plus, on trouve en prenant la substitution n =y, n =1, dans (2.70) et en choisissant
w = vy puis w = vy, on obtient

2
<i)1 — 1.12, V1 — U2>vl><v + Z<AH€<U?) — A”a(v’;), 8(1)[; — ’Ug));.lm + <771 — T2,U1 — U2>v/><]) S 0.

k=1
On integre cette égalité par rapport au temps, on utilise les conditions initiales

v1(0) = v2(0) = (v}, v3) et les conditions H(1)(b, ¢) pour trouver

mm@m@nn@>[;mnw>—vx$ﬂ@dss—14<m@>—nﬂ@na@>—vx@hmwda

pour tout t € [0,7]. Alors, en utilisant 'inégalité 2ab < % + eb?, on obtient

/0 lvi(s) = va(s)) 13 ds < C/O In1(s) = ma(s)llds vt € (0,71, (2.97)

on utilise (2.96), (2.97), pour obtenir

nmw—w@m§cAHM@—mm@w- (2.98)

Maintenant, la définition (2.84) donne

1B:(2) = Ba(t)ll < C/O i (s) = a(s) 1y ds. (2.99)

D’autre part, en substituant = = 71, 7 = 7y dans (2.82) et en soustrayant les deux équations

obtenues, on en déduit en choisissant = 7, — 7, comme fonction test

(11(t) = 72(t), 1 (t) — 72(t)) o + ao(T2(t) — 72(t), Ta(t) — T2(2))

= (mi(t) — m(t), 1 (t) — 2(t))m, Dp-p-tE€(0,T),

nous intégrons cette égalité par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales 7 (0) =
TQ(O) = 1T0 et l’mégahté ao(Tl — T2, 71 — 7'2) > O, il vient

1 t
5 Im(®) = 7 (t)|I 5, < / (m1(s) = ma(s), 71(s) — 72(s)) By ds,

0
alors, en utilisant 'inégalité 2ab < a® + b2, il vient

2 ! 2 ' 2
(0 = 01, < [ lns) = m(o)E, ds+ [ lmls) - ma(s) I, ds.
0 0

moyennant une version de Lemme 1.2.2 du Gronwall, il s’ensuit que

I71(8) = 72 (), < C/O |m1(s) — ma(s) ||, ds  p.p. t € (0, 7). (2.100)
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2.3 Existence et unicité de la solution

De plus, en substituant § = 01, £ = ay, puis 0 = 05, £ = s dans (2.89) et en soustrayant les

deux inégalités obtenues, on trouve
(G — g, 000 — Q) gy + a1 (a1 — g, 00 — ) < (0 — 02,01 —az)g,  p.p.te(0,T),

on intégre l'ingalité précédente et en appliquant Lemme 1.2.3 du Young avec Lemme 1.2.2

du Gronwall, on en déduit que

lon(t) — e (t)|| 7, < C/o 161(s) — 02(s)|3,, ds  p.p. t € (0,T). (2.101)

Maintenant, en substituant n = ny, 4 = uy, et @ = 7, avec ¢ = Y1 — Yy, PUiS ) = g, it = fio,

et ™ = Ty, avec ¢ = Y — 1y aussi dans (2.85) et en soustrayant les deux inégalités obtenues,

on trouve
2 2
D (REVE(E) = REVEE(D), VT — Vi)ge = (€% (uf(t)) — E% (u5 (1)), VI — V5 e
k=1 k=1
2
+ Y (GE(BE(), () — GF (B5 (1), 75 (), VT — Vb5 )
k=1

et, moyennant H(4)(a),H(5)(a, b) et H(9), on deduit que

11 (8) = o (B)lw < C (llua () —u2 O]l + 181 (1) = B2 Oy + [I72 () = 72 (D)l ) -

Combinons maintennant I'inégalité précédente avec les inégalités (2.98)-(2.100), pour trouver

t
1 (8) — ()3 < C/O (Il (s) = 12(8) s + Npa(s) = pa(s)I5 + [l (s) — ma(s)l, ) ds.
(2.102)
Nous pouvons en déduire, en utilisant (2.98)-(2.102) que

121 (1, poa, 1, 01) () — X4 (02, o, ma, 0) (75)||]2;,nyonE0
t
< C/o (Im(s) = ma() s + lals) — MQ(S)H?EO + 1181(s) = Ba(s) |12 + [161(s) — 92(8)“2]30) s

t
< C/ H(nb M1, 517 01)(8) - (7727 M2, 527 92)(‘9)”]2/’><Y><E0><E0 ds.
0
(2.103)

D’autre part, 'hypothése H(6) avec définition (2.92), il résulte
||22 (771a M1, T, 91) (t> - Z2 (772’ K2, T2, 92) (t)||\2}’><Y><E0><Eo

= Z 10 (e san (1), Bu(t), mi(t) — O (e(ua(t)), a(t), Ba(t), ()| g
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2.3 Existence et unicité de la solution

cela nous permet de déduire, via (2.98)-(2.101), que

||22 7]1,/11,7T1,91) ( ) Yo (7]2,/~L277T2792) (t)||]2}’><Y><Eo><E0

<C/ I (s) = m2(8) Iy + 161(5) = Ba(), + lhaa(s) — pa) Il + lIma(s) = ma(s)lI ) ds

S C/ "(771,/11751,91)(3) - (n2au2>ﬁ2>62)(8)H$)’><Y><E0><E0 dS,
0
(2.104)

Nous utilisons (2.93) et moyennant des arguments similaires nous obtenons l’estimation

suivante
125 (11, o, 71, 01) (£) = S (m2, 12, 72, 02) (D)3 e o

: i (2.105)
< C/ H (7717 M1, Bl? 91)(‘9) - (7727 2, 527 92)(S>HV’><Y><EO><E0 ds.
0
Aussi, d’une maniére similaire, et de (2.98), (2.101) de et H(8)(a), il s’ensuit que
124 (1, 1, 1, 61) (8) — B (12, pr, w2, 02) (t)Hi’xYxonEo
t
< C/O (Il (s) = 12(5) [y + [161(5) = O2(5) 1) s (2.106)

t
S C/ ||(7717u1aﬁl791)(8) - (7]2a/‘LQ’BQ’GQ)(S”ﬁ)’xYxEOXEO ds.
0

On substitue (2.103)-(2.106), avec (2.90) on conclut qu’il existe une constante positive C' > 0

vérifiant
2
HE (7717 M1, T, 61) (t> - X (7727 M2, T2, 82) (t)||V’><Y><E0><E0

t
sc/memmﬂnﬂ—mwwm@@MQW%wma
0

De plus, on a

2
HE2 (m1, g, 1, 61) (t) — 32 (1o, iz, 2, 02) <t>‘ V' XY x Egx Eo

t
< C/ HE (7717N1, 1, 91) (8) p (7727 2, T2, 92) (3)H12}’><Y><E0><Eo ds
0

t S1
<C [ € [ manmi00 () = oo, 72,02) () s, s
0 0

t S1
< 02/ / (1, pa, 71, 61) (1) — (12, p2, 72, 62) (7’)Hi,xyxonEo drds;,
2
HE (M, g, 71, 61) (8) — B2 (1, po, 2, 62) (2 )‘ DY B

< 03/ / / 7717/“[’177-(_1;91) (l) - (7727/~1/277T2,92) (l)H%}/XYXEOXEO dld82d817
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2.3 Existence et unicité de la solution

132" (1, a1, 1, 01) (8) — 2" (2, pi2, T2, 02) (t)”]22’><Y><E0><E0

< Cn/ / / nlalulaﬂ'la 61) (l) - (772”“277]-27 02) (Z)H%’XYXEQXEO dldsp—y -+~ ds;

n f01s

/ / / [/ 771>M1>7T1,91) (Z) - (772>M2>7T2,92) (Z)Hi’xYxonE‘o dl] dsp—1- - ds

f01s

t s1 Sn—2
n 2
<C ||(7717M1,7T1,91)—(7727M277T2,92)||L2(0’T;V/nyonEO)/ / / dsp—1 - dsy.
0 Jo 0

-~

(n—1) fois

Sn— ns s
On sait que / dSn 1 = Sp—2, €t que / / dSn 1d8n 2 = / Sn—QdSn_Q = n2—3,
g3

et / / / dSn 1d8n QdSn 3 = 7;)
Enfin on a
t S1 Sp—2 tn—l
ds, 1+ -ds; = ———.
/o /0 /o ' P (n—1)!

HEn (771: M1, T, 01) (t) = (7727 M2, T2, 02) (t)“i’xYxonEo

Alors

. = 1 9
<C m\l(m,m,mﬁl) (772,Mz,7T2,92)\|L2(0,T;V/nyonEo)7

donc
2
1X7 (m, pa, 1, 01) — X7 (02, p2, T2, 02) (|20 mr e o x o) <
(1, o1, 61, m1) — (7727M2,9277T2)|‘L2(0,T;v'xYxonEo)-
Comme lim CT;I,T = 0, alors pour n suffisamment grand, 'opérateur X" est une contrac-

n—-+4oo

tion sur I'espace de Banach L? (0, T;V' x Y x Ey X Ej), il existe donc un unique (1, fls, T, 05)
€ L?(0,T;V' x Y x Ey x Ey) tel que

X (n*aﬂ*:ﬂ'we*) = (77*7N*a7"*:9*) )

et grace Théoreme 1.2.14 qui est aussi I'unique point fixe de X, ce qui conclut la preuve.

Maintenant, nous avons tous les ingrédients de prouver le Théoréme 2.3.1.

Existence. Soit (1, s, 7., 0,) € L2 (0,T;V' x Y x Ey x Ey) le point fixe de ¥ défini par

(2.90)-(2.94), pour simplifier I’écriture, on suppose que

Uy = Up,, Tu = Tr,, RES @M Yy = 1/;17*7&#*7 a, = g, (2.107)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Nous prouvons que les {uy, ¥, 7w, v, Bi} satisfait (2.55)-(2.60) et la régularité (2.61)-(2.65).

D’apreés (2.68), pour 1 = n, et de (2.107), on obtient
(ite (1), w = e (t) )y + Z (A" (1)) s (" = 5 (8)) por + T (w) = J (i (8)) 2105,
+ <77*(t>7w - U*<t>>vfxv Z <F<t)7 w = u*<t)>])’><v Vw < V7 p'p't € (07 T)?

Nous combinons les équations X1 (1, fie, T, 01) = Nx €t Lo (N, s, T, 0) = pe avec (2.91) et
(2.92), il vient

()0 — i () = 3 (B () 2w — () e +
R=1 (2.109)

(FrB2)), (1)) + (E7) VL (t), e(w — alt))) e

]

I
_

pi(t) = 0% (e(ui(t)), o (1), BE(1)), (1)) ppt € (0,T), 5 =1,2. (2.110)

De (2.108) et (2.109), on a

* =

2

(i (2), w — vmﬁz (A" (e(ig () + B* (e(ui(t)), a(1))) , (w™ = wi())) gy

2

+J (w) = JEE() + Y (F(BE(), (1)) + (E7) VL), e(w — is(t))) e

Z (F(t),w — ﬂ*(t»wxy, Yw e V.
(2.111)

Ainsi, de (2.84) et (2.110), on a

Br(t) = O (e(uf (1)), aZ(1), BE(1)), TE(1)) s =12 (2.112)

Nous écrivons maintenant (2.85) pour (1, m, u) = (1., Tepts) €t on utilise (2.107), il vient

D (REVYL(E) = €% (uh (1) = G (BX(8), 71(8)) . Vr) e = (Q(1) hw Vo € W. (2.113)

k=1
Nous combinons les égalités X3(n., s, Ts, 0) = T €t Ly(Ns, fls, T, 0) = 6, combiné avce

(2.93) et (2.94), pour obtenir

TE(t) = U ((uS(1)), af(0), BE(D), 7). k= 1,2, (2.114)
0% (t) = S (e(u (), a"(t)), Kk=1,2, (2.115)
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2.3 Existence et unicité de la solution

on substitue (2.114) dans (2.82), on déduit

ag(Tu(t),8) =D (W" (e(uf(t)), (1), (1), TE(1)) , %)
=t (2.116)

D (A1), € = al(t)) aam + ar(an(t),€ = au(t)
n=t (2.117)

(5™ (s (), a5(0)) € — aS(0) gy VE € 2,

1

>

K

Finalement, les relations (2.111)-(2.113) , (2.116) et (2.117) nous permettent de conclure
maintenant que {u., 1y, Ty, Qx, S} solution du Probléme PV. Et la régularité (2.61)-(2.65)
suivre les Lemmes 2.3.4 — 2.3.7 et la relation (2.84) , en ce qui termine la preuve de la partie

d’existence du Théoréme 2.3.1.

Unicité. L’unicité de la solution est une conséquence de I’ unicité du point fixe de 'opérateur

¥(.y .., .), défine par (2.90)- (2.94).
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié un probléme du contact bilatéral avec friction du Tresca
entre deux corps thermo-électro-viscoélastique avec endommagement et la variable d’état
interne.

Nous avons présenté le modéle pour le processus dynamique. On a utilisé les formules de
Green pour obtenir la formulation variationnelle de ce probléme.

On a montré l'existence et 'unicité de la solution de probléme variationnelle par 1'uti-
lisation des arguments suivants : Théoréeme de représentation de Riesz-Fréchet, Inégalités
variationnelles paraboliques, Théoréme du Lax-Milgram, Lemme de Gronwall et Théoréme

point fixe.
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Résume

Notre mémoire est I’étude analytique d’un probléeme de contact bilatéral avec fort-
tement de Tresca,on utilisent des lois constitutives thermo-électro-viscoélastiques
avec variable d’état interne et endommagement. Pour prouver l’existences et 1'uni-
cité d’une solution faible ou probleme on a utilisés des outils mathématiques.
Mots Clés : thermo-électro-viscoélastiques, variable d’état interne, endommage-

ment, contact bilatéral, forttement de Tresca, solution faible,théoréme de point fixe.

Abstract

Un this memoire we have study the problem of bilateral contact with Tresca’s fric-
tion for thermo-electro-viscoelastic. We conceder constitutive laws with internal
state variable and damage,with arguments mathematicals and we have used this to
prove the existence and uniqueness of a weak solution for the problem.

Key words : thermo-electro-viscoelastics, internal state variable, damage,the bila-

teral contact, Tresca’s friction, weak solution, fixed point theorem.
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