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Notation

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :

r La fonction Gamma.

B La fonction béta .

E, La fonction Mittag-Leffler a un seul parametre.

E.z3 La fonction de Mittag-Lefller a deux parameétres.

oDf La dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche.
Dy La dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville a droite.
oDi L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche.
Dy L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite.
“pe La dérivé fractionnaire de Caputo a gauche.

“Deg La dérivé fractionnaire de Caputo a droite.

L La transformée de Laplace.

Lt La transformée de Laplace inverse.

N 1,2,3,--- L’ensemble des nombres naturels.

Ny NuU{0}.

Ro L’ensemble des nombres réels.

R, x € R:x >0, L'ensemble des nombres réels strictement positifs.
C L’ensemble des nombres complexe.

s Parametre dans la transformation de Laplace .



He(z)
[
C(J;R)

BO(IK,,O)

Fonction de factorielle .

Partie réelle de z.

La norme.

Espace des fonctions continues sur J et a valeurs dans R .

Boule ouvert de centre x et rayon p .
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Introduction générale

arbitraire, réel ou complexe)a acquis une popularité et une importance consi-

dérables au cours des trois derniéres décennies, principalement en raison de ses
applications démontrées dans de nombreux domaines de la science et du ingénierie.
Il fournit en effet plusieurs outils potentiellement utiles pour résoudre des équations
différentielles et intégrales, ainsi que divers autres problemes impliquant des fonctions
spéciales de la physique mathématique, ainsi que leurs extensions et généralisations.
Dans une ou plusieurs variables.
On croit généralement que le concept de calcul fractionnel découle d’'une question
posée en 1695 par le marquis de L’hopital (1661-1704) a Gottfried Wilhelm Leib-
niz (1646-1716), qui cherchait & comprendre le sens de Leibniz (actuellement popu-
laire) notation j’;—}{ pour le dérivé de l'ordre n € Ny := {0,1,2,---} quand n =

L e sujet du calcul fractionnel (c’est-a-dire le calcul des intégrales et des dérivés

% ( Et qu’est-ce qui se passerait si n = %7)

Dans sa réponse en date du 30 septembre 1695, Leibniz écrivit a L’Hopital comme
suit : " ... C’est un paradoxe apparent a partir duquel, un jour, des conséquences utiles
seront tirées..."

Une mention ultérieure de dérivés fractionnaires a été faite, par (par exemple) Euler en
1730, Lagrange en 1772,Laplace en 1812, Lacroix en 1819, Fourier en 1822, Liouville en
1832, Riemann en 1847, Greer 1859, Holmgren en 1865, Griinwald en 1867, Letnikov
en 1868, Sonin en 1869, Laurent en 1884, Nekrassov en 1888, Krug en 1890 et Weyl en
1917.

Les théories des équations différentielles, intégrales et intégro-différentielles et des fonc-
tions spéciales de la physique mathématique, ainsi que leurs extensions et généralisa-
tions dans une ou plusieurs variables, voici quelques exemples d’applications actuelles
du calcul fractionnel : circulation des fluides, rhéologie, processus dynamiques dans les
structures auto-similaires et poreuses, transport par diffusion s’apparentant a la diffu-
sion, réseaux électriques, probabilités et statistiques, théorie du contréle des systémes
dynamiques, viscoélasticité, électrochimie de la corrosion, physique chimique, optique
et traitement du signal, etc.

Ce travail est divisé en cing chapitres .

e Dans le premier chapitre, nous allons présenter certaines définitions et théories
que nous avons utilisées dans cette mémoire.

e Dans le deuxieme chapitre, nous allons mentionner les concepts de certaines
fonctions spéciales, intégrales et dérivés fractionnaires de Riemann-Liouville et
de Caputo, ainsi que certaines de leurs caractéristiques et La relation entre eux.
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e Dans le troisieme chapitre, nous allons présenter le concept de transformée de
Laplace et certaines de ses propriétés, ainsi que la formulation de la transfor-
mée de Laplace pour la dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville, Caputo et
la transformée de Laplace de la fonction Mittag-Lefler et dérivée fractionnaire
séquentiel de Miller-Ross. A la fin de ce chapitre, nous allons résoudre des équa-
tions différentielles fractionnaires a coefficients constante par transformée de
Laplace.

e Dans le quatrieme chapitre, nous allons présenter quelques résultats d’existence
et d’unicité des solutions pour des équations différentielles linéaires a valeur
initial (probleme de Cauchy).

e Dans le Cinquieme chapitre, nous allons discuter 1'existence et 1'unicité de so-
lutions pour quelques probléemes aux limite avec condition intégrale d’équations
différentielles fractionnaires non linéaires [1],[12] .

Le premier probleme :

Dix(t) = f(t,z(t),0<t<1,0<qg<1
z(0) =aDPx(n),0<n<1l,0<p<1

Le deuxiéme probleme :

°D(t) = f(t,y(t)), Pour tous t € J:=[0,T], « € (0,1]

yO) + [ y(s)ds = y(T)
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Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Espaces des fonctions continues et absolument
continues

Définition 1.1.1. [9] Soit Q = (a,b)(—oc0 < a < b < 00) un intervalle fini ou infinie
de R etl1<p<oo.

1. 811 <p < oo l'espace L,(€2)
L,(Q) = {f : Q — R; f mesurable et / |f(z)|Pdx < oo}.
Q

2. Pour p = 00, l’espace Lo(Q)) est l'espace des fonctions mesurables , f bornées
presque partout sur 2, on note

supess |f(z)] =inf{C > 0;|f(z)] < C p.p sur Q}.
xeQ)

Définition 1.1.2. [9] Soit [a,b] (—o0 < a < b < 00) un intervalle fini. On désigne par
ACla,b] Uespace des fonctions primitives des fonctions intégrables au sens de Lebesgue

f e AC[a,b] & f(z) = c+/ax90(t)dt (0(t) € L(a,b)),

et on appelle AC|a,b] l’espace des fonctions absolument continues sur |a, b|.

Définition 1.1.3. [9]/ Pour n € N, on désigne par AC"[a,b] l’espace des fonctions f
ayant des dérivées jusqu’a l'ordre (n—1) continues sur [a,b] telles que f"~Y € AC|a, b]

AC™a,b) = {f :[a,b] — C et f") € AC([a,b])}.
En particulier AC'[a,b] = AC|a, .

1.2 Quelques propriétés d’analyse réel

Définition 1.2.1 (La continuité). [16] Soit f : R — R une application. On dit que
f est continue si elle est continue en tout point de R. En d’autres termes, f: R — R
est continue en a si

VaeR, Vee R, JaeR,, Vz eR, [z —a| <a=|f(z) — f(a)| <e.

1



Préliminaire

Définition 1.2.2 ( Applications uniformément continues ). [16/ Soient (X, d)
et (X',d') des espaces métriques. Une application [ : X — X' est dite uniformément

continue si pour tout € € RY, il existe a € R tel que

V(z,y) € X x X, d(z,y) <a=d'(f(z), fy)) <e.

Définition 1.2.3 (Lipschitzienne). [3] Soient G une partie de R?, f: G — R une
application et A un nombre réel positif. On dit que f est A-lipschitzienne par rapport
ay si:

V(tvy) € G’ |f(tay1) - f<t7y2)| < A |y1 - y2|'

Ou A est appelée la constante de Lipschitz .
e 510< A<1, on dite que f est contractante.

Proposition 1.2.1. Toute application lipschitzienne est continue.

Définition 1.2.4 (Convergence uniforme). [16] On dit que la suite des fonctions
fnconverge uniformément vers la fonction f, quand n tendant vers +o0o, si

Ve>0, Ime N, Ve € E, Vn =2 m: |f.(z) — f(x)] < e.
Définition 1.2.5 (Fonction bornée). Une fonction f : G C R — R est bornée si :
IM>0,VteG:|f(t) <M.

Définition 1.2.6 (Fonction convexe). [16] L’application [ est convezxe si et seule-
ment si, pour tout x,y,z € I C R avec v <y < z, pour y = tr + (1 — t)z, on
a

fly) <tf(z) + (1 =) f(2).

Définition 1.2.7 (Fonction d’ordre exponentiel « ). [13] On dit que la fonction
f(t) est d’ordre exponentiel cv, s’il existe deux constantes positives M et T telles que

e | f(t)| < M pour tout t > T.

Définition 1.2.8 (Intégrale de Gauss). Une intégrale de Gauss est l'intégrale d’une
fonction gaussienne sur ’ensemble des réels. i.e

+oo 2 T
/ e “dr =4/ —.

—00 (6]

Définition 1.2.9 (Produit de convolution). [15] Le produit de convolution de deux
fonctions réelles ou complexes f et g sont intégrables est :

—+00 “+oo

flo=tgtydt= [ fingle - t)at.

—00

(f<g)@) = [
Proposition 1.2.2 (Formule de Dirichlet). /8] Soit F' une fonction continue et
A, i, v sont des nombre positive. Alors

t t

(y—a)dy [ (t—a)" " (w—y) " F (o, y)da.

Y

[yt [My—apte -y )y = |

2



Préliminaire

Définition 1.2.10 (Théoréme de convergence dominé de Lebesgue). [18] Soit
E un ensemble mesurable dans R et Soit {f,} une suite de fonctions mesurables telles
que

o lim fu(x) = f(z) p.p sur E.
e Pour chaque n € N, |f,(z)| < g(z) p.p sur E, ot g est intégrable au sens de

Lebesgue sur E.
lim/fn(x)dx:/ f(x)dx
n—oo J g E

Démonstration. Voir [11] O

Alors

Théoréme 1.1 (Fubini). [10] Soit f(x,y) une fonction sommable sur le produit des
espaces mesurables (X, ) et (Y,v). On a alors les assertions suivantes :

1) Pour p-presque tous les v € X, la fonction. f(x,y) est sommable sur'Y et son
intégrale sur'Y est une fonction sommable sur X .

2) Pour v-presque tous les y € Y, la fonction f(x,y) est sommable sur X et son
intégrale sur X est une fonction sommable sur'Y .

3) On a
[ s@wduxoey) = [ ([ fapdow)dutw = [ ([ @ pdu)) do)
Démonstration. Voir [10] O

1.3 Quelques éléments de topologie

Définition 1.3.1 (Norme). Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle une norme
sur E toute application || . ||: E — R, vérifie

eVreFE:z||=0<2=0.
e VAERVx e E ;|| Az [|=|\ || = |.
eVr,ycEfoty|<|z]+]|yl "inégalité triangulaire” .

Exemple 1.1. L’espace C(J;R) muni de la norme

1Ylloo := sup{ly()] : ¢ € J}.

Définition 1.3.2 (Espace de Banach). [15] On appelle espace de Banach tout espace
vectoriel normé complet sur le corps K =R ou C.

Exemple 1.2. C(J;R)espace des fonctions continues sur J et d valeurs dans R est de
Banach.

Définition 1.3.3 (Parties ouvertes ). [15] Soit E un espace métrique. Une partie A
de E est appelée ouverte si, toutes les fois qu’elle contient un point de E, elle contient
au moins une boule ouverte (de rayon > 0)ayant pour centre ce point. i.e

(Vx € A)(3p > 0) : Bo(z,p) C A.

3



Préliminaire

Définition 1.3.4 (Parties fermées ). [15] On appelle partie fermée de E toute partie
de E dont le complémentaire est ouvert.

Exemple 1.3. Toute boule fermée est une partie fermée.

Définition 1.3.5 (Parties compacts). [10/ On dit que C C R est compact si pour
tout recouvrement de C par des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini.
Ceci se traduit de la maniere suivante : si (U;),c; est une famille d’ouverts telle que
C C (Uj);e; alors il existe un sous-ensemble fini J C I, CC Ues U;.

Définition 1.3.6 (Parties relativement compacts). [16] On dit que A est une
partie relativement compact d’un espace métrigue X si son adhérence est une partie
compacte de X .

Définition 1.3.7 (Parties convexes). [18] Soit C' une partie de E. On dit que C' est
conveze dans E si, pour tout z,y € C et tout t € [0,1], on a
(1-tx+tyeC.

Définition 1.3.8 (Opérateur ). [2] Soit E un espace vectoriel normé ; une application
linéaire A de E dans lui-méme est appelée un opérateur linéaire dans E. On appelle
domaine de A et on le désigne par Dy, ot Dy = {x € E, Az € E}

Définition 1.3.9 (Opérateur continu). L opérateur A est continu, si pour toute > 0
il existe 0 > 0 tel que l'inégalité

(@,2" € Da) i ||l2" —2"|| <6 = ||A2' — A2"|| < e.

Définition 1.3.10 (Opérateurs Linéaire Bornés ). [2] Soit E un espace vectoriel
normé ; on appelle opérateur linéaire borné. Toute application linéaire continue de E
dans F.

e Si A est un opérateur linéaire borné, alors
(Vo € Da) o [[Az]| < [[A]] - [|=[].

ot la norme de A étant définie par

Az
[|A|]| = sup ||Az|| = sup H H
al|<1 veD, |2

Définition 1.3.11 (Opérateur compact). [10] L’ opérateur A est dit compact si
l'image de l'ensemble X C R par A c’est a dire 'ensemble A(X) est relativement
compact.

1.4 Théoremes du point fixe

Définition 1.4.1 (Point fixe). Soit T' une application d’un ensemble S dans luis
méme. On appelle point fixe de T tout point s € S tel que T(s) = s.

Théoréme 1.2 (Principe de contraction de Banach). [3] Soit S un espace mé-
triqgue complet et soit T : S — S une application contractante, c’est ‘a dire il existe
0 < k<1 telle que

d(Tz,Ty) < k(x,y) ,Vo,y € S.

4



Préliminaire

Alors T admet un point fixe unique s € S . On a

Ji 76) =
avec i
d(T"(s),s) < ﬁd(s,T(s)).
Démonstration. Voir [3] O

Théoréme 1.3 (Arzela-Ascoli). [10] Soit C(X) l’espace normé des fonctions réelles
continues sur un espace métrique compact X de norme || f|| = sup |f(z)|. Pour qu’une
zeX

famille A C C(X) soit relativement compacte, il est nécessaire et suffisant qu’elle soit :

e Uniformément bornée :

3C : |f(x)|<C,VfeAVreX.

e Equicontinue

Ve>0,30>0, |z—y|l<d=|f(zx)— fly)| <e,V [feA

Démonstration. voir [10] O

Théoréme 1.4 (Théoréme de point fixe de Schauder). [17] Soit X un sous-
ensemble de E et f : X — E une fonction continue, X compact, convexe et E espace
de Banach. Alors f admet un point fize dans X.

Démonstration. Voir [17] O

Théoréme 1.5 (Krasnoselskii). [17] Soit X un sous-ensemble d’un espace E, et
frg: X —FE.

e X : fermé, conveze.

e [/ : espace de Banach.

e f et g sont continus, [ est compact, g est une contraction et f(X)+g(X) C X.
Alors f + g admet un point fize dans X .

Démonstration. Voir [17] O



Chapitre

Calcul Fractionnaire

D ans ce chapitre nous nous intéressons au calcul intégral fractionnaire et dérivation
au sens de Riemann-Liouville et de Caputo. Nous donnons ici quelque définitions
et propriétés des fonctions Utiles.

2.1 Fonctions Utiles

La fonction Gamma, la fonction Béta et la fonction Mittag-Leffler sont dites des
fonctions spéciales. Ces fonctions jouent un réle tres important dans la théorie du calcul
différentiel d’ordre fractionnaire.

2.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est une fonction qui prolonge naturellement la facto-
rielle aux nombres réels, et méme aux nombres complexes. Pour z € C/{0,—-1 —2,...}
tel que Ze(z) > 0.[13]

Définition 2.1.1. On définit la fonction Gamma par :[13]
+o0 1
['(2) :/ t*letdt ;2€C et He(z) >0, (2.1)
0
(cette intégrale est convergente ).

Proposition 2.1.1. [13/

1. T'(z+ 1) = 2I'(2) en particulier '(n+ 1) =n!, Vn € N .
[(1) =1 et I'(—m) = Foo pour tout m € N.
r(3)=vr

r (n + %) = (222!71‘15 et pour les valeurs négatives T’ (—n + %) = %ﬁ

La fonction Gamma peut étre représentée par la limite :

nln?

I'(z) = lim

n=00 2(z+1)...(z2+n)’ He(z) > 0.

Démonstration.



Fonctions Utiles

e

.

IO N

1
EEEEEEE LR L e L el

—F

FIGURE 2.1 — La fonction Gamma

1.
e En utilisant I'intégration par partie on obtient :

+o00 00 +o0 +oo
['(z+1) = /0 e "trdt = [—tze_t}; +z/0 e T ldt = Z/o e 't = 2T(2).

e Onal'(l)=0!=1 et la propriété I'(z + 1) = 2I'(2) , on obtient :

T(2) =1 xT(1) =1l
I'(3)=2xT1(2) =2

I'(n+1) =nl(n) =n!
2. Ona:T(1) = ff®etdt = [-e ;™" =1et T(2) = LZZH).
donc I' (07) = 400 .

3. Avec le changement de variable s = v/t on obtient :
1 +oo et
(B[
2 0o it
+o00 2
=2 / e "ds
0

=2 <\/2E> (d’apres l'intégrale de Gauss)

_ /7

4. En peut facilement démontrer par récurrence la propriété suivante :

1 2n)!
F<n—|—> :M, pour n € N.
2 4nn)



Fonctions Utiles

. PournzO,on&F(O%—%):ﬁ.

e Supposons que la formule est vérifiée pour (n — 1) et le montrons pour n :

on a

T ((n 1)+ 1> _ QM -1)ly7

2/ 40=D(pn - 1)V’

est vérifié. Alors

-2)r(e-
n—1))\/m
(=) Sty
- ("7
_2n(2n—1) (2n—2)ly/7
T on 2 4lD(p— 1)

r <n—|— ;) (20

(o)

4nnl

Et la méme démonstration pour la deuxieme ’expression .

5. Voir [13]

Exemple 2.1.

o T'(—3) = 4v/7 =~ 2.363271801207.

1

— —2,/T ~ —3.544907701811.

[ ]
—
|
ol
~—

A~
~
I

%ﬁ ~ (.886226925453.

~
I

%ﬁ ~ 1.329340388179.

[ ] [ ] [ ]
= =3
~~
NI ot W

18—5 T~ 3.323350970448.

/~
N—
Il

2.1.2 La fonction béta

La fonction béta est appelée intégrale d’Euler du premier type.

Définition 2.1.2. La fonction Béta est définie par :[13]

B(z,w) — /01 FU1— 1) ldt, (Re(z) > 0, Be(w) > 0).

Par exemple pour trouver :

1
t(1 —t)%dt

1(t—2t2+t3) dt

B(2,3) =

Il
5\ —_e— —

(2.2)



Fonctions Utiles

Proposition 2.1.2. La relation entre la fonction Gamma et la fonction Béta sont
données par :[13]

[(z) - I'(w)

Bz w) = I'(z+w)

(2, weCy Ze(z), Ze(w) > 0). (2.3)

Démonstration. [8]
+o00 +o0
D(2)(w) = / / plpple—tie—ta gy gt
o Jo

+0o0 +oo
= / it ( / t;"le<tl+t2>dt2) dt,.
0 0

Par changement de variable
th =t + to.

On trouve

teo z—1 too / w—1 ¢/ 3,/
F(Z)F(w):/O % dtl/o (t, — t)" " et

+oo , t1 we

— / e 2dt), /0 (th — ;)" 2ty
Si on pose t| = t, , On arrive a :
+Oo_t’/ 111271/ o Nw—1 .1 7,

:/ e "2dt, /0 (tyty)™ (ty, — thty)"  todt)
- / e~tadty ()" B(z,w))
_/ 2 (1)t Bz, w)

=I'(z +w)B(z,w).

Ce qui donne le résultat désiré. O
Corollaire 2.1.1. [13] La fonction Béta est symétrique : B(z,w) = B(w, )

Démonstration. On a :

2.1.3 Fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler joue un role tres important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier, et on la trouve largement utilisée dans la résolution des
équations différentielles d’ordre fractionnaire. Cette fonction a été présentée par G. M.
Mittag-Leffler, et étudié par A. Wiman .

Définition 2.1.3. [13] La fonction de Mittag-Leffler E,(z) est définie par :
+oo n

Ea(Z)ZZF :

> Tt T (z € C,a > 0), (2.4)

9



Fonctions Utiles

1= T T T T T T
a=03 | | ]
a=0a
e a=0.6 m
amo.8
o J
[
/ ]
el 'lr T
/
| ) -
N g o
A 4
N g
= __._._/-"’_F/H‘
=z ==
/::’;— ]
o i L L i L I L ]
08 0.8 D2 0.2 [ ] oz 04 o8 os

FIGURE 2.2 — La fonction de Mittag-Leffler a un seul parametre

Eya(z) 1 (a =3 =1) trait en pointillé

L #

)

| E 5,3(2) ¢ (@ =+2, 8 =13) trait plein i

ay
=

';.‘I.I(Z) el !',-rﬁlj‘:;[

FIGURE 2.3 — La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres
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L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b]

et la fonction Mittag-Leffler généralisée E, 3(z) est définie comme suit :

—+00 Zn

E,p(z) = %m (o, B> 0). (2.5)

Exemple 2.2. [13] Pour des valeurs spécz'ales donnée a o et  on a :

oo OOZ
By (2 Z =y =
k=0 k+]‘ kO k!
g i i P _li A er -1
2l ~ k+2) ) 2= k+1) 2
s 2k Lk Zk+2 ez—l—z
E A B = .
1a(2) = k;r(km) Z(k+2 222 (k +2)! 22

2.2 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b]

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,b]. On considere les intégrales sui-
vante

DVf() = [ tf(T)dT,

b« [ [

En permutant 1'ordre d’intégration, on obtient
t
D) = [t =) f(r)dr,
itéré de I’ Opérateur D~ peut s’écrire

D" f(t) / dﬁ/ dry .. / ) f () dr, = (n—ll)!/at(t — )" (T)dr

Pour tout entier n. Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la générali-
sation du factoriel par la fonction Gamma : (n — 1)l = I'(n). [6]

plus généralement le ni™*

Définition 2.2.1. [18] Soit Q = [a,b] (—o0 < a < b < 00) lintégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre o € Ry notée Dy f(t) et (D, *f(t) sont
définies par :

Dif() = (1a) / =P f(Ddr ta a0, (2.6)
et ] .
D0 = Fay /t (r— )" Lf(r)dr, t<b, a>0. (2.7)
Quand o = n € N, les définitions (2.6), (2.7) on obtient :
-n 1 ¢ n—1
D () = (n—l)'/ (t — 7" f(7)dr, t>a, (2.8)
et ] . 1
D0 = /t (r — )" f(r)dr, t<b. (2.9)

11



Dérivés fractionnaires de Riemann-Liouville

Proposition 2.2.1. [18/

(1) Siaa>0 et >0, alors :

u o I3
oDy (t — a)ﬂ =7

m(’f —a)’** Ha > 0),

et
Db —t)P = %(b — 1) a > 0).
(2) Sia>0,8>0etfeL,(ab,R")(1<p<oo)pourt e [a,b] alors :
Dy (DI F1) =0 DIOF() et Dy (1D F(8) = Dy (1),

Exemple 2.3. [6/Soit f(t) =t" et p > —1 par définition :

L ot b
oDVt = ) /a (t — )" 'ridr,
— B(V7ﬂ+ 1)ty+p,
I'(v) ’
r 1
= Mt’””, He(v) >0, t>0.
D(p+v+1)

2.3 Dérivés fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 2.3.1. ([19]) Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville a gauche et
a droite DY f(t) et (D¢ f(t) d’ordre a € Ry, sont définies par

D) = DT f) .
1 I . o 2.10
:Mw([b(t—ﬂ f(T)dT), t>a
et
dn —(n—«a
Dy () = (=) Dy " f (1)
. o (2.11)

b
-tV (/t (r — t)"_"_lf(r)dr> L t<b

respectivement, ot n = [a] + 1, [a] désigne la partie entiére de c.
En particulier, quand oo = n € Ny, alors

DYf(t) = Dy f(t) = f(2).

JDIf(E) = F) et Dpf(t) = (=1)"f1).
oty f(t) est la dérivée habituel de f(t) d’ordre n. Si0 < a < 1, alors

aD?f(t) = ]:‘(11—04)(;1 (/at(t - T)_af(T)dT> 5 t>a
et
théf(t):_F(ll—a)ch (/t (T—t)_af(T)dT> ., t<b

12



Composition d’intégrale fractionnaire de Riemann — Liouville et sa dérivée

Proposition 2.3.1. [18/

(1) Sia>0 et >0, alors

At _qa p-1 _ F(B) —a B—a—1 Q
aDt (t ) F(B—OJ)(t ) ( 20)7
et
fo -1 _ F(6> —a—1
Dy (b—1)°" = e £)7*"a > 0).

En particulier, si B =1 et a > 0, alors la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville de constante est :

(t—a) _ (b—t)™
aDal = t D %1 = .
T T(l-a) ¢ P T T(-a)
D’autre part, pour j = 1,2,... [a] +1 :

DIt —a) =0 et  Dyb—1)*7 =0.

Exemple 2.4. [13])La dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Riemann-Liouville
du fonction f(t) = (t —a)” :
e La définition de la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre p est :

n

an(t — a)" = %

(aD;(nfp)(t - a)”) , (n—1<p<n).

e L’intégrale fractionnaire d’ordre o = n — p de cette fonction est donné

I'1+v)

oD ((t—a)”) = m(t —a)"te.
[ ] NOUS Obtenons (I;USSZ'
5 r‘t+v o
DR (= 0)") = F s (b= )

et la seule restriction pour f(t) = (t — a)” est son intégrabilité, a savoir v > —1.

Les dérivées fractionnaires de quelque fonctions au sens de Riemann-Liouville

[13]
7@ D), (>0, ack
d(t) Dirac - f,(fa)
tY mtu—&—a (V > —1)
€>\t t_aELl,a()\t)
cosh(v/\t) t7FEy 1 g (A?)
sml’\l(ﬁ\ixt) tl—aE2’2_a ()\t2>
tPIE, s (M) [P B, s o (M) (B>0, p>0)

13



La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

2.4 Composition d’intégrale fractionnaire de Rie-
mann — Liouville et sa dérivée

Proposition 2.4.1. ([13],[18])

(1) Sia>0et f € L,([a,b,R") (1 <p<o0), alors
Dy (D7 f(1) = £(t) et DF (D7 f() = F() (a>0).
(2) Sia>p3>0etfel,(ab,R")(1<p< o), alors
DY (D7 f () =a D F() et (DY (D f (1) = D F() (> 0),

(3) Sila dérivée fractionnaire de la fonction f(t) d’ordre p est intégrable, alors

& o
oD;P (,DP f(t) Z{Dpjf Lar((;_aj):_jl)7 (k—1<p<k).
o Un cas particulier. Si0 < p < 1, alors
_ q)p1
D GDET0) = 10 - Lo o),

(4) la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction de puissance est

vp (t _ a)q—j B (t _ a)p—j
D {r<1+q—j>}‘r<1+p—j>' (2.12)

2.5 La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Les dérivées de Riemann-Liouville présentent des inconvénients lorsqu’ils tentent
de faconner des phénomenes réels par des équations différentielles fractionnaires. Nous
allons donc maintenant aborder un concept modifié de dérivée fractionnaire. Nous
montrerons que la deuxiéme option est plus appropriée pour de telles taches.

Définition 2.5.1. [18] La dérivée fractionnaire de Caputo a gauche et a droite $ D f(t)
et YD f(t) d’ordre o € R, sont définis par :

r n—1 r(k) a
Cir0) = 0t |10 - 5 e at] 213)
et
r n—1 r(k)
eopro = o5 [0 - X 5P 0. 2.14)

respectivement, tel que
n = [a] + 1 pour o ¢ No; n = a pour a € N. (2.15)
En particulier, quand 0 < a < 1, alors
o Dy f(t) = DY(f(t) — f(a)),
et
¢ Dy f(t) = DY (f(t) = (b))

14



La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire de Caputo
sont reliées I'un a ’autre par les relations suivantes.

Remarque 2.1.

e Sia=n¢€N etla dérivée habituel f™(t) d’ordre n existe, alors DI f(t) et
EDrf(t) sont représentées par

SDLF) = ") et TDRf() = (=1)"f7@). (2.16)
E culier :
B o DUf(t) =¢ Dyf(t) = f(t).

Proposition 2.5.1. [18] Si a ¢ Ny, alors les dérivées fractionnaires de Caputo ¢ D2 f(t)
et YD f(t) d’ordre o € R, de la fonction f sont existées en méme temps avec les dé-
rivées fractionnaires de Riemann-Liouville D f(t) et (Dg f(t) comme suit

n—1 *®) (g
D210 =, D)~ 2 P(f”@ ),

k—a+1)
et
C o — o] _n_l f(k)(b) k-«
tDbf(t) tDbf(t) ZF(k—a—i—l)(b t) )
k=0

oun = [a| + 1. En particulier, quand 0 < o < 1, on a

f(a)

D f(t) =4 DI F(E) — m(f —a)”
et
CD2 f(t) = DEf(t) F({@a)a) e

Proposition 2.5.2. [18] Soit « € R, et n est donné par (2.15). Si f € AC"([a,b], R"),
alors les dérivées fractionnaires de Caputo CDXf(t) et YD f(t) sont ewistées presque
partout sur |a,b.

Sia ¢ Ny, SDf(t) et D f(t) sont représentées par

CDEI0) = gy ([ =7 o)

D0 = ey ([ (7= 0o o).

respectivement, tel que n = [a] + 1.
En particulier, quand 0 < a < 1 et f € AC ([a,b],R")

CD810) = o ([ = orar).

et

D10 =~ ([0 o).

15



Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Proposition 2.5.3. [18/

e Soita>0 ety € Ly ([a,b],R") ouy € C([a,b],R™) alors
CDp (oD (1) = y(t) et D5 (D y(t)) = y(t).

e Soit > 0 et n donné par (2.15). Siy € AC™([a,b],R") ouy € C" ([a, b],R"™)
alors

n—1, (k) a
D" (SDE) = yit) — 3! (D ay
et

n—1(_ 1\k, (k)
Dy (CDgy(®) = y(t) = 3 (Uky!(b)(b — 1),

k=0
En particulier, si0 < a <1 ety € AC ([a,b],R") ouy € C([a,b],R") alors

D (CDfy() = y(t) —yla) et Dy (FDgu(t)) = y(t) — y(b).

2.6 Comparaison entre la dérivée de Caputo et de
Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o« d’une fonction
constante est donnée par :

C

PO

(t—a)™®, DyC= (b—1t)",

Il —«)
mais la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre p d’une fonction constante est

nulle
“pro =o.

2.7 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Théoréme 2.1 (Linéarité). [13] L’Opérateur de dérivée fractionnaire est un Opéra-
teur linéaire
DP(Af(t) + pg(t)) = ADPf(t) + nDPg(t), > 0.

Démonstration. Par exemple, pour 'opérateur de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre p (kK —1 < p < k)

DDE(®) + 19(8)) =g [ (6= 7" A7)+ ma(r))e
A db g A
=) _p)dtk/o (t — 771 f(r)dr

+ B d—k /t(t — )P g (r)dr
['(k — p) dtk Jo

=X D7 f(t) + 1o DY g(t).

16



Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Définition 2.7.1 (Reégle de Leibniz). [15/
On sait que de la régle de Leibniz pour calculer la dérivée n-ieme du produit de deux
fonctions f(t), g(t), ce qui est donné par la relation suivante :

e =3

k=0

(1) = 217

En remplacant Uentier n par un parameétre réel p, dans le membre a droite de (2.17),
on obtient la formule :

D (o) = 3= (1) ODPa0 - By mzpr 29
R) = s [ (=17 @ [ 1@ -9 @9)
telle que

lim R?(t) = 0.

n——+oo

Alors on a une généralisation de la régle de Leibniz d’ordres fractionnaires.

17



Chapitre 3

Résolutions de quelques équations
différentielles d’ordre fractionnaire via
transtormée de Laplace

Dans ce chapitre, nous utilisons la formule de transformée de Laplace de la déri-
vée fractionnaire pour résoudre des équations différentielles fractionnaires linéaire avec
coefficients constante comme suit :[13]

07

/0 T et DO f(H)dt = s F(s) — nf e (G]
k=0 B

(n—1<a<n).

3.1 Transformée de Laplace de la dérivée fraction-
naire

La méthode de transformation de Laplace est un outil extrémement utile pour
résoudre de problémes de valeurs initiales linéaires (fractionnaires ou classiques).

Définition 3.1.1. [13] La fonction F(s) de la variable complexe s définie par

F(s) = L{f (@} = [~ e f(0yat, (3.1)
0
est appelée transformée de Laplace de la fonction f(t).
* Pour l'existence de I'intégrale (3.1) la fonction f(t) doit étre d’ordre exponentiel

Q.

* On peut trouver loriginale f(t) de la transformée de Laplace F(s) a l'aide de
la transformée de Laplace inverse.

* On note la transformée de Laplace par des lettres majuscules et les originaux
en minuscules.

18



Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

e la transformée de Laplace inverse est

£ = LY Fs):ty = [ etP(s)ds, ¢ = Rels) > o,

c—100

ou ¢ réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de 'intégrale de
Laplace.
Pour indiquer que f est la transformée inverse unique de F' .

e La transformée de Laplace de la convolution

F0)9t) = [ = r)grir

de deux fonctions f(t) et g(t), qui sont égale a zéro pour t < 0, est égale au
produit de leurs transformées de Laplace :

L{f(t) » g(t); s} = F(s)G(s),

sous I’hypothese que F(s) et G(s) existent.

e La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
d’un ordre entier n de la fonction f(¢) :

L{f"™(t);s} = s"F(s) — RX:: s”’k’lf(k)(O) =s"F(s) — nz:: skf("’k’l)(O).

3.1.1 Propriétés de la transformée de Laplace

Soient les fonctions fi, fo et fs3 définies sur [0, 00), les transformées de Laplace
des ces fonctions existent pour s > sy comme sy € R. [4]

1. Si f3 =aifi + asfs avec a; et as € R donc :
Fg(S) = alFl(S) + (IQFQ(S).

(Linéarité de la transformée de Laplace)
2. Si fs(x) = [y fi(t)dt et s > max{0, s}

Fg(S) = iFl(S)

(I'intégration du théoreme)
3. Soit a > 0 et f3(x) = fi(ax). Alors

Fy(s) = iFl(s/a).

4. Soit a € R et f3(x) = e * fi(x). Alors

F3(s) = Fi(s + a).
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Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

Tableau récapitule certaines transformations de Laplace de quelque fonc-

tions et certaines propriétés des transformées de Laplace

[6]

Une fonction (1)

Transformer Fis)

Une fonction (1)

Transformer Fis)

tm—leat

cos wt

sin wt

t™(m > —1)
6(t —a)
H(t —a)

(sut) % e—a2/4t

T'(m + 1)

I'(m)
(s —a)™
R

(m > 0)

w
52 —I-L;J2

1 ,Res >0

af(t) + bg(t)

:[Otd*rn-érf(‘r')dfl

n fois

()

f(et)

tf(t)
f(t)

t

i
/ g(t — T)F(r)dr
0

aF'(s) + bG(s)

s F(s)

n—1
s"F(s) — Z s"1=7 £1(0)

3=0
1
—F(s/c)
C

_dF

L df
/ F(s")ds'

F(s)G(s)

La transformée de Laplace de la fonction de Mittag-Lefller & deux para-

metres

Pour obtenir la transformation de Laplace de la fonction

tkeat

une transformation de Laplace de la fonctions Mittag-LefHler et e*.[13]
Au début, nous allons démontrer la formule suivante :

0o 1
/ e teldt = —— |
0 1Fz

On utilise la série I’expansion de e* Nous obtenons le

|

oo 1
-t ztdt: —
/0 ©c 1—2z ,;) k!

0

Et cette formule (3.2) donné la suit

et

Nous remplagons la définition de la fonction Mittag -Leffler (2.5) Dans 'intégration

ci-dessous

/ e ttheTtdt =
0

/Oo e Pkttt g =
0

/ e P B, 5 (2) dt = ——
0

1
1—2"

20

|z| < 1.

/OO e "t = (£2)F =

(2] < 1).

(3.2)

==

o (el <D,
s (elp) > la).

. Nous allons effectuer

(3.3)

(3.4)



Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

Nous avons obtenu (3.4) par la transformée de Laplace de la fonction t**+# _1Ea]% (:l:zt(a)) ,
k gk
(BE) = G Bapw))

/OOO e—pttakw—lEc(l’% (£at®) dt = (pf;pc;)iﬂ , (%e( ) > |a|1/a) (3.5)
Cas particulier de (3.5) pour v = 3 = 1
/OO et T BY) (tavi)dt = B o (@elp) > )
0 2 (VP F a)k+?

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Proposition 3.1.1. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre p > 0 est définie par [13] :
n—1 b1
L{oDif(t);s} = s"F(s) = > " oDy " f(t)lizo  (n—=1<p<n). (3.6)
k=0

Démonstration. Nous allons commencer par la transformée de Laplace de 'intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre p > 0. On peut écrire la définition sous
forme Le produit de convolution de deux fonctions g(t) = t*~1 et f(¢) :

[ 6=y ryir = 7w £ 1),

oD P f(t) = () Jo

La transformée de Laplace de la fonction t*~! est
G(s)=1L {tpfl; 5} =T(p)s~".
On obtient la transformée de Laplace de I'intégrale fractionnelle de Riemann Liouville
L {OD;pf(t); s} = s PF(s).

On peut écrire la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann Liou-
ville comme suit
oDLf(t) = g™ (8),
(1) =0 D" f(t) = o [ (=) S
= = =3 - T T)ar
g 0 t F(n _ p) 0

(n—1<p<n).

Nous utilisons la transformée de Laplace pour la dérivée d’ordre entier

L{oD}f(t):s} = "G z shgnhD
La transformée de Laplace de la fonction g(t) est
G(s) = s P F(s).
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Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

En outre, de la définition du la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, on a

dn—k—l

g(n—k—l)(t) _ WOD;(n_p)f(t) =0 Df—k—lf(t).

Au final, nous obtenons la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre p > 0 :

n—1

L{oD}f(t);s} = s"F(s) — > s" {on_k_lf(t)}

t=0"
k=0

(n—1<p<n).

Exemple 3.1. [0]

1 Tlv+1)
L[Dut]zw, ,LL>O,V>—1.
1
LD = ———  u>o
|: © ] 8“(8—&)’ ﬂ

L [D’“ cos at] > 0.

st=1 (82 + a?)’

La transformée de Laplace de la dérivée de Caputo

Proposition 3.1.2. La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
de Caputo est définie par : [13]

LEDEAW: s} = #F () = - D0), (i-1<psn). B7)

Démonstration. On peut écrire la définition de la dérivée de Caputo comme suit
SDPf(t) = oD; " g(t), g(t) = f™(1),

(n—1<p<n).

En utilisant la formule de la transformée de Laplace de l'intégration de Riemann-
Liouville, nous donnons

L{SDf(t);s} = 5" PG(s).

Nous utilisons la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier comme suit

n—1 n—1

G(s) = s"F(s) — Z s”’k’lf(k)(O) =s"F(s) — Z skf("’k’l)(O).

k=0 k=0

D’ou, la formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo
est :

L{EDLW) = #F() = X 97 0(0),
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Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

La transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire séquentiel de Miller-
Ross

Proposition 3.1.3. La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
séquentiel de Miller-Ross est définie par :[15]

m—1
L{oD7™ f(t); s} = s F(s) = Y s 7k DI f(1)] (3.8)
k=0
oDy = DYkl Dk (D
(k=0,1,...,m—1).
Démonstration. Voir [13] O

Maintenant, nous allons donner quelques exemples pour résoudre des équations
différentielles linéaires fractionnaires.|[13]

Exemple 3.2. Soit I’équation suivants :
oDy (thﬁy(tD +o Diy(t) = h(t), (3.9)
et 0<a<l,0<fB<1l,0<qg<l, a+8=0Q>q. (3.10)
La transformée de Laplace de I’équation (3.9) donnée par :
(527 +57) Y (s) = H(s) + s*ba + by,
b= [oDp (6DFy(t))] _ + [oDF My(t)] _ et bo=[oD) My (#)]

On écrit Y (s) a la forme :

=0 t=0"
sT1H(s) s*1 51

Y(s)= satBb—a 4 1 + b satB—q 4 1 + b sotB—a 4 1°

Apreés la transformée inverse Laplace et avec l'aide (3.5), nous trouwvons la solution de
le probléme (3.9) comme suit

y(t) = bot’ ' Boys_gp (_toc+6—q) bt AIE s (_ta+,8—q>

[ =1 By (6 = 7)) b
Exemple 3.3. Considérons le probleme de valeur initial :
oD (0 D7y (1)) — Ay(t) = h(t); (3.11)
et
oD (0D y(1)],_ =b1, oD ()] = o (3.12)

t=0
Considérons 0 < oy < 1, 0 < ay < 1. La transformée de Laplace de l’équation (3.11)
donne

(821722 — XYY (5) = s*2by + by + H(s).
Apreés la transformée inverse Laplace et avec l'aide (3.5), nous trouwvons la solution de
le probleme comme suit :

Y(t) = bot™ T Ep 0y (M) + b1t By o (AY)
t
+ [ (=) Baa (ME = 7)) h(7)dr,
0

(=01 + ag).
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Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

Exemple 3.4. Résolvons

oD f(t) +af(t) =0, (t>0); [oD?f(®)] _ =C,

t=0

avec a une constante, on a o = 5 < 1. En prenant la transformée Laplace des deux

cotés de l’équation que nous avon

L{oDi?f(t) +af(t)} =0.

1
2
S

Ce qui implique que
Alors

Nous obtenons

Nous concluons que

Exemple 3.5. Résolvons
oD f(t) +o DIF(t) = h(1), (3.13)

supposer que 0 < q < @ < 1. En prenant la transformée Laplace des deux cotés de
[’équation que nous avons

(s +57) F(s) = C+ H(s). (3.14)
Ol
C = [OD;H f(t) +o D! f(t)L:O.
Alors
Py = SEHB)  CHHE) o) ) (3.15)

sQ 454 s1(sQ77 1) s@-a 41"

On pose v = Q—q et f = Q. Et en considérant la transformée de Laplace de la fonction
de Mittag-Leffler, on obtient

7t = CG(0) + | "Gt — P)h(r)dr, (3.16)

C = [oDf"' f(t) +0 DE £ (1)] G(t) =19 Eg_gq (—t97)

t=0"’

Exemple 3.6. Considérons le probleme de valeur initiale suivant pour ’équation dif-
férentielle fractionnaire non homogéne dans des conditions initiales non nulles :

oDy (t) = Ay(t) = h(t), (£>0)

[opg—ky(t)} J=be (k=1,2,...,n).

t=
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Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

Sin—1<a<mn. En prenant la transformée Laplace des deux cotés de I’équation que
nous avons

L{oDyy(t) — Ay()} = L{n(t)}.
Ce qui implique que .
s*Y (s) =AY (s) = H(s) + kz_: bes™ !,

nous obtenons () -
H(s n s
— _|_ b ,
> i

k=1

4o
n t
y(t) = 3 bt By pn (M) + /0 (t = 1) B0 (At — 7)) h(7)dr.
k=1

Exemple 3.7. Considérons 0 < a <1, 0 < f <1, a+f = 1/2 dans celte le
probleme :

005 (s D7y (1)) + ay(t) =0, (3.17)
oDF T (0DPy(1)],_ = b [oDu(®)] = e (3.18)
En prenant la transformée Laplace des deux cotés de l’équation (3.17) nous avons
(3‘”5 + a) Y (s) = s%y + by, (3.19)
il s’ensuit que
s¢ 1
Y(8)2625‘3‘+6—|—a+b130‘+6—|—a. (320)

Aprés la transformée inverse Laplace et avec laide (3.5), nous trouvons la solution de
probléme (3.17, 3.18) :

y(t) = bot" " Eaigp (—at™F) + byt Boyg 0 s (—at™*?)
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Chapitre I

Quelques Résultats d’existence et 'unicité
des solutions des problemes de Cauchy

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques théoreme d’existence et d’unicité des
problemes de Cauchy d’ordre fractionnaire .

4.1 Probleme de Cauchy linéaire d’ordre fraction-
naire

Considérons le probleme de valeur initiale qui suit [13]
n—1
oD7"y(t) + > pi(0)oDy" T y(t) + pu(ty(t) = f (1), (4.1)
j=1

0<t<T < o0)
[Ong_ly(t)L&:O = bk7 k= 17 2 (42)

ol
o — g Q1 at.,
oD% = D DY DO

op—1 — ap—1 A —2 a1,
DIl = pos=l peez | pa

et f(£) € Li(0,7T), i. e.
T
/ |f(1)]dt < co.
0
Nous supposons que f(t) =0 pour t > T .

Comme premiere étape, considérons le cas de pi(t) =0, (k=1,...,n).
Théoréeme 4.1. [13] Si f(t) € L1(0,T), alors I’équation
oD y(t) = f(1), (4.3)

admet une solution unique y(t) € L1(0,T), qui vérifie la condition initiale (4.2).
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Probleme de Cauchy linéaire d’ordre fractionnaire

Démonstration. [13] La transformée de Laplace (3.1) de ’équation (4.3) donne
n—1
7Y (s) = Y 870k [ DIy ()| = F(s), (4.4)

t=0
k=0

ou Y(s) et F(s) désignent les transformées de Laplace de y(t) et f(t). Nous remplagons
par la condition initiale dans (4.2), on peut écrire comme suit

Y(s) =s""F(s)+ an kS TR (4.5)
La transformée de Laplace inverse donne

y(t)zr(l)/ot(t— e () + Z LIS, (4.6)

On

on pose i =n — k,

y(t) = F(in) /Ot(t Tyl f dT—I—Z t”t‘l (4.7)

Nous utilisons les propriétés de la différenciation de Riemann-Liouville de la fonction
de puissance et en tenant compte de cela

- =0,1,2,...
F(—m) 0, m=0,1,2,
o1 t;(g;’“ak) , (k<)
OD?k F( ) _ (48)
g; 0 7 (k Z Z)
to—._l % ? (k < 2)
" - =1 4,
o (F (Uz)> 1 ’ (k ’L) ( 9)
0 , (k>1)

Il résulte de (4.7) que y(t) dans Ly(0,7). En utilisant (4.8) et (4.9), la substitution
directe de la fonction y(t) définie par lexpression (4.7) dans 'équation (4.3) et les
conditions initiales (4.2) montre que y(t) les satisfait, et donc, I'existence de la solution
est prouvée. Reste & montrer I'unicité de cette derniere. Pour cela, posons z(t) =
y1(t) — y2(t) ot y1 et yo sont deux solutions (dans L;(0;7")) du probleme (4.3).

Et donc z(t) sera solution du probléme suivant :

oDy z(t) = 0,
4.10
WD t2(1)] =0, 0

t=0

En appliquant la transformée de Laplace dans les deux membres de la premiere équation

de(4.9), on obtient
Z(s) = L{z(t);s} =0

et donc z(t) = 0 pour presque tout ¢ € (0,7), ce qui prouve que la solution y(t) est
I'unique solution dans L;(0,7") du probleme (4.3). O
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Probleme de Cauchy linéaire d’ordre fractionnaire

Maintenant, nous pouvons prouver l’existence et I'unicité de la solution du probléme
(4.1),(4.2).

Théoréme 4.2. [13] Si f(t) € L1(0,T) et p;(t)(j =1,...,n) sont des fonctions conti-
nues dans 'intervalle fermé [0, T, alors le probléme du valeur initiale (4.1)-(4.2) admet
une solution unique y(t) € L1(0,T).

Démonstration. La méthode de preuve de ce théoreme utilise I'idée de base de MM.
M. Dzhrbashyan et A. B. Nersesyan.
Supposons que le probleme (4.1)-(4.2) admet une solution y(t). et dénoter

oD y(t) = (1) (4.11)
En utilisant le théoreme (4.1), on a

1 t%—l

v = o /Ot@ ey dt+2b o (4.12)

Nous substituons (4.12) a I’équation (4.1)

) + an k(00D y(t) + pu(t)y(t) = f(1) (4.13)

et en utilisant (4.8), on obtient I’équation intégrale de Volterra du second type pour la
fonction p(t) :

t
o(t)+ [ K(t.)e(r)dt = g(t) (414)
Ou
(t . T)a" 1 (t - T)anfo'kfl
K t n t n— —7
n tUz—l n—1 $oi— 0k~ 1
i—1 0i) i=k+1 T (o; —on)’
Puisque la fonction p;(t)(j =1,. .. ,n) est continue, alors le noyau peut étre écrit a la

forme d’un noyau faiblement singulier

K*(t,7)

K(t,T):m,

(4.15)

ou K*(t,7) est continue pour 0 <t <7T,0<r <T, et
w=min{o,,0, — 0p_1,0, — Op_2,...,0, — 01, } = min{o,, a,}

De méme, ¢(t) peut étre écrit a la forme

9(t) = (4.16)
ol g*(t) est continue pour 0 <t < T et
v=min{oy,...,0,,00 — 01,...,0, — 01
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Equation différentielle fractionnaire de forme plus générale

03— 09,...,0p — 09;...;0, — Op_1}
=min{oy,...,0,;Q0,...,a,} = min{aj,as,...,a,}

Evidemment 0 < g < 1, 0 < v < 1. On sait que équation (4.14) avec le noyau
faiblement singulier (4.15) et le coté droit g(t) € Ly(0,7") admet une solution unique
o(t) € Li(0,T).

Ensuite, selon le théoreme 4.1, la solution unique y(t) € Ly(0,7") du probleme (4.11),(4.2)
qui est en méme temps la solution du probleme (4.1)-(4.2), peut étre déterminée a I’aide
de la formule (4.12). Ceci termine la preuve du théoreme 4.2. O

Corollaire 4.1.1. Considérons le probleme du valeur initiale qui suit

oDoy(t) = f(t), (0 <t<T <o)

- (4.17)
[ODt y(t):|t:0 - b7
ou 0 <a<letf(t)e L(0,T). la solution de probléme (4.17) est
(1) = o [ (=) fr)dr 4t
yi) = T(a) Jo T T)ar T(a) .
D’aprés le théoréme (4.1), y(t) € L1(0,T) et unique.
Démonstration. Voir [7] O

4.2 Equation différentielle fractionnaire d’une forme
plus générale

En plus des équations différentielles fractionnaires linéaires, les équations non li-
néaires apparaissent dans les applications.
Dans cette section, nous discuterons 'existence et l'unicité d’une solution du probléme
a valeur initiale de '’équation différentielle fractionnaire .[13]

Considérons le probleme a valeur initiale suivant :

oD y(t) = f(ty(t)),
(4.18)

0D7* 1y (1)] J=be, k=1,..n.

t=
Nous supposons que f(t,y) est définie dans un domaine G du plan (¢,y), et nous
définissons une région R(h, K) C GG, comme étant I'ensemble des points (¢,y) € G, qui
vérifient les inégalités suivantes :

n $0i—o1

0<t<h, [tH7y(t)— Zb ~| <K, (4.19)

—
o

ou h et K sont des constantes.
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Equation différentielle fractionnaire de forme plus générale

Théoréme 4.3. [13] Soit f(t,y) une fonction continue da valeurs réelles, définie dans
le domaine G, vérifie dans G la condition de Lipschitz par rapport a y

|f(tay1) - f(t7y2)| < A|y1 _y2|7

ot
f(t,y)] < M < oo pourtout (t,y) € G.
Soit aussi
Mhan—al—i-l
> .
— I'(1+40,)

Alors il existe dans la région R(h, K) une unique solution continue y(t) du probléme

(4.18).

Démonstration. [13] La méthode de la preuve de ce théoréme est basée sur 'idée due
a M. A. Al-Bassam .

Tout d’abord, nous réduisons le probleme (4.18) a une équation intégrale fractionnaire
équivalente. En utilisant la formule(4.7), nous obtenons

talfl

_ é - (1%) /0 (= ) (7)) (4.20)

On voit donc que si y(t) vérifie (4.18), alors elle vérifie aussi 1'équation (4.20).
D’autre part, si y(t) est une solution de (4.20), alors en appliquant a(4.20) 'opérateur
dérivée fractionnaire séquentiel de Miller-Ross ¢ Dy™ et en tenant compte du fait que la
dérivée (D2t est nulle, nous obtenons I’équation différentielle fractionnaire (4.18).
En outre que, (D{"~'t7»~! = T'(a,,) alors si y(t) vérifie (4.20), elle vérifie donc la condi-
tion initiale introduite dans (4.18). Par conséquent, 1'équation (4.20) est équivalente
au probleme a valeur initiale (4.18).

Définissons maintenant la suite des fonctions yo(t); y1(t); - -+, par les relations sui-
vantes : . ;
t) = Lol 4.21

ym(t) = En: F?;i)t”i_l—kr (in) /Ot(t—T)"”_lf (T, Ym—1(T))dT, m=1,2,3,... (4.22)

t=1

Nous allons montrer que la lim ym(t) existe et donner la solution souhaitée y(t) de
I'équation (4.20).

Tout d’abord, on peut montrer par récurrence que pour 0 < t < h,ona y,,(t) € R(h, K)
pour tout m. En effet

%y, Z b;
=1

tal o1

|1f(_00;) /ot(t = 1) (T Y (7)) dr

Mion—ortl_ \fpow=or+l
< <K,
~I'l4o0,) ~ I'l4+0,) —

7,

(4.23)

et pour la méme raison on a la méme inégalité pour y; (¢) :

n $0i—o1

tl—myl (t) _ Z blr

i=1 (‘7@)

Mho'rL_0'1+1
“I'(l+o,) —
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Equation différentielle fractionnaire de forme plus générale

De plus, on peut aussi montrer par récurrence que, pour tout m

MAmfltmon

m(t) = Ymo1 ()| < =——. 4.24

En effet, en utilisant (4.23), on a pour m =1 :

Mtor
t)—y(t)] < =———— 0<t<h). 4.25
() = (0] < oy O<t<h) (4.25)

Supposons que
MAm_2t(m_1)U"

1 (1) = Yo ()] < . (0<t<h). 4.26

Alors, en utilisant (4.22) et (4.26), et en s’aidant de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville de la fonction de puissance (2.4.1), on aura

o l8) = a1 < o5 [ =71 lgnes () = ol
MAmil ]' ¢ on—1__(m—1)on,
= T+ (m = Do) (o) ¢ = ) ia b

m—1
=T +M(i — 1)0n)oD;“"t<m—1><’" (4.27)
MA™ D1+ (m—1)o,)tm—Nonton
i+ (m-—1o, T+ (m—1)0,+0,)
_ MAT e
L(1+moy,)’

Et donc (4.24) a lieu pour tout m.
Considérons maintenant la série

y () = m (yn(t) —y0(t) = D_ (y;(t) — yj-1 (1)) - (4.28)

o]
m—r00 -

7j=1
Selon l'estimation (4.24), pour 0 < t < h, la valeur absolue de ses termes est inférieure
aux termes correspondants de la série numérique convergente.
© MA~thion M

~ T (1+ joy,) 7 Bont (Ah7) = 1),

7j=1
cela signifie que la série (4.28) converge uniformément.
Evidemment, chaque terme (y;(t) — y;—1(¢)) de la série (4.28) est une fonction continue
de t pour 0 < ¢ < h. Par conséquent, la somme de la série (4.28), y*(¢) est une fonction
continue pour 0 <t < h et
y(t) = Jim ym(t) = yo(t) + (1),

m—o0

est donc une fonction continue pour 0 < t < h.
La convergence uniforme de la suite y,,(¢) nous permet de faire tendre m vers l'infini
dans la relation (4.22). Ce qui donne I’équation (4.20), montrant que y(t), la limite de
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Théoréeme de l'existence et de 'unicité Comme méthode de solution

fonction du processus défini par (4.21) et (4.22) est solution de (4.20).

Finalement, prouvons l'unicité de la solution. Supposons donc que (t) est une autre
solution de ’équation (4.20), qui est continue sur l'intervalle 0 < ¢ < h. Alors, il suit
de (4.20) que la fonction z(t) = y(t) — y(t) vérifie ’équation.

(1) = ((17”) [ = (), (4.29)

De plus, cette fonction est continue pour 0 < ¢ < h. Par conséquent, |z(t)| < B pour
0 <t < h, ou B est une constante. Nous ’obtenons

ABtor

< — 0<t<h). 4.30

0 < f gy (OSTH (430
En répétant ces estimations j fois, on aura
AjBtjo'n

< ——, j=12,... 4.31

20| < oy =12 (431)

Dans le membre de droite, on récupere (a une constante pres) le terme général de la
série associée a la fonction de Mittag-LefHler E,, 1 (At?), et donc pour tout ¢
AJtion

li =0
Jggo ['(on)

Prenant la limite de 7 — oo dans (4.31), on conclut que z(t) = 0 et §(t) = y(t) pour
0 <t < h. Ce qui acheve la preuve du théoreme 4.2. O

4.3 Théoreme d’existence et d’unicité Comme mé-
thode de solution
Dans certains cas, le théoreme 4.3 peut étre utilisée pour résoudre des équations
différentielles fractionnaires. Nous allons expliquer cela avec quelque exemple
Exemple 4.1. [13] Considérons le probléme de valeur initiale qui suit :

oD y(t) = Ay(t)

[Ong_ly(t>L:0 = bk7 k= 17 R (432)

Dans ce cas, nous avons f(t,y) = \y. Selon preuve théoréme 4.3, on prend

ta'ifl

wl®) = S bi (4.33)

(4.34)

On rappelle L’équation différentielle fractionnaire de la fonction de puissance

aD;H’{ (t—a)”™’ }: (t—a)™’ (4.35)

L(1+q—37) I(1+p—j)
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Théoreme de D'existence et de 'unicité Comme méthode de solution

On utilise (4.33) et (4.534). Et en appliquant la formule différentielle fractionnaire pour

la fonction de puissance (4.35), on obtient :

() = ) + oD {0

tcrn +o;,—1

= A bj——
bolt) + Z on+0;)’

Y2(t) = yo(t) + Ao Dy "1 (t)

a'n+:7171
:y()(t)—i‘/\th_U"{ +/\Zb }

n + i)
O'n-i-O'L—l 20n+al—1

— 2
= yo(t +AZb > )+A Zb T (20, 7o)

)\ktkan—i-al -1

=Sy
; kX:%) [ (koy, + 03)
il peut apparaitre y,(t) de la maniére suivante :

%2 Tlhon s o)

n m /\ktkan—&-al
m=12.3,...
— [ (ko, +0;)’

)

Lorsque m — oo dans (4.36), on obtient la solution du probléme (4.32) :

n o] )\ktkcrnJral n .
b; bit? " E, o (At).
f Z ko_n + O-Z) Z nyVq ( )

= =1

Exemple 4.2. [13] Considérons le probléme de valeur initiale suivant :

oDPy(t) = toy(t),  [oDf'y(®)] _ =",

t=0
ou 0 < a<1.
Dans ce cas f(t,y) = t*y. Selon la théoréme 4.3, On prend

ta_l

Yo(t) = bp(@),

to—1 1 t ol o
YD) :br(a)+r<a)/0 (t — 7Y L1, (7)dr,

m=1,2,3,...

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

En utilisant (4.33) et (4.34) et en appliquant la formule pour la dérivée fractionnaire

de la fonction de puissance (4.35), on peut montrer par induction que

t‘”“l m )(4a) - - T(2ka) .
ym(l) =br Z 3a) T (2ka + ) ’
m=123,...

En faisant tendre m — oo

( ) _ bta ' = Hé?:l F(2ja) ta(2k+1)71
F(a) = H?:o I'2ja+ «)
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Chapitre 5

Quelques problemes non linéaire avec
conditions intégrales

Dans ce chapitre, nous discutons l’existence et 1'unicité de solutions pour quelques
probléemes non linéaire avec conditions intégrales d’équations différentielles fraction-
naires non linéaires.

Le travail effectué de ce chapitre a fait 1'objet des publications [1],[12] .

5.1 Probléeme non locale

Considérons la probleme non locale d’équation différentielle fractionnaire comme
suit :

Diz(t) = f(t,z(t), 0<t<1, 0<qg<1,
(5.1)
z(0) =aDPx(n), 0<n<1, 0<p<l,
r 1
ou f:]0,1] x R — R est une fonction continue, a € R est tel que « # (p:—)'

Pour définir la solution du probleme aux limites (5.1), nous donnons de lemme suivant :

Fip+1)

Lemme 5.1. Soit o # . Alors pour g € C([0,1],R) donnée, la solution de

I’équation différentielle fractionnaire
‘Dix(t)=g(t), 0<q<1, (5.2)

sous réserve du condition aux limites
x(0) = aD Px(n), (5.3)

est donnée par

z(t) = /Dt mg(s)ds

I'(q)
- (5.4)
ol'(p+1) n (g — s)pta-t
I'p+1)—anp /0 T'(p+q) g(s)ds, t € [0,1].
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Application le théoreme de Principe de contraction de Banach

Démonstration. Pour une constante ¢y € R, on a

o) = [ t (t;iq))q_g(s)ds . (5.5)

Utilisation I'intégrale de Riemann-Liouville d’ordre p alors (5.5) est implique

D7 Px(t) = /t (t— s [/Os (s = T)qilg(r)dr —¢o| ds

o I(p) I'(q)
DPpD4 (t) tr D~ (p+a) (t) ¢
= —Cn——————— = — C -,
R RSy IO 1)

en utilisant la condition (5.3) dans I'expression ci-dessus, nous obtenons

allp+1) o)
Cp+1)—anp

Co = — g(n).

En remplacent la valeur de ¢y dans (5.5), nous obtenons (5.4). O

Soit C = C([0,1],R). En vue de Lemme précédente, on définit un opérateur F :
C — C par

t(t—s)at
Wf(s,x(s))ds

ol (p+1) /’7 (n—s)Prat
Llp+1)—anrJo T(p+aq)

(Fa)t) = |
(5.6)

f(s,z(s))ds, t € [0, 1].

Le probleme (5.1) admet des solutions si et seulement si 'équation d’opérateur F'
(Fx = z) admet des points fixes.

5.1.1 Reésultats d’existence et I'unicité d’apres le théoréme
de Principe de contraction de Banach

Théoréme 5.1. Supposer que f : [0,1] x R — R est continue et qu’il existe une
constante L > 0 telle que
Si LA <1, ou

1 | o [P (p+ 1)
A= + , 5.7
Lig+1) Tp+q+1)|Tp+1)—anr| (57)

alors le probléme au limite (5.1) admet une solution unique .

Démonstration. On pose sup | f(t,0) |= M et montrons que FB, C B,, ou F est
te(0,1]

défini par (5.6), B, = {x € C([0,1],R) : ||z|| < p} et p >

(5.7).

A ,
T A Avee A donné par
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Application le théoreme du point fixe de krasnoselskii

pour z € B,, t € [0,1], on a

I(Fz) ()]

< stmﬁA“ﬁﬁx_u@w@mw

alrpy [ (0 — s)Prat d
+ \F(p-&-l)—anp\ 0 F(p + q) |f(8’ l‘(s))| S}

tm S, T\S)) — S S S
< s § [ sa(60) = (5,00 + 00

L lalrpen (7 (0= )P
\F(p+1)—0677p\ 0 F(p + q)

(1f (s, 2(s)) = f(s,0)] +[f(s,0)|)ds}

- 1 |anP* 9T (p+1)
= [Lp + M] {F(q+1) T F(p+q+1)\F(P+1)_O"7p|}

< [Lp+ MJA <p.

Cela montre que F'B, C B, .
Maintenant, pour z,y € C([0,1],R) et ¢t € [0, 1], on obtient

I(Fa) = ()
tw S, T\S)) — S S S
< s { [ 5o - (5006

aCp+1) 1 (n—s)rtat
Tp+1)—an| o Tp+aq)
alpPtear p+1
<l -3l { ]
Tlg+1) Tp+g+1)[T(p+1)—anr|
=LA[z —yl|.

| (s,2(s)) = f(s,(s))|ds}

Comme LA € (0,1) d’apres 'hypothese, donc F' est un contraction. Alors, le probléme
(5.1) admet une solution unique. O

5.1.2 Résultats d’existence d’apres le théoreme du point fixe
de krasnoselskii

nous prouvons l’existence de solutions de (5.1) en utilisant le théoreme du point
fixe de krasnoselskii .

Théoréme 5.2. Soit f:[0,1] x R — R une fonction continue vérifiant (Ay).
De plus, nous supposons que l’hypothese suivante est vraie :

(A2) [ [t 2) [< pu(t), V(t,x) € [0,1] x R, et p € C([0, 1], Ry).
Alors le probléeme au limite (5.1) admet au moins une solution sur [0,1], si

Lla|n*tT(p+1)
Fp+q+1)|T(p+1) —anp |
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Application le théoreme d’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Démonstration. On pose sup | u(t) |=|| p ||, nous fixons
te(0,1]

1 p'HJI‘ 1
> 1l N lalnP T (p + 1) |
Fig+1) Tm+q+1)Tp+1)—anr|

et considérer By = {z € C : ||z|| <T}. Nous définissons deux opérateurs P et Q sur By
comme suit

o) = [ “;jq))q_ﬂs,x(s»ds, teo.1].
_ al(p+1) g (n—s)prat s.2(s))ds
Q)= 50,21~ o T gq (5 FEds] € [0.1]
Pour z,y € B, nous trouvons que
=8 fulaTp+1) (g — st
P+ Qull < Il J| =+ 15— o T @
1 P (p + 1)
< lel {r<q+1> gt DTG+ D) —Ompl}

<T.

Ainsi, Pz + Qy € Br. Nous observons de 'hypothese (A1) avec (5.8) que Q est un
opérateur contraction. La continuité de f implique que I’ opérateur P est continu.
Alors, P est uniformément borné sur Br comme suit

vl

< .
1P 1< o D

Maintenant, nous prouvons la compacité de 1’ opérateur P.
En vue de (A;), nous définissons sup; ,)epo.1)x5- |f(t, )| = f, et par conséquent, on a

(P2) (1) — (P (t2)] = Hq)[ [ [t =9 = = 9 s, ()]
1 e -
b o) (s
? q q
— F(q—i— 1) (tQ _tl)u

qui est indépendant de x .

Sity—t; — 0. Ainsi ,P est équicontinu. Par conséquent, d’apres le théoreme d’Arzela-
Ascoli, P est compact sur Br. Ainsi toutes les hypotheses du théoreme 5.2 sont satis-
faites. Donc, le théoreme 5.2 implique que le probléeme au limite admet au moins une
solution sur [0, 1]. O

5.1.3 Résultats d’existence d’apres le théoréeme d’alternative
non linéaire de Leray-Schauder

Théoréme 5.3. Soit E un espace de Banach, C' un sous-ensemble fermé et convexe

de E, U un sous-ensemble ouvert de C' et 0 € U.

Supposons que F : U — C est une fonction continue et compacte (c’est-a-dire que
F(U) est un sous-ensemble relativement compact de C'). Alors
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Application le théoreme d’alternative non linéaire de Leray-Schauder

o F admet un point five dans U, ou
o [lyauedu (la frontiere de U dans C') et A € (0,1) avec u = A\F(u).

Démonstration. voir [3] O

Théoréme 5.4. Suppose que :
(As) il existe une fonction continue non décroissante 1 : [0,00) — (0,00) et une
fonction ¢ € L' ([0,1],Ry) telle que

[f(t,2)] < o(&)([[z]]) pour tous (t,x) € [0,1] X R;

(Ag) il existe une constante M > 0 telle que

M
O(M) {D*q¢(1) 4 W‘Oﬂﬂl)*(“qw)(ﬁ)}

(p+1)—amP]|

> 1.

Alors le probleme au limite (5.1) admet au moins une solution sur [0, 1].

Démonstration. Nous observons que 1" Opérateur f : C([0,1],R) — C(]0, 1], R) défini
par (5.6) est continu. Ensuite, nous montrons que F' applique des ensembles bornés en
ensembles bornés en C([0, 1], R).

Soit B, ={p >0, z€C(0,1,R): |z < p}, ou B est une boule bornée dans
C([0,1],R). Alors, on a

) < [T s, sl

|O‘|F p+ p+q 1
I'(p+1) —anp|/ p+q |f(s,2(s))|ds
(1—s)"
< u(llal) [ qu( )ds
(||z|) || Tp+1) 7 (n— 3)p+q71
T(p+1) — anp| / T(p+q) o(s)ds
cotm e g v
Ainsi ) 1
I < (o) | D760) + oD ot

Nous montrons maintenant que F' applique des ensembles bornés en ensembles équi-
continus de C([0, 1], R).
Soit ¢/, " € [0,1] avec t’ < t" et x € B,. Alors

|(Fz) (¢") = (Fa) ()]

t’ (t” _ S)qfl - (t/ _ S)qfl 1 (t” _ S)qfl
< ’w) / [ xe) ] B(s)ds + () [, g o(s)ds

Il est évident que le coté droit de l'inégalité ci-dessus tend a zéro indépendamment
de z € B, comme t" —t" — 0. Par conséquent, d’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela
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F:C(]0,1],R) — C(]0,1],R) est completement continu.
Maintenant, soit A € (0,1) et soit z = AFx . Alors pour ¢ € [0,1] on a

N k) al(p+1) o (n—s)rro!
z(t) = >\/O Wf(s,m(s))ds + AF(p gy p— /0 T+ ) f(s,z(s))ds.

Ensuite, en utilisant les calculs de la premiere étape, on a

r 1
(0] < 0(lel) |Dr0(0) 4 AR gy
En conséquence
o) .
(el [Dv0(1) + B Db g()] =

Au vu de (Ay), il existe M tel que ||z|| # M. Soit I’ensemble
U={zeC(01R): o] < M}.

Nous observons que I’ Opérateur F' : U — C([0,1],R) est continu et complétement
continu. a partir du choix de U, il n’existe pas * € 9U tel que z = AF(x) pour
A € (0,1). Par conséquent, par I’alternative non linéaire de type Leray-Schauder, nous
concluons que F' admet un point fixe 2 € U qui est une solution du probléme (5.1). La
preuve est terminée.

]

Dans le cas particulier quand p(t) = 1 et ¢(|z|) = k|z|+ N on a le corolaire suivant.

Corollaire 5.1.1. Soit f:[0,1] x R — ]R une fonction continue. Supposons que :
(As) il existe des constantes 0 < k < 5, ot A est donné par (5.7) et M > 0 tel que

|f(t,x)|] < klz|+ M,  pour tous te€[0,1], z € C[0,1].

Alors le probléme au limite (5.1) admet au moins une solution.

5.1.4 Exemples
Exemple 5.1. Considérons le probleme suivant

‘DV2x(t) = satgm i + 1 +sin?t, t€[0,1],

(+2)2 1+]a|
(5.9)
2(0) = V3D /%y (é) :
Ona:q=1/2,a=+3,p=1/2,n=1/3 et f(t,z) = (}r)QIHx‘ + 1+ sin?¢.

Comme o = /3 #D(p+1)/nP =T(3/2)/(1/3)"/2 et | f(t,x) — f(t,y)| < Lz —y| ,donc,

(A1) est satisfait avec L = 5.

LA—1L { 1 N an’™(p+ 1) }

Plg+1)  Tlp+q+1)[0p+1)—ap|
12 V3r
e {ﬁ 32—y
d la conclusion d’aprés du théoréme 5.1, le probléme au limite (5.9) admet une solution
unique sur [0, 1].

} ~ 0.7019863 < 1,
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Créer une fonction de Green

Exemple 5.2. Considérons le probléme suivant

“DV2u(t) = gbsin(2m2) + gt + 5, t € [0,1], (5.10)
z(0) = V3D %z (5) |
On a ||
1 r 11
¢ = |—sin(2 At Tl =g 1
|f(t, )] ‘167r sin(27x) + 21+ [2)) + 2’ < 8|x| +

Il est clair M =1 et k = § < & ~ 0.1780661 .
Ainsi, toutes les conditions de corollaire 5.1.1 sont satisfaits et par conséquent le pro-
bleme (5.10) admet au moins une solution.

5.2 Probleme au limite
On considere le probleme de Cauchy fractionnaire a la forme suivant :
‘DY%(t) = f(t,y(t)), Pour tous t € J:=1[0,T], «€(0,1], (5.11)

+u/ s)ds = y(T). (5.12)

Pour l'existence de solutions au probleme (5.11), (5.12), nous avons besoin des lemmes
suivant :

5.2.1 Construction d’une fonction de Green

La fonction de Green définie par

—(T—8)*+aT(t—s)*~1 (T—s)1

TT (a+1) + Tul(a) si0<s<t,
Glt, ) = (5.13)
—(T—s)* | (T=s)*! .
Tr(a-il) + T,As“(a) , sit<s<T

Lemme 5.2. Soit a > 0; Alors I’équation différentielle
“D*h(t) =0,

admet des solutions h(t) = co+cit+cot> +...+cp "' €R, i=0,1,2,...,n—1
=la]+1.

Lemme 5.3. Soit a > 0; Alors
D_a CDah(t) = + Clt —|— 62t2 —f- Ce —|— Cn_ltn_l,
ovc;eR, 1=0,1,2,....,n—1,n=[a] + 1.

Lemme 5.4. Soient 0 < o < 1 et h € C(J,R) est une fonction quelconque. Alors, le
probleme de la valeur au limite

°D%(t) = h(t),t € J, (5.14)
T
0)+4 [ yls)ds = y(T), peR, (5.15)
admet une solution unique donné par
T
y(t) = / G(t, s)h(s)ds. (5.16)
0
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Application le théoreme de Principe de contraction de Banach

Démonstration. Par Lemme (5.3)nous pouvons réduire le probleme (5.14), (5.15) a

I’équivalent d'une équation intégration

y(t) = D hit) — o= | t Gljzy_h(s)ds .

Pour ¢y € R. On a par intégration (en utilisant le théoreme intégral de Fubini)

/OT y(s)ds = /OT (/Ot (tl:(;))alh(T)dT - co> ds
(

/TT (S_T)a_lds> h(t)dr — c¢oT

I'(a)
rr—r)°
S —¢T.
/0 oT(a) h(T)dT — ¢
Appliquer la condition aux limites (5.15), on a
y(0) = —co
T(T —s)>!
y(T) = /0 Wh(S)dS — Cp.
Donc Cor )
a — g
T/ < + Mot 1>> h(s)ds.

Par conséquent, la solution unique de (5.14), (5.15) est

y(t)z/o <t;<2; (s)ds +T/ <—< 31 +(Tﬂ}io);_l>h(s)ds,

*/ ( TF+aa+T S_S) N (:;;:FS():)_ )h(s)ds
+/ (TF (a+1) (:;,ZFS(L) ) hs)ds
:/0 G(t,s)h(s)ds

D’ou le résultat.

(5.17)

(5.18)

]

Remarque 5.1. La fonction t € J +— [ |G(t,s)|ds est continue sur J, donc elle est

bornée. Soit

. T
G—sup{/ |G(t,s)]ds,t€J}.
0

5.2.2 Résultats d’existence et 'unicité d’apres le théoreme de

Principe de contraction de Banach

Théoreme 5.5. Suppose que
(H1) Il existe k > 0 tel que

|f(t,u) — f(t,v)] < klu—v|, pourte Jetu,veR.

Si R
kG < 1,

alors il existe une solution unique du problem (5.11), (5.12).
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Application le théoreme du point fixe de Schauder

Démonstration. Considérons 'opérateur N : C'(J,R) — C(J,R) défini par

N (o) = [ Gt ) s, ys))ds,

ou G(t; s) est la fonction de Green donnée par (5.13). Il est clair que,a partir du lemme
5.4, les points fixes de N sont des solutions de (5.11), (5.12).
Nous montrerons que N est une contraction.

NG - N O < [ 161 2(5)) — fls,u()lds

T
< kllr =yl | 1G(t5)lds
< kCx = yllo

Ainsi, nous obtenons que

IN(z) = N(y)lloo < Lz = ylloc,

ou
La preuve est terminée . 0

5.2.3 Résultats d’existence d’apres le théoreme du point fixe
de Schauder

Théoréme 5.6. La probléme au limite (5.11), (5.12) admet au moins une solution si
les conditions suivantes sont remplies.

(C1) La fonction f:J xR — R est continue.

(C2) 1l existe p € C(J,Ry) et ¢ : [0,00) — (0,00) continue et non décroissante
telle que
[f(u)l < p()i(lul),  pourte, ueR

(C3) Il existe une constante M > 0 telle que

M
s (5.19)

pro(M)G
ot
p* =sup{p(s),s € J}.

Démonstration. Soit

C={ycClUR), |yl <M},

ou M est la constante de (C3). Il est clair que C est un sous-ensemble fermé et convexe
de C(J;R).
Nous montrerons que I’Opérateur N remplit les conditions de le théoreme de point fixe

de Schauder.
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Etape 1 : N est continu.
Soit {y,} est une suite telle que y,, — y dans C'(J;R). Donc pour tous t € J

T
[Nya(t) = Ny(t)] < /U (G(E, )| (s,yn(s)) — f(s,y(s))| ds.
Tant que f est continu, le théoreme de convergence dominé par Lebesgue implique que
IN (yn) = N(y)|l, -0 comme n — oo.

Etape 2 : N applique C dans un ensemble borné de C(J;R) .
Soit y € C; Alors pour tous ¢t € J, (C2) implique

Ny < [ 16 5) (s, yls)lds
<p0 (ko) [ 1G5l

Ainsi,
INylloo < P (MG = L.

Etape 3 : N applique C dans un ensemble équicontinu de C'(J;R) .
Soit y € C, ty, ty € J, t; < ty; Alors

[Ny (t2) = Ny (0)] = | [ G (t29) Fs,ut)ds = [ G t,5) Fls.(s))ds

< [11G (t2.5) = G (1, 9)] 17 (s, y(s))lds
<) [/0T|G<t2,s> G (1,910

Comme t; — t9 le coté droit de l'inégalité ci-dessus tend a zéro. Par le théoreme
d’Arzela-Ascoli, N est compleétement continu.

Etape 4 :N(C) c C.
Soit y € C. Nous montrerons que Ny € C. Pour tous t € J. On a

Nyl < [ 1G(E 5) (s, yls)lds
<p0 (ko) [ 1G5l

Ainsi,
INYlloo < p"9(M)G

Par (5.19), on a
[Nyl < M.

On déduit donc que N admet un point fixe y qui est une solution le probléme au limite
(5.11), (5.12). [
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5.2.4 Exemple

Exemple 5.3. Considérons le probleme suivant :

—t

‘Iﬂy@):]06i+d)waﬂ, teJ:=100,1, ac/(01] (5.20)
y(0) + [ y(s)ds = y(1). (5.21)
On pose »
ﬂm@:m£+éﬁ,(mw€Jme)

Soit x,y € [0,00) et t € J. Ensuite on a

—t

!ﬂt@—fwwk—‘a)m—y

C10(14e
< fa—yf
—|T — Y]|.
< 5olt ¥

La condition (H1) est vraie avec k = 5. de (5.13), G est donné par

—(1—5)0‘ (t—s)o‘*l )afl

(1—s
o) T T T T o 0=s<i
Glt,s) = (5.22)
—(1—s)« 1—g)o—1
F((a—i-l)) + 4 F(L) , t<s <l
De (5.22) on a
1 t 1
/ G(t, s)ds:/ G(t, 3)d8+/ G(t, s)ds
0 0 ¢
Q=g -t 1 N t
S I(a+2) T(a+1) T(a+2) T(a+1)
1 (1 —t)tt (1 —1¢)

"Tat) T@+2) T+l

1l est facile de voir que
A 4 3

“Ta+1) Tt

La condition kG < 1 est vérifié pour les valeurs appropriées de a € (0,1] avec p =T =
1. Le théoréme 5.6 implique que le probléme de la valeur au limite (5.20)-(5.21) admet
une solution unique.
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Conclusion

Dans cette mémoire, Nous avons présenté deux approches des dérivées et intégrales
fractionnaires (Riemann-Liouville, Caputo). Nous avons présenté quelques résultats
des existences des solutions de certains problemes de Cauchy des équations diffé-
rentielles d’ordres fractionnaires et des certaines probléemes non linéaires d’ordres
fractionnaires avec conditions intégrales. Nous avons traité des cas linéaire par la
transformée de Laplace des dérivées fractionnaires et des cas non linéaires

avec les théoremes de point fixe (théoreme Principe de contraction de Banach,
théoreme de Krasnoselskii, théoreme de point fixe de Schauder, théoreme d’alter-
native non linéaire de Leray-Schauder). Le probleme d’existence des solutions

des equations différentielles d’ordre fractionnaires reste parmi les importants

problemes qui nécessitent beaucoup plus de recherche.
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Annexe A

Dans ce qui suit, nous avons essayé de donner un compte rendu historique de cer-
taines des personnalités mentionnées dans notre mémorandum, ce qui a eu un impact
important sur le travail et les recherches qu’ils ont présentés au monde.

FI1GURE 5.1 — Georg Friedrich Bernhard Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann, né le 17 septembre 1826 a Breselenz, état de
Hanovre, mort le 20 juillet 1866 a Selasca, hameau de la commune de Verbania, Italie,
est un mathématicien allemand. Influent sur le plan théorique, il a apporté de nom-
breuses contributions importantes a I'analyse et a la géométrie différentielle, certaines
d’entre elles ayant permis par la suite le développement de la relativité générale.

En 1840, Bernhard s’établit a Hanovre pour vivre chez sa grand-mere et aller au Lyceum
(college). Apres le déces de sa grand-mere en 1842, il va a Lunebourg pour continuer ses
études secondaires. Au lycée, Riemann étudie la Bible intensivement, mais il est distrait
par les mathématiques; Il essaye méme de prouver, mathématiquement, l'exactitude
de la Genese. Ses professeurs sont surpris par ses capacités a résoudre des problemes
complexes en mathématique. En 1846, agé de 19 ans, grace a l'argent de sa famille, il
commence a étudier la philosophie et la théologie pour devenir pasteur afin de financer
sa famille.

En 1847, son pere 'autorise a étudier les mathématiques. 11 étudie d’abord a 1'univer-
sité de Gottingen ou il rencontre Carl Friedrich Gauss, puis a I'université de Berlin, ou
il a entre autres comme professeurs Jacobi, Steiner et Dirichlet. Il effectue sa these a
Gottingen sous la direction de Gauss.

Dans sa these, présentée en 1851, Riemann met au point la théorie des fonctions d’une

46



Annexe A

variable complexe, introduisant notamment le concept des surfaces qui portent son
nom, notamment la sphere de Riemann. Il approfondira cette théorie en 1857, en fai-
sant progresser la théorie des fonctions abéliennes.

On lui doit également d’importants travaux sur les intégrales, poursuivant ceux de Cau-
chy, qui ont donné entre autres ce qu’on appelle aujourd’hui les intégrales de Riemann.
Intéressé par la dynamique des fluides, il jette les bases de 'analyse des équations aux
dérivées partielles de type hyperbolique et résout un cas particulier de ce qu’on appelle
maintenant le probleme de Riemann en introduisant les invariants de Riemann.

FIGURE 5.2 — Joseph-Liouville

Joseph Liouville, né le 24 mars 1809, Joseph est le fils d’un militaire qui survit aux
campagnes napoléoniennes et qui, en 1814, établit sa famille a Toul.

Il est diplomé de I’école polytechnique. Deux ans plus tard, il integre 1’école des ponts et
chaussées, dont il n’obtient pas le diplome en raison de problemes de santé et, surtout,
de sa volonté de suivre une carriere académique plutét qu’une carriere d’ingénieur. Il
obtient le doctorat es sciences mathématiques en 1836 devant la faculté des sciences de
Paris sous la direction de Siméon Denis Poisson et Louis Jacques Thenard.

Apres quelques années dans diverses institutions comme assistant et comme professeur
a I’école centrale (1833, ou il est répétiteur depuis 1831), il est nommé professeur a
I’école polytechnique en 1838.

A ¢6té de ses réussites académiques, il est un remarquable organisateur. Liouville fonde
en 1836 le Journal de mathématiques pures et appliquées parfois appelé Journal de
Liouville, qui garde sa haute réputation au XXle siecle. Il publie beaucoup dans ce
journal, en son nom ou en utilisant le pseudonyme de « Besge ».

Liouville publia dans divers domaines des mathématiques, dont la théorie des nombres,
I’analyse complexe, la géométrie différentielle et la topologie différentielle,mais aussi la
physique mathématique et méme l’astronomie .

FI1GURE 5.3 — Michele Caputo
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Michele Caputo

Anniversaire : le 5 mai 1927.

Lieu de naissance : Ferrara, Italie.
Degrés :

e 1950 Mathématiques (laurea) Université de Ferrare.
e 1955 Physique (laurea) Université de Bologne.

e 1959 Géodésie (libera docenza) Ministere de la éducation d’Italie.
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RESUMSE

Dans cette mémoire, Nous avons présente quelques

résultats des existences des solutions de certains problemes
de Cauchy fractionnaires et des certaines probleémes aux
limites avec conditions intégrales. Nous avons traité des cas
linéaire par la transformée de Laplace des dérivées
fractionnaires et des cas non linéaires avec des théoremes de
point fixe.

Mots clés : Intégration fractionnelle, Dérivation
fractionnelle, Probleme de Cauchy, Probleme au limite avec
conditions intégrales, Point fixe.

AbSslrace

In this memory, we have presented some existences results of
the solutions of some fractional Cauchy problems and some
boundary wvalues problems with integral conditions. We have
treated linear cases by Laplace transform of fractional
derivatives and nonlinear cases with fixed point theorems.
Key words : Fractional integration, Fractional derivation,
Cauchy problem, boundary value problem with integral
condition, Fixed point.
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