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Notation

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :

Γ La fonction Gamma.

B La fonction bêta .

Eα La fonction Mittag-Leffler à un seul paramètre.

Eα,β La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres.

aD
α
t La dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche.

tD
α
b La dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville à droite.

aD
−α
t L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche.

tD
−α
b L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite.

C
aD

α
t La dérivé fractionnaire de Caputo à gauche.

C
t D

α
b La dérivé fractionnaire de Caputo à droite.

L La transformée de Laplace.

L−1 La transformée de Laplace inverse.

N 1, 2, 3, · · · L’ensemble des nombres naturels.

N0 N ∪ {0}.

R0 L’ensemble des nombres réels.

R+ x ∈ R : x > 0, L’ensemble des nombres réels strictement positifs.

C L’ensemble des nombres complexe.

s Paramètre dans la transformation de Laplace .

v



n! Fonction de factorielle .

Re(z) Partie réelle de z.

‖ . ‖ La norme.

C(J ;R) Espace des fonctions continues sur J et à valeurs dans R .

B0(x, ρ) Boule ouvert de centre x et rayon ρ .
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Introduction générale

L e sujet du calcul fractionnel (c’est-à-dire le calcul des intégrales et des dérivés
arbitraire, réel ou complexe)a acquis une popularité et une importance consi-
dérables au cours des trois dernières décennies, principalement en raison de ses

applications démontrées dans de nombreux domaines de la science et du ingénierie.
Il fournit en effet plusieurs outils potentiellement utiles pour résoudre des équations
différentielles et intégrales, ainsi que divers autres problèmes impliquant des fonctions
spéciales de la physique mathématique, ainsi que leurs extensions et généralisations.
Dans une ou plusieurs variables.
On croit généralement que le concept de calcul fractionnel découle d’une question
posée en 1695 par le marquis de L’hôpital (1661-1704) à Gottfried Wilhelm Leib-
niz (1646-1716), qui cherchait à comprendre le sens de Leibniz (actuellement popu-
laire) notation dny

dxn
pour le dérivé de l’ordre n ∈ N0 := {0, 1, 2, · · · } quand n =

1
2

(
Et qu’est-ce qui se passerait si n = 1

2?
)
.

Dans sa réponse en date du 30 septembre 1695, Leibniz écrivit à L’Hôpital comme
suit : " . . . C’est un paradoxe apparent à partir duquel, un jour, des conséquences utiles
seront tirées. . . "
Une mention ultérieure de dérivés fractionnaires a été faite, par (par exemple) Euler en
1730, Lagrange en 1772,Laplace en 1812, Lacroix en 1819, Fourier en 1822, Liouville en
1832, Riemann en 1847, Greer 1859, Holmgren en 1865, Griinwald en 1867, Letnikov
en 1868, Sonin en 1869, Laurent en 1884, Nekrassov en 1888, Krug en 1890 et Weyl en
1917.
Les théories des équations différentielles, intégrales et intégro-différentielles et des fonc-
tions spéciales de la physique mathématique, ainsi que leurs extensions et généralisa-
tions dans une où plusieurs variables, voici quelques exemples d’applications actuelles
du calcul fractionnel : circulation des fluides, rhéologie, processus dynamiques dans les
structures auto-similaires et poreuses, transport par diffusion s’apparentant à la diffu-
sion, réseaux électriques, probabilités et statistiques, théorie du contrôle des systèmes
dynamiques, viscoélasticité, électrochimie de la corrosion, physique chimique, optique
et traitement du signal, etc.
Ce travail est divisé en cinq chapitres .

• Dans le premier chapitre, nous allons présenter certaines définitions et théories
que nous avons utilisées dans cette mémoire.

• Dans le deuxième chapitre, nous allons mentionner les concepts de certaines
fonctions spéciales, intégrales et dérivés fractionnaires de Riemann-Liouville et
de Caputo, ainsi que certaines de leurs caractéristiques et La relation entre eux.
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• Dans le troisième chapitre, nous allons présenter le concept de transformée de
Laplace et certaines de ses propriétés, ainsi que la formulation de la transfor-
mée de Laplace pour la dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville, Caputo et
la transformée de Laplace de la fonction Mittag-Leffler et dérivée fractionnaire
séquentiel de Miller-Ross. À la fin de ce chapitre, nous allons résoudre des équa-
tions différentielles fractionnaires à coefficients constante par transformée de
Laplace.
• Dans le quatrième chapitre, nous allons présenter quelques résultats d’existence

et d’unicité des solutions pour des équations différentielles linéaires à valeur
initial (problème de Cauchy).
• Dans le Cinquième chapitre, nous allons discuter l’existence et l’unicité de so-

lutions pour quelques problèmes aux limite avec condition intégrale d’équations
différentielles fractionnaires non linéaires [1],[12] .
Le premier problème :

cDqx(t) = f(t, x(t)), 0 < t < 1, 0 < q ≤ 1

x(0) = αD−px(η), 0 < η < 1, 0 < p < 1

Le deuxième problème :
cDαy(t) = f(t, y(t)), Pour tous t ∈ J := [0, T ], α ∈ (0, 1]

y(0) + µ
∫ T

0
y(s)ds = y(T )

viii



Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Espaces des fonctions continues et absolument
continues

Définition 1.1.1. [9] Soit Ω = (a, b)(−∞ ≤ a < b ≤ ∞) un intervalle fini ou infinie
de R et 1 ≤ p ≤ ∞.

1. Si 1 ≤ p <∞ l’espace Lp(Ω)

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ R; f mesurable et

∫
Ω
|f(x)|pdx <∞

}
.

2. Pour p = ∞, l’espace L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables , f bornées
presque partout sur Ω, on note

sup
x∈Ω

ess |f(x)| = inf{C ≥ 0 ; |f(x)| ≤ C p.p sur Ω}.

Définition 1.1.2. [9] Soit [a, b] (−∞ < a < b <∞) un intervalle fini. On désigne par
AC[a, b] l’espace des fonctions primitives des fonctions intégrables au sens de Lebesgue

f ∈ AC[a, b]⇔ f(x) = c+
∫ x

a
ϕ(t)dt (ϕ(t) ∈ L(a, b)),

et on appelle AC[a, b] l’espace des fonctions absolument continues sur [a, b].

Définition 1.1.3. [9] Pour n ∈ N , on désigne par ACn[a, b] l’espace des fonctions f
ayant des dérivées jusqu’à l’ordre (n−1) continues sur [a, b] telles que f (n−1) ∈ AC[a, b]

ACn[a, b] =
{
f : [a, b] −→ C et f (n−1) ∈ AC([a, b])

}
.

En particulier AC1[a, b] = AC[a, b].

1.2 Quelques propriétés d’analyse réel
Définition 1.2.1 (La continuité). [16] Soit f : R → R une application. On dit que
f est continue si elle est continue en tout point de R. En d’autres termes, f : R → R
est continue en a si

∀a ∈ R, ∀ε ∈ R∗+, ∃ α ∈ R∗+, ∀x ∈ R, |x− a| < α =⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

1



Préliminaire

Définition 1.2.2 ( Applications uniformément continues ). [16] Soient (X, d)
et (X ′, d′) des espaces métriques. Une application f : X → X ′ est dite uniformément
continue si pour tout ε ∈ R∗+, il existe α ∈ R∗+ tel que

∀(x, y) ∈ X ×X, d(x, y) < α =⇒ d′(f(x), f(y)) < ε.

Définition 1.2.3 (Lipschitzienne). [3] Soient G une partie de R2, f : G→ R une
application et A un nombre réel positif. On dit que f est A-lipschitzienne par rapport
à y si :

∀(t, y) ∈ G, |f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ A |y1 − y2|.

Où A est appelée la constante de Lipschitz .
• Si 0 ≤ A < 1, on dite que f est contractante.

Proposition 1.2.1. Toute application lipschitzienne est continue.

Définition 1.2.4 (Convergence uniforme). [16] On dit que la suite des fonctions
fnconverge uniformément vers la fonction f , quand n tendant vers +∞, si

∀ε > 0, ∃m ∈ N, ∀x ∈ E, ∀n > m : |fn(x)− f(x)| 6 ε.

Définition 1.2.5 (Fonction bornée). Une fonction f : G ⊂ R→ R est bornée si :

∃M > 0, ∀t ∈ G : |f(t)| ≤M.

Définition 1.2.6 (Fonction convexe). [16] L’application f est convexe si et seule-
ment si, pour tout x, y, z ∈ I ⊂ R avec x ≤ y ≤ z, pour y = tx + (1 − t)z, on
a

f(y) ≤ tf(x) + (1− t)f(z).

Définition 1.2.7 (Fonction d’ordre exponentiel α ). [13] On dit que la fonction
f(t) est d’ordre exponentiel α, s’il existe deux constantes positives M et T telles que

e−αt|f(t)| ≤M pour tout t > T.

Définition 1.2.8 (Intégrale de Gauss). Une intégrale de Gauss est l’intégrale d’une
fonction gaussienne sur l’ensemble des réels. i.e∫ +∞

−∞
e−αx2dx =

√
π

α
.

Définition 1.2.9 (Produit de convolution). [13] Le produit de convolution de deux
fonctions réelles ou complexes f et g sont intégrables est :

(f ∗ g)(x) =
∫ +∞

−∞
f(x− t)g(t) dt =

∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t) dt.

Proposition 1.2.2 (Formule de Dirichlet). [8] Soit F une fonction continue et
λ, µ, ν sont des nombre positive. Alors∫ t

a
(t− x)µ−1dx

∫ x

a
(y − a)λ−1(x− y)ν−1F (x, y)dy =

∫ t

a
(y−a)λ−1dy

∫ t

y
(t−x)µ−1(x−y)ν−1F (x, y)dx.

2



Préliminaire

Définition 1.2.10 (Théorème de convergence dominé de Lebesgue). [18] Soit
E un ensemble mesurable dans R et Soit {fn} une suite de fonctions mesurables telles
que
• lim

n→∞
fn(x) = f(x) p.p sur E.

• Pour chaque n ∈ N, |fn(x)| ≤ g(x) p.p sur E, où g est intégrable au sens de
Lebesgue sur E.

Alors
lim
n→∞

∫
E
fn(x)dx =

∫
E
f(x)dx.

Démonstration. Voir [11]

Théorème 1.1 (Fubini). [10] Soit f(x, y) une fonction sommable sur le produit des
espaces mesurables (X,µ) et (Y, v). On a alors les assertions suivantes :

1) Pour µ-presque tous les x ∈ X, la fonction. f(x, y) est sommable sur Y et son
intégrale sur Y est une fonction sommable sur X.

2) Pour v-presque tous les y ∈ Y , la fonction f(x, y) est sommable sur X et son
intégrale sur X est une fonction sommable sur Y .

3) On a∫
x×Y

f(x, y)d(µ×v)(x, y) =
∫
X

(∫
Y
f(x, y)dv(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X
f(x, y)dµ(x)

)
dv(y).

Démonstration. Voir [10]

1.3 Quelques éléments de topologie
Définition 1.3.1 (Norme). Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle une norme
sur E toute application ‖ . ‖: E → R+ vérifie
• ∀x ∈ E :‖ x ‖= 0⇐⇒ x = 0 .
• ∀λ ∈ R,∀x ∈ E : ‖ λx ‖=|λ| ‖ x ‖.
• ∀x, y ∈ E :‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖ "inégalité triangulaire" .

Exemple 1.1. L’espace C(J ;R) muni de la norme

‖y‖∞ := sup{|y(t)| : t ∈ J}.

Définition 1.3.2 (Espace de Banach). [15] On appelle espace de Banach tout espace
vectoriel normé complet sur le corps K = R ou C.

Exemple 1.2. C(J ;R)espace des fonctions continues sur J et à valeurs dans R est de
Banach.

Définition 1.3.3 (Parties ouvertes ). [15] Soit E un espace métrique. Une partie A
de E est appelée ouverte si, toutes les fois qu’elle contient un point de E, elle contient
au moins une boule ouverte (de rayon > 0)ayant pour centre ce point. i.e

(∀x ∈ A) (∃ρ > 0) : B0(x, ρ) ⊂ A.

3



Préliminaire

Définition 1.3.4 (Parties fermées ). [15] On appelle partie fermée de E toute partie
de E dont le complémentaire est ouvert.

Exemple 1.3. Toute boule fermée est une partie fermée.

Définition 1.3.5 (Parties compacts). [10] On dit que C ⊂ R est compact si pour
tout recouvrement de C par des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini.
Ceci se traduit de la manière suivante : si (Ui)i∈I est une famille d’ouverts telle que
C ⊂ (Ui)i∈I alors il existe un sous-ensemble fini J ⊂ I, C ⊂ ⋃i∈J Ui.
Définition 1.3.6 (Parties relativement compacts). [16] On dit que A est une
partie relativement compact d’un espace métrique X si son adhérence est une partie
compacte de X .

Définition 1.3.7 (Parties convexes). [18] Soit C une partie de E. On dit que C est
convexe dans E si, pour tout x, y ∈ C et tout t ∈ [0, 1], on a
(1− t)x+ ty ∈ C..

Définition 1.3.8 (Opérateur ). [2] Soit E un espace vectoriel normé ; une application
linéaire A de E dans lui-même est appelée un opérateur linéaire dans E. On appelle
domaine de A et on le désigne par DA, où DA = {x ∈ E,Ax ∈ E}

Définition 1.3.9 (Opérateur continu). L’opérateur A est continu, si pour tout ε > 0
il existe δ > 0 tel que l’inégalité

(x′, x′′ ∈ DA) : ‖x′ − x′′‖ < δ =⇒ ‖Ax′ − Ax′′‖ < ε.

Définition 1.3.10 (Opérateurs Linéaire Bornés ). [2] Soit E un espace vectoriel
normé ; on appelle opérateur linéaire borné. Toute application linéaire continue de E
dans E.
• Si A est un opérateur linéaire borné, alors

(∀x ∈ DA) : ||Ax|| ≤ ||A|| · ||x||.

où la norme de A étant définie par

||A|| = sup
||x||≤1

||Ax|| = sup
x∈DA

‖Ax‖
‖x‖

.

Définition 1.3.11 (Opérateur compact). [10] L’ opérateur A est dit compact si
l’image de l’ensemble X ⊂ R par A c’est à dire l’ensemble A(X) est relativement
compact.

1.4 Théorèmes du point fixe
Définition 1.4.1 (Point fixe). Soit T une application d’un ensemble S dans luis
même. On appelle point fixe de T tout point s ∈ S tel que T (s) = s.

Théorème 1.2 (Principe de contraction de Banach). [3] Soit S un espace mé-
trique complet et soit T : S → S une application contractante, c’est ’à dire il existe
0 < k < 1 telle que

d(Tx, Ty) ≤ k(x, y) ,∀x, y ∈ S.

4



Préliminaire

Alors T admet un point fixe unique s ∈ S . On a

lim
n→∞

T n(s) = s,

avec
d (T n(s), s) ≤ kn

1− kd(s, T (s)).

Démonstration. Voir [3]

Théorème 1.3 (Arzela-Ascoli). [10] Soit C(X) l’espace normé des fonctions réelles
continues sur un espace métrique compact X de norme ‖f‖ = sup

x∈X
|f(x)|. Pour qu’une

famille A ⊂ C(X) soit relativement compacte, il est nécessaire et suffisant qu’elle soit :
• Uniformément bornée :

∃ C : |f(x)| ≤ C ,∀ f ∈ A, ∀ x ∈ X.

• Equicontinue :

∀ ε > 0, ∃ δ > 0, |x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε , ∀ f ∈ A.

Démonstration. voir [10]

Théorème 1.4 (Théorème de point fixe de Schauder). [17] Soit X un sous-
ensemble de E et f : X → E une fonction continue, X compact, convexe et E espace
de Banach. Alors f admet un point fixe dans X.

Démonstration. Voir [17]

Théorème 1.5 (Krasnoselskii). [17] Soit X un sous-ensemble d’un espace E, et
f , g : X → E.
• X : fermé, convexe.
• E : espace de Banach.
• f et g sont continus, f est compact, g est une contraction et f(X) + g(X) ⊆ X.

Alors f + g admet un point fixe dans X.

Démonstration. Voir [17]
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Chapitre 2
Calcul Fractionnaire

D ans ce chapitre nous nous intéressons au calcul intégral fractionnaire et dérivation
au sens de Riemann-Liouville et de Caputo. Nous donnons ici quelque définitions

et propriétés des fonctions Utiles.

2.1 Fonctions Utiles
La fonction Gamma, la fonction Bêta et la fonction Mittag-Leffler sont dites des

fonctions spéciales. Ces fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du calcul
différentiel d’ordre fractionnaire.

2.1.1 La fonction Gamma
La fonction Gamma d’Euler est une fonction qui prolonge naturellement la facto-

rielle aux nombres réels, et même aux nombres complexes. Pour z ∈ C/{0,−1− 2, . . .}
tel que Re(z) > 0.[13]

Définition 2.1.1. On définit la fonction Gamma par :[13]

Γ(z) =
∫ +∞

0
tz−1e−tdt ; z ∈ C et Re(z) > 0, (2.1)

(cette intégrale est convergente ).

Proposition 2.1.1. [13]
1. Γ(z + 1) = zΓ(z) en particulier Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N .
2. Γ(1) = 1 et Γ(−m) = ∓∞ pour tout m ∈ N.
3. Γ

(
1
2

)
=
√
π.

4. Γ
(
n+ 1

2

)
= (2n)!

√
π

4nn! et pour les valeurs négatives Γ
(
−n+ 1

2

)
= (−1)n2n

1.3.5...(2n−1)
√
π.

5. La fonction Gamma peut être représentée par la limite :

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz
z(z + 1) . . . (z + n) , Re(z) > 0.

Démonstration.
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Fonctions Utiles

Figure 2.1 – La fonction Gamma

1.
• En utilisant l’intégration par partie on obtient :

Γ(z+1) =
∫ +∞

0
e−ttzdt =

[
−tze−t

]+∞
0

+z
∫ +∞

0
e−ttz−1dt = z

∫ +∞

0
e−ttz−1dt = zΓ(z).

• On a Γ(1) = 0! = 1 et la propriété Γ(z + 1) = zΓ(z) , on obtient :

Γ(2) = 1× Γ(1) = 1!
Γ(3) = 2× Γ(2) = 2!
. . . . . . . . .
Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n!

2. On a : Γ(1) =
∫+∞
0 e−tdt = [−e−t]+∞0 = 1 et Γ(z) = Γ(z+1)

z
.

donc Γ (0+) = +∞ .

3. Avec le changement de variable s =
√
t on obtient :

Γ
(1

2

)
=
∫ +∞

0

e−t√
t
dt

= 2
∫ +∞

0
e−s

2
ds

= 2
(√

π

2

)
(d’après l’intégrale de Gauss)

=
√
π.

4. En peut facilement démontrer par récurrence la propriété suivante :

Γ
(
n+ 1

2

)
= (2n)!

√
π

4nn! , pour n ∈ N.
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• Pour n = 0, on a Γ
(
0 + 1

2

)
=
√
π.

• Supposons que la formule est vérifiée pour (n− 1) et le montrons pour n :
on a

Γ
(

(n− 1) + 1
2

)
= (2(n− 1))!

√
π

4(n−1)(n− 1)! ,

est vérifié. Alors

Γ
(
n+ 1

2

)
=
(
n− 1

2

)
Γ
(
n− 1

2

)
=
(
n− 1

2

) (2(n− 1))!
√
π

4(n−1)(n− 1)!

=
(2n− 1

2

) (2n− 2)!
√
π

4(n−1)(n− 1)!

= 2n
2n

(2n− 1)
2

(2n− 2)!
√
π

4(n−1)(n− 1)!

Γ
(
n+ 1

2

)
= (2n)!

√
π

4nn! .

Et la même démonstration pour la deuxième l’expression .
5. Voir [13]

Exemple 2.1.
• Γ

(
−3

2

)
= 4

3
√
π ≈ 2.363271801207.

• Γ
(
−1

2

)
= −2

√
π ≈ −3.544907701811.

• Γ
(

3
2

)
= 1

2
√
π ≈ 0.886226925453.

• Γ
(

5
2

)
= 3

4
√
π ≈ 1.329340388179.

• Γ
(

7
2

)
= 15

8
√
π ≈ 3.323350970448.

2.1.2 La fonction bêta
La fonction bêta est appelée intégrale d’Euler du premier type.

Définition 2.1.2. La fonction Bêta est définie par :[13]

B(z, w) =
∫ 1

0
tz−1(1− t)w−1dt, (Re(z) > 0,Re(w) > 0). (2.2)

Par exemple pour trouver :

B(2, 3) =
∫ 1

0
t(1− t)2dt

=
∫ 1

0

(
t− 2t2 + t3

)
dt

= 1
12 .

8
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Proposition 2.1.2. La relation entre la fonction Gamma et la fonction Bêta sont
données par :[13]

B(z, w) = Γ(z) · Γ(w)
Γ(z + w) , ( z, w ∈ C; Re(z),Re(w) > 0). (2.3)

Démonstration. [8]

Γ(z)Γ(w) =
∫ +∞

0

∫ +∞

0
tz−1
1 tw−1

2 e−t1e−t2dt1dt2

=
∫ +∞

0
tz−1
1

(∫ +∞

0
tw−1
2 e−(t1+t2)dt2

)
dt1.

Par changement de variable
t′2 = t1 + t2.

On trouve
Γ(z)Γ(w) =

∫ +∞

0
tz−1
1 dt1

∫ +∞

0
(t′2 − t1)w−1

e−t
′
2dt′2

=
∫ +∞

0
e−t

′
2dt′2

∫ t1

0
(t′2 − t1)w−1

tz−1
1 dt1.

Si on pose t′1 = t1
t′2
, on arrive à :

=
∫ +∞

0
e−t

′
2dt′2

(∫ 1

0
(t′1t′2)z−1 (t′2 − t′1t′2)w−1

t′2dt
′
1

)
=
∫ +∞

0
e−t

′
2dt′2

(
(t′2)z+w−1

B(z, w)
)

=
∫ +∞

0
e−t

′
2 (t′2)z+w−1

dt′2B(z, w)

= Γ(z + w)B(z, w).
Ce qui donne le résultat désiré.

Corollaire 2.1.1. [13] La fonction Bêta est symétrique : B(z, w) = B(w, z)

Démonstration. On a :

B(z, w) = Γ(z)Γ(w)
Γ(z + w) = Γ(w)Γ(z)

Γ(w + z) = B(w, z).

2.1.3 Fonction Mittag-Leffler
La fonction Mittag-Leffler joue un rôle très important dans la théorie des équations

différentielles d’ordre entier, et on la trouve largement utilisée dans la résolution des
équations différentielles d’ordre fractionnaire. Cette fonction a été présentée par G. M.
Mittag-Leffler, et étudié par A. Wiman .

Définition 2.1.3. [13] La fonction de Mittag-Leffler Eα(z) est définie par :

Eα(z) =
+∞∑
n=0

zn

Γ(nα + 1) (z ∈ C, α > 0), (2.4)

9
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Figure 2.2 – La fonction de Mittag-Leffler à un seul paramètre

Figure 2.3 – La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres

10



L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b]

et la fonction Mittag-Leffler généralisée Eα,β(z) est définie comme suit :

Eα,β(z) =
+∞∑
n=0

zn

Γ(nα + β) (α, β > 0). (2.5)

Exemple 2.2. [13] Pour des valeurs spéciales donnée à α et β on a :

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1) =
∞∑
k=0

zk

k! = ez.

E1,2(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 2) =
∞∑
k=0

zk

(k + 1)! = 1
z

∞∑
k=0

zk+1

(k + 1)! = ez − 1
z

.

E1,3(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 3) =
∞∑
k=0

zk

(k + 2)! = 1
z2

∞∑
k=0

zk+2

(k + 2)! = ez − 1− z
z2 .

2.2 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b]
Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b]. On considère les intégrales sui-

vante
D(−1)f(t) =

∫ t

a
f(τ)dτ,

D(−2)f(t) =
∫ t

a
dτ1

∫ τ1

a
f(τ)dτ.

En permutant l’ordre d’intégration, on obtient

D(−2)f(t) =
∫ t

a
(t− τ)f(τ)dτ,

plus généralement le nime itéré de l’ Opérateur D− peut s’écrire

D−nf(t) =
∫ t

a
dτ1

∫ τ1

a
dτ2 . . .

∫ τn−1

a
f (τn) dτn = 1

(n− 1)!

∫ t

a
(t− τ)n−1f(τ)dτ.

Pour tout entier n. Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la générali-
sation du factoriel par la fonction Gamma : (n− 1)! = Γ(n). [6]

Définition 2.2.1. [18] Soit Ω = [a, b] (−∞ < a < b <∞) l’intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre α ∈ R+ notée aD

−α
t f(t) et tD−αb f(t) sont

définies par :

aD
−α
t f(t) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−1f(τ)dτ, t > a, α > 0, (2.6)

et
tD
−α
b f(t) = 1

Γ(α)

∫ b

t
(τ − t)α−1f(τ)dτ, t < b, α > 0. (2.7)

Quand α = n ∈ N, les définitions (2.6), (2.7) on obtient :

aD
−n
t f(t) = 1

(n− 1)!

∫ t

a
(t− τ)n−1f(τ)dτ, t > a, (2.8)

et
tD
−n
b f(t) = 1

(n− 1)!

∫ b

t
(τ − t)n−1f(τ)dτ, t < b. (2.9)

11



Dérivés fractionnaires de Riemann-Liouville

Proposition 2.2.1. [18]

(1) Si α ≥ 0 et β > 0, alors :

aD
−α
t (t− a)β−1 = Γ(β)

Γ(β + α)(t− a)β+α−1(α > 0),

et
tD
−α
b (b− t)β−1 = Γ(β)

Γ(β + α)(b− t)β+α−1(α > 0).

(2) Si α > 0, β > 0 et f ∈ Lp ([a, b],Rn) (1 ≤ p <∞) pour t ∈ [a, b] alors :

aD
−α
t

(
aD
−β
t f(t)

)
=a D

−α−β
t f(t) et tD

−α
b

(
tD
−β
b f(t)

)
=t D

−α−β
b f(t).

Exemple 2.3. [6]Soit f(t) = tµ et µ > −1 par définition :

aD
−ν
t tµ = 1

Γ(ν)

∫ t

a
(t− τ)ν−1τµdτ,

= B(ν, µ+ 1)
Γ(ν) tν+µ,

= Γ(µ+ 1)
Γ(µ+ ν + 1)t

µ+ν , Re(ν) > 0, t > 0.

2.3 Dérivés fractionnaires de Riemann-Liouville
Définition 2.3.1. ([19]) Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville à gauche et
à droite aD

α
t f(t) et tDα

b f(t) d’ordre α ∈ R+, sont définies par

aD
α
t f(t) = dn

dtn
aD
−(n−α)
t f(t)

= 1
Γ(n− α)

dn

dtn

(∫ t

a
(t− τ)n−α−1f(τ)dτ

)
, t > a

(2.10)

et
tD

α
b f(t) = (−1)n d

n

dtn
tD
−(n−α)
b f(t)

= 1
Γ(n− α)(−1)n d

n

dtn

(∫ b

t
(τ − t)n−α−1f(τ)dτ

)
, t < b

(2.11)

respectivement, où n = [α] + 1, [α] désigne la partie entière de α.
En particulier, quand α = n ∈ N0, alors

aD
0
t f(t) =t D

0
bf(t) = f(t).

aD
n
t f(t) = f (n)(t) et tD

n
b f(t) = (−1)nf (n)(t).

où f (n)(t) est la dérivée habituel de f(t) d’ordre n. Si 0 < α < 1, alors

aD
α
t f(t) = 1

Γ(1− α)
d

dt

(∫ t

a
(t− τ)−αf(τ)dτ

)
, t > a

et

tD
α
b f(t) = − 1

Γ(1− α)
d

dt

(∫ b

t
(τ − t)−αf(τ)dτ

)
, t < b

12



Composition d’intégrale fractionnaire de Riemann – Liouville et sa dérivée

Proposition 2.3.1. [18]

(1) Si α ≥ 0 et β > 0, alors

aD
α
t (t− a)β−1 = Γ(β)

Γ(β − α)(t− a)β−α−1(α ≥ 0),

et
tD

α
b (b− t)β−1 = Γ(β)

Γ(β − α)(b− t)β−α−1(α ≥ 0).

En particulier, si β = 1 et α ≥ 0, alors la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville de constante est :

aD
α
t 1 = (t− a)−α

Γ(1− α) et tD
−α
b 1 = (b− t)−α

Γ(1− α) .

D’autre part, pour j = 1, 2, . . . , [α] + 1 :

aD
α
t (t− a)α−j = 0 et aD

α
b (b− t)α−j = 0.

Exemple 2.4. [13])La dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Riemann-Liouville
du fonction f(t) = (t− a)ν :
• La définition de la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre p est :

aD
p
t (t− a)ν = dn

dtn

(
aD
−(n−p)
t (t− a)ν

)
, (n− 1 ≤ p < n).

• L’intégrale fractionnaire d’ordre α = n− p de cette fonction est donné

aD
−α
t ((t− a)ν) = Γ(1 + ν)

Γ(1 + ν + α)(t− a)ν+α.

• Nous obtenons aussi

aD
p
t ((t− a)ν) = Γ(1 + ν)

Γ(1 + ν − p)(t− a)ν−p,

et la seule restriction pour f(t) = (t− a)ν est son intégrabilité, à savoir ν > −1.

Les dérivées fractionnaires de quelque fonctions au sens de Riemann-Liouville

[13]

f(t) 0D
α
t f(t), (t > 0, α ∈ R)

δ(t) Dirac t−α−1

Γ(−α)

tν Γ(ν+1)
Γ(ν+1−α)t

ν+α (ν > −1)
eλt t−αE1,1−α(λt)
cosh(

√
λt) t−αE2,1−a (λt2)

sinh(
√
λt)√

λt
t1−αE2,2−α (λt2)

tβ−1Eµ,β (λtµ) tβ−α−1Eµ,β−α (λtµ) (β > 0, µ > 0)
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La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

2.4 Composition d’intégrale fractionnaire de Rie-
mann – Liouville et sa dérivée

Proposition 2.4.1. ([13],[18])

(1) Si α > 0 et f ∈ Lp ([a, b],Rn) (1 ≤ p ≤ ∞), alors

aD
α
t

(
aD
−α
t f(t)

)
= f(t) et tD

α
b

(
tD
−α
b f(t)

)
= f(t) (α > 0).

(2) Si α > β > 0 et f ∈ Lp ([a, b],Rn) (1 ≤ p ≤ ∞), alors

aD
β
t

(
aD
−α
t f(t)

)
=a D

−α+β
t f(t) et tD

β
b

(
tD
−α
b f(t)

)
=t D

−α+β
b f(t) (α > 0).

(3) Si la dérivée fractionnaire de la fonction f(t) d’ordre p est intégrable, alors

aD
−p
t (aDp

t f(t)) = f(t)−
k∑
j=1

[
aD

p−j
t f(t)

]
t=a

(t− a)p−j
Γ(p− j + 1) , (k − 1 ≤ p < k).

• Un cas particulier. Si 0 < p < 1, alors

aD
−p
t (aDp

t f(t)) = f(t)−
[
aD

p−1
t f(t)

]
t=a

(t− a)p−1

Γ(p) .

(4) la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction de puissance est

aD
q−p
t

{
(t− a)q−j

Γ(1 + q − j)

}
= (t− a)p−j

Γ(1 + p− j) . (2.12)

2.5 La dérivation fractionnaire au sens de Caputo
Les dérivées de Riemann-Liouville présentent des inconvénients lorsqu’ils tentent

de façonner des phénomènes réels par des équations différentielles fractionnaires. Nous
allons donc maintenant aborder un concept modifié de dérivée fractionnaire. Nous
montrerons que la deuxième option est plus appropriée pour de telles tâches.
Définition 2.5.1. [18] La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche et à droite C

aD
α
t f(t)

et Ct Dα
b f(t) d’ordre α ∈ R+ sont définis par :

C
aD

α
t f(t) =a D

α
t

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t− a)k

]
, (2.13)

et
C
t D

α
b f(t) =t D

α
b

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(b)
k! (b− t)k

]
. (2.14)

respectivement, tel que

n = [α] + 1 pour α /∈ N0; n = α pour α ∈ N0. (2.15)

En particulier, quand 0 < α < 1, alors
C
aD

α
t f(t) =a D

α
t (f(t)− f(a)),

et
C
t D

α
b f(t) =t D

α
b (f(t)− f(b)).
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La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire de Caputo
sont reliées l’un à l’autre par les relations suivantes.

Remarque 2.1.
• Si α = n ∈ N0 et la dérivée habituel f (n)(t) d’ordre n existe, alors C

aD
n
t f(t) et

C
t D

n
b f(t) sont représentées par

C
aD

n
t f(t) = f (n)(t) et C

t D
n
b f(t) = (−1)nf (n)(t). (2.16)

En particulier :
C
aD

0
t f(t) =C

t D
0
bf(t) = f(t).

Proposition 2.5.1. [18] Si α /∈ N0, alors les dérivées fractionnaires de Caputo C
aD

α
t f(t)

et Ct Dα
b f(t) d’ordre α ∈ R+ de la fonction f sont existées en même temps avec les dé-

rivées fractionnaires de Riemann-Liouville aD
α
t f(t) et tDα

b f(t) comme suit

C
aD

α
t f(t) =a D

α
t f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k − α + 1)(t− a)k−α,

et
C
t D

α
b f(t) =t D

α
b f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(b)
Γ(k − α + 1)(b− t)k−α,

où n = [α] + 1. En particulier, quand 0 < α < 1, on a

C
aD

α
t f(t) =a D

α
t f(t)− f(a)

Γ(1− α)(t− a)−α,

et
C
t D

α
b f(t) =t D

α
b f(t)− f(b)

Γ(1− α)(b− t)−α.

Proposition 2.5.2. [18] Soit α ∈ R+ et n est donné par (2.15). Si f ∈ ACn([a, b], Rn),
alors les dérivées fractionnaires de Caputo C

aD
α
t f(t) et C

t D
α
b f(t) sont existées presque

partout sur [a, b].
Si α /∈ N0, CaDα

t f(t) et Ct Dα
b f(t) sont représentées par

C
aD

α
t f(t) = 1

Γ(n− α)

(∫ t

a
(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ

)
,

et
C
t D

α
b f(t) = (−1)n

Γ(n− α)

(∫ b

t
(τ − t)n−α−1f (n)(τ)dτ

)
,

respectivement, tel que n = [α] + 1.
En particulier, quand 0 < α < 1 et f ∈ AC ([a, b],Rn)

C
aD

α
t f(t) = 1

Γ(1− α)

(∫ t

a
(t− τ)−αf ′(τ)dτ

)
,

et
C
t D

α
b f(t) = − 1

Γ(1− α)

(∫ b

t
(τ − t)−αf ′(τ)dτ

)
.

15



Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Proposition 2.5.3. [18]

• Soit α > 0 et y ∈ L∞ ([a, b],Rn) ou y ∈ C ([a, b],Rn) alors
C
aD

α
t

(
aD
−α
t y(t)

)
= y(t) et C

t D
α
b

(
tD
−α
b y(t)

)
= y(t).

• Soit α > 0 et n donné par (2.15). Si y ∈ ACn ([a, b],Rn) ou y ∈ Cn ([a, b],Rn)
alors

aD
−α
t

(
C
aD

α
t y(t)

)
= y(t)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)
k! (t− a)k,

et

tD
−α
b

(
C
t D

α
b y(t)

)
= y(t)−

n−1∑
k=0

(−1)ky(k)(b)
k! (b− t)k.

En particulier, si 0 < α ≤ 1 et y ∈ AC ([a, b],Rn) ou y ∈ C ([a, b],Rn) alors

aD
−α
t

(
C
aD

α
t y(t)

)
= y(t)− y(a) et tD

−α
b

(
C
t D

α
b y(t)

)
= y(t)− y(b).

2.6 Comparaison entre la dérivée de Caputo et de
Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α d’une fonction
constante est donnée par :

aD
α
t C = C

Γ(1− α)(t− a)−α, tD
α
b C = C

Γ(1− α)(b− t)−α,

mais la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre p d’une fonction constante est
nulle

C
aD

p
tC = 0.

2.7 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires
Théorème 2.1 (Linéarité). [13] L’Opérateur de dérivée fractionnaire est un Opéra-
teur linéaire

Dp(λf(t) + µg(t)) = λDpf(t) + µDpg(t), t > 0.

Démonstration. Par exemple, pour l’opérateur de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre p (k − 1 ≤ p < k)

0D
p
t (λf(t) + µg(t)) = 1

Γ(k − p)
dk

dtk

∫ t

0
(t− τ)k−p−1(λf(τ) + µg(τ))dτ

= λ

Γ(k − p)
dk

dtk

∫ t

0
(t− τ)k−p−1f(τ)dτ

+ µ

Γ(k − p)
dk

dtk

∫ t

0
(t− τ)k−p−1g(τ)dτ

=λ0D
p
t f(t) + µ0D

p
t g(t).
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Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Définition 2.7.1 (Règle de Leibniz). [13]
On sait que de la règle de Leibniz pour calculer la dérivée n-ième du produit de deux

fonctions f(t), g(t), ce qui est donné par la relation suivante :

dn

dtn
(f(t)g(t)) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(t)g(n−k)(t). (2.17)

En remplaçant l’entier n par un paramètre réel p, dans le membre à droite de (2.17),
on obtient la formule :

Dp (f(t)g(t)) =
n∑
k=0

(
p

k

)
f (k)(t)D(p−k)g(t)−Rp

n, n ≥ p+ 1, (2.18)

où
Rp
n(t) = 1

n!Γ(−p)

∫ t

a
(t− τ)−p−1g(τ)dτ

∫ t

τ
f (n+1)(ξ)(τ − ξ)ndξ, (2.19)

telle que
lim

n−→+∞
Rp
n(t) = 0.

Alors on a une généralisation de la règle de Leibniz d’ordres fractionnaires.
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Chapitre 3
Résolutions de quelques équations
différentielles d’ordre fractionnaire via
transformée de Laplace

Dans ce chapitre, nous utilisons la formule de transformée de Laplace de la déri-
vée fractionnaire pour résoudre des équations différentielles fractionnaires linéaire avec
coefficients constante comme suit :[13]

∫ ∞
0

e−st0D
α
t f(t)dt = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sk
[

0D
α−k−1
t f(t)

]
t=0
,

(n− 1 < α ≤ n).

3.1 Transformée de Laplace de la dérivée fraction-
naire

La méthode de transformation de Laplace est un outil extrêmement utile pour
résoudre de problèmes de valeurs initiales linéaires (fractionnaires ou classiques).

Définition 3.1.1. [13] La fonction F (s) de la variable complexe s définie par

F (s) = L{f(t); s} =
∫ ∞

0
e−stf(t)dt, (3.1)

est appelée transformée de Laplace de la fonction f(t).

* Pour l’existence de l’intégrale (3.1) la fonction f(t) doit être d’ordre exponentiel
α.

* On peut trouver l’originale f(t) de la transformée de Laplace F (s) à l’aide de
la transformée de Laplace inverse.

* On note la transformée de Laplace par des lettres majuscules et les originaux
en minuscules.
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Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

• la transformée de Laplace inverse est

f(t) = L−1{F (s); t} =
∫ c+i∞

c−i∞
estF (s)ds, c = Re(s) > c0,

où c0 réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de l’intégrale de
Laplace.
Pour indiquer que f est la transformée inverse unique de F .
• La transformée de Laplace de la convolution

f(t) ∗ g(t) =
∫ t

0
f(t− τ)g(τ)dτ,

de deux fonctions f(t) et g(t), qui sont égale à zéro pour t < 0, est égale au
produit de leurs transformées de Laplace :

L{f(t) ∗ g(t); s} = F (s)G(s),

sous l’hypothèse que F (s) et G(s) existent.
• La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
d’un ordre entier n de la fonction f(t) :

L{fn(t); s} = snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0) = snF (s)−
n−1∑
k=0

skf (n−k−1)(0).

3.1.1 Propriétés de la transformée de Laplace
Soient les fonctions f1, f2 et f3 définies sur [0,∞), les transformées de Laplace
des ces fonctions existent pour s ≥ s0 comme s0 ∈ R. [4]

1. Si f3 = a1f1 + a2f2 avec a1 et a2 ∈ R donc :

F3(s) = a1F1(s) + a2F2(s).

(Linéarité de la transformée de Laplace)
2. Si f3(x) =

∫ x
0 f1(t)dt et s > max{0, s0}

F3(s) = 1
s
F1(s).

(l’intégration du théorème)
3. Soit a > 0 et f3(x) = f1(ax). Alors

F3(s) = 1
a
F1(s/a).

4. Soit a ∈ R et f3(x) = e−axf1(x). Alors

F3(s) = F1(s+ a).
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Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

Tableau récapitule certaines transformations de Laplace de quelque fonc-
tions et certaines propriétés des transformées de Laplace

[6]

La transformée de Laplace de la fonction de Mittag-Leffler à deux para-
mètres

Pour obtenir la transformation de Laplace de la fonction tkeat. Nous allons effectuer
une transformation de Laplace de la fonctions Mittag-Leffler et ez.[13]
Au début, nous allons démontrer la formule suivante :∫ ∞

0
e−te±ztdt = 1

1∓ z , |z| < 1. (3.2)

On utilise la série l’expansion de ez Nous obtenons le
∫ ∞

0
e−teztdt = 1

1− z =
∞∑
k=0

(±z)k
k!

∫ ∞
0

e−ttkdt =
∞∑
k=0

(±z)k = 1
1∓ z . (3.3)

Et cette formule (3.2) donné la suit
∫ ∞

0
e−ttke±ztdt = k!

(1− z)k+1 , (|z| < 1),

et ∫ ∞
0

e−pttke±atdt = k!
(p∓ a)k+1 , (Re(p) > |a|).

Nous remplaçons la définition de la fonction Mittag -Leffler (2.5) Dans l’intégration
ci-dessous ∫ ∞

0
e−ttβ−1Eα,β (ztα) dt = 1

1− z , (|z| < 1) . (3.4)

20



Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

Nous avons obtenu (3.4) par la transformée de Laplace de la fonction tαk+β−1E
(k)
α,β

(
±zt(α)

)
,(

E
(k)
α,β(y) ≡ dk

dyk
Eα,β(y)

)
:

∫ ∞
0

e−pttαk+β−1E
(k)
α,β (±atα) dt = k!pα−β

(pα ∓ a)k+1 ,
(
Re(p) > |a|1/α

)
. (3.5)

Cas particulier de (3.5) pour α = β = 1
2∫ ∞

0
e−ptt

k−1
2 E

(k)
1
2 ·

1
2
(±a
√
t)dt = k!

(√p∓ a)k+1 ,
(
Re(p) > a2

)
.

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Proposition 3.1.1. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre p > 0 est définie par [13] :

L{0D
p
t f(t); s} = spF (s)−

n−1∑
k=0

sk[0Dp−k−1
t f(t)]t=0 (n− 1 ≤ p < n). (3.6)

Démonstration. Nous allons commencer par la transformée de Laplace de l’intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre p > 0. On peut écrire la définition sous
forme Le produit de convolution de deux fonctions g(t) = tp−1 et f(t) :

0D
−p
t f(t) = 1

Γ(p)

∫ t

0
(t− τ)p−1f(τ)dτ = tp−1 ∗ f(t).

La transformée de Laplace de la fonction tp−1 est

G(s) = L
{
tp−1; s

}
= Γ(p)s−p.

On obtient la transformée de Laplace de l’intégrale fractionnelle de Riemann Liouville

L
{

0D
−p
t f(t); s

}
= s−pF (s).

On peut écrire la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann Liou-
ville comme suit

0D
p
t f(t) = g(n)(t),

g(t) =0 D
−(n−p)
t f(t) = 1

Γ(n− p)

∫ t

0
(t− τ)n−p−1f(τ)dτ ,

(n− 1 ≤ p < n).

Nous utilisons la transformée de Laplace pour la dérivée d’ordre entier

L {0D
p
t f(t); s} = snG(s)−

n−1∑
k=0

skg(n−k−1)(0).

La transformée de Laplace de la fonction g(t) est

G(s) = s−(n−p)F (s).
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Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

En outre, de la définition du la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, on a

g(n−k−1)(t) = dn−k−1

dtn−k−1 0D
−(n−p)
t f(t) =0 D

p−k−1
t f(t).

Au final, nous obtenons la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre p > 0 :

L {0D
p
t f(t); s} = spF (s)−

n−1∑
k=0

sk
[

0D
p−k−1
t f(t)

]
t=0

.

(n− 1 ≤ p < n).

Exemple 3.1. [6]

L
[
D−µtν

]
= Γ(ν + 1)

sµ+ν+1 , µ > 0, ν > −1.

L
[
D−µeat

]
= 1
sµ(s− a) , µ > 0.

L
[
D−µ cos at

]
= 1
sµ−1 (s2 + a2) , µ > 0.

La transformée de Laplace de la dérivée de Caputo

Proposition 3.1.2. La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
de Caputo est définie par : [13]

L{C0 D
p
t f(t); s} = spF (s)−

n−1∑
k=0

sp−k−1f (k)(0), (n− 1 < p ≤ n). (3.7)

Démonstration. On peut écrire la définition de la dérivée de Caputo comme suit
C
0 D

p
t f(t) = 0D

−(n−p)
t g(t), g(t) = f (n)(t),

(n− 1 < p ≤ n).
En utilisant la formule de la transformée de Laplace de l’intégration de Riemann-
Liouville, nous donnons

L
{
C
0 D

p
t f(t); s

}
= s−(n−p)G(s).

Nous utilisons la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier comme suit

G(s) = snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0) = snF (s)−
n−1∑
k=0

skf (n−k−1)(0).

D’où, la formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo
est :

L
{
C
0 D

p
t f(t)

}
= spF (s)−

n−1∑
k=0

sp−k−1f (k)(0).
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Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

La transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire séquentiel de Miller-
Ross

Proposition 3.1.3. La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
séquentiel de Miller-Ross est définie par :[13]

L {0D
σm
t f(t); s} = sσmF (s)−

m−1∑
k=0

sσm−σm−k
[

0D
σm−k−1
t f(t)

]
t=0

, (3.8)

0D
σm−k−1
t ≡ 0D

αm−k−1
t 0D

αm−k−1
t . . . 0D

α1
t ,

(k = 0, 1, . . . ,m− 1).
Démonstration. Voir [13]

Maintenant, nous allons donner quelques exemples pour résoudre des équations
différentielles linéaires fractionnaires.[13]
Exemple 3.2. Soit l’équation suivants :

0D
α
t

(
0D

β
t y(t)

)
+0 D

q
t y(t) = h(t), (3.9)

et 0 < α < 1, 0 < β < 1, 0 < q < 1, α + β = Q > q. (3.10)
La transformée de Laplace de l’équation (3.9) donnée par :(

sα+β + sq
)
Y (s) = H(s) + sαb2 + b1,

b1 =
[

0D
α−1
t

(
0D

β
t y(t)

)]
t=0

+
[

0D
q−1
t y(t)

]
t=0

et b2 =
[

0D
β−1
t y(t)

]
t=0
.

On écrit Y (s) à la forme :

Y (s) = s−qH(s)
sα+β−q + 1 + b2

sα−q

sα+β−q + 1 + b1
s−q

sα+β−q + 1 .

Après la transformée inverse Laplace et avec l’aide (3.5), nous trouvons la solution de
le problème (3.9) comme suit

y(t) = b2t
β−1Eα+β−q,β

(
−tα+β−q

)
+ b1t

a+β−qEα+β−q,α+β
(
−tα+β−q

)
+
∫ t

0
(t− τ)α+β−1Eα+β−q,α+β

(
−(t− τ)α+β−q

)
h(τ)dτ.

Exemple 3.3. Considérons le problème de valeur initial :

0D
α2
t (0D

α1
t y(t))− λy(t) = h(t); (3.11)

et [
0D

α2−1
t (0D

α1
t y(t))

]
t=0

= b1,
[

0D
α1−1
t y(t)

]
t=0

= b2. (3.12)
Considérons 0 < α1 < 1, 0 < α2 < 1. La transformée de Laplace de l’équation (3.11)
donne

(sα1+α2 − λ)Y (s) = sα2b2 + b1 +H(s).
Après la transformée inverse Laplace et avec l’aide (3.5), nous trouvons la solution de
le problème comme suit :

y(t) = b2t
α1−1Eα,α1 (λtα) + b1t

α−1Eα,α (λtα)

+
∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α (λ(t− τ)α)h(τ)dτ,

(α = α1 + α2) .
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Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

Exemple 3.4. Résolvons

0D
1/2
t f(t) + af(t) = 0, (t > 0);

[
0D
−1/2
t f(t)

]
t=0

= C,

avec a une constante, on a α = 1
2 ≤ 1. En prenant la transformée Laplace des deux

côtés de l’équation que nous avons

L
{

0D
1/2
t f(t) + af(t)

}
= 0.

Ce qui implique que
s

1
2F (s)−D−(1− 1

2)f(0) + aF (s) = 0.

Alors
s

1
2F (s) + aF (s) = C,

[
0D
−1/2
t f(t)

]
t=0

= C.

Nous obtenons
F (s) = C

s
1
2 + a

.

Nous concluons que

f(t) = L−1
{

C

s
1
2 + a

}
= Ct−

1
2E 1

2 ,
1
2

(
−at

1
2
)
.

Exemple 3.5. Résolvons

0D
Q
t f(t) +0 D

q
t f(t) = h(t), (3.13)

supposer que 0 < q < Q < 1. En prenant la transformée Laplace des deux côtés de
l’équation que nous avons (

sQ + sq
)
F (s) = C +H(s). (3.14)

Où
C =

[
0D

q−1
t f(t) +0 D

Q−1
t f(t)

]
t=0
.

Alors
F (s) = C +H(s)

sQ + sq
= C +H(s)
sq (sQ−q + 1) = (C +H(s)) s−q

sQ−q + 1 . (3.15)

On pose α = Q−q et β = Q. Et en considérant la transformée de Laplace de la fonction
de Mittag-Leffler, on obtient

f(t) = CG(t) +
∫ t

0
G(t− τ)h(τ)dτ , (3.16)

C =
[
0D

q−1
t f(t) +0 D

Q−1
t f(t)

]
t=0

, G(t) = tQ−1EQ−q,Q
(
−tQ−q

)
Exemple 3.6. Considérons le problème de valeur initiale suivant pour l’équation dif-
férentielle fractionnaire non homogène dans des conditions initiales non nulles :

0D
α
t y(t)− λy(t) = h(t), (t > 0)[

0D
α−k
t y(t)

]
t=0

= bk, (k = 1, 2, . . . , n).
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Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire

Si n− 1 < α < n. En prenant la transformée Laplace des deux côtés de l’équation que
nous avons

L{0D
α
t y(t)− λy(t)} = L{h(t)}.

Ce qui implique que

sαY (s)− λY (s) = H(s) +
n∑
k=1

bks
k−1,

nous obtenons
Y (s) = H(s)

sα − λ
+

n∑
k=1

bk
sk−1

sα − λ
,

d’où

y(t) =
n∑
k=1

bkt
α−kEα,α−k+1 (λtα) +

∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α (λ(t− τ)α)h(τ)dτ.

Exemple 3.7. Considérons 0 < α < 1, 0 < β < 1, α + β = 1/2 dans cette le
problème :

0D
α
t

(
0D

β
t y(t)

)
+ ay(t) = 0, (3.17)[

0D
α−1
t

(
0D

β
t y(t)

)]
t=0

= b1,
[

0D
β−1
t y(t)

]
t=0

= b2. (3.18)

En prenant la transformée Laplace des deux côtés de l’équation (3.17) nous avons(
sα+β + a

)
Y (s) = sαb2 + b1, (3.19)

il s’ensuit que
Y (s) = b2

sα

sα+β + a
+ b1

1
sα+β + a

. (3.20)

Après la transformée inverse Laplace et avec l’aide (3.5), nous trouvons la solution de
problème (3.17, 3.18) :

y(t) = b2t
β−1Eα+β,β

(
−atα+β

)
+ b1t

α+β−1Eα+β,α+β
(
−atα+β

)
.
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Chapitre 4
Quelques Résultats d’existence et l’unicité
des solutions des problèmes de Cauchy

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques théorème d’existence et d’unicité des
problèmes de Cauchy d’ordre fractionnaire .

4.1 Problème de Cauchy linéaire d’ordre fraction-
naire

Considérons le problème de valeur initiale qui suit [13]

0D
σn
t y(t) +

n−1∑
j=1

pj(t)0D
σn−j
t y(t) + pn(t)y(t) = f(t), (4.1)

(0 < t < T <∞)[
0D

σk−1
t y(t)

]
t=0

= bk, k = 1, . . . , n, (4.2)
où

aD
σk
t ≡ aD

αk
t aD

αk−1
t . . . aD

α1
t ;

aD
σk−1
t ≡ aD

αk−1
t aD

αk−2
t . . . aD

α1
t ;

σk =
k∑
j=1

αj, (k = 1, 2, . . . , n);

0 < αj ≤ 1, (j = 1, 2, . . . , n),
et f(t) ∈ L1(0, T ), i. e. ∫ T

0
|f(t)|dt <∞.

Nous supposons que f(t) ≡ 0 pour t > T .
Comme première étape, considérons le cas de pk(t) ≡ 0 , (k = 1, . . . , n).

Théorème 4.1. [13] Si f(t) ∈ L1(0, T ), alors l’équation

0D
σn
t y(t) = f(t), (4.3)

admet une solution unique y(t) ∈ L1(0, T ), qui vérifie la condition initiale (4.2).
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Problème de Cauchy linéaire d’ordre fractionnaire

Démonstration. [13] La transformée de Laplace (3.1) de l’équation (4.3) donne

sσnY (s)−
n−1∑
k=0

sσn−σn−k
[

0D
σn−k−1
t y(t)

]
t=0

= F (s), (4.4)

où Y (s) et F(s) désignent les transformées de Laplace de y(t) et f(t). Nous remplaçons
par la condition initiale dans (4.2), on peut écrire comme suit

Y (s) = s−σnF (s) +
n−1∑
k=0

bn−ks
−σn−k . (4.5)

La transformée de Laplace inverse donne

y(t) = 1
Γ (σn)

∫ t

0
(t− τ)σn−1f(τ)dτ +

n−1∑
k=0

bn−k
Γ (σn−k)

tσn−k−1, (4.6)

on pose i = n− k,

y(t) = 1
Γ (σn)

∫ t

0
(t− τ)σn−1f(τ)dτ +

n∑
i=1

bi
Γ (σi)

tσi−1. (4.7)

Nous utilisons les propriétés de la différenciation de Riemann-Liouville de la fonction
de puissance et en tenant compte de cela

1
Γ(−m) = 0, m = 0, 1, 2, . . .

0D
σk
t

(
tσi−1

Γ (σi)

)
=


tσi−σk−1

Γ(σi−σk) , (k < i)

0 , (k ≥ i)
(4.8)

0D
σk−1
t

(
tσi−1

Γ (σı)

)
=


tσı−σk

Γ(1+σi−σk) , (k < i)

1 , (k = i)

0 , (k > i)

(4.9)

Il résulte de (4.7) que y(t) dans L1(0, T ). En utilisant (4.8) et (4.9), la substitution
directe de la fonction y(t) définie par l’expression (4.7) dans l’équation (4.3) et les
conditions initiales (4.2) montre que y(t) les satisfait, et donc, l’existence de la solution
est prouvée. Reste à montrer l’unicité de cette dernière. Pour cela, posons z(t) =
y1(t)− y2(t) où y1 et y2 sont deux solutions (dans L1(0;T )) du problème (4.3).
Et donc z(t) sera solution du problème suivant :

0D
σn
t z(t) = 0,

[
0D

σn−1
t z(t)

]
t=0

= 0.
(4.10)

En appliquant la transformée de Laplace dans les deux membres de la première équation
de(4.9), on obtient

Z(s) = L{z(t); s} = 0,
et donc z(t) = 0 pour presque tout t ∈ (0, T ), ce qui prouve que la solution y(t) est
l’unique solution dans L1(0, T ) du problème (4.3).
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Problème de Cauchy linéaire d’ordre fractionnaire

Maintenant, nous pouvons prouver l’existence et l’unicité de la solution du problème
(4.1),(4.2).

Théorème 4.2. [13] Si f(t) ∈ L1(0, T ) et pj(t)(j = 1, . . . , n) sont des fonctions conti-
nues dans l’intervalle fermé [0, T ], alors le problème du valeur initiale (4.1)-(4.2) admet
une solution unique y(t) ∈ L1(0, T ).

Démonstration. La méthode de preuve de ce théorème utilise l’idée de base de MM.
M. Dzhrbashyan et A. B. Nersesyan.
Supposons que le problème (4.1)-(4.2) admet une solution y(t). et dénoter

0D
σn
t y(t) = ϕ(t) (4.11)

En utilisant le théorème (4.1), on a

y(t) = 1
Γ (σn)

∫ t

0
(t− τ)σn−1ϕ(t)dt+

n∑
i=1

bi
tσi−1

Γ (σi)
(4.12)

Nous substituons (4.12) à l’équation (4.1)

0D
σn
t y(t) +

n−1∑
k=1

pn−k(t)0D
σk
t y(t) + pn(t)y(t) = f(t) (4.13)

et en utilisant (4.8), on obtient l’équation intégrale de Volterra du second type pour la
fonction ϕ(t) :

ϕ(t) +
∫ t

0
K(t, τ)ϕ(τ)dt = g(t), (4.14)

Où
K(t, τ) = pn(t)(t− τ)σn−1

Γ (σn) +
n−1∑
k=1

pn−k(t)
(t− τ)σn−σk−1

Γ (σn − σk)
,

g(t) = f(t)− pn(t)
n∑
i=1

bi
tσi−1

Γ (σi)
−

n−1∑
k=1

pn−k(t)
n∑

i=k+1
bi

tσi−σk−1

Γ (σi − σk)
.

Puisque la fonction pj(t)(j = 1, . . . , n) est continue, alors le noyau peut être écrit à la
forme d’un noyau faiblement singulier

K(t, τ) = K∗(t, τ)
(t− τ)1−µ , (4.15)

où K∗(t, τ) est continue pour 0 ≤ t ≤ T , 0 ≤ r ≤ T , et

µ = min {σn, σn − σn−1, σn − σn−2, . . . , σn − σ1, } = min {σn, αn}

De même, g(t) peut être écrit à la forme

g(t) = g∗(t)
t1−ν

(4.16)

où g∗(t) est continue pour 0 ≤ t ≤ T , et

ν = min {σ1, . . . , σn;σ2 − σ1, . . . , σn − σ1
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σ3 − σ2, . . . , σn − σ2; . . . ;σn − σn−1}

= min {σ1, . . . , σn;α2, . . . , αn} = min {α1, α2, . . . , αn}

Évidemment 0 < µ ≤ 1, 0 < ν ≤ 1. On sait que l’équation (4.14) avec le noyau
faiblement singulier (4.15) et le côté droit g(t) ∈ L1(0, T ) admet une solution unique
ϕ(t) ∈ L1(0, T ).
Ensuite, selon le théorème 4.1, la solution unique y(t) ∈ L1(0, T ) du problème (4.11),(4.2)
qui est en même temps la solution du problème (4.1)-(4.2), peut être déterminée à l’aide
de la formule (4.12). Ceci termine la preuve du théorème 4.2.

Corollaire 4.1.1. Considérons le problème du valeur initiale qui suit
0D

α
t y(t) = f(t), (0 < t < T <∞)[

0D
α−1
t y(t)

]
t=0

= b,
(4.17)

où 0 < α ≤ 1 et f(t) ∈ L1(0, T ). la solution de problème (4.17) est

y(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ)dτ + b

Γ(α)t
α−1.

D’après le théorème (4.1), y(t) ∈ L1(0, T ) et unique.

Démonstration. Voir [7]

4.2 Équation différentielle fractionnaire d’une forme
plus générale

En plus des équations différentielles fractionnaires linéaires, les équations non li-
néaires apparaissent dans les applications.
Dans cette section, nous discuterons l’existence et l’unicité d’une solution du problème
à valeur initiale de l’équation différentielle fractionnaire .[13]

Considérons le problème à valeur initiale suivant :
0D

σn
t y(t) = f(t, y(t)),

[
0D

σk−1
t y(t)

]
t=0

= bk, k = 1, . . . , n.
(4.18)

Nous supposons que f(t, y) est définie dans un domaine G du plan (t, y), et nous
définissons une région R(h,K) ⊂ G, comme étant l’ensemble des points (t, y) ∈ G, qui
vérifient les inégalités suivantes :

0 < t < h, |t1−σ1y(t)−
n∑
i=1

bi
tσi−σ1

Γ (σi)
| ≤ K, (4.19)

où h et K sont des constantes.
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Théorème 4.3. [13] Soit f(t, y) une fonction continue à valeurs réelles, définie dans
le domaine G, vérifie dans G la condition de Lipschitz par rapport à y

|f (t, y1)− f (t, y2)| ≤ A |y1 − y2| ,

où
|f(t, y)| ≤M <∞ pour tout (t, y) ∈ G.

Soit aussi
K ≥ Mhσn−σ1+1

Γ (1 + σn) .

Alors il existe dans la région R(h,K) une unique solution continue y(t) du problème
(4.18).

Démonstration. [13] La méthode de la preuve de ce théorème est basée sur l’idée due
à M. A. Al-Bassam .
Tout d’abord, nous réduisons le problème (4.18) à une équation intégrale fractionnaire
équivalente. En utilisant la formule(4.7), nous obtenons

y(t) =
n∑
i=1

bi
Γ (σi)

tσi−1 + 1
Γ (σn)

∫ t

0
(t− τ)σn−1f(τ, y(τ))dτ. (4.20)

On voit donc que si y(t) vérifie (4.18), alors elle vérifie aussi l’équation (4.20).
D’autre part, si y(t) est une solution de (4.20), alors en appliquant à(4.20) l’opérateur
dérivée fractionnaire séquentiel de Miller-Ross 0D

σn
t et en tenant compte du fait que la

dérivée 0D
α
t t
α−1 est nulle, nous obtenons l’équation différentielle fractionnaire (4.18).

En outre que, 0D
σn−1
t tσn−1 = Γ(σn) alors si y(t) vérifie (4.20), elle vérifie donc la condi-

tion initiale introduite dans (4.18). Par conséquent, l’équation (4.20) est équivalente
au problème à valeur initiale (4.18).
Définissons maintenant la suite des fonctions y0(t) ; y1(t) ; · · · , par les relations sui-
vantes :

y0(t) =
n∑
i=1

bi
Γ (σi)

tσi−1, (4.21)

ym(t) =
n∑
t=1

bi
Γ (σi)

tσi−1+ 1
Γ (σn)

∫ t

0
(t−τ)σn−1f (τ, ym−1(τ)) dτ, m = 1, 2, 3, . . . (4.22)

Nous allons montrer que la lim
m→∞

ym(t) existe et donner la solution souhaitée y(t) de
l’équation (4.20).
Tout d’abord, on peut montrer par récurrence que pour 0 < t ≤ h, on a ym(t) ∈ R(h,K)
pour tout m. En effet∣∣∣∣∣t1−σ1ym(t)−

n∑
i=1

bi
tσi−σ1

Γ (σi)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ t1−σ1

Γ (σn)

∫ t

0
(t− τ)σn−1f (τ, ym−1(τ)) dτ

∣∣∣∣∣
≤ Mtσn−σ1+1

Γ (1 + σn) ≤
Mhσn−σ1+1

Γ (1 + σn) ≤ K,

(4.23)

et pour la même raison on a la même inégalité pour y1(t) :∣∣∣∣∣t1−σ1y1(t)−
n∑
i=1

bi
tσi−σ1

Γ (σi)

∣∣∣∣∣ ≤ Mhσn−σ1+1

Γ (1 + σn) ≤ K.
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De plus, on peut aussi montrer par récurrence que, pour tout m

|ym(t)− ym−1(t)| ≤ MAm−1tmσn

Γ(1 +mσn) . (4.24)

En effet, en utilisant (4.23), on a pour m = 1 :

|y1(t)− y0(t)| ≤ Mtσn

Γ(1 + σn) , (0 < t ≤ h). (4.25)

Supposons que

|ym−1(t)− ym−2(t)| ≤ MAm−2t(m−1)σn

Γ(1 + (m− 1)σn) , (0 < t ≤ h). (4.26)

Alors, en utilisant (4.22) et (4.26), et en s’aidant de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville de la fonction de puissance (2.4.1), on aura

|ym(t)− ym−1(t)| ≤ A

Γ(σn)

∫ t

0
(t− τ)σn |ym−1(τ)− ym−2(τ)| dτ

≤ MAm−1

Γ(1 + (m− 1)σn)
1

Γ(σn)

∫ t

0
(t− τ)σn−1τ (m−1)σndτ

= MAm−1

Γ(1 + (m− 1)σn)0D
−σn
t t(m−1)σn

= MAm−1

Γ(1 + (m− 1)σn)
Γ(1 + (m− 1)σn)t(m−1)σn+σn

Γ(1 + (m− 1)σn + σn)

= MAm−1tmσn

Γ(1 +mσn) .

(4.27)

Et donc (4.24) a lieu pour tout m.
Considérons maintenant la série

y?(t) = lim
m→∞

(ym(t)− y0(t)) =
∞∑
j=1

(yj(t)− yj−1(t)) . (4.28)

Selon l’estimation (4.24), pour 0 < t < h, la valeur absolue de ses termes est inférieure
aux termes correspondants de la série numérique convergente.

M
∞∑
j=1

MAj−1hjσn

Γ (1 + jσn) = M

A
(Eσn,1 (Ahnσ)− 1) ,

cela signifie que la série (4.28) converge uniformément.
Évidemment, chaque terme (yj(t)− yj−1(t)) de la série (4.28) est une fonction continue
de t pour 0 ≤ t ≤ h. Par conséquent, la somme de la série (4.28), y?(t) est une fonction
continue pour 0 ≤ t ≤ h et

y(t) = lim
m→∞

ym(t) = y0(t) + y?(t),

est donc une fonction continue pour 0 < t ≤ h.
La convergence uniforme de la suite ym(t) nous permet de faire tendre m vers l’infini
dans la relation (4.22). Ce qui donne l’équation (4.20), montrant que y(t), la limite de
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fonction du processus défini par (4.21) et (4.22) est solution de (4.20).
Finalement, prouvons l’unicité de la solution. Supposons donc que ỹ(t) est une autre
solution de l’équation (4.20), qui est continue sur l’intervalle 0 < t ≤ h. Alors, il suit
de (4.20) que la fonction z(t) = y(t)− ỹ(t) vérifie l’équation.

z(t) = 1
Γ(σn)

∫ t

0
(t− τ)σn−1f(τ, z(τ))dτ, (4.29)

De plus, cette fonction est continue pour 0 ≤ t ≤ h. Par conséquent, |z(t)| < B pour
0 ≤ t ≤ h, où B est une constante. Nous l’obtenons

|z(t)| ≤ ABtσn

Γ(1 + σn) , (0 ≤ t ≤ h). (4.30)

En répétant ces estimations j fois, on aura

|z(t)| ≤ AjBtjσn

Γ(σn) , j = 1, 2, . . . (4.31)

Dans le membre de droite, on récupère (à une constante près) le terme général de la
série associée à la fonction de Mittag-Leffler Eσn,1 (Atσn), et donc pour tout t

lim
j→∞

Ajtjσn

Γ(σn) = 0.

Prenant la limite de j → ∞ dans (4.31), on conclut que z(t) ≡ 0 et ỹ(t) ≡ y(t) pour
0 < t ≤ h. Ce qui achève la preuve du théorème 4.2.

4.3 Théorème d’existence et d’unicité Comme mé-
thode de solution

Dans certains cas, le théorème 4.3 peut être utilisée pour résoudre des équations
différentielles fractionnaires. Nous allons expliquer cela avec quelque exemple

Exemple 4.1. [13] Considérons le problème de valeur initiale qui suit :

0D
σn
t y(t) = λy(t)[

0D
σk−1
t y(t)

]
t=0

= bk, k = 1, . . . , n (4.32)

Dans ce cas, nous avons f(t, y) = λy. Selon preuve théorème 4.3, on prend

y0(t) =
n∑
i=1

bi
tσi−1

Γ (σi)
, (4.33)

ym(t) = y0(t) + λ

Γ (σn)

∫ t

0
(t− τ)σn−1ym−1(τ)dτ

= y0(t) + λ0D
−σn
t ym−1(t),

(4.34)

m = 1, 2, 3, . . .
On rappelle L’équation différentielle fractionnaire de la fonction de puissance

aD
q−p
t

{
(t− a)q−j

Γ(1 + q − j)

}
= (t− a)p−j

Γ(1 + p− j) (4.35)
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On utilise (4.33) et (4.34). Et en appliquant la formule différentielle fractionnaire pour
la fonction de puissance (4.35), on obtient :

y1(t) = y0(t) + λ0D
−σn
t

{
n∑
i=1

bi
tσi−1

Γ (σi)

}

= y0(t) + λ
n∑
i=1

bi
tσn+σi−1

Γ (σn + σi)
,

y2(t) = y0(t) + λ0D
−σn
t y1(t)

= y0(t) + λ0D
−σn
t

{
y0(t) + λ

n∑
i=1

bi
tσn+σi−1

Γ (σn + σi)

}

= y0(t) + λ
n∑
i=1

bi
tσn+σi−1

Γ (σn + σi)
+ λ2

n∑
i=1

bi
t2σn+σi−1

Γ (2σn + σi)

=
n∑
i=1

bi
2∑

k=0

λktkσn+σi−1

Γ (kσn + σi)
,

il peut apparaître ym(t) de la manière suivante :

ym(t) =
n∑
i=1

bi
m∑
k=0

λktkσn+σi−1

Γ (kσn + σi)
, m = 1, 2, 3, . . . (4.36)

Lorsque m→∞ dans (4.36), on obtient la solution du problème (4.32) :

y(t) =
n∑
i=1

bi
∞∑
k=0

λktkσn+σi−1

Γ (kσn + σi)
=

n∑
i=1

bit
σi−1Eσn,σi (λtσn) .

Exemple 4.2. [13] Considérons le problème de valeur initiale suivant :

0D
α
t y(t) = tαy(t),

[
0D

α−1
t y(t)

]
t=0

= b, (4.37)

où 0 < α < 1.
Dans ce cas f(t, y) = tαy. Selon la théorème 4.3, On prend

y0(t) = b
tα−1

Γ(α) , (4.38)

ym(t) = b
tα−1

Γ(α) + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1ταym−1(τ)dτ, (4.39)

m = 1, 2, 3, . . .
En utilisant (4.33) et (4.34) et en appliquant la formule pour la dérivée fractionnaire
de la fonction de puissance (4.35), on peut montrer par induction que

ym(t) = b
tα−1

Γ(α) + b
m∑
k=1

Γ(2α)Γ(4α) · · ·Γ(2kα)
Γ(α)Γ(3α) · · ·Γ(2kα + α)t

α(2k+1)−1,

m = 1, 2, 3, . . .
En faisant tendre m→∞

y(t) = b
tα−1

Γ(α) + b
∞∑
k=1

∏k
j=1 Γ(2jα)∏k

j=0 Γ(2jα + α)
tα(2k+1)−1.
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Chapitre 5
Quelques problèmes non linéaire avec
conditions intégrales

Dans ce chapitre, nous discutons l’existence et l’unicité de solutions pour quelques
problèmes non linéaire avec conditions intégrales d’équations différentielles fraction-
naires non linéaires.
Le travail effectué de ce chapitre a fait l’objet des publications [1],[12] .

5.1 Problème non locale
Considérons la problème non locale d’équation différentielle fractionnaire comme

suit : 
cDqx(t) = f(t, x(t)), 0 < t < 1, 0 < q ≤ 1,

x(0) = αD−px(η), 0 < η < 1, 0 < p < 1,
(5.1)

où f : [0, 1]× R→ R est une fonction continue, α ∈ R est tel que α 6= Γ(p+ 1)
ηp

.
Pour définir la solution du problème aux limites (5.1), nous donnons de lemme suivant :

Lemme 5.1. Soit α 6= Γ(p+ 1)
ηp

. Alors pour g ∈ C([0, 1],R) donnée, la solution de
l’équation différentielle fractionnaire

cDqx(t) = g(t), 0 < q ≤ 1, (5.2)

sous réserve du condition aux limites

x(0) = αD−px(η), (5.3)

est donnée par

x(t) =
∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q) g(s)ds

+ αΓ(p+ 1)
Γ(p+ 1)− αηp

∫ η

0

(η − s)p+q−1

Γ(p+ q) g(s)ds, t ∈ [0, 1].
(5.4)
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Démonstration. Pour une constante c0 ∈ R, on a

x(t) =
∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q) g(s)ds− c0. (5.5)

Utilisation l’intégrale de Riemann-Liouville d’ordre p alors (5.5) est implique

D−px(t) =
∫ t

0

(t− s)p−1

Γ(p)

[∫ s

0

(s− r)q−1

Γ(q) g(r)dr − c0

]
ds

= D−pD−qg(t)− c0
tp

Γ(p+ 1) = D−(p+q)g(t)− c0
tp

Γ(p+ 1) ,

en utilisant la condition (5.3) dans l’expression ci-dessus, nous obtenons

c0 = − αΓ(p+ 1)
Γ(p+ 1)− αηpD

−(p+q)g(η).

En remplacent la valeur de c0 dans (5.5), nous obtenons (5.4).

Soit C = C([0, 1],R). En vue de Lemme précédente, on définit un opérateur F :
C → C par

(Fx)(t) =
∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q) f(s, x(s))ds

+ αΓ(p+ 1)
Γ(p+ 1)− αηp

∫ η

0

(η − s)p+q−1

Γ(p+ q) f(s, x(s))ds, t ∈ [0, 1].
(5.6)

Le problème (5.1) admet des solutions si et seulement si l’équation d’opérateur F
(Fx = x) admet des points fixes.

5.1.1 Résultats d’existence et l’unicité d’après le théorème
de Principe de contraction de Banach

Théorème 5.1. Supposer que f : [0, 1] × R −→ R est continue et qu’il existe une
constante L > 0 telle que
(A1) | f(t, x)− f(t, y) |≤ L | x− y |, ∀t ∈ [0, 1], ∀x, y ∈ R.
Si LA < 1, où

A = 1
Γ(q + 1) + | α | ηp+qΓ(p+ 1)

Γ(p+ q + 1) | Γ(p+ 1)− αηp | , (5.7)

alors le problème au limite (5.1) admet une solution unique .

Démonstration. On pose sup
t∈[0,1]

| f(t, 0) |= M et montrons que FBρ ⊂ Bρ, où F est

défini par (5.6), Bρ = {x ∈ C([0, 1],R) : ‖x‖ ≤ ρ} et ρ ≥ MA

1− LA avec A donné par
(5.7).
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pour x ∈ Bρ, t ∈ [0, 1], on a

‖(Fx)(t)‖

≤ supt∈[0,1]

{∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q) |f(s, x(s))|ds

+ |α|Γ(p+1)
|Γ(p+1)−αηp|

∫ η

0

(η − s)p+q−1

Γ(p+ q) |f(s, x(s))|ds}

≤ sup
t∈[0,1]

{∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q) (|f(s, x(s))− f(s, 0)|+ |f(s, 0)|)ds

+ |α|Γ(p+1)
|Γ(p+1)−αηp|

∫ η

0

(η − s)p+q−1

Γ(p+ q) (|f(s, x(s))− f(s, 0)|+ |f(s, 0)|)ds}

= [Lρ+M ]
{

1
Γ(q+1) + |α|ηp+qΓ(p+1)

Γ(p+q+1)|Γ(p+1)−αηp|

}
≤ [Lρ+M ]A ≤ ρ.

Cela montre que FBρ ⊂ Bρ .
Maintenant, pour x, y ∈ C([0, 1],R) et t ∈ [0, 1], on obtient

‖(Fx)− (Fy)‖

≤ sup
t∈[0,1]

{∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q) |f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

+ |α|Γ(p+ 1)
|Γ(p+ 1)− αηp|

∫ η

0

(η − s)p+q−1

Γ(p+ q) |f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds}

≤L‖x− y‖
{

1
Γ(q + 1) + |α|ηp+qΓ(p+ 1)

Γ(p+ q + 1) |Γ(p+ 1)− αηp|

}
=LA‖x− y‖.

Comme LA ∈ (0, 1) d’après l’hypothèse, donc F est un contraction. Alors, le problème
(5.1) admet une solution unique.

5.1.2 Résultats d’existence d’après le théorème du point fixe
de krasnoselskii

nous prouvons l’existence de solutions de (5.1) en utilisant le théorème du point
fixe de krasnoselskii .

Théorème 5.2. Soit f : [0, 1]× R −→ R une fonction continue vérifiant (A1).
De plus, nous supposons que l’hypothèse suivante est vraie :

(A2) | f(t, x) |≤ µ(t), ∀(t, x) ∈ [0, 1]× R, et µ ∈ C([0, 1],R+).
Alors le problème au limite (5.1) admet au moins une solution sur [0, 1], si

L | α | ηp+qΓ(p+ 1)
Γ(p+ q + 1) | Γ(p+ 1)− αηp | < 1. (5.8)
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Démonstration. On pose sup
t∈[0,1]

| µ(t) |=‖ µ ‖, nous fixons

r ≥ ‖µ‖
{

1
Γ(q + 1) + |α|ηp+qΓ(p+ 1)

Γ(p+ q + 1) |Γ(p+ 1)− αηp|

}
,

et considérer Br = {x ∈ C : ‖x‖ ≤ r}. Nous définissons deux opérateurs P et Q sur Br

comme suit
(Px)(t) =

∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q) f(s, x(s))ds, t ∈ [0, 1],

(Qx)(t) = αΓ(p+ 1)
Γ(p+ 1)− αηp

∫ η

0

(η − s)p+q−1

Γ(p+ q) f(s, x(s))ds|, t ∈ [0, 1].

Pour x, y ∈ Br, nous trouvons que

‖Px+Qy‖ ≤ ‖µ‖
∫ 1

0

(1− s)q−1

Γ(q) ds+ ‖µ‖α|Γ(p+ 1)
|Γ(p+ 1)− αηp|

∫ η

0

(η − s)p+q−1

Γ(p+ q) ds

≤ ‖µ‖
{

1
Γ(q + 1) + |α|ηp+qΓ(p+ 1)

Γ(p+ q + 1) |Γ(p+ 1)− αηp|

}
≤ r.

Ainsi, Px + Qy ∈ Br. Nous observons de l’hypothèse (A1) avec (5.8) que Q est un
opérateur contraction. La continuité de f implique que l’ opérateur P est continu.
Alors, P est uniformément borné sur Br comme suit

‖ Px ‖≤ ‖ µ ‖
Γ(q + 1) .

Maintenant, nous prouvons la compacité de l’ opérateur P .
En vue de (A1), nous définissons sup(t,x)∈[0,1]×Br |f(t, x)| = f , et par conséquent, on a

|(Px) (t1)− (Px) (t2)| =
∣∣∣∣∣ 1
Γ(q) [

∫ t1

0

[
(t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1

]
f(s, x(s))ds]

+ 1
Γ(q)

∫ t2

t1
(t2 − s)q−1 f(s, x(s))ds|

≤ f

Γ(q + 1) (tq2 − tq1) ,

qui est indépendant de x .
Si t2−t1 −→ 0. Ainsi ,P est équicontinu. Par conséquent, d’après le théorème d’Arzelà-
Ascoli, P est compact sur Br. Ainsi toutes les hypothèses du théorème 5.2 sont satis-
faites. Donc, le théorème 5.2 implique que le problème au limite admet au moins une
solution sur [0, 1].

5.1.3 Résultats d’existence d’après le théorème d’alternative
non linéaire de Leray-Schauder

Théorème 5.3. Soit E un espace de Banach, C un sous-ensemble fermé et convexe
de E, U un sous-ensemble ouvert de C et 0 ∈ U .
Supposons que F : U → C est une fonction continue et compacte (c’est-à-dire que
F (U) est un sous-ensemble relativement compact de C). Alors
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• F admet un point fixe dans U , ou
• Il y a u ∈ ∂u (la frontière de U dans C) et λ ∈ (0, 1) avec u = λF (u).

Démonstration. voir [3]

Théorème 5.4. Suppose que :
(A3) il existe une fonction continue non décroissante ψ : [0,∞) −→ (0,∞) et une
fonction φ ∈ L1 ([0, 1],R+) telle que

|f(t, x)| ≤ φ(t)ψ(‖x‖) pour tous (t, x) ∈ [0, 1]× R;

(A4) il existe une constante M > 0 telle que

M

ψ(M)
[
D−qφ(1) + |α|Γ(p+1)

|Γ(p+1)−αηp|D
−(p+q)φ(η)

] > 1.

Alors le problème au limite (5.1) admet au moins une solution sur [0, 1].

Démonstration. Nous observons que l’ Opérateur f : C([0, 1],R) −→ C([0, 1],R) défini
par (5.6) est continu. Ensuite, nous montrons que F applique des ensembles bornés en
ensembles bornés en C([0, 1],R).
Soit Bρ = {ρ > 0, x ∈ C([0, 1],R) : ‖ x ‖ ≤ ρ}, où B est une boule bornée dans
C([0, 1],R). Alors, on a

|(Fx)(t)| ≤
∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q) |f(s, x(s))|ds

+ |α|Γ(p+ 1)
|Γ(p+ 1)− αηp|

∫ η

0

(η − s)p+q−1

Γ(p+ q) |f(s, x(s))|ds

≤ ψ(‖x‖)
∫ 1

0

(1− s)q−1

Γ(q) φ(s)ds

+ψ(‖x‖)|α|Γ(p+ 1)
|Γ(p+ 1)− αηp|

∫ η

0

(η − s)p+q−1

Γ(p+ q) φ(s)ds

≤ ψ(‖x‖)
[
D−qp(1) + |α|Γ(p+ 1)

|Γ(p+ 1)− αηp|D
−(p+q)φ(η)

]
.

Ainsi
‖Fx‖ ≤ ψ(ρ)

[
D−qφ(1) + |α|Γ(p+ 1)

|Γ(p+ 1)− αηp|D
−(p+q)φ(η)

]
.

Nous montrons maintenant que F applique des ensembles bornés en ensembles équi-
continus de C([0, 1],R).
Soit t′, t′′ ∈ [0, 1] avec t′ < t′′ et x ∈ Bρ. Alors

|(Fx) (t′′)− (Fx) (t′)|

≤
∣∣∣∣∣ψ(ρ)

∫ t′

0

[
(t′′ − s)q−1 − (t′ − s)q−1

Γ(q)

]
φ(s)ds+ ψ(ρ)

∫ t′′

t′

(t′′ − s)q−1

Γ(q) φ(s)ds
∣∣∣∣∣ .

Il est évident que le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend à zéro indépendamment
de x ∈ Bρ comme t′′ − t′ → 0. Par conséquent, d’après le théorème d’Ascoli-Arzela
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F : C([0, 1],R)→ C([0, 1],R) est complètement continu.
Maintenant, soit λ ∈ (0, 1) et soit x = λFx . Alors pour t ∈ [0, 1] on a

x(t) = λ
∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q) f(s, x(s))ds+ λ
αΓ(p+ 1)

Γ(p+ 1)− αηp
∫ η

0

(η − s)p+q−1

Γ(p+ q) f(s, x(s))ds.

Ensuite, en utilisant les calculs de la première étape, on a

|x(t)| ≤ ψ(‖x‖)
[
D−qφ(1) + |α|Γ(p+ 1)

|Γ(p+ 1)− αηp|D
−(p+q)φ(η)

]
.

En conséquence
‖x‖

ψ(‖x‖)
[
D−qφ(1) + |α|Γ(p+1)

|Γ(p+1)−αηp|D
−(p+q)φ(η)

] ≤ 1.

Au vu de (A4), il existe M tel que ‖x‖ 6= M . Soit l’ensemble

U = {x ∈ C([0, 1],R) : ‖x‖ < M}.

Nous observons que l’ Opérateur F : U → C([0, 1],R) est continu et complètement
continu. à partir du choix de U , il n’existe pas x ∈ ∂U tel que x = λF (x) pour
λ ∈ (0, 1). Par conséquent, par l’alternative non linéaire de type Leray-Schauder, nous
concluons que F admet un point fixe x ∈ U qui est une solution du problème (5.1). La
preuve est terminée.

Dans le cas particulier quand p(t) = 1 et ψ(|x|) = k|x|+N on a le corolaire suivant.
Corollaire 5.1.1. Soit f : [0, 1]× R→ R une fonction continue. Supposons que :
(A5) il existe des constantes 0 ≤ κ < 1

A
, où A est donné par (5.7) et M > 0 tel que

|f(t, x)| ≤ κ|x|+M, pour tous t ∈ [0, 1], x ∈ C[0, 1].

Alors le problème au limite (5.1) admet au moins une solution.

5.1.4 Exemples
Exemple 5.1. Considérons le problème suivant

cD1/2x(t) = 1
2(t+2)2

|x|
1+|x| + 1 + sin2 t, t ∈ [0, 1],

x(0) =
√

3D−1/2x
(

1
3

)
.

(5.9)

On a : q = 1/2, α =
√

3, p = 1/2, η = 1/3 et f(t, x) = 1
2(t+2)2

|x|
1+|x| + 1 + sin2 t.

Comme α =
√

3 6= Γ(p+1)/ηp = Γ(3/2)/(1/3)1/2 et |f(t, x)−f(t, y)| ≤ 1
8 |x−y| ,donc,

(A1) est satisfait avec L = 1
8 .

LA = L

{
1

Γ(q + 1) + αηp+qΓ(p+ 1)
Γ(p+ q + 1) |Γ(p+ 1)− αηp|

}

= 1
8

{
2√
π

+
√

3π
3(2−

√
π)

}
≈ 0.7019863 < 1,

à la conclusion d’après du théorème 5.1, le problème au limite (5.9) admet une solution
unique sur [0, 1].
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Créer une fonction de Green

Exemple 5.2. Considérons le problème suivant
cD1/2x(t) = 1

16π sin(2πx) + |x|
2(1+|x|) + 1

2 , t ∈ [0, 1],
x(0) =

√
3D−1/2x

(
1
3

)
.

(5.10)

On a :
|f(t, x)| =

∣∣∣∣∣ 1
16π sin(2πx) + |x|

2(1 + |x|) + 1
2

∣∣∣∣∣ ≤ 1
8 |x|+ 1.

Il est clair M = 1 et κ = 1
8 <

1
A
≈ 0.1780661 .

Ainsi, toutes les conditions de corollaire 5.1.1 sont satisfaits et par conséquent le pro-
blème (5.10) admet au moins une solution.

5.2 Problème au limite
On considère le problème de Cauchy fractionnaire à la forme suivant :

cDαy(t) = f(t, y(t)), Pour tous t ∈ J := [0, T ], α ∈ (0, 1], (5.11)

y(0) + µ
∫ T

0
y(s)ds = y(T ). (5.12)

Pour l’existence de solutions au problème (5.11), (5.12), nous avons besoin des lemmes
suivant :

5.2.1 Construction d’une fonction de Green
La fonction de Green définie par

G(t, s) =


−(T−s)α+αT (t−s)α−1

TΓ(α+1) + (T−s)α−1

TµΓ(α) , si 0 ≤ s < t,

−(T−s)α
TΓ(α+1) + (T−s)α−1

TµΓ(α) , si t ≤ s < T

(5.13)

Lemme 5.2. Soit α > 0 ; Alors l’équation différentielle
cDαh(t) = 0,

admet des solutions h(t) = c0 +c1t+c2t
2 + . . .+cn−1t

n−1 , ci ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . , n−1
, n = [α] + 1 .

Lemme 5.3. Soit α > 0 ; Alors

D−α cDαh(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + . . .+ cn−1t

n−1,

où ci ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, n = [α] + 1.
Lemme 5.4. Soient 0 < α ≤ 1 et h ∈ C(J,R) est une fonction quelconque. Alors, le
problème de la valeur au limite

cDαy(t) = h(t), t ∈ J, (5.14)

y(0) + µ
∫ T

0
y(s)ds = y(T ), µ ∈ R∗, (5.15)

admet une solution unique donné par

y(t) =
∫ T

0
G(t, s)h(s)ds. (5.16)
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Démonstration. Par Lemme (5.3)nous pouvons réduire le problème (5.14), (5.15) à
l’équivalent d’une équation intégration

y(t) = D−αh(t)− c0 =
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α) h(s)ds− c0. (5.17)

Pour c0 ∈ R. On a par intégration (en utilisant le théorème intégral de Fubini)∫ T

0
y(s)ds =

∫ T

0

(∫ t

0

(t− τ)α−1

Γ(α) h(τ)dτ − c0

)
ds

=
∫ T

0

(∫ T

τ

(s− τ)α−1

Γ(α) ds

)
h(τ)dτ − c0T

=
∫ T

0

(T − τ)α
αΓ(α) h(τ)dτ − c0T.

Appliquer la condition aux limites (5.15), on a

y(0) = −c0

y(T ) =
∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α) h(s)ds− c0.

Donc
c0 = 1

T

∫ T

0

(
−(T − s)α−1

µΓ(α) + (T − s)α
Γ(α + 1)

)
h(s)ds.

Par conséquent, la solution unique de (5.14), (5.15) est

y(t) =
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α) h(s)ds+ 1
T

∫ T

0

(
−(T − s)α
Γ(α + 1) + (T − s)α−1

µΓ(α)

)
h(s)ds,

=
∫ t

0

(
−(T − s)α + αT (t− s)α−1

TΓ(α + 1) + (T − s)α−1

TµΓ(α)

)
h(s)ds

+
∫ T

t

(
−(T − s)α
TΓ(α + 1) + (T − s)α−1

TµΓ(α)

)
h(s)ds

=
∫ T

0
G(t, s)h(s)ds.

(5.18)

D’où le résultat.
Remarque 5.1. La fonction t ∈ J 7→

∫ T
0 |G(t, s)|ds est continue sur J , donc elle est

bornée. Soit
Ĝ = sup

{∫ T

0
|G(t, s)|ds, t ∈ J

}
.

5.2.2 Résultats d’existence et l’unicité d’après le théorème de
Principe de contraction de Banach

Théorème 5.5. Suppose que
(H1) Il existe k > 0 tel que

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ k|u− v|, pour t ∈ Jet u, v ∈ R.

Si
kĜ < 1,

alors il existe une solution unique du problem (5.11), (5.12).
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Démonstration. Considérons l’opérateur N : C(J,R) −→ C(J,R) défini par

N(y)(t) =
∫ T

0
G(t, s)f(s, y(s))ds,

où G(t; s) est la fonction de Green donnée par (5.13). Il est clair que,à partir du lemme
5.4, les points fixes de N sont des solutions de (5.11), (5.12).
Nous montrerons que N est une contraction.

|N(x)(t)−N(y)(t)| ≤
∫ T

0
|G(t, s)‖f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

≤ k‖x− y‖∞
∫ T

0
|G(t, s)|ds

≤ kĜ‖x− y‖∞.

Ainsi, nous obtenons que

‖N(x)−N(y)‖∞ ≤ L‖x− y‖∞,

où
L := kĜ < 1.

La preuve est terminée .

5.2.3 Résultats d’existence d’après le théorème du point fixe
de Schauder

Théorème 5.6. La problème au limite (5.11), (5.12) admet au moins une solution si
les conditions suivantes sont remplies.

(C1) La fonction f : J × R→ R est continue.
(C2) Il existe p ∈ C (J,R+) et ψ : [0,∞) −→ (0,∞) continue et non décroissante

telle que
|f(t, u)| ≤ p(t)ψ(|u|), pour t ∈ J , u ∈ R

(C3) Il existe une constante M > 0 telle que

M

p∗ψ(M)Ĝ
> 1, (5.19)

où
p∗ = sup{p(s), s ∈ J}.

Démonstration. Soit
C = {y ∈ C(J,R), ‖y‖∞ ≤M} ,

oùM est la constante de (C3). Il est clair que C est un sous-ensemble fermé et convexe
de C(J ;R).
Nous montrerons que l’Opérateur N remplit les conditions de le théorème de point fixe
de Schauder.
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Étape 1 : N est continu.
Soit {yn} est une suite telle que yn → y dans C(J ;R). Donc pour tous t ∈ J

|Nyn(t)−Ny(t)| ≤
∫ T

0
|G(t, s)| |f (s, yn(s))− f(s, y(s))| ds.

Tant que f est continu, le théorème de convergence dominé par Lebesgue implique que

‖N (yn)−N(y)‖∞ → 0 comme n→∞.

Étape 2 : N applique C dans un ensemble borné de C(J ;R) .
Soit y ∈ C ; Alors pour tous t ∈ J , (C2) implique

|Ny(t)| ≤
∫ T

0
|G(t, s)‖f(s, y(s))|ds

≤ p∗ψ (‖y‖∞)
∫ T

0
|G(t, s)|ds.

Ainsi,
‖Ny‖∞ ≤ p∗ψ(M)Ĝ := `.

Étape 3 : N applique C dans un ensemble équicontinu de C(J ;R) .
Soit y ∈ C, t1, t2 ∈ J, t1 < t2 ; Alors

|Ny (t2)−Ny (t1)| =
∣∣∣∣∣
∫ T

0
G (t2, s) f(s, y(s))ds−

∫ T

0
G (t1, s) f(s, y(s))ds

∣∣∣∣∣
≤
∫ T

0
|G (t2, s)−G (t1, s)| |f(s, y(s))|ds

≤ p∗ψ(M)
[∫ T

0
|G (t2, s)−G (t1, s)| ds

]
.

Comme t1 → t2 le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend à zéro. Par le théorème
d’Arzela-Ascoli, N est complètement continu.

Étape 4 :N(C) ⊂ C.
Soit y ∈ C. Nous montrerons que Ny ∈ C. Pour tous t ∈ J . On a

|Ny(t)| ≤
∫ T

0
|G(t, s)‖f(s, y(s))|ds

≤ p∗ψ (‖y‖∞)
∫ T

0
|G(t, s)|ds.

Ainsi,
‖Ny‖∞ ≤ p∗ψ(M)Ĝ.

Par (5.19), on a
‖Ny‖∞ ≤M.

On déduit donc que N admet un point fixe y qui est une solution le problème au limite
(5.11), (5.12).
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5.2.4 Exemple
Exemple 5.3. Considérons le problème suivant :

cDαy(t) = e−t

10 (1 + et) |y(t)|, t ∈ J := [0, 1], α ∈ (0, 1], (5.20)

y(0) +
∫ 1

0
y(s)ds = y(1). (5.21)

On pose

f(t, x) = e−t

10 (1 + et)x, (t, x) ∈ J × [0,∞).

Soit x, y ∈ [0,∞) et t ∈ J . Ensuite on a

|f(t, x)− f(t, y)| = e−t

10 (1 + et) |x− y|

≤ 1
20 |x− y|.

La condition (H1) est vraie avec k = 1
20 . de (5.13), G est donné par

G(t, s) =


−(1−s)α
Γ(α+1) + (t−s)α−1

Γ(α) + (1−s)α−1

Γ(α) , 0 ≤ s < t,

−(1−s)α
Γ(α+1) + (1−s)α−1

Γ(α) , t ≤ s < 1.
(5.22)

De (5.22) on a∫ 1

0
G(t, s)ds =

∫ t

0
G(t, s)ds+

∫ 1

t
G(t, s)ds

=(1− t)α+1

Γ(α + 2) −
(1− t)α
Γ(α + 1) −

1
Γ(α + 2) + tα

Γ(α + 1)

+ 1
Γ(α + 1) −

(1− t)α+1

Γ(α + 2) + (1− t)α
Γ(α + 1) .

Il est facile de voir que
Ĝ <

4
Γ(α + 1) + 3

Γ(α + 2) .

La condition kĜ < 1 est vérifié pour les valeurs appropriées de α ∈ (0, 1] avec µ = T =
1. Le théorème 5.6 implique que le problème de la valeur au limite (5.20)-(5.21) admet
une solution unique.
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Conclusion

Dans cette mémoire, Nous avons présenté deux approches des dérivées et intégrales

fractionnaires (Riemann-Liouville, Caputo). Nous avons présenté quelques résultats

des existences des solutions de certains problèmes de Cauchy des équations diffé-

rentielles d’ordres fractionnaires et des certaines problèmes non linéaires d’ordres

fractionnaires avec conditions intégrales. Nous avons traité des cas linéaire par la

transformée de Laplace des dérivées fractionnaires et des cas non linéaires

avec les théorèmes de point fixe (théorème Principe de contraction de Banach,

théorème de Krasnoselskii, théorème de point fixe de Schauder, théorème d’alter-

native non linéaire de Leray-Schauder). Le problème d’existence des solutions

des equations différentielles d’ordre fractionnaires reste parmi les importants

problèmes qui nécessitent beaucoup plus de recherche.

45



Annexe A

Dans ce qui suit, nous avons essayé de donner un compte rendu historique de cer-
taines des personnalités mentionnées dans notre mémorandum, ce qui a eu un impact
important sur le travail et les recherches qu’ils ont présentés au monde.

Figure 5.1 – Georg Friedrich Bernhard Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann, né le 17 septembre 1826 à Breselenz, état de
Hanovre, mort le 20 juillet 1866 à Selasca, hameau de la commune de Verbania, Italie,
est un mathématicien allemand. Influent sur le plan théorique, il a apporté de nom-
breuses contributions importantes à l’analyse et à la géométrie différentielle, certaines
d’entre elles ayant permis par la suite le développement de la relativité générale.
En 1840, Bernhard s’établit à Hanovre pour vivre chez sa grand-mère et aller au Lyceum
(collège). Après le décès de sa grand-mère en 1842, il va à Lunebourg pour continuer ses
études secondaires. Au lycée, Riemann étudie la Bible intensivement, mais il est distrait
par les mathématiques ; Il essaye même de prouver, mathématiquement, l’exactitude
de la Genèse. Ses professeurs sont surpris par ses capacités à résoudre des problèmes
complexes en mathématique. En 1846, âgé de 19 ans, grâce à l’argent de sa famille, il
commence à étudier la philosophie et la théologie pour devenir pasteur afin de financer
sa famille.
En 1847, son père l’autorise à étudier les mathématiques. Il étudie d’abord à l’univer-
sité de Göttingen où il rencontre Carl Friedrich Gauss, puis à l’université de Berlin, où
il a entre autres comme professeurs Jacobi, Steiner et Dirichlet. Il effectue sa thèse à
Göttingen sous la direction de Gauss.
Dans sa thèse, présentée en 1851, Riemann met au point la théorie des fonctions d’une
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variable complexe, introduisant notamment le concept des surfaces qui portent son
nom, notamment la sphère de Riemann. Il approfondira cette théorie en 1857, en fai-
sant progresser la théorie des fonctions abéliennes.
On lui doit également d’importants travaux sur les intégrales, poursuivant ceux de Cau-
chy, qui ont donné entre autres ce qu’on appelle aujourd’hui les intégrales de Riemann.
Intéressé par la dynamique des fluides, il jette les bases de l’analyse des équations aux
dérivées partielles de type hyperbolique et résout un cas particulier de ce qu’on appelle
maintenant le problème de Riemann en introduisant les invariants de Riemann.

Figure 5.2 – Joseph-Liouville

Joseph Liouville, né le 24 mars 1809, Joseph est le fils d’un militaire qui survit aux
campagnes napoléoniennes et qui, en 1814, établit sa famille à Toul.
Il est diplômé de l’école polytechnique. Deux ans plus tard, il intègre l’école des ponts et
chaussées, dont il n’obtient pas le diplôme en raison de problèmes de santé et, surtout,
de sa volonté de suivre une carrière académique plutôt qu’une carrière d’ingénieur. Il
obtient le doctorat ès sciences mathématiques en 1836 devant la faculté des sciences de
Paris sous la direction de Siméon Denis Poisson et Louis Jacques Thenard.
Après quelques années dans diverses institutions comme assistant et comme professeur
à l’école centrale (1833, où il est répétiteur depuis 1831), il est nommé professeur à
l’école polytechnique en 1838.
À côté de ses réussites académiques, il est un remarquable organisateur. Liouville fonde
en 1836 le Journal de mathématiques pures et appliquées parfois appelé Journal de
Liouville, qui garde sa haute réputation au XXIe siècle. Il publie beaucoup dans ce
journal, en son nom ou en utilisant le pseudonyme de « Besge ».
Liouville publia dans divers domaines des mathématiques, dont la théorie des nombres,
l’analyse complexe, la géométrie différentielle et la topologie différentielle,mais aussi la
physique mathématique et même l’astronomie .

Figure 5.3 – Michele Caputo
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Michele Caputo
Anniversaire : le 5 mai 1927.
Lieu de naissance : Ferrara, Italie.
Degrés :

• 1950 Mathématiques (laurea) Université de Ferrare.
• 1955 Physique (laurea) Université de Bologne.
• 1959 Géodésie (libera docenza) Ministère de la éducation d’Italie.
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Dans cette mémoire, Nous avons  présente quelques                        

résultats des existences des solutions de certains problèmes 

de Cauchy fractionnaires et des certaines problèmes aux 

limites avec conditions intégrales.  Nous avons traité des cas  

linéaire par  la transformée de Laplace des dérivées 

fractionnaires et des cas non linéaires avec des théorèmes de 

point fixe. 

 

Mots clés : Intégration fractionnelle, Dérivation 
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In this memory, we have presented some existences results of 

the solutions of some fractional Cauchy problems and some  

boundary values problems with integral conditions. We have 

treated linear cases by Laplace transform of fractional 

derivatives and nonlinear cases with fixed point theorems. 

Key words : Fractional integration, Fractional derivation, 

Cauchy problem, boundary value problem with integral 

condition, Fixed point. 

 
 

 
 

 

 

الكسرٌت و  تعنى هذه المذكرة بمسألت وجود الحل لبعض مسائل  كوشً

حٍث عالجنا الحالاث  بعض  المسائل الحادٌت الكسرٌت  بشروط تكاملٍت.

الخطٍت بواسطت تحوٌل  لابلاس للمشتقاث الكسرٌت و الحالت الغٍر خطٍت 
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