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Introduction générale

Les espaces fonctionnels sont les espaces dont les éléments sont des fonctions ou plus
précisement des applications.

Ils apparaissent dans différents domaines des mathématiques : en théorie des ensembles,
en algébre linéaire, en analyse et surtout en analyse fonctionnelle ils sont d’une importance
capitale dans diverses branches des mathématiques et de la physique mathématique en
particulier dans le domaine tres vaste des équations aux dérivées paretielles (EDP).

D’une fagon générale "on peut dire que la résolution technique de tout probléme d’analyse,
méme ceux qui sont posés par les questions les plus pratiques, reviendra toujours & introduire
un certain espace fonctionnel convenablement lié au probléme".(voir [1], p.184).

On peut citer ici quelques exemples de ces espaces :

1) En théorie des ensembles, ’ensemble des parties d’'un ensemble X peut étre identifié
avec I’ensemble des applications de X & valeurs dans {0, 1}, noté {0, 1}. Plus généralement,
I’ensemble des applications de E dans F est noté F'¥ .

2) En algebre linéaire, I'ensemble des applications linéaires d’un espace vectoriel E vers
un autreF’ sur un méme corps commutatif k est lui-méme un k—espace vectoriel qu’on le
note : L(E, F).

3) En analyse fonctionnelle, on a la méme construction avec les applications linéaires
continues, sur des espaces vectoriels normés ou topologiques, typiquement : des espaces de
fonctions a valeurs réelles ou complexes, munis d’une certaine topologie ; les exemples les

plus connus sont les espaces hilbertiens et les espaces de Banach. Par exemple :



Introduction générale

L’ensemble des applications de ’ensemble des entiers naturels N dans un ensemble quel-
conque X est appelé espace de suites. Il est formé de ’ensemble des suites d’éléments de
X.

K(9) : espace des fonctions continues & support compact muni de la norme de la con-
vergence uniforme.

C>(Q) : espace des fonctions de classe C°.

Ce(Q) = D(Q) :espace des fonctions C'*°a support compact, muni d’une certaine topolo-

gie limite inductive.

WmP(Q) : espaces de Sobolev.

En fin, cette mémoire est organisée comme suit :

Dans le premier chapitre on présente les structures algébriques des espaces fonctionnels
qui sont directement liés au structures algébriques de I’ensemble F'.

Dans le second chapitre on étudie la nature topologique de ces espaces et on présente
un théoréme qui donne un critére pour qu'un tel espace soit complet ce qui permet de
trouver les espaces de Banach usuels. On introduit et distingue, dans ce chapitre, les deux
notions de convergence simple et uniforme d’une suite de fonctions a valeurs dans un espace
métrique. De nombreux exemples sont données.

Dans le troisiéme chapitre on a premiérment étudé la nature topologique d’un espace
vectoriel normé de dimensin infini :C [a,b] ou on a montré qu'’il existe deux normes qui
ne sont pas équivalentes et qu’il est cmplet par rapport & 'une et non complet par rapport
a l'autre.

On présente quelques théorémes importants en analyse et en particulier le théoréme
fondamental : toute limite uniforme d’une suite de fonctions continues (& valeurs dans un
espace métrique) est encore continue. On en déduit de nouveaux espaces de Banach usuels.

En fin on expose, dans ce chapitre, un théoréme qui est un raffinement du théoréme
précedant appelé souvant théoréme du double passage a la limite.

Il est intéressant mais d’un usage un peu limité par rapport au autres théorémes.



Chapitre 1

Stuctures algébriques des espaces

fonctionnels

Dans ce premier chapitre on présente les structures algébriques des espaces fonctionnels
et on montre qu’ils sont directement liés au structures algébriques de I'’ensemble F' et que
I’ensemble F n’a aucune trace algébrique sur ces espaces.

La totalité des notions de ce chapitre est bien connu et leur démonstrations ne demande

pas beaucoup de bagages.

1.1 Notions algébriques générales

Définition 1.1.1 On entend par espace fonctionnel un espace dont les éléments sont des
fonctions, c’est-a-dire des applications d’un ensemble dans un autre.

Soit E et F' deux ensembles, nous avons vu plus haut, qu’on appelle F¥ l’ensemble des
applications de E dans F, s’il se trouve que F' posséde certaines structures (espace vectoriel,
espace métrique, etc... ) alors il est en général possible d’introduire sur FE une structure

analogue.

Définition 1.1.2 On appelle groupe tout ensemble & muni d’une loi de composition interne
noté por exenple ” + 7 qui révifie.
1) Vx,y,z € E:
T+ (y+2)=(r+y)+ 2.



1.1. Notions algébriques générales

2)3e€E Vx€E :

r+e=e+xr==1x.

3) Yre E ' eF

x4+ =2+x=e.

St de plus la + lov est commutative, le groupe est dit commutatif ou abélien .
Exemple 1.1.1 (M,,,, (C),+) un groupe commutatif.
Définition 1.1.3 On appelle anneau tout ensemble E muni de deux lois de composition

mternes” +7 et” -7 tel que :

1) (E,+) est un groupe commutatif.

2)7 - 7est associative et distributive par rapport a” + 7.

e Side plus” -7 est commutative on dit que (E,+,-) est un anneau commutatif.

e Si7 -7 posséde un élément neutre, on le noter 1 ou 1g et on dit que ’anneau est
unitaire .

Exemple 1.1.2 (C,+,-) est un anneau commutatif unitaire .
Exemple 1.1.3 (M,,, (C),+,)est un anneau unitaire non commutatif.

Définition 1.1.4 Soit E un ensemble muni de deux lois internes” +7"et” -7 E est un corps
Si :

1) (E,+) est un group commutatif.

2) (E*,-) est un groupe ou E* = E — {0g}.

3) la loi” -7 est distributive par rapporte & la loi” + 7.

Exemple 1.1.4 (R, +,-)est un corps parce que:
1) (R,4) group commutatif.
2) (R, +,-) est un groupe.
3) 7 -7 est distributive par rapport a 7 +7 dans R.

Exemple 1.1.5 (M,,,, (C),+, ) n’est pas un corps car (M,,,, (C),-) n’est pas un groupe.



1.2. Structures algébriques des espace fonctionnels

Définition 1.1.5 (E,+,-) est un espace vectoriel sur le corps k.

(E,+) est un group commutatif

4

a(r+y)=ar+ay
— Ve,y € B (a+p)x=ax+ px
Vo, € k a(fz) = (af) x
lyx==x

\ \

Exemple 1.1.6 (M,,,, (C),+,-) est un espace vectoriel sur le corpsk (k=R ou C).

Définition 1.1.6 Une algébre est un ensemble E muni de trois lois, les deux premiéres
lois confermet la structure d’espace vectoriel (E,+,-).

La toisiéme loi 7 x 7 est une loi composition interne appelle "produit” cette loi est asso-
ctative possédeun élément neutre, et distributive par rapport a | addition.

Enfin, les deux produit sont compatibe.

Exemple 1.1.7 (M, (R),+,-, X) est un algébre sur le corps R.

Définition 1.1.7 Soit f : E +— F une application.
On appelle image de E par [ l'ensemble noté f (E) définie par

F(E)={y=1f(z):xecE}.

Exemple 1.1.8 fR+—— R/ flz) = 2?
fR) = [0, +o0]

1.2 Structures algébriques des espace fonctionnels

Proposition 1.2.1 (F,+) gourpe commutatif —> (F E ,+) gourpe commutatif.

Démonstration. Comme F' est menu d’une loi de composition interne ” +” on peut

introduire une autre une loi de composition interne sur ’ensemble F'¥ noté aussi ” + 7.

(f+9)(x)=f(x)+g(x) |, Vo € E (1.2.1)



1.2. Structures algébriques des espace fonctionnels

Vi(x),g(z),h(z) e F Ve e B
Vf h,g€ FF

) f+g=g+/f

(f+9) (@) = f(x)+g(), Vo € E
= g(@)+ f(z) , Ve € E
= (g+f)(z) Vo€ E

donc  f+g=g+/[.
2) (f+g)+h=f+(g+h)

[(f+9)+hl(z) = (f+9) () +h (z) Vi € E
= f(x)+g(@)+h(z) VreFE
= f(x)+ (g (z)+ h(x)) Ve e B
= f(x)+(g+h)(z) Ve E
= [f+(g+n)](2), V€ E

donc: (f+g)+h=f+(g+h).

3) fre=f
— (f+e)(x)=f(z) , Ve e E
— f(x)+e(x)=f(z), Ve e E
< e(z)=0, Ve € E

4) f+frl=ft+f=e=0 VfeFFIfltecFPVrekFE

= (f+F)@)=F@)+ " (), Vo€ B
= @)+ f)=el), Vo € E
= @+ f)=0, Voe B
= ) =—f(2), Vo e B

donc (FE,—l—) gourpe commutatif . =

Proposition 1.2.2 (F,+,:) anneau — (FE,+,~) anneau.



1.2. Structures algébriques des espace fonctionnels

Démonstration. On a :

1) (F,4) gourpe commutatif —> (FE,—l—) gourpe commutatif .
?

2) (f-g9)-h=f-(g9-h)

[(f-9)-h(z) = (f-9)(@)-h(x), Ve B
= [f(@)-g(@)]-h(zx), Veeck
= f(z)-[g(z)-h(x)], VzeFE (Dapréslassociativité de” -”dans F')
= f(2)-(g-h)(x), Vrel
= f-llg-m](=), Vrel

donc: f-(g-h)=f-(9-h).
3) (f+g)-h=f-h+tg-h

[h-(f+9)l(x) = h(z)-(f+g) (), Vo e E
= h(@) (f(2)+g(2)) VzeE
= h(z)-f(x)+h(z) g(x), Vre€E
= (h-fi@)+(h-g)(x), VrekE

donc: (f+g)-h=f-h+g-h.

D1f-g
— (1-f)(x)=f(x), Vee E
— 1(z) - f(z) = f(2), Ve e B
— 1(z)=1, Vr el

Donc (FE,+,-) anneay, . W

Proposition 1.2.3 (F,+,-) espace vectoriel —> (FE, =+, ) espace vectoriel .

Démonstration. Comme F' est menu d’une loi de composition interne ” -” on peut
introduire une autre une loi de composition interne sur I’ensemble F¥ noté aussi ” - 7.
(Af) (x) = Af () , Vee FE . (1.2.2)



1.2. Structures algébriques des espace fonctionnels

Soit k un corps commutatif

On a : (F,+)est un group commutatif
V(A ) ek (fg) € F”
) A+p)-f=Xx-f+p-f

[(A+p) fl(z) = A+p)-f(z), Ve e E
= A f(x) +p-f(x), Veek
= N @)+ (- f)(x), Ve E

Donc (A4p)-f=X-f4+u-f.
2) A (f+g)=A-f+Ag

A-(f+9l) = A (f+9)(2), Ve e E
= A (f(z) +g(2), Vo € E
= A f(x)+X-g(x), Ve e E

)
= AN +(Ag)(z), VeekE

Donc: A-(f+g)=X-f+X-g.
3) (A-p) - fEN(u- f)
[(A-p)-fl(x) = (N-p)-f(zx), VeeE
= A (p-f(z) Ve ekE
= A(p-f)(x), Ve e E

Donc: (A-p)-f=X-(n-f).

4) L f=f
= (L f)(z)=[(2), Voe E
— Lo f(z)=[(2), Vo e E
— 1y=1
— 1y f(z)=f(2), Ve e B



1.2. Structures algébriques des espace fonctionnels

Donc (FE, +, ) espace vectoriel. m



Chapitre 2

Structure topologique des espaces

fonctionnels

Dans ce chapitre on étudie la nature topologique de ces espaces et on présente un théoreme
qui donne un critére pour qu’un tel espace soit complet ce qui permet de trouver les espaces
de Banach usuels.

On introduit et distingue les deux notions de convergence simple et uniforme d’une suite
de fonctions a valeurs dans un espace métrique.

De nombreux exemples sont donnés et étudiés pour bien distinguer ces deux notions.

2.1 Structure métrique des espaces fonctionels

Définition 2.1.1 Soit E un ensemble non vide quelconque .
Une distance sur E est une application d : E x E — R, définie sur le produit cartésien
E x E, a valeur dans ’ensemble R des nombres réels positives, vérifiant les trois propisétés

sutvantes :

1) Vz,yeFE d( z,y) =0z =y
2) Ve,ye E d( z,y) =d( y,x) (2.1.1)
) Ve,ye B d(x,z) <d(z,y)+d(y,2)

10



2.1. Structure métrique des espaces fonctionels

Exemple 2.1.1 1) La distance usuelle sur la droit réel R est, par définie :
d( z,y) = o —yl.
2) De méme, la distance usuelle sur le plan compleze C est :
d(z,2") =z —7].
3) Soit d( xz,y) une distance sur E, pour tout couple ( y,r) € E? ou pose :

51( x?@/) = inf (d( x,y), 1)

d( x,y)

() = T )

01, 0o sont des distances sur E.

Définition 2.1.2 Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C une norme sur FE

est une application de E dans R, notée x — ||z||, vérifiant les propriétés suivants :

1) pour tout x € E X ek, |[\x| = |\ |z| -
2) pour tout @y € B, |}z +3ll < 2] + o]l 212
3) Ve deE @ |z|| =0< 2 =0.

Exemple 2.1.2 N: R?+— R,

¢
N (z,y) = SupmJr vl

ter V1412

est une norme .

Définition 2.1.3 Une application x — ||z|| de E dans R, vérifiant les propriétés de (1)
et (2), mais pas nécessairement la propriété (3) de (2.1.2) dans la définition précédant, est

appelée une semi — norme sur E .

11



2.1. Structure métrique des espaces fonctionels

Exemple 2.1.3 Soit f une fonction de L' (Q)

On pose :

1£l, = / Fldn

Iy« £(2) — Ry

[ Il

est semi-norme sur L' (Q) parceque
[flli=0=f=0.
Définition 2.1.4 Soit A C E, on dit que A est borné s’il existe r > 0 tels que :
Ve,ye A 1d( z,y) <.
Remarque 2.1.1 A est borné par rapport ¢ d <= Ja € E, r > 0: A C B(a,r)
B(a,r)={zx € E:d(z,a) <1}.

Exemple 2.1.4 Tout ensemble est borné par rapport o dy ( la distance discréte sur E ).

En effet :

VACE, Ve,y€ A:dy(z,y) <1

car Ja€ A,r=1>0:ACB(a,1)={r € E:dy(x,a) <1}.

Définition 2.1.5 Soit f : E — (F,d) une application.

f est bornée <= f (E) est borné dans (F,dp).

12



2.1. Structure métrique des espaces fonctionels

Exemple 2.1.5 1) f:R—R / f(z)=3z—-2

f est pas borné car f (R) =R qui est non borné dans (R, |-|).

2) f:R—R/ f(z)=sinx

f est borné car f(R)=[-1,1] C B(0,2) =]-2,2].
Proposition 2.1.1 La fonction d : FE x F¥ — R\

d(f,9) =sup[dr ( f(2), g(x))] (2.1.3)

zeFE

vérifie les trois conditions de la distance mais n’est pas en générale une distance .
Démonstration. 1) d(f,g) =0<= f=g Vf,ge F¥

d(f,9) = O<e=swldr(f(z), 9(x))] =0 VreE
— dr( f(x), g(x)=0 VeeF
dp distance <= f(z)= g(z) Ve € E

— f=g.

2) d(f,g)=d(g,f)
d(f,9) = supldp( f(x), g(x))]

= élelg [dr (g(x), f(x))]  (dp distance).
3) d(f,h) <d(f,g)+d(g,h) Vfig;he FE;VNz € E on a:
dp (f(x), h(z)) < dp(f(z), g(x))+dr(g(x), h(z)) Veek

sup[dp f(z), h(z)] < supldr(f(x), g(z))+dr(g(z), h(z))]

' — %22 [dr ( f(2), g(a;))]+§1£ [dr (g (2), h(z))]

d(f,g) +d(g,h)

13



2.1. Structure métrique des espaces fonctionels

= d(f,h) <d(fg)+d(gh).

Donc vérifie les trois conditions en (2.1.1) . =

Mais d n’est pas, en générale, une distance car
3(f;9) € F¥ x FP/d(f,9) ¢ Ry.

Exemple 2.1.6 En effet si E=F =R et fx)=3z ; g(z)=2x
Ona:

d(f,9) = supdp[f(z),g(z)]

zeE

= sup|f(z)—g(2)] (dp la distance normal ser R)
el

= sup |3z — 2z
el

= sup 7|
zel

Définition 2.1.6 F¥ ensemble des application de E dans F. On note (F¥), C F¥ l’'ensemble

des applications bornées de E dans F. Donc

(FE)b = {f cFP . f est bornée}.

Proposition 2.1.2 [(FE) d] est un espace metrique.

b

Démonstration. Les conditions (1),(2) et (3) sont vérifiés (voir 2.1.1 ).

Il nous suffit maintenant de montrer que

Vf, g€ (FE)b:d(f,g) < 400

= Vf,g€ (FF), sup [dr( f(z), g(2))] < +o0.

14



2.1. Structure métrique des espaces fonctionels

On a:
fetg € (FE)b ) et g (E) sont bornés dans (F, dr)
f(E) a,r),
= da,be F, Ir,Re R :
g(FE) (b, R)
(x),a) <r

— Vxek:

On a, d’autre part :
VeeE:dp| f(z), g@)] <dp[[f(2), af+dr[a, ]+dr[b, g(z)]

— Ve e E:dp| f(x), g(@)] <r+drla, |+ R < +o0.

Donc r + dr [ a, b] + R est un majorant nombres dp [ f (z), g(z)], z € E

ce qui montre que : sup [dr ( f(x), g(z))] <r+dr[a, b+ R < 400
el
= d(f,g9) < +o0.

Donc d (f, g) est borné . =

Théoréme 2.1.1 (Voir [1])Si F est un espace métrique complet, l’espace métrique (FE)bdes

application bornées de E dans F' est lui aussi complet.

Démonstration. Soit fy fi......... , Jn une suit de Cauchy de (FE)b

= Ve>0,3ngeNp=q=ng:d(f,f,) <

= s drlfy (@), fy(@)] <e
= dr(fy(2),fy(x)]<e,VreE.

Donc V& € E (f, (x)),cn est une suit de Cauchy qui converge vers f (x) dans F' (comme

F est complet).
folx) — f(z) , Vo €FE

15



2.1. Structure métrique des espaces fonctionels

donc on a construit une nouvelle application :

f : EFE—F
lim f,(z) = f(2)

n—-+o00

On montre que :

Dfo— 15 [(F7),d]
2) fe((FF),.d).
1) Ona dr(f,(x),f,(x)]<e, Ve eE

= pllnjlroodp (fp(x), fo(x)] <e, Vx e E

= dr(f(x),fy(x)]<e, Ve E

= sup dr[f(x),f,(x)]<e ,VrxeFE alors
zeE

Ve > 0,3ngeN,g>ng:d(f,f) <e

2) fe((FF),.d) < [(E)CB(a,r)tels que:a € F,r>0
on montre que f (E) C B (a,r).
On a:

fo € (FF), <= FeF3Ia>0:[f(E)CB(ba)

< dp|f,(2),b <a,VzekE.
On utilise 'inégalité triangulair:

delf(@).8] < delf (@), fy (@) +delfy(2),0], VecE
= dp|f(2),b <a+e, Ve e E,a>0
— f(E)Cc B((ba+e), Ve e E,a>0
— fe((F"),.d) .

Enfin il résulte que ((F E )b , d) est un espace métrique complet. m

16



2.1. Structure métrique des espaces fonctionels

Proposition 2.1.3 Supposons que F' ait une structure d’espace vectoriel normé, alors on

peut mettre sur [’espace (F B )bune structure d’espace vectoriel normé en posant :

£l = Sup 1 ()] - (2.1.4)
Démonstration. 1) |af|| = |a | f]| Vfe (FF), ack
lafll = Sup laf ()] = Slelgl@! 1f (@), Vo€ E,a>0
= |afsup | f (=), VeeE,a>0
zelE
= |afsup||f (z)], Vere E.a>0
zeFE
= ||l £l
2) [If +gll <A+ gl Vf,g€ (FF),
[f @) +g@)) < |f @) +Ig@], Ve E
= igg”f(iﬁ) + g (@) < ?GIIEE)HU(CU)H + g @] . Ve eE
= Slelng(m) +g @) < Sup IS (@)l +sup lg (@), VrekE

= [lf+ gl <71+ 1ol

3) [fll=0<=f=0

Il = 0<E>Sl£!\f(&:)|!:0, Vo € E
<= |[|f (=) =0, Vi e E
— f(x)=0, Ve e L

== f=0.
Donc ||f|| est un norme sur (FE)b . n

Corollaire 2.1.1 St F' est un espace de Banach, l’espace vectoriel normé (F E)best lug
ausst un espace de Banach, en particulier [’espace (FE)bdes fonction, & valeurs réelles ou

complexes bornées, sur un ensemble E, est un espace de Banach.

17



2.2. Convergence simple et convergence uniforme

2.2 Convergence simple et convergence uniforme

Définition 2.2.1 On dit qu’une suite de fonction f,, c’est — a — dire d’application d’un
ensemble E dans un espace métrique F, converge simplement, pour n tendant vers +oo,
vers fonction limite f, si pour tout x de F, la suit des points f, (z), de F' converge, pour n

tendant vers +o00, vers le point f (x) de cela s’écrit sous logique suivant :

Vee E\Ve>0,3m e N,Vn>m :d(f, (z), f(z)) <e. (2.2.1)

On notera comme nous 'avons vu plus haut, que 1’ entie m, que nous venons de détem-

iner, dégend en fait a la fois de ¢ et de .

Définition 2.2.2 On dit que la suit des fonction f,, converge uniforme vers la fonction f,
pour n tendant vers +oo, si l’entier m détermine dans (2.2.1) peut étre choisi indépendam-

ment de x, c’est -a-dire seulement en fonction de €, autrement dit, si :

Ve>0,I9meNVe e E.Vn>2m:d(f,(z), f(z)) <e. (2.2.2)

Cela s’écrit encore

Ve>0,dm e N,Vn > m : d(fn, f) < e. (2.2.3)

Cela veut simplement dire que la distance f,, a f tend vers 0 pour n tendant vers +oc.
Il est bien évident que la converge uniforme entraine la convergence simple, mais,comme
nous allons le voir, la réciproque n’est pas vraie; la convergence uniforme est une propriété

beaucoup plus forte que la convergence simple.

Remarque 2.2.1

(221) < Vexek, limd(f,(x),f(z))=0

n—-—+00
(222) <= lim d(fu,f)=0
< lim supdr [f, (z).f ()] =0

n—+0zcE
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2.2. Convergence simple et convergence uniforme

donc :
(converge simple) # (converge uniforme)
Exemple 2.2.1 Soit f, :R — R\ f, (z) = m , neNet f(z)=0, Vere FE
On a :
A(fue) f@) <c = lim_|f,(x) - f (@) =0, Vo e B
. 1 : 1
< lim —2—0’: lim ’—2 =0, Vo ek
n—+oo |14 (z+n) n—+oo |1 4 (x +n)

fo— f  ( converge simple ) .

On étudier la convergence uniformément de f, .

On a:
d(fp fo) <& < lim sup |fo(z) = f(2)] =0
n—-+0oo re
li 1 0 1#£0
im sup |——— —0| =
n—+o00 zelg 1+ (z4n)?
alors:

fo = [ ( converge uniforme )

0 st 0<x<1
Exemple 2.2.2 Soit f,, : [0,1] = R\ f, (z) =2", neN et f(z) =
1 st x=1

on a :
d(fm(2), f(2)) Se <= lm_|f,(2) = f(2) =0 VreE
St 0<xr<1:
lim [2" —0|= lim |z"|=0.
n—-—+00 n——+00
St x=1:
lim |2" —1] = lim [1"—-1|=0.
n—-+00 n—-+o0o
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2.2. Convergence simple et convergence uniforme

Donc:

fo—f ( converge simple ) .

On étudier la convergence uniformément de f,

On a:
WWd) < = spdelf(),f (@) <2
Te
< lim sup |f,(x)— f(z)|=0.
n—+00 ,cp
St x=1":
lim sup |2" —1] = lim sup [1"—1]
n—+00 31,1 =00 g1,
= lim (0] =0.
n—-+00
Si0<x<]:
lim sup [z" -0 = lim sup |z"]
n—+00 1c(0,1] n—=+00 1el0,1]
— lim |1 =1
n—-400
donc:
fo=>f (converge uniforme) .

Exemple 2.2.3 Soit f,:[0,1] =R\ f, (z) = :—ﬁ et f(x)=2*Vz ek .
Ona :

d(fuf) < €<= supdplfa(z), f(2)]<e

el
< lim sup |fy(z) = f(z)] =0.

n—o+00 gcp

—x2
n+1

nz? )
—x
n+1

= lim sup

<= lim su
¥ n—+001c(0,1]

n—+00 z€(0,1]

Alors

fa— [ (converge uniforme) = f, — f (converge simple ).
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2.2. Convergence simple et convergence uniforme

Exemple 2.2.4 Considérons la fonction f, (n > 1) réelle, d’une variable réelle, définie
comme suit : elle est égale a 0, pour x < 0 et x > %, elle est égale a n“, o > 0, pour
T = %,et dans chacun des intervalles [O, %] , [%, %] celle est affine (V.

Elle est représentée par le graphique suivant :

v A
r‘ﬂ-
—
el =k e X
2n n

Malgré les apparences, la suite des fonctions f, converge simplement vers la fonction 0
pour n tendant vers +o0o. En effet, quel que soit x > 0, pour n suffisamment grand, on a
% > x, et par conséquent, pour n suffisamment grand, on a f, (x) = 0; par ailleurs, pour
x <0, on a toujours f, (x) =0, d’ou résulte bien ce que nous avons annonce. Cependant,

la distance de f, et de 0 est égale a n®, qui tend vers l’infini, donc f, ne converge pas

uniformément vers 0 pour n tendant vers 400 .

(U La fonction y = az + b est dite affine, le mot linéaire devant etre réservé, conformement aux

définitions générales relatives aux espaces vectoriels, & la fonction y = ax.
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Chapitre 3

Théorémes fondamentaux

Dans ce troisiéme chapitre on a premiérment étudé la nature topologique d’un espace
vectoriel normé de dimensin infini :C ([a, b]) ot on a montré qu’il existe deux normes qui
ne sont pas équivalentes et qu’il est cmplet par rapport a I’'une et non complet par rapport
a l'autre.

On présente quelques théorémes importants en analyse et en particulier le théoréme
fondamental : toute limite uniforme d’une suite de fonctions continues (& valeurs dans un
espace métrique) est encore continue. On en déduit de nouveaux espaces de Banach usuels.

En fin on expose, dans ce chapitre, un théoréme qui est un raffinement du théoréme
précedant appelé souvant théoréme du double passage a la limite.

Il est intéressant mais d’un usage un peu limité par rapport au autres théorémes.

3.1 Etude topologique de 1’ espace C (|a,b])

Définition 3.1.1 Appleone C ([a, b)) l’espace vectoriel (de dimension infinie ) des fonctions

réelles ou complexes continues sur l'intervalle ferme, borne ,la,b],a < b,de R.

Nous allons montrer comment, sur cet espace, il est possible de définir plusieurs normes

qui ne sont pas équivalentes.

b
Proposition 3.1.1 Les deuz normes ||f|| =sup||f (z)]| e¢ N (f) = / |f (x)| dx ne sont
ek a

pas équivalentes.
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3.1. Etude topologique de I’ espace C' ([a, b])

Démonstration. Ces deux normes ne sont pas équivalentes. On a la majoration :

N(f)<(b=a) sl
Par contre, il n’existe évidemment aucune majoration du type || f|| < kN (f) ,ou k serait
une constante, indépendante de la fonction continue f. Considérons en effet le cas [a,b] =
0, 1] ,et la suite des fonctions f,, indiquée dans I’ exemple (2,2, 4)de (2, 2). Pour ces fonctions,
on a les normes suivantes :
Ifnll

1
an” = naa N(fn) = énaila N(fn) = 2n.

ce qui prouve notre assertion. Si par example 0 < a < 1, f,, tend vers 0 pour n tendant

vers 400, pour la norme N, mais non pour la norme ||-||. =
Proposition 3.1.2 L’espace C ([0,1]), muni de la norme N, n’est pas complet.

Démonstration. Montrons enfin que 'espace C ([0,1]), muni de la norme N, n’est

Y

pas complet, c’est-a-dire n’est pas un Banach (alors qu ’ il l'est pour ||-||; cela montrera

a nouveau que ces deux normes sont inequivalentes ). Considerons en effet les fonctions

suivantes f, € N : f, vaut 0 dans l'intervalle [0, %], 1 dans l'intervalle [% + %, 1], et est

linéaire dans l'intervalle [%, % + %] .
Pour n > m , la difference |f,, — f,,| vaut partout 0, sauf dans 'intervalle [%, % + %], ol

elle est majorée par 1, de sorte que N (f, — fn) < .

m

Donc nous avons 1a une suite de Cauchy. Supposons qu’elle ait une limite f .
1

2
L’intégrale |f — fnl| tendrait vers 0 pour n infini; cela implique que f soit nulle dans

1

0
[0 1] (si en effet il exist un point a € [0, 5] tel quef (a) # 0, il existerait, par suite de la

2

continuité de f, tout un intervalle contenant a, de longueur [ > 0, ou f serait supérieur a un
1 1

2 2
nombre § > 0; alors / |f — fu| serait toujours > 19, ce qui contredit le fait que / lf— fal

0 0
tend vers 0. Pour la meme raison, dans tout intervalle [% + %, 1], fn est identique & 1 pour

n > m , donc f aussi devrait etre identique & 1. Finalement f devrait valoir 0 dans

[0, %] et 1 dans ]O, %} . Mais elle ne saurait etre continue (car sa limite & gauche au point %
serait 0 et sa limite a droite 1), ce qui est absurde. Donc la suite de Cauchy des f,, n’a pas

de limite, et I’espace vectoriel normé C' ([0, 1]), pour la norme N, n’est pas complet. m
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3.2. Continuité d’une limite uniforme locale de fonctions continues

3.2 Continuité d’une limite uniforme locale de fonc-

tions continues

Définition 3.2.1 On dira que la suite des f, converge vers f localement uniformément sur
E, si tout point a de E admet un voisinage 9, sur lequel les f, convergent uniformément

vers f .Cela se traduira par la formule suivante :

Ya € F,39, voisinage de a Ve > 0,dm € N

(3.2.1)
Veed,Yn=2m:d(f,(z), f(x)) <e

Théoréme 3.2.1 (Voir [1])Soient E une espace topologique, F un espace métrique et
fos froeeo oSyt une suite dlapplication de E dans F', qui converge localement uniformé-
ment vers f, on suppose en outre toutes les f, sont continues en un point a de E, alors la
limite f est elle aussi continue au point a, si toutes les f, sont partout continues, alors f
est partout continue, si la convergence est uniforme sur E, si est métrique et si tout les f,

sont uniformément continue sur E, alors f est uniformément continue sur E .

Démonstration. Soit 1, un voisinage de a, sur lequel la convergence est uniforme.D’aprés
I’ypothése de convergence uniforme,ec étant donné, il existe un entier m tel que 1'on ait,pour
tout x de 9, I'inégalité:

€

d(fn(2), f(2) < 3 (3.2.2)

Le nombre m étant ainsi choisi, la fonction f,, est supposée continue au point a; il existe

donc un voisinage ¢ C ¥, de a tel que pour x dans 9J,0n ait :

d(fm (2), frn (@) < (3.2.3)

Wl ™

Dans ces conditions, pour x dans ¢, on aura :

d(f (x), f(a)) <d(f (), fm (2)) +d(fm (), fm (@) + d (fm (a) . f(a)) <€ (3.2.4)
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3.2. Continuité d’une limite uniforme locale de fonctions continues

Ce qui prouve bien la continuité de f au point a. Si les f, sont partout continues, alors
cette démonstration montre que f est partout continue.

Supposons maintenant E métrique, les f, uniformément continue, et la convergence
uniform sur E.Alors, € étant donné, et 'entier m ayant été choisi de maniére que (3.2.1) soit
vrai pour tout x de F, la fonction f,, est uniformément continue; il existe alors un nomber
n > 0 tel que pour d (', 2") < n on ait d (fy, (2'), fm (2")) < 5.

On aura alors, pour d (2/,2") <7 :

d(f (&), f (@) <d(f (@), fm (21) + d (frn (&), i (27)) + d (fin ("), [ (27)) < € (3:25)

ce qui prouve I'uniforme continuité de f. m

Remarque 3.2.1 Au contraire, une suite de fonctions continues f, peut trés bien converger

simplement vers une fonction discontinue f .

Ainsi, si nous posons f,(x) = 2" pour 0 < x < 1, f, est continue pour tout n, et
converge simplement, pour tendant vers +o00, vers la fonction discontinue f égale a 0 pour

0<z<1, al pour x=1.

Corollaire 3.2.1 Dans l'espace (F¥),, des applications bornées de E dans F, muni de la
métrique définie par (2.1.8) , le sous-espace (FE)y. E des applications bornées continues de
E dans F est fermé.

Ceci n’est pas autre chose qu’ une autre forme de l’énoncé du théoréme (comme (F¥),est

métrique, [’énoncé utilisant les suites est suffisant).

Corollaire 3.2.2 Si F' est complet l'espace (F¥),. des applications bornées continues de E
dans F, muni de la métrique (2.1.3) , est un espace métrique complet.
En effet il est fermé dans ’espace métrique complet (FE), théoreme (2.1.1), et il suffit

d’ appliquer alors le théoréeme (V.

(1) On sait le théoréme suivant :

Si E est espace métrique complet, tout partie fermeé F de E est, elle aussi, complet.
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3.3. Le théoreme du double passage a la limite

Corollaire 3.2.3 Si I est un espace de Banach, ’espace (F'¥ ). des applications continues
bornées de E dans F, muni de la norme définie a la formule (2.1.4), est un espace de
Banach.

Un cas particulierement important est le suivant : Prenons pour F' le corps des scalaires
k, alors l’espace des fonctions réelles ou complexes, continues et bornées sur un espace
métrique E, est un espace de Banach .

En particulier, l’espace des fonctions réelles ou complexes continues et bornées, d’une
variable réelle, est un espace de Banach.

Si E est un compact ( qui , dans de nombreuses applications pratiques, sera un intervalle
ferme, borné, de la droite réelle) , on sait, d’aprés le corollaire 0 du théoréme (2.1.1), que
toute fonction continue sur E o valeurs dans un espace métrique F', est nécessairement
bornée; alors lespace (F'F), des fonctions continues sur un espace compact E, & valeurs

dans l'espace de Banach [, muni de la norme (2.1.4) est un espace de Banach.

3.3 Le théoréme du double passage a la limite

Théoréme 3.3.1 (Voir [1])

Soient E et F' deux espaces métriques, A une partie de E et fo, f1, fo, ...... , fn une suite
d’applications de A dans F', convergeant uniformément vers f. Soit a un point de & adhérent
aA .

Si, pour cheque n ,f,(x) a une limite quand x tend vers a par valeurs dans A, et si F’

est complet, alors f(z) a une limite quand x tend vers a par valeurs dans A, et en outre

limf(z) = lim |lmf,(z)|. (3.3.1)
veA neo | DA

Démonstration.

Considérons, pour tout n € N, la fonction fn définie sur A U {a}Par la formule

folz) = fu(z), pourzx #a,
fn(a) = limf,(x).

r—a

TEA

26



3.3. Le théoréme du double passage a la limite

D’apres sa définition méme, f, est continue au point a .

D’ autre part on a:

Ve>0,d3peNtelque: m=p etn>p =

En faisant tendre x vers a on a, a la limite

Cela prouve que les fn(a) forment une suite de Cauchy dans F'.
Comme F' est supposé complet, ils ont une limite , que nous appellerons f (a).

Alors 'application f définie par

f(l’):f(l'), .TEA,.I‘#Q,

et prenant la valeur f (a), que nous venons de définir , au point a, est une fonction sur
AU {a}, a valeurs dans F.

Lorsque n tend vers +00 , f,(z) tend vers f(z) pour = # a, mais f,(a)tend vers f (a) ,
par définition de f (a) ; donc f n,converge simplement vers f . Mais elle converge en outre

uniformément ; car, pour m m > p,n > p, on a, pour r # a,

d(fn(), fu () = d(fn(2), fn (2)) < e (3.3.2)

mais aussi d(f,(a), f »(a)) < € done, en faisant tendre m vers 400 et passant a la limite,
d(f(x), f u(x)) < eet d(f(a), f n(a)) < &, donc finalement d(f, f ) < e.

Comme alors les f » sont continues au point a, le théoréme (3.1.1) montre que f aussi

est continue au point a, c’est-a-dire que f(z) a une limite quand x tend vers a en restant

dans A , et que cette limite est

n—-+0o00 n—-+oo [ r—a
TEA

f(a) = lim f,(a) = lim [hmfn(a:)]

ce qui prouve le théoréme énoncé. m
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3.3. Le théoréme du double passage a la limite

Exemple 3.3.1 Si les f, et [ sont des fonctions réelles cominues sur la droite réelle R,

si les f, convergent uniformément vers f pour n tendant vers —+oo, et si, pour tout n,

lim f,(x) =1, existe, alors linj f(z) = ¢ existe aussi, et les v, convergent vers v pour
r—1T00

Tr—+00

n tendant vers +o0.
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Résumé

Dans ce travail on a étudié les espaces fonctionnels en tant que des
structures algébriques, dans le premier chapitre, et en tant que des
structures topologiques dans le second chapitre ou on a généralisé les
notions de convergence uniforme et simple aux espaces métriques
quelconques.

Dans le troisiéme chapitre on a présenté deux théorémes fondamentaux
: la continuité de toute limite uniforme d'une suite de fonctions
continues et le théoreme du double passage a la limite.

Summary

In this work we studied the functional spaces as algebraic
structures, in the first chapter, and as topological structures in
the second chapter where we generalized the notions of
uniform and simple convergence to arbitrary metric spaces.

In the third chapter we presented two fundamental theorems :
continuity of any uniform limit of a sequence of continuous
functions and the theorem of double passage to the limit.
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