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NOTATIONS

Ck(Q):

LP(Q):

E.D.P:

C.I:

C.L:

L'espace des fonctions continiment dérivables jusqu'a I'ordre k.

Espaces de Lebesgue.

Gradient.

Laplacien.

Ensemble des matrices de type (n,m).

Matrice jecobienne.

Matrice identité d'ordre n.

Rayon spectrale de A.

Valeur propre.

Equation aux dérivées partielles.

Condition initiale.

Conditions aux limites.



At :

C.FL:

~

Le pas en espace.

Le pas en temps.

Erreur de consistance.

La condition de Courant-Friedrichs-Lewy.

L’erreur globale.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont un outil de modélisation de base, ont été étudiées
par les mathématiciens depuis le dix-huitiéme siécle, de nombreux phénoménes physiques, mé-
caniques, biologiques et technologiques modernes ont été con,cus atravers eux. Ces équations
s'accordent avec la traduction math ’ematique des lois de la physique comme 1'équation de la
chaleur.

Au dix-huitiéme siécle la méthode des différences finies faisait partie des travaux de nombreux
mathématiciens. Le principe fondamental de la méthode consiste a la compensation des dérivées
dans le probléme continu aux différences finies sur des points finis et précisés nous n'abordons
que les principes pratiques de cette méthode, c'est-a-dire la construction de ce qu'on appelle
schémas numériques.

L'objectif de ce travail est d'étudier /' D P parabolique non linéaire en choisissant I’équations

de réaction-diffusion du type :
up = Au+ f(u) sur RY (1)

ont été introduites a la fin des années 30 dans des travaux de Fisher (1937) [7] et Kolmogorov,
Petrovsky et Piskunov (1938) [10], pour des modéles de génétique des populations. Les non-
linéarités f considérées alors étaient du type f(u) = u(1 — ) (loi logistique) ou ses extensions .

Ce type de modele a été introduit par Shigesada, Kawasaki et Teramoto [13] pour étudier des
phénomenes d'invasion biologique dans des environnements périodiques. Nous nous intéressons

ici aux modéles plus simples , représentés par les équations de réaction-diffusion
uy — Au = au® + bu + ¢ (2)

ou f(u) est polyndme de seconde degré .

Dans cette mémoire, nous avons adopté un plan qui se divise en une introduction et cinq chapitres:



Introduction

Chapitre 1:

Dans le premier chapitre, intitulé : préliminaires, nous avons cité quelques définitions, pro-

priétés, et une rappel sur les matrices.

Chapitre 2:

Quant au deuxieme chapitre, intitulé : £ D P parabolique linéaire, et chapitre est consacré a

I'étude des équations aux dérivées partielles et de leurs propriétés.

Chapitre 3:

Dans ce chapitre, nous allons mettre en évidence I'etude mathématique de I'équation de la réaction-

diffusion,dans de la cas linéaire et non linéaire.

Chapitre 4:

A prés avior présenter principe de la méthode des différences finies, nous avons appliqué cette
la méthode a I'approximation de 1'équation de récation-diffusion linéaire.a 1'aide de Schéma

d'Euleur implicite .

Chapitre S:

Enfin, nous étudierons 1'équation de la réaction-diffusion non linéaire par la méthode des dif-

férences finies a I'aide de Schéma d'Euleur explicite, pour I'approximation de la solution numérique.

Xi
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Préeliminaires

dans ce chapitre,nous mentionnons les espaces fonctionnels ,les opérateurs différentiels laformule

de taylor et les matrices et combinaison convexe.

1.1 Espace fonctionnels

1.1.1 Espace C*(Q)(0 < k < o0)

2 C R™ sera toujours un sous-ensemble ouvert et non vide « = (ay,s...cr,) € N on pose

la] = a3 + a + ... + «a, longueur de a.

L'espace C*((2) est un espace des fonctions dérivables jusqu'a I'ordre k ,ses dérivées d'ordre k sont

continues:

feCk Q) e VaeN" |a <k

et D* f existe et continue .
L'espace C'™°(£2) est un espace de fonctions indéfiniment continument dérivables :

feC=(Q) < Va e N

et D f existe et continue.
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1.1.2 Espaces des lebesgue LF({)

Soit €2 un ouvert de R™.

Définition 1.1 L'espace des fonctions L*(X)) est de la classe des fonctions mesurables 1 < p < o0

sont définie comme suite:

LP(Q) = {f : Q — R; f'mesurable et / |f(z)Pdx < +oo}
0

Hﬂumn=(zﬂﬂmWMJ;

L = {f : Q — R mesurable tell que 3C > 0|f(z)| < C p.p sur 2}

muni de la norme :

® pour p = +00:

muni de la norme:

[ flloo) = inf{C;|f(x)| < C p.p sur Q} = supess f

Définition 1.2 Fonction lipschitzienne
Soit [ un intervalle de R, f : [ — R une application. On dite que f est lipschitzienne, si 3k > 0, tel
que
Ve,y el
(@) — () < kle —y

Définition 1.3 Support de fonction

Soit f : Q@ — R une application telle que Support [ = {x €Q: f(x) # O}.

Définition 1.4 Fonction test D((2)
Si Q est un ouvert non vide de R",l'espace des fonction C'*° a support combact de ) dans R est noté

D(Q).

1.1.3 Espace H'(Q)

H'Y(Q) = {u e L*(Q); D*u € LX(Q) : |a| < 1}
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1.1.4 Espace H}(Q)

On noté H(Q) l'adhérence de D(Q) dans H*(Q).

Hy(©) = D)

1.2 Opérateurs différentiels

1.2.1 Gradient d’un vecteur

Soit f une fonction scalaire | = f(x,y, 2)

0f+ , of» 0fp

—
grad(f) = oz ' * y I 0z b

ou

grad(f)=vf= |+

1.2.2 Divergence d’un vecteur

On appelle divergence du vecteur | et on note div(f) ou V.f le scalaire :

Soit f = f(x,y, z) et avaleurs fi, fa, f3

div(f) = v.f= 21 OF2  Ofs

%jL oy 0z

1.2.3 Laplacien

Soit fonction f = f(x,y, 2)
On appelle laplacien de f et on note Af le scalaire :

0? 0? 0?
L PP
ox?  0y? 022

Af

1.3 Combinaison convexe

k
On dit que x = E Aj; est une combinaison convexe des points T, Xa, ..., T, un nombre fini si
J=1

DA =0 Vi=1,..k
k

) N=1
j=1
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1.4 Formules de Taylor et développements limités

1.4.1 Formule de Taylor Lagrange

Soit f : [a,b] — R un fonction de classe C™+1 .
Alors il existe ¢ € |a, b] tel que

£6) = fla) + (- ) (a) + O

Cette égalite peut encore s'écrire avec h = b — a

£(@) et L= g gy 4 OO

(nt 1) F 0 (e)

hn hn+1

2
lat ) = @)+ (@) + 5o 1"(@) + oo 2 f0) + sy £ a1

avec) <0< 1.

1.4.2 Développements limités Yonge

Une fonction f(x) définie au voisinage de x© = x

e On dit que f admet un développement limité dordre n ,s'il existe des nombres ag, ay, ..., a,

flz) =ag+ a1(x — o) + ... + an(x —20)" + (z — x0)"e(x — x0) €t h_}m e(x —x0) =0
T—T0

Le polynéme ag + a1 (x — xo) + ... + a,(x — xo)"s'appelle partie principale du développement

limité et le terme (x — xo)"e(x — x¢) s'appelle le rest .

1.5 Rappel sur les matrices

Définition 1.5 Soit K et n,m € N*

On appelle une matrice de type (n,m) dans K
A:A{Ll, .. ,n} x{l,..,m} —K
(i,J) — Al(i,J) = ai
On note a;; l'élément qui se trouve a la ligne numéro i et la colonne j et on note la matrice A par

A = (aij)1<i<ni<j<m

On écrit A sous la forme d'un tableau rectangulaire a n lignes et m colonnes

a1 A2 -+ Aim

Q21 QAg2 -+  Agm
A=

An1 Ap2 - Anm
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L'ensemble des matrices de type (n, m) et noté M, m)(K) .
e n = m ,on dit que A est une matrice carrée avec n lignes et n colonnes dont les éléments sont K est
notée M,,(K) ,la suite des éléments {a11, aso, as3, ..., any } est appelé la diagonale principale de A .
o Eléments de séquence {ay1,ass, ass, ..., Gy ¥ ,Dans une matrice carrée ,on l'appelle la diagonale
principale de A .
e On dit que la matrice M, ) (K) est réelle si K = R .

1.5.1 Propriété d’'une matrice carrée

La matrice A = (a;;), A € M, (R)
o Transposé d'une matrice

On appelle la transpoée de la matrice A de type n, m la matrice A* de type n, m ,que l'on note

A" = (aj;) et dont les élements sont définis sous la forme a;; = aj; ,dont les lignes sont formées des

J
colonnes de A .

e Matrice symétrique
Une matrice est symétrique si et seulement si A = A* .
o Inverse d'une matrice

on dit d'une matrice carrée A € M, qu'elle est inversible si I'on trouve une matrice A=t € M,,

qui satisfait

ATTA=AAT =1,

1,, est la matrice identite.
A~ est appelée inverse de A.
e Matrice définie positive
La matrice A est une matrice carrée symétrique ,on dit que A est définie positive si et seulement
Si:

VX £0,X"AX >0
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Théoréem 1.1 [6] Une matrice carrée A symétrique définie positive est inversible et son inverse est

symétrique définie positive.

1.5.2 Matrice particuliere

e Matrice unite

On dit que A est une matrice unitaire si

lsii=j
Clij =
O0sii#j
La matrice unité noté I,
10 0
01 0
1, =

00 1

e Matrice diagonale

C'est une matrice carrée telle que :

Vi, j € {1,,71}27&]Z>CL1J:0

a1y 0 0
A 0 929 0
0 0 o Upn

e Matrice Tridiagonale
Soit A une matrice carrée A € M, (R).
On dit A est tridiagonale si les seuls élements non nuls se trouvent sur la diagonale ou adjacents a

,c'est-a-dire a;; = 0; |i — j| > L.
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Schématiquement A est de la forme :

ap a2 T 0

91 .. 0
A=

0 . Un-1m

0 o Qpp—1 Qpn

1.5.3 Matrice jacobienne

Soit F' : R™ — RP une fonction, dont les composantes sont F' = (f1, ..., f,)

Définition 1.6 la matrice jacobienne de F en x = (x4, ..., z,) € R"

df1 df1
@) GE)
J@)=VF@)=| : - s
ofp Ofp
8_:51(96) 8—%(1’)

1.5.4 Les valeurs propres et le rayon spectrale

e Les valeurs propres

soient A € M, (K) et X € K Alors :

A est une valeur propre de A < det (A — \I,,) =0

e le rayon spectrale

de A est le plus grand des modules des valeurs propres de A

\; est une valeur propre de A.
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1.5.5 Les valeurs propres de matrice tridiagonale symétrique

Lemma 1.1 [11]

soit A € M,,(R) telle qur :

a b 0 0

b a b 0
A=10 0
b a b
0 b a

Les valeurs propre de A sont donées par :

km
Ak = 2b
k = a -+ 20cos <n+1)

etk=1,..,n.

Exemple 1.1 Soit A € M, (M)

2 -1 0 0

-1 2 -1 0
A=10 0
-1 2 -1
0 —1 2

Les valeurs propres de A est:

() o () o ()
= 2-2 (1 — 25sin? (%))
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1.5.6 Norme matricielle

On appelle norme matricielle ||.|| définie de M, (K)(K = Rou C) vérifiant les propriétés suivantes,
VA € M, (K):

L |A|=0& A=0.

2 | adl=|al]| A| Va €K

3 A+BI<L| A+ || BIl,VY(A, B) € M,,(K)% (inégalité triangulaire )

4. | AB[I<[[ Alll B [I,¥(A, B) € My (K)*

Par exemple:

| A lli=max;— o> |ai |
i=1
| A [Joo= max;=1,.., nz | ai |
j=1
| A lla=+/p(A*A).
Remarque 1.1 Sila matrice A symétrique alors:
| A lla= p(A).
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Les équations Partielle Paraboliques

Les équations aux dérivées partielles (EDP) interviennent dans la description de trés nombreux
problemes de [’électronique, physique, chimie, sciences de la terre, biologie...etc.
Dans ce chapitre, on va citer quelques définitions qui concerne les équations aux dérivées partielles
paraboliques linéaires.
Définition 2.1 Une équation aux dérivées partielles
est une équation qui a une fonction de deux ou plusieurs variables indépendantes et contient les
derivées partielles de cette fonction. Nous appelons l'ordre de la plus grande dérivée partielle con-

tenue dans l'équation aux dérivées partielles l'ordre de l'équation aux dérivées partielles.
Certaines équations aux dérivées partielles célebres en physique peuvent étre données :
L’équation des ondes unidimensionnelle

Pu 0%

o~ ox2

L’équation de la chaleur unidimensionnelle

ou  ,0%u
— =" —
ot 0x?
L'équation de Laplace en deux dimensions
Au(z,y) =0

10
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L'équation des ondes en deux dimensions

0%u
o CQAU(LE, Y)

L'équation de Laplace en trois dimensions
Pu  0Pu | Pu

0
0x? + Oy? + 022

2.1 Généralités

Q ouvert C R". une fonction u:

u: QCR* =R

(1, T2y ooy ) = w1, Ty ooy Tp)

et (xq, s, ..., T,) variables.

Définition 2.2 Une équation aux dérivées partielles est une relation entre une fonction de plusieurs
variables u et ses dérivées partielles et Les variables indépendantes (1, o, -+ ,Ty)

ou ou 0*u 0*u 0%*u
"0y Oxy, 022 02k’ Owy.wo)

1. L'éqution (2.1) est considérée dans un domaine Q) C R".

F(xy, 29, ..., Ty, )=0 (2.1)

2. Les solution de I'ED P(2.1) sont les fonctions qui vérifient cette éqution dans ).

3. l'ordre de dérivation le plus éléve est est appelé l'ordre de ' EDP.

4. La dimension d'une équation aux dérivées partielles est le nombre des variable indépandantes

de la fonction inconnue u.l'éqution (2.1) est donc de dimenision n.

Définition 2.3

1. une équation aux dérivées partielles est linéaire si et seulement si:

L'équation peut s'écrire comme:
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L est un opérateur linéaire par rapport a u et ses derivées partielles.

2. Si f est nulle, on dit que l'équation est homogéne.

Exemple 2.1 1. @ + @ =0
oxr Oy

1°" ordre linéaire et homogéne.

2. % —Au=0
2°"¢ ordre linéaire et homogéne.
3. % —|—ugiyz2t = f(z,y)
2°"¢ ordre , non linéaire et non homogéne.

2.1.1 EDP linéaire du 1¢ ordre en dimension 2

La forme la plus générale pour une E D P linéaire du 1°" ordre est:

ona.

u:QCcR® — R

(z,y) — u(z,y)

ou ou
a(xmy)a_x + b(xvy)a_y + C(I,y)U - d($7y)
a,b,c,d € C*(Q)

a® + b* # 0 (au moins un des coefficients a ou b ne s'annule pas sur ).

2.1.2 FEDP linéaire du seconde ordre en dimension 2

Ona:

u: QCR—R

(z,y) — u(z,y)

12



chapitre 2

2 2 2

U U 0“u
a(x, y)a— + 2b(x, y)m + c(z,y)=—

22 Oy? + e(x,y)@ + flz,y)u=g(z,y) (2.2)

ou

ox

a,b,c,be, f,ge C*(Q) /| a®+b*+c* #0surQ

2.1.3 EDP linéaire du second ordre en dimension n

Une EDP linéaine du second ordre dans R™ , s'écrit sous la forme générale suivant :
u:QCR"—R

X = (21,29, ..., Tp) > u(T1, Ta, ..., Tp)

> ay (X)l + ) bi(X) ‘9“' +e(X)u = f(X) (2.3)

a;;(X) = aj;(X) donc A = (a;;)1<i,j<n matrice symétrique

2.1.4 Classification d’une EFDP linéaire d’ordre 2 en dimension n

L'EDP (2.3) linéaire d’ordre 2en dimension n. Notons queA = (a;;)1<; j<n Une matrice symétrique
elle est donc diagonalisable et(\;( X)),/ X = (x1,...,x,) € R" les valeurs propres de A. On dit

que:

1. L’EDP (2.3) est elliptique si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont non nulles et

de méme signe

2. L’EDP (2.3) est hyperbolique si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont non nulles

et de méme signe sauf une valeur de signé opposé.

3. L’EDP (2.3) est parabolique si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont non nulles

et de méme signe et une valeur est nulle.

2.1.5 classification d’une EDP (2.2)

1. V* —ac < 0, L'EDP est elliptique.
2. b®> —ac > 0,L'EDP est hyperbolique.

3. b> — ac = 0, L'EDP est parabolique.

13
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2.1.6 Conditions aux limites (C.L):

e On appelle condition de Dirichlet une condition ou on impose la veleur de la fonction recher-

chée (u) sur le bord 0N). (condition du type 1).

e On appelle coudition de Neumann une condition ou on impose la valeur de la dérivée normale

de la fonction recherchée (u) sur le bord 0S) (condition du type 2).

e Onappelle condition de Fourier-Robin une condition ou on impose une relation entre la valeur

de la dérivée normale de la fonction recherchée (u) et sa valeur sur le bord 0X2 ( condition du

type 3).

2.1.7 Condition initiale (C.I):

Si l' ED P modélise un probleme d'évolution, on ajoute la condition initiale qui dépende du temps.

2.1.8 Le probléeme aux limite

(E D P+ condition aux limite )=—> probleme aux limite

2.1.9 Probleme bien posé
Soit (P) un probléme aux limite.
Proposition 2.1 [2]
On dit que (P) bien posé si :
1. Il existe une solution de ( P) satisfaisant les conditions aux frontiéres.
2. La solution doit-étre unique.
3. La solution doit-étre stable par rapport aux conditions aux frontiéres imposées.

Remarque 2.1

Un probleme qui n'est pas bien pose est dit mal posé.

Exemple 2.2
—u"(x) =1, sur)0,1].
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1
—u"(x) =1 = —u"(2) =2+ ¢, = —u(r) = 5932 + 1+ ¢y

1
= u(x) = —5902—0135—02 — ' (0)= -, =0, =0
V(l)=—-1—-c=0=¢ =—1L

Alors c'est probleme est mal posé .

2.2 Probléemes paraboliques

2.2.1 L’équation de la chaleur :

La diffusion de la chaleur le long d'une barre métallique longueur L est l'équation aux dérivées par-
tielles d'ordre 2:
ou 0%u

E(‘T’t) —yﬁ(x,t) = f(z,t) 2z €[0,L],t € [0,T]

A
>0 = —
y avec vy e

p . la masse volumique.
A: le coefficient de conductivité thermique.
C':est une coefficient de chaleur massique .
['une des extrémités de la barre est reliée a une source de température
u(x, t) presente la température de la barre au point d'abscisse x au temps t.

Remarque 3.1:

C'est une équation de la chaleur dans un domaine borné.
Modélisation L'équation de la chaleur :

Nous allons raisonner sur une petite tranche de la barre d'épaisseur Ax (de section S ) et situé a
la position x.

Une extrémité est initialement a la température u(x) ,l'autre a la température u(x + Ax).sur ce pe-
tit élément de la barre on va avoir une certaine quantité de chaleur qui va entrer appeléeQ) et une

chaleur qui va sortir notée Q)».

15
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Maintenant on peut évaluer la chaleur qui entre et la chaleur qui sort a partir de la loi de Fourrier :

00, o

o (x,t) = —)\S%(a:,t) (2.4)
%(m,t) = —AS%(z—{— Ax,t) (2.5)
D'apres les deux équations
0Q1(x,t) = —)\Sat%(a:, t) (2.6)
0Qq(z,t) = —)\Sat%(x + Az, t) (2.7)

On constate ue ces quantités de chaleur sont différentes puisqu'on évalue la température a des coor-
données différentes.
Et ce qui est intéressant c'est d'évaluer la différence entre la chaleur qui entre et la chaleur qui sort

pour un temps fixe:

dQ = dQy —dQs
Ju ou
= —/\Sf)ta—x(x, t) + /\S(%%(a: + Az, t)
ou ou
Un développement limité d'ordre 1 au point © + Ax donne :
ou ou 0%u
%(x + Az, t) = %(x, t)+ Az@ + Ro(Ax) (2.9)

avec

(Az) — O alors : Ry (Ax) — 0

On introduit dans l'équation (2.8) le développement trouvé en (2.9)

ou o*u du
~ ASOtA @( ) (2.10)
~ Z’ax2 x, .

cette chaleur sert a chauffer un petit morceau de masse élémentaire dm.:
dQ) = Cdudm

Or dm = pdV = pSAx donc on a:

dQ = pCSAxdu (2.11)

16
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d'apres (2.10) et (2.11) on peut faire le bilan thermique suivant:

2
CpSAzdu — ASotAz2Y
0x?

0%u

ou A O%u

Généralement on préfére noté le relation (2.12) de la maniére suivante :

ou__ou Py
ot oz 7= 0

2.2.1.1 ’équation de la chaleur (D1)

s'ecrit:
ou 0*u
E($7t>_7@($7t)_f($at> xe]oal[vte]oaT{
u(z,0) = up(x), .... Clz €]0,1]
u(0,t) =u(l,t) =0, .... C.Lt€]0,T]

2.2.1.2 I’équation de la chaleur en (D2)

(% o.8) ~ 7Bl g.0) = flr.0.t) (r.y) €21 €0.T]
u(z,y,0) = ug(x,y), pour (x,y) € €
uw(0,y,t) = u(l,y,t) =0, pourt € (0,7

| u(2,0,t) = u(z,1,t) =0, pourt € (0,7

2.3 I’équation de réaction-diffusion

l'équation de réaction-diffusion est une classe de l'équation de la chaleur , ou le second membre f
dépend de la solution , on a deux types de réaction- diffusion :
1 l'équation de réaction-diffusion linéaire dans le cas ou f est linéaire par rapport a u .

2 l'équation de réaction-diffusion non linéaire dans le cas ou [ est non linéaire par rapport a u.

17
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2.3.1 L’équations de réaction-diffusion linéaire

s'ecrit:

%(m,t) - 7%(:17,& = f(u) = €]0,1[,t€]0,T]
u(z,0) = ug(x), .... Clz €]0,1]
u(0,t) = u(l,t) =0,.... CLt€|0,T]

ouf(u) est une fonction linéaire .

Etude mathématiques de I’équation de réaction-diffusion linéaire

On prend comme modéle l'équation suivant

du 0*u .

E@’t) - vﬁ(x,t) = bu(z,t) x€]0,1[,t €]0,T[,b R

u(z,0) = ug(x), ... Clz€)0,1] (2.13)
u(0,t) = u(l,t) =0, .... C.Lt€]0,T]

ou f(u) = bu(x,t), il est claire que f est linéaire .

Reésultat d'existence et unicite

Théorém 2.1 [9]: Siuy € C(]0; 1[,R) alors il existe une unique fonction u € C*(]0; 1[x]0, T[,R) N
C(]0; 1[x]0, T[, R) qui vérifie (2.13)
On a méme u € C=(]0; 1[x]0, T'[, R).c'est 'effet régularisant de l'équation de la chaleur.

Principe du maximum

Proposition 2.2 [9]: Sous les hypothéses du théoréme 2.1 ,soit u la solution du probléme (2.13):

1. si up(x) = 0 pour tout x € [0; 1),alors u(x,t) = 0, pour tout t > 0,pour tout x €]0; 1].

2.\ w || Lo osxjo.rp < wo ||z qos1p-

2.3.2 L’équations de réaction-diffusion non linéaire

%(x,t) - 7%(%75) = f(u) =z €]0,1[,t €]0,T]
u(z,0) = up(x), ... Clz €]0,1]
u(0,t) = u(l,t) =0,.... C.Lt€]0,T]

Ou f(u) est une polynéme de seconde degré f(u) = au® + bu + c.

18
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Exemple 2.3 On prend comme modéle l'équation suivant ( le probleme de Fisher):

ou 0%u

E(Lt) - 7@(33715) =u(l —u) z€]0,1[,t €]0,T|
u(z,0) = ug(x), ..... Clz €]0,1]
u(0,t) =u(l,t) =0, ..... C.Lt€]0,T]

Etude mathématiques de I’équation de réaction-diffusion non linéaire

Soit le probleme non linéaire suivant:

%(%t) — 7%(@25) = f(u)ou f(u) =u(l —u) x€]0,1[,t€]0, T
u(x,0) = ug(x), ...... Clx €]0,1] (2.14)
uw(0,t) =u(l,t) =0, ...... C.Lt€)0,T]

ou f est une fonction non linéaire et lipschitiziénne tel que :

|f(u) = f(v)] < clu—v) c>0

fe (LOOﬂCl);g—f > 0 dans Q
u

Théorém 2.2 [4]: le probléme (2.14) admet une solution unique u,tel que: u € L* ([0, T], H}())
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Approximation par différences finis de

l'équation de la réaction-diffusion linéaire

A prés avior présenter principe de la méthode des différences finies, nous avons appliqué cette
la méthode a l'approximation de l'équation de récation-diffusion linéaire.a l'aide de Schéma d'Euleur

implicite .
3.1 Présentation de la méthode de DF

La méthode des différences finies(DF) est une techniques de recherche de solution approchée pour les
équations aux derivées partielles qui consiste a résoudre un systeme de relations (schéma numérique)
liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points suffisamment proches les uns des autres.
Le principe fondamental de la méthode consiste "a la compensation des dérivées dans le probléme
continu au différences finies sur des points finis et précisés. Cette méthode fait partie de plusieurs

travaux des mathématiciens du dix-huitieme siéecle.

3.1.1 Différences finies en dimension 1

1. Discrétisation de domaine

Q= [a,b] 0Q = {a,b} La maillage: x; = a + iAx.
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Notation :

On note u; la valeur discréte de u(x) au point x;, soit u; = u(x;). De méme pour la dérivée de

Ou (0w _
ox m:xi_ ox i_ui

Cette notation s'utilise de fagon équivalente pour toutes les dérivées d'ordre successif de la grandeur

u(z) au noeud x; on note :

u.

2. Approximation des dérivés premieres

La fonction u est connue aux points x; du domaine d'analyse .

e Différences finies en avant:

A l'aide de la formule de Taylor on développe la fonction u jusqu'a l'ordre 2

u(z; + Azx) = u(x;) + Axu'(z;) + <A2T)2u”(§)

& abscisse d'un point se trouvant dans le voisinage de x; .Avec x; < & < x; + Axw.

La forme résolu est

() = T AT Zule) AT,

A ]
‘ ox Ax

7
e Différences finies en arriére :

A l'aide de la formule de Taylor on développe la fonction u jusqu'a l'ordre 2

pep
Ee)

u(r; — Az) = u(z;) — Az (z;) +
r,— Axr < €<y
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e Différences finies centrées:

A l'aide de la formule de Taylor on développe la fonction u jusqu'a l'ordre 3

u(z; + Azx) = u(x;) + Axu'(z;) + (A;')Qu”(xz) 4+ (A;!)gu(?») (&)

l’i<§1<£€¢+ACC

Et
2 3
(e~ Aa) = u(a) — Annl(2) + 5D )~ B0
T; — Az < 52 < x;
oo u(zi+ Ar) — u(r; — Ax) 5
u'(x;) = SAL + O((Ax)?)
Donc
U = @ o Wil — Ui—1
t\oz ), T 2Az
3. Approximation des dérivées secondes
e Différences finies en avant :
On écrit le dévelopement de Taylor de u(x; + Ax) et u(x; + 2Ax):
2 3
u(z; + Azx) = u(x;) + Axu'(z;) + <A23'C) u"(x;) + (A?j:) u® (&)
T; < 51 < z;+ Ax
Et ) ,
uw(x; + 2A1x) = u(x;) + 2Azu (z;) + @u”(%) + @u(?’) (&)

Z; <§2 <{L‘Z—|—2A(L‘
u(z; + 2A2) — 2u(z; + Az) = —u(z;) + Ax*u”(2;) + O((Az)?)
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" w(x; + 2Az) — 2u(z; + Az) + u(x;
u(:ci)z( ) A; ) ()+O(Aa;)

Alors
ooy @+ 2Az) — 2u(x; + Az) + u(z;)
(@) = (Ax)?

Donc

o — 0*u o Wiy2 — Uip1 + Uy
‘ dz? ) (Ax)?

e Différences finies en arriere:

On écrit le dévelopement de Taylor de u(x; — Ax) et u(z; — 2Ax):

I Az § " Az ° 3
u(z; — Az) = u(x;) — Azu'(x;) + %u (x;) — %u( V(&)

l’z‘—A{L‘<€1<IL‘i
Et

w(x; — 2Ax) = u(z;) — 2Azu' (x;) + 1 o U (x;) — 3 ut (&)
CL’Z‘—2AZL’<§2 < Z;

2u(x; — Az) — u(z; — 2Ax) = u(x;) — (Az)*u”(2;) + O((Az)?)
x; + 2Ax) — 2u(x; + Ax) + u(z;)

(Ar)? + O(Ax)
Alors ) A oA
W (17) u(x;) — 2u(z; (A;));— u(; )
Donc
o — (82U> o Yim2 = Uiy + Uy
‘ 0z? (Az)?

e Différences finies en centrée :

On écrit le dévelopement de Taylor de u(x; + Ax) et u(x; — Ax):

w(x; + Ax) = u(z;) + Axu'(x;) + (AQ—UT)QU”(@-) + (Ag—:f)gu(g) () + (Azl—fylu(‘l) (&)
T < 51 <x;+ Ax
kit 2 3 4

u(x; — Az) = u(wz;) — Az (z;) + (A;') u"(x;) — (A;'C) u® (z;) + (Aj) u (&)

T; — Axr < 62 < Z;
u(z; + Ar) — u(z; — Az) = 2u(z;) + (Ax)*u"(z;) + O((Ax)?)
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v u(z; + Ax) + u(x; — Az) + 2u(x;) 2
() = o +0((AaP)

Alors
x; — Az) + u(zr; + Ax) — 2u(x;)
(Az)?

u”(x;) ~ u(

Donc

o — Pu i +ui — 2u
‘ oz? ) (Az)?

3.1.2 Différences finies en dimension 2

4.1.2.1 Discrétisation de domaine
Dans ce cas on discrétise le domaine rectangulaire par des maillages formés de grilles perpendicu-

laires Q) = [a,b] X [c,d] /soit (x,y) € [a,b] X [c,d]

On prend Az et At les pas discrétisation des intervalles |a,b] X [c, d] respectivement .

eDiscrétisation d’intervalle[a,b]:

b—a

Ny

Ax =

(n,. etant le nombre d'intervalle sur [a,b]).

T, = a+1Ax , ie{l,2,...,n,.}

eDiscrétisation d’intervalle [c,d]:

d —
Ay = ¢ (n, étant le nombre d'intervalle sur [c,d])
Ty

yi =c+ jAy , je{l,2,..,n,}

1. Approximation des dérivés premieres

De la méme maniere que dans le cas en dimension I .

On obtient dimension 2 les approximations suivantes :

)
Uit1,j — Ui

en avant.
Ax
Ou o) Wi T Ui .\
—(wi, yj) Xy en arriere.
al' Ax
Uit1,j — Wi-1j centrée
\ 2Ax
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( Wi = 1 — Ui =
% en avant.
Yy
@( i) o { L T Ui o
o Ti, YY) A—y en arriere.
u, . J— u s ,
\ 2Ay
2. Approximation des dérivés secondes
( Uiro i+ Wi i — Uit
1+2,7 (AZJ )2 1+1,7 en avant
T
d*u ) Ui Ui — 2ui .y
@(Ii,yj) o~ L en arriere
Y] & 5 ) centrée
. (Ax)
(Ui o 4+ Ui — 2U; ivq
1,J+ (AZJ)Q 1,7+ en avant
Yy
d*u ) Uit o — 2u .y
a—yQ(xi, Yj) (By)? en arriere
it & > = centrée
x (Ay)

4.1.2.2 Discrétisation de temps

La discrétisation consiste a donné un ensemble de points t" , n = 0, ..., N + 1. de l'intervalle |0, T|

et un ensemble de points x; , i = 0, ..., M + 1 de l'intervalle [a,b].

h—
Ax = A +a1 (le pas de discétisation en espace)
ri=a+iAx,i=0,.. M+ 1/xg=aetxp 1 =b.
T-0 T
At = Nil N+l (le pas de discétisation en temps).
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t"=04+nAt=nAt,n=0,. , N+1/t°=0ett"*t' =T.

Les inconnues discrétes sont notées : u.

1. Approximation des les d’erivées par rapport au temps

eSchéma d’Euleur explicite :

n+l _ . n

@(Qf tn) ~ uz ui
ot T At
eSchéma d’Euleur implicite :
ou ut — !
(g ") e
ot @i t") Al
eSchéma d’Euleur centrée :
@(m 1) ~ ut -t
ot T 2At

3.1.3 Le principe de la méthode des différences finies

La méthode des différences finies est basé sur le trois axes suivant :

4.1.3.1 Consistance du schéma numérique

1. Erreur de consistance

On appelle erreur de consistance est la différence entre le probleme exacte et le probleme discrétisée
R = Lu — Lyu

L c'est l'opérateur différentiel du (Pc) .

Ly, c'est l'opérateur différentiel du (Ph) .

2. Consistance de schéma numérique

On dit que le schéma est consistant si :

lim max |R!|=0
Az—0i=0,...,M
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3. Ordre de consistance du schéma

On dit qu'un schéma numérique a M points de discrétisation est d'ordre p € N s'il existe une constante

c € R indépendante de la solution exacte telle que l'erreur de consistance vérifie :

max |R!'| < c(Ax)?

i=0,...,.M

Remarque 3.1 Le schéma est d'ordre p en espace et d'ordre q en temps si l'erreur de consistance
verifie :

R? = O((Az)?) + O((At)?)

)

4.1.3.2 Stabilité du schéma numérique

1. Stabilité en norme L™

La stabilité en norme L™ est trés liée avec le principe du maximum discrét.

Définition 3.1 Un schéma aux différences finies vérifie le principe du maximum discret si pour tout
n>=0ettoutl <1< Mona:
min (u)) < uf < max (u))

0<i<M 1<i<M

quelle que soit la donné initiale u° .

Proposition 3.1 Stabilité L>° pour Euler implicite [9]

. n . /4
Si (uz( )> solution du schéma ,alors:
i=1,...,
1 0
max u§n+ ) < max uﬁ”) < max ug )
i=1,..,.M i=1,..,M i=1,..,M
de méme
. 1 : . 0
min u§n+ ) > min uz(-n) > min uf )
i=1,..,M i=1,..,M i=1,..,M

Le schéma est donc L™ stable.
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2. Stabilité en norme L?(p = 2)(au sens Von Neumann)

La norme L? se préte bien a l'étude de la stabilité grdace a l'outil trés puissant de l'analyse de Fourier

Dans le cas des conditions aux limites périodiques on peut utiliser une méthode d'analyse de Fourier,
plutot que de d'écrire en détails cette méthode, on rappelle une condition nécessaire trés simple, dite

de Von Neumann.

¢Condition de stabilité de von Neumann

On considere une solution discrete particuliere sous la forme d'un mode de Fourier. pour k € 7.,

uj = A(K)" exp(2in Kx;), avec x; = jAx

En injectant cette solution dans la définition du schéma on trouve une formule pour le cooefficient
d'amplification A(k) € C.

On appelle condition de stabilité de Von Neumann l'inégalité:

|A(K)| < 1 pour tout mode K € 7

Si la condition de stabilité de Von Neumann est satisfaite (avec éventuellement des restrictions surAx

et At), alors le schéma est stable pour la norme L?, si non il est instable.

3. Stabilité en norme L?(Stabilité matricielle)

Soit A € M,,(R).

Pour la forme matricielle de schéma des différences finies est comme ceci:

u"tt = Au”

On dit que c'est stable en norme matricielle L? si :

[ Afl<1
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4. La condition de Courant-Friedrichs-Lewy (C.F.L)

La condition C.F.L porte le nom de trois mathématiciens allemands (Richard Courant, Kurt Friedrichs
et Hans Lewy) qui ont publié en 1928 un article concernant [’analyse d’équations aux dérivées par-
tielles et leur approximation numérique. Cet article mettait en évidence une condition nécessaire pour
qu'un algorithme de calcul produise une solution cohérente. Cet article trés en avance sur son temps
a trouvé un intérét majeur avec le développement des ordinateurs permettant la mise en oeuvre de
différentes méthodes numériques de résolution consistant a discrétiser le domaine de travail en pas

de temps At et en pas d'espace Axw.

4.1.3.3 La convergence

u(z;,t") la solution exacte .

u? la solution numérique.

- L'erreur globale est définie par :

el = sup |ul — u(x;, t")|

,n
- Un schéma est convergent si l'erreur globale tend vers 0 (ou si la solution numérique v tend

vers la solution exacte u(x;,t") ) quand les pas de discrétisation tendent vers 0 .

Théorém 3.1 (Théoreme de Lax) [2]
Dans un probleme au limite linéaire bien posé un schéma numérique consistante, la stabilité est une

condition nécessaire et suffisante pour la convergence.

3.2 Equation de la réaction-diffusion

3.2.1 Le probleme continu D1 :

Soit ug une fonction donnée de [0, 1] dans R

2
O, 1) 9 2. t) = bufa, 1) €01, €]0, 7]

ot
u(z,0) = ug(x) x €]0.1] (3.1)
u(0,t) =u(l,t) =0 t €]0.7]

ou f(u) = bu(x,t) est une appliction linéaire .

pour l'éxistence et l'unicité de la solution voir Théoréme 2.1.
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3.2.2 Probléme Discrété :

e Discrétisation en temps:

t"=nAt,ne[0,N+ 1]/t =0ert" Tt =T

e Discrétisation en espace:

v, =1iAx,i€[0,M+1]/xg=0etxp =1

En utilisant le Schéma d'Euleur explicite pour le temps et le Schema d'Euleur cen-
trée pour le espace :

ou\"  utt —aun
el _ Y i A
( Ji ) A OB

)

@ - + O((AJI)Q)

2 n+1 n+1 n+1 n+1
(Az)?

)

3.2.3 Schéma d’Euleur implicite de la réaction-diffusion linéaire :

n+1 n+1 n+1
U U; _7“1:1 — 2u " — bup
At (Ax)?
ud = uo(x;) Vi=0,..M+1 (3.2)
\ugzug‘“l:() Vn=0,.,N+1

Nous remplaons les dérivées partielles par leurs approximations d'eja établies tenant compte au con-

ditions au borde et initiales.pour avoir le probléme discréte.

3.2.4 Forme matricielle:

n+1 n n+1 n+1 n+1
U- — U U, — 2u, —+ w,;
7 i 7 1+1 7 1—1 + buf
At (Az)?
n+1 n At n+1 n+1 n+1 n
U U = ’YA_gcg(uiH —2u{™ +uly) + bAtu;
Posons
At t l'é ti
= on trouve l'équation:
(Aa)? 1

—yrul 4 (L4 29r)ul ™ — yrul = (1 + bAL)u} (3.3)

(2
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3

Ceci est le schema numérique de la réaction-diffusion . Lorsque nous fixons j et faisons varier i,nous

obténons le systeme linéaire suivant:

Avec ug ™!

Form matricille

(1+ bAL)

Avec:

( 1
a7 2™ =g =
1 n n n n
m[—’ﬂ“ulﬂ + (14 2yr)us™ — yrug ) = uj
1 n n n n
m[—wuzﬂ + (L4 2yr)ug™ — yruf ] = uj
1 n+1 n+1 n+1 n
\ m[—’ﬂ”uzwq + (14 2y)uy, —yruly ] = uly
=il =0.
AU =U"
(14 29r) —r 0 0
—r (1+29r) —r
0 —r (14 2yr) —r
0
—yr (1 4+ 2yr) —r
0 0 —r (14 2vr)
(1+29r) —r 0
—r (14 29r) —r
B 1 0 —r (14+2yr) —r
(1 +bAY)
—yr (14 2vr)
0 . . 0 —r

31
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yr

Ay —— "=
"7 (14 bAT)

prouver que Ay, est définie positive .
e Calculons le produit vA,v!

soit v = (v1, Vg, ...

yr
(1+ bAt

) (’Ul,’UQ, ...,UM)

— 42 -1 0 0
1
-1 —+2 -1
yr
1
0 -1 —42 -1
yr
' 0
-1 —+2 -1
yr
0 : 0 -1 —+2
yr

, V) ,onpose vg = vy = 0 et ;g = —

-C1+2 —1 0 0 ]
-1 c+2 -1
0 -1 c3+2 -1
0
-1 ey 1+2 -1
I 0 0 -1 cM+2_

(24 c1)v — vy
—v1 + (24 ) vy — v
—V2 + (2 +03) V3 — Uy

—v3+ (2+ ¢4) vy — v

—Upr—2 + (2 —+ CM—I) UVMi—1 — Upm

—UMm—-1 + (2 + CM) Um

yr
(1 + bAt)
—U1U2 + (2 + Cz) U% — UgU3

(2 + c1) v} — vivg

—UgVU3 + (2 + Cg) U§ — V3V4

32
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2
—Un—2Up—1 + (24 cp—1) Vi — VM—1UM

—vpr—1var + (2 + car) V3]

c'est-a-dire

-
S

yr

Apot = B L—
vy (1+ bA?)

Vi (—vi—1 + (24 ¢)vi — viy1)
1

i
= =M

=M
yr
= V;U;— 2 i T T AN —U;U;
1+bAt 21: 1) 1+bAt 21: + ) (1—|—bAt);( vivis1)

On a donc, par un changement d'indice

=M i=M-+1

t_ L N2 T B
o = | iy B+ (i 2+ gy 2 (e

=1 i=1 =1

et comme on a posé vy = 0 et vy = 0,0n peut écrire

yr = 2yr =M
Apo = 1+ bAD 246} — i—1V;
vApY (1+bAt>7;1( + ¢i)v; 1500 ,;:1<U 10;)
i= i=M R oy =M
= 2y O S A U
- 1+bAt ZU ) 1+bAt) U T bAn & T ban 2

r 2yr
- 1+bAt ;C’Uf * 1+bAt) 2 v <1+7 bAT) 2 v +PybAt) 2 (virvi) + vy
T - 2 r = 9 9
- (5 580 2= % T i A ;[v, + o2y = 2(vw)] + 0},
=M i=M

or 2 o 2 2
= — E Civ; + E v —vi—1)” + vy = 0,V = (v1, 09, ...,0
(1+bAt) b 2 DA (01,02, - 001)
Ay, est symétrique définie positive donc le probléme discréte admet une solution unique .

3.2.5 Consistance :

Proposition 3.2 Le schéma(3.2) pour la discrétisation du probléeme (3.1) est d'ordre 2 en espace. 11

est d'ordre 1 en temps.
Démonstration :

soit ul! = u(x;, t"), la valeur de la solution exacte en x; et t" .

Notons R} ’erreur de consistance en (z;,t"). Pour le schéma (3.2), on a donc par définition :
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R = ﬂ?+1 _ ﬂ? + 1 (2—n+1 n+1 . n+1) — bar _Ién_{_]én
P At V(Ax)g u; - Uity U; =4 TR
ou
wtt—ar ou At Ou?

7 7 n n 4n+1
N E(%‘,t )= o g2 —7 (13, &) avec &, € [t",t"1]
230 ﬂ?Jrl ﬂ? du ( tn)
= - Uy,

! At ot
. At 0%u
R? a iy
[RY| < 5 Tnax (%2(1’ )‘

est l'erreur de consistance en temps et

ﬂ?jl 2 n+1 +UZL+1 aZu A 84 84
A axQ(xi,tn“):(%) (a F01, ) 4+ S (0, tn+1))

avec (01 et 05) € [x;, x;i11]

Rn _ 1 (2—n+1 _ =n+l —’n+1) (@( tn+1>)
i _W(Ax)2 i Uiy — Ujpy o2\ T
. (Ax)? o'
R;| < " \4 1., M
[Ril <73 Téllpazz:4( ) i€ }
est l'erreur de consistance en espace.
Par conséquent,
< N . At 0?u (Ar)? Otu
R = |R"+R"| < |R?| + |RY| < = —(y, - gt
R = R4 < IR+ IR0 < 5 x| S| 40 S | T
Donc |R?| < C(At + (Ax)?) avec
o 1 ‘ 0%u ‘ dtu
= -—max | ||== = |l=—
2 or? Lo°([0,1]x[0,T7]) 6 [|0x* Lo°([0,1]x[0,T7))
3.2.6 Stabilité en norm L>
soit:
u;"b-i-l _ U? _ 7“?111 2 n+1 +un+1 N bu
At N (A$)2
=t = - 2 ) b
x

At
(1+ bAt)up = uft! + Aoy (2u ™ —wft —ut!)
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At
on pose r =
PR (e
(14 At = uftt +r (20 — ' — ulH))
(1+ AUl = (1 + 2yr)uf™ — yrul — yruft!
o — At >0
(Az)?

ol +2yr —yr —yr =1

Soit 1y tel que UZ)—H

77777

(1 4 bAt)U?O — n+1 4 AT ( n+l Z)J_ri-ll) 4 yr ( n+l u?OJrll)
Par utilisation la proposition (4.1)
I%?X(“Z)H) < (14 bAY) mzzolx(uf;))
Par réccurence ,

max ul ) < (1 + bAE) max [u,
io

Hun“lloo < (L+bAY)[[u]oo

< (L4 bAL?[[um Y |

< (14 bAY)™||ut]] oo

< (1 + 048" [u]]
Donc

(1 4+ A [|u"]|oo < (14 bAE)" ||

"o < (14 BAL)"[u”]|c

or (14 bAE)™ < (14 bAt)at car nAt < T

on pose k = bAt
(14 bA)F — (1415 —oxp (L1 k) <exp (k) = exp [ ——bAE) = exp(bT)
= =exp | = ln < exp k) = e | Ay = exp

C1(T) = exp(bT") Donc
I o= CoT) [ u° [l
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3.2.7 Convergence :

Le schéma de la réaction-diffusion linéaire consistance et stable.

Donc le schéma convergente pour le norme || - || .

3.2.8 Estimation d’erreur :

Soient:

u': solution approximative.

u(z;,t"): solution exacte.

e = u(w;, t") — uj

u(xy, ") — u(zy, t") w(wipy, ") — 2u(zy, ") + u(z_ g, ")
At Ax?
n+tl _ . n unJrl _ 2un+1 4 unJrl
R R - L= (3.5)
At Ax?

en—l—l — e en—i—l _ 26@—1—1 4 61@—&-1
3.4)-(3.5) = Ly . =L per = R,
(3.4)-(3.5) At v (Az)? €i

At
on pose r =

g (Aa)?

et + 2yreltt — yrelf — yrel ! = (1 + bAt)el + AtR,

Soitt >0, nAt<T

1" [loo < (1 + bAH)" €] o + Ate (At + (Ax)?)

1
(1 + bAt)
d'ou

e oo < (1+ DA%l + C1 At (At + (Az)?)

On sait que:u(0, ) = uy(z) donné.

donc:
e’ =u’ —yp = 0.
Alors:
lle"]|o < CiAte (At + (Aa:)z)
1
avec Cl = m
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Approximation par différences finis de

l'équation de la réaction-diffusion non linéaire

Dans ce chapiter on va étudier l'approximation par différences finis de l'équation de la réaction-
diffusion non linéaire.

Cette probleme est de type suivant:

%—7%:f(u) ot f(u) =u(l—u) z€]0,1[,t€]0,T]
w(0,t) = u(1,£) = 0 vt €]0, T (4.1)
u(z,0) = ug(x) vz €]0,1]

Ou f est une appliction non linéaire.

4.1 le probleme discret

e Discrétisation en temps:

" =nAt,ne[0,N+1]/t°=0ert" Tt =T

e Discrétisation en espace:
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xi=1Ax,i € [0, M+ 1]/xo=0etxpy =1

En utilisant le Schéma d'Euleur explicite pour le temps et le Schéma d'Euleur cen-
trée pour le espace :

n n+1 _n
(8“) S AL NN)

at), At
Pu\"  uly —2ul +ul

_ 7 i A 2
(5), = ottaa)

4.1.1 Schéma d’Euleur explicite de la réaction-diffusion non linéaire

( n+l n n n n
Uy — U ulyy — 2w gy 2
_ — u(z.t) — (u™(z.t
A up(e,t) — (uf(z, )
ud = ug(x;) Vi=0,...,M+1 (4.2)
\ug:u’;“l:o Vn=20,..,N+1

4.2 Forme matricielle:

n+1 n n n n
U, — Uy uyy — 2w gy

AT (e W

At
(Az)?

posons 1 =

ultt = yrug, + (1 —2yr + At)u! — At(ul)? 4+ yrul

Ceci est le schéma numérique de la réaction-diffusion . Lorsque nous fixons j et faisons varier i.

Soit G; la fonction

G:R* - R
T = G)

etﬁz

upth = Gi(uf, ... uly)
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uttt = yrud 4 (1 — 297 + At)u? — At(u})? + yrul
uh ™ = yrul 4 (1 — 297 + At)ul — At(ud)? + yruf

ud ™ = yrud 4+ (1 — 2yr + At)uf — At(uf)? + yruf}

\ witt = yrut_ + (1= 2yr + Atul, — At(ufy)? +yrufy

n __ n J—
Avec ug = ujy, = 0.

Forme matricielle

urtt = Jun
-u?ﬂ ] -al ¢, 0 0 1 uf ]
uj ™ by ay co . : ul
B 0 bg as C3
0
uii : Coobyor a1 cmon| | Ul
_uﬁjl_ _0 0 by CLM_ _uTAL/[_

La matrice jecobienne J de G est la matrice tridiagonale et symétrique .

aq bl 0 R . 0
Coy Q9 b2

0 C3 as b3

avec

a; = (1—2yr+ At) —2Atu}
by = ~r

c = r
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1 0 0 2 -1 0
0o 1 0 0 -1 2 -1 0
J = —r
0o 1 0 -1 2 -1
0 0 1 0 -1 2
1 0 0 1 0 0 uf
0 1 0 0 0 1 0 0 uy
+At | e e e = 2At
0O 1 0 0 1 0f [uyy_,
0 0 1 0 0 1 u'ty

I llo=1 = r | Allz +A% = 2A8 || w” [l

tel que

2 -1 0

-1 2 -1 0

A=
-1 2 -1

0 -1 2
et || A 2= p(A) = maxi—1_.ar | Al
Les valeurs propres de A est:

\; = 4sin? (k—ﬂ) (Exemple(1.1))
2(n+1)

|| J ||2: 1-— ’}/T)\Z‘ + At — 2At || u” ||2
= 1 — 4~yrsin? _km + At —2At || u" |2
2(n+1)
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) km n At
= 1—4yrsin® (m>+At—2At [ u[la< 1 (carr = (A0)? > 0et At > O)

Puisque || J ||2< 1, alors la suite (u"), -, converge vers la solution unique .

4.3 Consistance:

Proposition 4.1 Le schéma (4.2) pour la discrétisation du probléeme (4.1) est d'ordre 2 en espace. 11

est d'ordre 1 en temps.
Démonstration :

soitul! = u(x;, t"), la valeur de la solution exacte en x; et t" .

Notons RE”) ’erreur de consistance en (x;,t"). Pour le schéma (4.2), on a donc par définition :

% At 7<A$)2 % i—1 z+1 Uu; ) i
ou
wtt —a Ou At Ou? 1
—At — E(l’z,t ) = 2 o2 (xwgl) avec gn € [t 7t * ]

wtt —ar ou

R =t 0 = (g t"
<. At d%u
Rl < G x| S )|

est l'erreur de consistance en temps et

Uiy — 2ui + U, _ Pu oy (Az)* (9'u n du
(ACE’)Q axg(xlat )_ 24 ox 4(917t ) or 4(927 )

avec (0 et 03) € [x;, x;11]
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est l'erreur de consistance en espace.

Par conséquent,

el = R < IR+ 1R S e S 40 B | )
Donc |R}| < C(At + (Ax)?) avec
C’zlmaXO@ '71‘@ )
2 ot? L2 ([0,1]x[0,T)) "6 [0t Lo ([0,1]x[0,T))

4.4 Stabilité:

Théorém 4.1 [5] On a le fonction f(u) = au® + bu + c.

hypothése : on suppose que a < 0,¢ > 0etb < —(a + c).

1
on suppose que 0 < f(x) < 1 avec la condition de stabilité r < alors

2 — (Ax)2(2a + b)

0<u; <1
[0, 1] s'appelle la région d'invariance.
Preuve : par récurrence
pourn =0
ona 0<u=f(z;) <1 vrai pour n =0

supposons que

et montrons pour u}!

on a d'aprés l'approximation qu'ona fait par le schéma explicite donné par la méthode de différence

finie :
uf ™t =l 4 (14 2r)ul + rul + At (a (u)® + bu} + c)

soit
P(u) =2r + (1 —2r)u+ At (au® 4 bu + c)
et
Y(u) = (1 —2r)u+ At (au® + bu + ¢

d'apres le schéma

ultt <2 4+ (1 = 2r)ul + At(a(ul)? + bul + c) carul < 1
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et

't > (1= 2r)ul + At(a(ul)? + bul + ¢) car ul! < 1

Orona

¢ (u) =Y (u) =1 —2r + At(2au + b)

puisque a < 0 on a

2aqu+0>2a+b

c'est a dire

&' (u) =9 (u) =1—-2r+At(2au+0) > (1 — 2r) + (2a + b) At

mais on a

Sy T (ArR(2ath)

2r — (2a + b)r(Az)? <1

2r — (2a +b)At < 1

1—=2r+(2a+b)At >0

et par conséquent

d'ou ¢ et 1) sont croissante,donc

et
uftt > Y(ul) > 9(0)

P(ul) < uftt < p(ul)

)
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ona
o(1) = 2r+1—-2r+At(a+b+c)
= 1+Atla+b+c)ora+b+c<0
¢(1) < 1
etona

Y(0) =cAtorec>0

dou (0 < u?“ < 1 ce qui conclue la démonstration.

1l faut noter que le principe de maximum et la région d'invariance sont pas tout a fait les mémes.
Généralement, le principe du maximum implique ['existence d'une région d'invariance, mais tout les

deux garantie la stabilité du schéma.

Stabilité du schéma (4.2):

n+1 n n n n
S =y (fo;)f S (= ()
= T —ul =~ At (ulyy — 2ul +uly) + At (u — (u)?)
i % (Al’)2 i+1 % i—1 7 7
Posons
At ' .
r = (Ar)? on trouve l'équation:

wp™h = (1= 2yr)uf +yruyy +orugy + At(u) — (uf)?)
eOnposea=—-1,b=1c=0,7=1

1

En la probléme (4.1),les condition de stabilité sont vérifier,avec r < m

4.5 Convergence:

Le schéma de la réaction-diffusion non linéaire consistance et stable.
1

Donc le schéma converge sous la conditionr < —————.
& T2+ (An)?

4.6 Estimation d’erreur:

Soient:
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ul': solution approximative.

u(z;, t"): solution exacte.

el = u(x;, t") — ul
w(@g, ") —u(wi, ") u(@ig, ") — 2u(@, t7) + u(wig, ")
At (Ax)?
— (w(@i, t") — u(z;, t")?) = R (4.3)
ulth— = 2u +ul )
3 1 _ K 7 11— — TL _ n 4.4
s R - ) (4.4
(4.3)-(4.4)

(e, ") =t g, ) =y ulwi, 1) -y — 2 (@ ) —uf) 4wl 1) —uf

At 7 (Az)?

+ (u(q}i7tn)2 — (ul)? — u(wy, t") + U?) = R;

u(z;, th) - U?H +u(z;, t") —u} [U(xiﬂa t") — (R 2(u(xi, 1) — u) + (@i, ") — u?fl]

At (Ax)?
+ (@, 1) = uf) (u(zs, 1) + ) = (w(z;, 1) = uf’) = R,

w(ay, ") — ut T (g, 1) —ul oy [w(@i, 1) =l — 2(u(a, 1) — ul) + u(wio, 1) — ul |

At (Ax)?
() — ) [ula ) + f — 1] = B,

el —en el —2el +el
o i i i-1 i;tn "_ 1= R,
S A )+ -
At
onposer = ——-—
PR (a2

= e/t = rel + (1 —2yr)el +yrefy + Atel [u(z;, t") +ul! — 1] + AtR;

(3

<arey + (1 —2yr)ef +qref | + Ate} (u(x;, t")) + AtR; (caru! <1)
lel T < (14 Atug) || € ||oo +ALC (At + (Ax)Q) (car || u(z;, t") ||< up)
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< (L+ Atug)® || €7 [l +Ate (At + (Az)?)

<l €0 oo (14 Atug)™™ + Ate (At + (Az)?)

Et donc en sommant ces inégalités:
(14 Atug) || € ||| € [loo (1 + Atug)™ ™ + Ate (At + (Az)?)
| e loo<|l €° [loo (1 4+ Atug)™ + K Atc (At + (Az)?)
Siat=0onall € |=0alors:

| " [l< KAte (At + (Az)?)

1

K=———
avec (1 Atuy)
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Application

5.1 Equation de la réaction-diffusion linéaire:

Soit le probleme suivant

du D*u
E(m,t) - k@(x,t) = bu(z,t)

(*) 4 w(0,t) = u(1,t) =0 Vi € [0,T]
u(z,0) = sin(nx) V€ 0,1]

le schéma équivalent a (*) est

(wrt—w w2t
At (Ax)? !
(6)quin uy = Uy =0 Vn =0..N
\ u) = sin(mz;) Vi=0..M
xmin=0 ;
xmax=1 ;
N=21;
dt=0.00105 ;
t=0;
tmax=1 ;

dx=(xmax-xmin)/N ;

x=xmin :dx :xmax ;
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r=dt=(dx)2 ;
b=0;

k=1;
uO=sin(pi. *x) ;
u=ul ;
unpun=u( ;
netaps=tmax/dt ;
for n=0 :netaps
u(l)=0,
u(N+1)=0;
fori=2:N

(1+b*dt) unpun(i)=-k*r*u(i+1)+(1+2*k*r) *u(i)-k*r*u(i-1) ;

end

t=t+dt ;

u=unpun ;

*solution exacte*

exacte = sin(pi. * x) * exp(—(pi)2 * 1);
plot(x,exacte,'r-') ;

hold on
plot(x,u,'bo-','markerfacecolor’,'b’) ;
hold off

xlabel('x', 'fontsize', 16)

viabel('u(x,t)’, 'fontsize', 16)

shg

pause(0.01%*dt) ;

end

1 L L
01 02 03

1 . L 1 . L
04 05 06 07 08 089
X

3
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5.2 Equation de la réaction-diffusion non linéaire:

Soit le probleme suivant

%—V%ZJ”(U) ou f(u) = au® +bu+c
(*) 4 w(0,t) =u(1,t) =0 Vte[0,T)
u(x,0) = up(x) Vo € [0,1]

le schéma équivalent a (x) est

uf ™t = krul ) + (14 2kr)ul + kru?' o, 4+ At (a (u?)? 4 bul + ¢)

() qui uy = uyq =0 Vn=0..N
ud = uo(x;) Vi=0..M
pour écrive un programme il faut fixer a,b et c

programmation de l'équation de la réaction-diffusion :

Onfixea=—1,b=1, et c = 0donc f devient :

f(u) = u(u—1)

Donc d'apres le théoréme (4.1) la condition de stabilité doit étre comme :

1
< -
"s 2+ (Azx)?

i e 5)

22
0 < up(x) = exp (—?) <1

donc le schéma devrait étre stable. le programme s'écrit comme

on prend

il est claire que

xmin=0 ;
xmax=1 ;
a=-1;
b=1;
c=0;
k=1;
N=20,
dt=0.001 ;
=0,
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tmax=1 ;
dx=((xmax)-(xmin))/N ;
x=xmin :dx :xmax
r=dt=(dx) 2 ;

ul = exp(—(x).12)/2);
u0(1)=0;

uO(N+1)=0;

u=ul ;

unpun=u( ;
dp=2*tmax/N ;

p=0 :dp :tmax ;
netaps=tmax/dt

for n=0 :netaps

u(l)=0,

u(N+1)=0;

fori=2:N

unpun(i) =k*r *u(i + 1)+ (1 — 2 *k *r) *u@i) + k*r *u@i — 1) +dt * (a * (u(i))2 + b *u(i) +c);
end

t=t+dt ;

u=unpun ;
plot(x,u,'bo-','markerfacecolor’,'b’) ;
hold on

xlabel(’x', 'fontsize',16)
vlabel('u(x,t)" 'fontsize’, 16)
shg

hold off

pause(0.01%*dt) ;

end

01 02 03 04 05 06 07 08 09
X
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié l'équation de la réaction-diffusion, dans des cas linéaires
et non linéaires, aprés une étude mathématique nous avons abordé l'approximation de la solu-
tion numérique par la méthode des différences finies. Dans l'état linéaire, nous avons obtenu
Papproximation suivante :

le"|oo < Ch1ALe (At + (Az)?)

1

1+ DAt
Dans le cas non linéaire, nous obtenons ce qui suit :

avec C =

| €" [l KAte (At + (Az)?)

avec K = ———— ,et les condition de stabilité sont vérifier,avec r <

1+ Atug 2+ (Az)?’
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Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié l'équation mathématique et numérique de la réaction-

diffusion linéaire et non linéaire, en nous appuyant sur la méthode des différences finies pour

l'approximation.

les mots clés: Les équations aux deérivées partielles -équation de la chaleur - l'équation de la

réaction-diffusion - différences finies.
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Abstract

In this work, we carrierd a numerical mathematical study of the linear and nonlinear reaction-

diffusion equations, relying on the finite difference method for the approximation.

Keywords: partial differential equation linear - heat equation - finite difference - reaction-

diffusion equation .
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