
République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministère De L’enseignement Supérieur et De

La Recherche Scientifique

University of Echahid Hamma Lakhdar, El-oued

FACULTÉ DES SCIENCES EXACTES

Mémoire de fin d'étude

MASTER ACADEMIQUE
Domaine : Mathématiques et informatique

Filière : Mathematiques

Spécialité : Mathématiques fondamentales et application

Thème

Méthode des différences finis pour la résolution de l'équation

de la réaction-diffusion

Présenté par: Kehili Chaima et Tercha Raoua

Soutenue devant le jury :

Président M:Mohammed Said Ferhat Univ El-Oued

Rapporteur M:Mohammed Baggas Univ El-Oued

Examinateur M:Mohammed Moumen Bekkouche Univ El-Oued

Année universitaire : 2023/2024



 

i



 

شكر و عرفان 

 
 

وَلئَِن كَفَرْتُمْ  ۖ  ﴿ وَإِذْ تأََذَّنَ ربَُّكُمْ لئَِن شَكَرْتُمْ لَََزيِدَنَّكُمْ  :مصداقاً مقوله ثعالى
[.07]إبراهيم: ﴾إِنَّ عَذَابِي لَشَدِيد    

داء ىذا على أ   عاهنادرب امعلم و المعرفة وأ   حمد لله عزوجل الذي أ نار مناأ  

لى اجب ووفقناامو  ع.نجاز ىذا امعمل المتواضا   ا   
كُ م  »: صل الله عليو وسلم وعمل بقوله كُر امنَّاس لْم ي ش  «ر اللهنْ لْم ي ش   

 )رواه امترميذي(.

لى كل من ساعدناوجو بجزيل امشكر هت متنان ا  و من بعيدمن قريب أ   وال   

 المشرف ص  بالذرر اأ س تا جهنا من صعوبات، ونخوما واامعمل  نجاز ىذافي ا  

منا  امتي كاهت عوناً  ةا بتوجيهاثو وهصائحو امقيمالذي لم يبخل علين "بقاص محمد"

.في اتمام ىذه المذررة، فجزاه الله خيراً   

وأ عضاء انلجة امتي تكرمت كما هتقدم بامشكر أ ساثذثنا بقسم امرياضيات، 

.بمناقشة ىذا امعمل المتواضع  

ii



 
 

 الإهداء
 

 أ هدي هذا امعمل امقيم وامنافع:

 

لى  والدين امكريمين: أ بي امغالي حفظه الله الذي أ حمل اسمه بكل فخر, ا 

وأ مي امتي هي ينبوع نلعطاء والحب, وأ سأ ل الله أ ن يبارك فيهما وأ ن 

 يمدهما بامصحة وامعافية.

 

لى و  لى كل أ قاربي ا  خوتي وأ خواتي, وا  من يلهج بذكرهم فؤادي, ا 

 حفظهم الله جميعًا.

 

لى المعلمين وال ساتذة الذين درسوني في جميع أ طوار حياتي امعلمية. وا   

 

لى و  نجاز الما  ذكرةكل امزملاء في الدراسة الذين ساعدوني في ا   

حفظهم الله جميعًا.   

 امش يماء كحيلي
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هداا الإ  
إؤلى من ٺتسابق إمكلمات متخرج معبرة عن مكنون ذإتها من علمتني وعاهت 

لى ما أأنا فيو عاب لأصلإمص إؤ  

  جهدإ ً فـي تربيتي وثوجيهيي إمتي لم ثأأل   

لى إمللب إمناصع بامبياض . . . وإلدتي إمغامية.  إؤ

  

لى  .سبب وجودي في إلحياة . . . وإلديإؤ  

  

إؤلى من كاهوإ يضيئون لي إمطريق ويساهدوني ويتنازمون عن حلوكيم لؤرضائي 

.وإمعيش في ىناء . . . إؤخوتي  

 

عة وترفع إمررساة متنطلق إمسفينة في عرض حرر وإسع ملمإلآن ثفتح إلأش    

ل كنديل إلذكىو حرر إلحياة وفي ىذ يات ذكريات إلأخوة ره إمللمة ل يضيء إؤ

.(أأصدكائي)إمبعيدة إؤلى إلذين أأحببتهم وأأحبوني   

 روعة ترصو
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NOTATIONS

Ck(Ω): L'espace des fonctions continûment dérivables jusqu'à l'ordre k.

Lp(Ω): Espaces de Lebesgue.

∇ : Gradient.

∆ : Laplacien.

M(n,m)(K) : Ensemble des matrices de type (n,m).

JF (x) : Matrice jecobienne.

In : Matrice identité d'ordre n.

ρ(A) : Rayon spectrale de A.

λ : Valeur propre.

E.D.P : Équation aux dérivées partielles.

C.I : Condition initiale.

C.L : Conditions aux limites.

v



∆x : Le pas en espace.

∆t : Le pas en temps.

Rn
i : Erreur de consistance.

C.F.L : La condition de Courant-Friedrichs-Lewy.

eni : L’erreur globale.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont un outil de modélisation de base, ont été étudiées

par les mathématiciens depuis le dix-huitième siècle, de nombreux phénomènes physiques, mé-

caniques, biologiques et technologiques modernes ont été con¸cus àtravers eux. Ces équations

s'accordent avec la traduction math´ematique des lois de la physique comme l'équation de la

chaleur.

Au dix-huitième siècle la méthode des différences finies faisait partie des travaux de nombreux

mathématiciens. Le principe fondamental de la méthode consiste à la compensation des dérivées

dans le problème continu aux différences finies sur des points finis et précisés nous n'abordons

que les principes pratiques de cette méthode, c'est-à-dire la construction de ce qu'on appelle

schémas numériques.

L'objectif de ce travail est d'étudier l′EDP parabolique non linéaire en choisissant l’équations

de réaction-diffusion du type :

ut = ∆u+ f(u) sur RN (1)

ont été introduites à la fin des années 30 dans des travaux de Fisher (1937) [7] et Kolmogorov,

Petrovsky et Piskunov (1938) [10], pour des modèles de génétique des populations. Les non-

linéarités f considérées alors étaient du type f(u) = u(1− u) (loi logistique) ou ses extensions .

Ce type de modèle a été introduit par Shigesada, Kawasaki et Teramoto [13] pour étudier des

phénomènes d'invasion biologique dans des environnements périodiques. Nous nous intéressons

ici aux modèles plus simples , représentés par les équations de réaction-diffusion

ut −∆u = au2 + bu+ c (2)

ou f(u) est polynôme de seconde degré .

Dans cettemémoire, nous avons adopté un plan qui se divise en une introduction et cinq chapitres:
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Introduction

Chapitre 1:
Dans le premier chapitre, intitulé : préliminaires, nous avons cité quelques définitions, pro-

priétés, et une rappel sur les matrices.

Chapitre 2:
Quant au deuxième chapitre, intitulé : EDP parabolique linéaire, et chapitre est consacré à

l'étude des équations aux dérivées partielles et de leurs propriétés.

Chapitre 3:
Dans ce chapitre, nous allonsmettre en évidence l'etudemathématique de l'équation de la réaction-

diffusion,dans de la cas linéaire et non linéaire.

Chapitre 4:
A prés avior présenter principe de la méthode des différences finies, nous avons appliqué cette

la méthode à l'approximation de l'équation de récation-diffusion linéaire.à l'aide de Schéma

d'Euleur implicite .

Chapitre 5:
Enfin, nous étudierons l'équation de la réaction-diffusion non linéaire par la méthode des dif-

férences finies à l'aide de Schémad'Euleur explicite, pour l'approximation de la solution numérique.
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Chapter 1
Préliminaires

dans ce chapitre,nous mentionnons les espaces fonctionnels ,les opérateurs différentiels laformule

de taylor et les matrices et combinaison convexe.

1.1 Espace fonctionnels

1.1.1 Espace Ck(Ω)(0 ⩽ k <∞)

Ω ⊂ Rn sera toujours un sous-ensemble ouvert et non vide α = (α1, α2...αn) ∈ Nn on pose

|α| = α1 + α2 + ...+ αn .longueur de α.

L'espaceCk(Ω) est un espace des fonctions dérivables jusqu'à l'ordre k ,ses dérivées d'ordre k sont

continues:

f ∈ Ck(Ω) ⇔ ∀α ∈ Nn, |α| ⩽ k

et Dαf existe et continue .

L'espace C∞(Ω) est un espace de fonctions indéfiniment continument dérivables :

f ∈ C∞(Ω) ⇔ ∀α ∈ Nn

et Dαf existe et continue.

1



chapitre 1

1.1.2 Espaces des lebesgue Lp(Ω)

Soit Ω un ouvert de Rn.

Définition 1.1 L'espace des fonctions Lp(Ω) est de la classe des fonctions mesurables 1 ⩽ p < ∞
sont définie comme suite:

Lp(Ω) =

{
f : Ω → R; f mesurable et

∫
Ω

|f(x)|pdx < +∞
}

muni de la norme :

||f ||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

• pour p = +∞:

L∞ = {f : Ω → R mesurable tell que ∃C > 0|f(x)| < C p.p sur Ω}

muni de la norme:

||f ||L∞(Ω) = inf {C; |f(x)| < C p.p sur Ω} = supess f

Définition 1.2 Fonction lipschitzienne

Soit I un intervalle de R ,f : I → R une application. On dite que f est lipschitzienne, si ∃k > 0, tel

que

∀x, y ∈ I

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|

Définition 1.3 Support de fonction

Soit f : Ω → R une application telle que Support f =
{
x ∈ Ω : f(x) 6= 0

}
.

Définition 1.4 Fonction test D(Ω)

Si Ω est un ouvert non vide de Rn,l'espace des fonction C∞ à support combact de Ω dans R est noté

D(Ω).

1.1.3 Espace H1(Ω)

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω);Dαu ∈ L2(Ω) : |α| ⩽ 1

}
2



chapitre 1

1.1.4 Espace H1
0(Ω)

On noté H1
0 (Ω) l'adhérence de D(Ω) dans H1(Ω).

H1
0 (Ω) = D(Ω)

H1(Ω)

1.2 Opérateurs différentiels

1.2.1 Gradient d’un vecteur

Soit f une fonction scalaire f = f(x, y, z)

−−→
grad(f) =

∂f

∂x

−→
i +

∂f

∂y

−→
j +

∂f

∂z

−→
k

ou

−−→
grad(f) = ▽f =


∂f

∂x
∂f

∂y
∂f

∂z


1.2.2 Divergence d’un vecteur

On appelle divergence du vecteur f et on note div(f) ou ▽.f le scalaire :
Soit f = f(x, y, z) et à valeurs f1, f2, f3

div(f) = ▽.f =
∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

1.2.3 Laplacien

Soit fonction f = f(x, y, z)

On appelle laplacien de f et on note ∆f le scalaire :

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

1.3 Combinaison convexe

On dit que x =
k∑

j=1

λjxj est une combinaison convexe des points x1, x2, ..., xk un nombre fini si

1) λj ⩾ 0 ∀j = 1, ..., k.

2)
k∑

j=1

λj = 1.

3



chapitre 1

1.4 Formules de Taylor et développements limités

1.4.1 Formule de Taylor Lagrange

Soit f : [a, b] → R un fonction de classe Cn+1 .

Alors il existe c ∈ [a, b] tel que

f(b) = f(a) + (b− a)f ′(a) +
(b− a)2

2!
f ′′(a) + ...+

(b− a)n

n!
f (n)(a) +

(b− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)

Cette égalité peut encore s'écrire avec h = b− a

f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) +
h2

2!
f ′′(a) + ...+

hn

n!
f (n)(a) +

hn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(a+ θh)

avec 0 < θ < 1 .

1.4.2 Développements limités Yonge

Une fonction f(x) définie au voisinage de x = x0

• On dit que f admet un développement limité dordre n ,s'il existe des nombres a0, a1, ..., an

f(x) = a0 + a1(x− x0) + ...+ an(x− x0)
n + (x− x0)

nϵ(x− x0) et lim
x→x0

ϵ(x− x0) = 0

Le polynôme a0 + a1(x − x0) + ... + an(x − x0)
ns'appelle partie principale du développement

limité et le terme (x− x0)
nϵ(x− x0) s'appelle le rest .

1.5 Rappel sur les matrices

Définition 1.5 Soit K et n,m ∈ N∗

On appelle une matrice de type (n,m) dans K

A : {1, ..., n} × {1, ...,m} −→ K

(i, j) −→ A(i, j) = aij

On note aij l'élément qui se trouve à la ligne numéro i et la colonne j et on note la matrice A par

A = (aij)1⩽i⩽n,1⩽j⩽m

On écrit A sous la forme d'un tableau rectangulaire à n lignes etm colonnes

A =



a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

... . . . ...

an1 an2 · · · anm


4



chapitre 1

L'ensemble des matrices de type (n,m) et notéM(n,m)(K) .

• n = m ,on dit que A est une matrice carrée avec n lignes et n colonnes dont les éléments sontK est

notéeMn(K) ,la suite des éléments {a11, a22, a33, ..., ann} est appelé la diagonale principale de A .
• Èléments de séquence {a11, a22, a33, ..., ann} ,Dans une matrice carrée ,on l'appelle la diagonale
principale de A .

• On dit que la matriceM(n,m)(K) est réelle si K = R .

1.5.1 Propriété d’une matrice carrée

La matrice A = (aij), A ∈ Mn(R)

• Transposé d'une matrice

On appelle la transpoée de la matrice A de type n,m la matrice At de type n,m ,que l'on note

At = (a′ij) et dont les éléments sont définis sous la forme a′ij = aji ,dont les lignes sont formées des

colonnes de A .

• Matrice symétrique

Une matrice est symétrique si et seulement si A = At .

• Inverse d'une matrice

on dit d'une matrice carrée A ∈ Mn qu'elle est inversible si l'on trouve une matrice A−1 ∈ Mn

qui satisfait

A−1A = AA−1 = In

In est la matrice identité.

A−1 est appelée inverse de A.

• Matrice définie positive
La matrice A est une matrice carrée symétrique ,on dit que A est définie positive si et seulement

si :

∀X 6= 0, X tAX > 0

5
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Théorèm 1.1 [6] Une matrice carrée A symétrique définie positive est inversible et son inverse est

symétrique définie positive.

1.5.2 Matrice particuliere

• Matrice unité

On dit que A est une matrice unitaire si

aij =

 1 si i = j

0 si i 6= j

La matrice unité noté In

In =



1 0 · · · 0

0 1 · · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · · 1


• Matrice diagonale
C'est une matrice carrée telle que :

∀i, j ∈ {1, ..., n} i 6= j ⇒ aij = 0

A =



a11 0 · · · 0

0 a22 · · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · · ann


• Matrice Tridiagonale

Soit A une matrice carrée A ∈ Mn(R).

On dit A est tridiagonale si les seuls élements non nuls se trouvent sur la diagonale ou adjacents à

,c'est-à-dire aij = 0; |i− j| > 1.
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Schématiquement A est de la forme :

A =



a11 a12 · · · 0

a21 · · · 0

...
... . . . ...

0 · · · an−1,n

0 · · · an,n−1 an,n



1.5.3 Matrice jacobienne

Soit F : Rn → Rp une fonction, dont les composantes sont F = (f1, ..., fp)

Définition 1.6 la matrice jacobienne de F en x = (x1, ..., xn) ∈ Rn

J(x) = ∇F (x) =


∂f1
∂x1

(x) · · · ∂f1
∂xn

(x)

... . . . ...
∂fp
∂x1

(x) · · · ∂fp
∂xn

(x)



1.5.4 Les valeurs propres et le rayon spectrale

• Les valeurs propres

soient A ∈ Mn(K) et λ ∈ K Alors :

λ est une valeur propre de A⇔ det (A− λIn) = 0

• le rayon spectrale

de A est le plus grand des modules des valeurs propres de A

ρ(A) = max
i=1,...,n

|λi|

λi est une valeur propre de A.

7
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1.5.5 Les valeurs propres de matrice tridiagonale symétrique

Lemma 1.1 [11]

soit A ∈ Mn(R) ,telle qur :

A =



a b 0 · · · 0

b a b 0
...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . b a b

0 · · · · · · b a


Les valeurs propre de A sont donées par :

λk = a+ 2b cos
(

kπ

n+ 1

)
et k = 1, ..., n.

Exemple 1.1 Soit A ∈ Mn(M)

A =



2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1 0
...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . −1 2 −1

0 · · · · · · −1 2


Les valeurs propres de A est:

λk = 2− 2 cos
(

kπ

n+ 1

)
= 2− 2

(
cos2

(
kπ

2 (n+ 1)

)
− sin2

(
kπ

2 (n+ 1)

))
= 2− 2

(
1− 2 sin2

(
kπ

2 (n+ 1)

))
= 4 sin2

(
kπ

2 (n+ 1)

)

8
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1.5.6 Norme matricielle

On appelle norme matricielle ||.|| définie deMn(K)(K = Roù C) vérifiant les propriétés suivantes,

∀A ∈ Mn(K):

1. ‖ A ‖= 0 ⇔ A = 0.

2. ‖ αA ‖=| α |‖ A ‖ ∀α ∈ K.

3. ‖ A+B ‖≤‖ A ‖ + ‖ B ‖, ∀(A,B) ∈ Mn(K)2. (inégalité triangulaire )

4. ‖ AB ‖≤‖ A ‖‖ B ‖, ∀(A,B) ∈ Mn(K)2.

Par exemple:

‖ A ‖1= maxj=1,...,n

m∑
i=1

| ai,j |

‖ A ‖∞= maxi=1,...,n

m∑
j=1

| ai,j |

‖ A ‖2=
√
ρ(AtA).

Remarque 1.1 Si la matrice A symétrique alors:

‖ A ‖2= ρ(A).
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Chapter 2
Les équations Partielle Paraboliques

Les équations aux dérivées partielles (EDP) interviennent dans la description de très nombreux

problèmes de l’électronique, physique, chimie, sciences de la terre, biologie...etc.

Dans ce chapitre, on va citer quelques définitions qui concerne les équations aux dérivées partielles

paraboliques linéaires.

Définition 2.1 Une équation aux dérivées partielles

est une équation qui a une fonction de deux ou plusieurs variables indépendantes et contient les

dérivées partielles de cette fonction. Nous appelons l'ordre de la plus grande dérivée partielle con-

tenue dans l'équation aux dérivées partielles l'ordre de l'équation aux dérivées partielles.

Certaines équations aux dérivées partielles célèbres en physique peuvent être données :

L’équation des ondes unidimensionnelle

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

L’équation de la chaleur unidimensionnelle

∂u

∂t
= c2

∂2u

∂x2

L'équation de Laplace en deux dimensions

∆u(x, y) = 0

10
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L'équation des ondes en deux dimensions

∂2u

∂t2
= c2∆u(x, y)

L'équation de Laplace en trois dimensions

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0

2.1 Généralités

Ω ouvert ⊂ Rn. une fonction u:

u : Ω ⊂ Rn → R

(x1, x2, ..., xn) 7→ u(x1, x2, ..., xn)

et (x1, x2, ..., xn) variables.

Définition 2.2 Une équation aux dérivées partielles est une relation entre une fonction de plusieurs

variables u et ses dérivées partielles et Les variables indépendantes (x1, x2, · · · , xn)

F (x1, x2, ..., xn, u,
∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
,
∂2u

∂x21
,
∂2u

∂x22
,
∂2u

∂x1.x2
, ...) = 0 (2.1)

1. L'éqution (2.1) est considérée dans un domaine Ω ⊂ Rn.

2. Les solution de l'EDP (2.1) sont les fonctions qui vérifient cette éqution dans Ω.

3. l'ordre de dérivation le plus éléve est est appelé l'ordre de l′EDP .

4. La dimension d'une équation aux dérivées partielles est le nombre des variable indépandantes

de la fonction inconnue u.l'éqution (2.1) est donc de dimenision n.

Définition 2.3

1. une équation aux dérivées partielles est linéaire si et seulement si:

L'équation peut s'écrire comme:

L(u) = f

11
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L est un opérateur linéaire par rapport à u et ses dérivées partielles.

2. Si f est nulle, on dit que l'équation est homogéne.

Exemple 2.1 1.
∂u

∂x
+
∂u

∂y
= 0

1er ordre linéaire et homogéne.

2.
∂2u

∂t2
−4u = 0

2ene ordre linéaire et homogéne.

3.
∂u

∂x
+ u

∂2u

∂y2
= f(x, y)

2ene ordre , non linéaire et non homogéne.

2.1.1 EDP linéaire du 1er ordre en dimension 2

La forme la plus générale pour une EDP linéaire du 1er ordre est:

on a:

u : Ω ⊂ R2 7→ R

(x, y) 7→ u(x, y)

a(x, y)
∂u

∂x
+ b(x, y)

∂u

∂y
+ c(x, y)u = d(x, y)

a, b, c, d ∈ C1(Ω)

a2 + b2 6= 0 (au moins un des coefficients a ou b ne s'annule pas sur Ω).

2.1.2 EDP linéaire du seconde ordre en dimension 2

On a:

u : Ω ⊂ R2 7−→ R

(x, y) 7−→ u(x, y)

12
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a(x, y)
∂2u

∂x2
+ 2b(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ c(x, y)

∂2u

∂y2
+ d(x, y)

∂u

∂x
+ e(x, y)

∂u

∂y
+ f(x, y)u = g(x, y) (2.2)

a, b, c, b, e, f, g ∈ C2(Ω) / a2 + b2 + c2 6= 0 sur Ω

.

2.1.3 EDP linéaire du second ordre en dimension n

Une EDP linéaine du second ordre dans Rn , s'écrit sous la forme générale suivant :

u : Ω ⊂ Rn 7→ R

X = (x1, x2, ..., xn) 7→ u(x1, x2, ..., xn)

n∑
i,j=1

aij(X)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(X)
∂u

∂xi
+ c(X)u = f(X) (2.3)

aij(X) = aji(X) donc A = (aij)1⩽i,j⩽n matrice symétrique

2.1.4 Classification d’une EDP linéaire d’ordre 2 en dimension n

L'EDP (2.3) linéaire d’ordre 2en dimension n. Notons queA = (aij)1≤i,j≤n une matrice symétrique

elle est donc diagonalisable et(λi(X))ni=1/X = (x1, ..., xn) ∈ Rn les valeurs propres de A. On dit

que:

1. L’EDP (2.3) est elliptique si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont non nulles et

de même signe

2. L’EDP (2.3) est hyperbolique si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont non nulles
et de même signe sauf une valeur de signé opposé.

3. L’EDP (2.3) est parabolique si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont non nulles
et de même signe et une valeur est nulle.

2.1.5 classification d’une EDP (2.2)

1. b2 − ac < 0, L'EDP est elliptique.

2. b2 − ac > 0 ,L'EDP est hyperbolique.

3. b2 − ac = 0, L'EDP est parabolique.
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2.1.6 Conditions aux limites (C.L):

• On appelle condition de Dirichlet une condition ou on impose la veleur de la fonction recher-

chée (u) sur le bord ∂Ω. (condition du type 1).

• On appelle coudition deNeumann une condition ou on impose la valeur de la dérivée normale

de la fonction recherchée (u) sur le bord ∂Ω (condition du type 2).

• On appelle condition deFourier-Robin une condition ou on impose une relation entre la valeur

de la dérivée normale de la fonction recherchée (u) et sa valeur sur le bord ∂Ω ( condition du

type 3).

2.1.7 Condition initiale (C.I):

Si l′EDP modèlise un problème d'évolution, on ajoute la condition initiale qui dépende du temps.

2.1.8 Le problème aux limite

(EDP+ condition aux limite )=⇒ problème aux limite

2.1.9 Problème bien posé

Soit (P ) un problème aux limite.

Proposition 2.1 [2]

On dit que (P ) bien posé si :

1. Il existe une solution de (P ) satisfaisant les conditions aux frontiéres.

2. La solution doit-être unique.

3. La solution doit-être stable par rapport aux conditions aux frontières imposées.

Remarque 2.1

Un problème qui n'est pas bien posè est dit mal posé.

Exemple 2.2 −u′′(x) = 1, sur ]0, 1[.

u′(0) = u′(1) = 0.

14
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−u′′(x) = 1 =⇒ −u′′(x) = x+ c1 =⇒ −u(x) = 1

2
x2 + c1x+ c2

=⇒ u(x) = −1

2
x2 − c1x− c2 =⇒ u′(0) = −c1 =⇒ c1 = 0

u′(1) = −1− c1 = 0 =⇒ c1 = −1.

Alors c'est problème est mal posé .

2.2 Problèmes paraboliques

2.2.1 L’équation de la chaleur :

La diffusion de la chaleur le long d'une barre métallique longueur L est l'équation aux dérivées par-

tielles d'ordre 2:
∂u

∂t
(x, t)− γ

∂2u

∂x2
(x, t) = f(x, t) : x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ]

γ > 0 avec γ =
λ

ρC

ρ : la masse volumique.

λ: le coefficient de conductivité thermique.

C:est une coefficient de chaleur massique .

l'une des extrémités de la barre est reliée à une source de température

u(x, t) presente la température de la barre au point d'abscisse x au temps t.

Remarque 3.1:

C'est une équation de la chaleur dans un domaine borné.

Modélisation L'équation de la chaleur :

Nous allons raisonner sur une petite tranche de la barre d'épaisseur ∆x (de section S ) et situé à

la position x.

Une extrémité est initialement à la température u(x) ,l'autre à la température u(x + ∆x).sur ce pe-

tit élément de la barre on va avoir une certaine quantité de chaleur qui va entrer appeléeQ1et une

chaleur qui va sortir notée Q2.
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Maintenant on peut évaluer la chaleur qui entre et la chaleur qui sort à partir de la loi de Fourrier :

∂Q1

∂t
(x, t) = −λS∂u

∂x
(x, t) (2.4)

∂Q2

∂t
(x, t) = −λS∂u

∂x
(x+∆x, t) (2.5)

D'après les deux équations

∂Q1(x, t) = −λS∂t∂u
∂x

(x, t) (2.6)

∂Q2(x, t) = −λS∂t∂u
∂x

(x+∆x, t) (2.7)

On constate ue ces quantités de chaleur sont différentes puisqu'on évalue la température à des coor-

données différentes.

Et ce qui est intéressant c'est d'évaluer la différence entre la chaleur qui entre et la chaleur qui sort

pour un temps fixé:

dQ = dQ1 − dQ2

= −λS∂t∂u
∂x

(x, t) + λS∂t
∂u

∂x
(x+∆x, t)

= λS∂t

[
∂u

∂x
(x+∆x, t)− ∂u

∂x
(x, t)

]
(2.8)

Un développement limité d'ordre 1 au point x+∆x donne :

∂u

∂x
(x+∆x, t) =

∂u

∂x
(x, t) + ∆x

∂2u

∂x2
+R2(∆x) (2.9)

avec

(∆x) −→ 0 alors : R2 (∆x) −→ 0

On introduit dans l'équation (2.8) le développement trouvé en (2.9)

∂Q ' λS∂t

[
∂u

∂x
(x, t) + ∆x

∂2u

∂x2
(x, t)− ∂u

∂x
(x, t)

]
' λS∂t∆x

∂2u

∂x2
(x, t) (2.10)

cette chaleur sert à chauffer un petit morceau de masse élémentaire dm:

dQ = Cdudm

Or dm = ρdV = ρS∆x donc on a:

dQ = ρCS∆xdu (2.11)
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d'après (2.10) et (2.11) on peut faire le bilan thermique suivant:

CρS∆xdu = λS∂t∆x
∂2u

∂x2

Cρdu = λ∂t
∂2u

∂x2

∂u

∂t
=

λ

ρC

∂2u

∂x2
(2.12)

Généralement on préfère noté le relation (2.12) de la manière suivante :

∂u

∂t
= γ

∂2u

∂x2
avec γ =

λ

ρC

2.2.1.1 l’équation de la chaleur (D1)

s'écrit:


∂u

∂t
(x, t)− γ

∂2u

∂x2
(x, t) = f(x, t) x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [

u(x, 0) = u0(x), .... C.I x ∈]0, 1[

u(0, t) = u(1, t) = 0, .... C.L t ∈]0, T [

2.2.1.2 l’équation de la chaleur en (D2)



∂u

∂t
(x, y, t)− γ∆u(x, y, t) = f(x, y, t) (x, y) ∈ Ω, t ∈]0, T [

u(x, y, 0) = u0(x, y), pour (x, y) ∈ Ω

u(0, y, t) = u(1, y, t) = 0, pour t ∈ [0, T ]

u(x, 0, t) = u(x, 1, t) = 0, pour t ∈ [0, T ]

2.3 l’équation de réaction-diffusion

l'équation de réaction-diffusion est une classe de l'équation de la chaleur , ou le second membre f

dépend de la solution , on a deux types de réaction- diffusion :

1 l'équation de réaction-diffusion linéaire dans le cas où f est linéaire par rapport à u .

2 l'équation de réaction-diffusion non linéaire dans le cas où f est non linéaire par rapport à u.
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2.3.1 L’équations de réaction-diffusion linéaire

s'ecrit: 
∂u

∂t
(x, t)− γ

∂2u

∂x2
(x, t) = f(u) x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [

u(x, 0) = u0(x), .... C.I x ∈]0, 1[

u(0, t) = u(1, t) = 0, .... C.L t ∈]0, T [

oùf(u) est une fonction linéaire .

Etude mathématiques de l’équation de réaction-diffusion linéaire

On prend comme modéle l'équation suivant
∂u

∂t
(x, t)− γ

∂2u

∂x2
(x, t) = bu(x, t) x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [, b ∈ R∗

u(x, 0) = u0(x), .... C.I x ∈]0, 1[

u(0, t) = u(1, t) = 0, .... C.L t ∈]0, T [

(2.13)

ou f(u) = bu(x, t), il est claire que f est linéaire .

Résultat d'existence et unicité

Théorèm 2.1 [9]: Si u0 ∈ C(]0; 1[,R) alors il existe une unique fonction u ∈ C2(]0; 1[×]0, T [,R) ∩
C(]0; 1[×]0, T [,R) qui vérifie (2.13)
On a même u ∈ C∞(]0; 1[×]0, T [,R):c'est l'effet régularisant de l'équation de la chaleur.

Principe du maximum

Proposition 2.2 [9]: Sous les hypothèses du théorème 2.1 ,soit u la solution du problème (2.13):

1. si u0(x) ⩾ 0 pour tout x ∈ [0; 1],alors u(x, t) ⩾ 0, pour tout t ⩾ 0,pour tout x ∈]0; 1[.
2.‖ u ‖L∞([0;1[×]0,T [)⩽‖ u0 ‖L∞(]0;1[).

2.3.2 L’équations de réaction-diffusion non linéaire


∂u

∂t
(x, t)− γ

∂2u

∂x2
(x, t) = f(u) x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [

u(x, 0) = u0(x), .... C.I x ∈]0, 1[

u(0, t) = u(1, t) = 0, .... C.L t ∈]0, T [

Ou f(u) est une polynôme de seconde degré f(u) = au2 + bu+ c.
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Exemple 2.3 On prend comme modéle l'équation suivant ( le problème de Fisher):


∂u

∂t
(x, t)− γ

∂2u

∂x2
(x, t) = u(1− u) x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [

u(x, 0) = u0(x), ..... C.I x ∈]0, 1[

u(0, t) = u(1, t) = 0, ..... C.L t ∈]0, T [

Etude mathématiques de l’équation de réaction-diffusion non linéaire

Soit le problème non linéaire suivant:


∂u

∂t
(x, t)− γ

∂2u

∂x2
(x, t) = f(u) où f(u) = u(1− u) x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [

u(x, 0) = u0(x), ...... C.I x ∈]0, 1[

u(0, t) = u(1, t) = 0, ...... C.L t ∈]0, T [

(2.14)

ou f est une fonction non linéaire et lipschitiziénne tel que :

|f(u)− f(v)| ≤ c|u− v| c > 0

f ∈ (L∞⋂C1);
∂f

∂u
≥ 0 dans Ω

Théorèm 2.2 [4]: le probléme (2.14) admet une solution unique u,tel que: u ∈ L2 ([0, T ], H1
0 (Ω))
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Chapter 3
Approximation par différences finis de

l'équation de la réaction-diffusion linéaire

A prés avior présenter principe de la méthode des différences finies, nous avons appliqué cette

la méthode à l'approximation de l'équation de récation-diffusion linéaire.à l'aide de Schéma d'Euleur

implicite .

3.1 Présentation de la méthode de DF

La méthode des différences finies(DF) est une techniques de recherche de solution approchée pour les

équations aux dérivées partielles qui consiste à résoudre un système de relations (schéma numérique)

liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points suffisamment proches les uns des autres.

Le principe fondamental de la méthode consiste `a la compensation des dérivées dans le probléme

continu au différences finies sur des points finis et précisés. Cette méthode fait partie de plusieurs

travaux des mathématiciens du dix-huitième siècle.

3.1.1 Différences finies en dimension 1

1. Discrétisation de domaine

Ω = [a, b] ∂Ω = {a, b} La maillage: xi = a+ i∆x.
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Notation :

On note ui la valeur discrète de u(x) au point xi, soit ui = u(xi). De même pour la dérivée de

u(x) au noeud xi on note : (
∂u

∂x

)
x=xi

=

(
∂u

∂x

)
i

= u′i

Cette notation s'utilise de façon équivalente pour toutes les dérivées d'ordre successif de la grandeur

u.

2. Approximation des dérivés premières

La fonction u est connue aux points xi du domaine d'analyse .

• Différences finies en avant:

A l'aide de la formule de Taylor on développe la fonction u jusqu'à l'ordre 2

u(xi +∆x) = u(xi) + ∆xu′(xi) +
(∆x)2

2!
u′′(ξ)

ξ abscisse d'un point se trouvant dans le voisinage de xi .Avec xi < ξ < xi +∆x.

La forme résolu est

u′(xi) =
u(xi +∆x)− u(xi)

∆x
− ∆x

2
u′′(ξ)

=
u(xi +∆x)− u(xi)

∆x
+O(∆x)

u′(xi) '
u(xi +∆x)− u(xi)

∆x

u′i =

(
∂u

∂x

)
i

' ui+1 − ui
∆x

• Différences finies en arriére :

A l'aide de la formule de Taylor on développe la fonction u jusqu'à l'ordre 2

u(xi −∆x) = u(xi)−∆xu′(xi) +
(∆x)2

2!
u′′(ξ)

xi −∆x < ξ < xi
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u′(xi) =
u(xi)− u(xi −∆x)

∆x
− ∆x

2
u′′(ξ)

=
u(xi)− u(xi −∆x)

∆x
+O(∆x)

u′(xi) '
u(xi)− u(xi −∆x)

∆x

u′i =

(
∂u

∂x

)
i

' ui − ui−1

∆x

• Différences finies centrées:

A l'aide de la formule de Taylor on développe la fonction u jusqu'à l'ordre 3

u(xi +∆x) = u(xi) + ∆xu′(xi) +
(∆x)2

2!
u′′(xi) +

(∆x)3

3!
u(3)(ξ1)

xi < ξ1 < xi +∆x

Et

u(xi −∆x) = u(xi)−∆xu′(xi) +
(∆x)2

2!
u′′(xi)−

(∆x)3

3!
u(3)(ξ2)

xi −∆x < ξ2 < xi

u′(xi) =
u(xi +∆x)− u(xi −∆x)

2∆x
+O((∆x)2)

Donc

u′i =

(
∂u

∂x

)
i

' ui+1 − ui−1

2∆x

3. Approximation des dérivées secondes

• Différences finies en avant :

On écrit le dévelopement de Taylor de u(xi +∆x) et u(xi + 2∆x):

u(xi +∆x) = u(xi) + ∆xu′(xi) +
(∆x)2

2!
u′′(xi) +

(∆x)3

3!
u(3)(ξ1)

xi < ξ1 < xi +∆x

Et

u(xi + 2∆x) = u(xi) + 2∆xu′(xi) +
4(∆x)2

2!
u′′(xi) +

8(∆x)3

3!
u(3)(ξ2)

xi < ξ2 < xi + 2∆x

u(xi + 2∆x)− 2u(xi +∆x) = −u(xi) + ∆x2u′′(xi) +O((∆x)3)

22



chapitre 3

u′′(xi) =
u(xi + 2∆x)− 2u(xi +∆x) + u(xi)

∆x2
+O(∆x)

Alors

u′′(xi) '
u(xi + 2∆x)− 2u(xi +∆x) + u(xi)

(∆x)2

Donc

u′′i =

(
∂2u

∂x2

)
' ui+2 − ui+1 + ui

(∆x)2

• Différences finies en arrière:

On écrit le dévelopement de Taylor de u(xi −∆x) et u(xi − 2∆x):

u(xi −∆x) = u(xi)−∆xu′(xi) +
(∆x)2

2!
u′′(xi)−

(∆x)3

3!
u(3)(ξ1)

xi −∆x < ξ1 < xi

Et

u(xi − 2∆x) = u(xi)− 2∆xu′(xi) +
4(∆x)2

2!
u′′(xi)−

8(∆x)3

3!
u(3)(ξ2)

xi − 2∆x < ξ2 < xi

2u(xi −∆x)− u(xi − 2∆x) = u(xi)− (∆x)2u′′(xi) +O((∆x)3)

u′′(xi) =
u(xi + 2∆x)− 2u(xi +∆x) + u(xi)

(∆x)2
+O(∆x)

Alors

u′′(xi) '
u(xi)− 2u(xi −∆x) + u(xi − 2∆x)

(∆x)2

Donc

u′′i =

(
∂2u

∂x2

)
' ui−2 − ui−1 + ui

(∆x)2

• Différences finies en centrée :

On écrit le dévelopement de Taylor de u(xi +∆x) et u(xi −∆x):

u(xi +∆x) = u(xi) + ∆xu′(xi) +
(∆x)2

2!
u′′(xi) +

(∆x)3

3!
u(3)(xi) +

(∆x)4

4!
u(4)(ξ1)

xi < ξ1 < xi +∆x

Et

u(xi −∆x) = u(xi)−∆xu′(xi) +
(∆x)2

2!
u′′(xi)−

(∆x)3

3!
u(3)(xi) +

(∆x)4

4!
u(4)(ξ2)

xi −∆x < ξ2 < xi

u(xi +∆x)− u(xi −∆x) = 2u(xi) + (∆x)2u′′(xi) +O((∆x)4)
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u′′(xi) =
u(xi +∆x) + u(xi −∆x) + 2u(xi)

(∆x)2
+O((∆x)2)

Alors

u′′(xi) '
u(xi −∆x) + u(xi +∆x)− 2u(xi)

(∆x)2

Donc

u′′i =

(
∂2u

∂x2

)
' ui+1 + ui−1 − 2ui

(∆x)2

3.1.2 Différences finies en dimension 2

4.1.2.1 Discrétisation de domaine

Dans ce cas on discrétise le domaine rectangulaire par des maillages formés de grilles perpendicu-

laires Ω = [a, b]× [c, d] / soit (x, y) ∈ [a, b]× [c, d]

On prend ∆x et ∆t les pas discrétisation des intervalles [a, b]× [c, d] respectivement .

•Discrétisation d’intervalle[a,b]:

∆x =
b− a

nx

(nx étant le nombre d'intervalle sur [a,b]).

xi = a+ i∆x , i ∈ {1, 2, ..., nx}

•Discrétisation d’intervalle [c,d]:

∆y =
d− c

ny

(ny étant le nombre d'intervalle sur [c,d])

yi = c+ j∆y , j ∈ {1, 2, ..., ny}

1. Approximation des dérivés premières

De la même manière que dans le cas en dimension 1 .

On obtient dimension 2 les approximations suivantes :

∂u

∂x
(xi, yj) '



ui+1,j − ui,j
∆x

en avant.

ui,j − ui−1,j

∆x
en arrière.

ui+1,j − ui−1,j

2∆x
centrée.

24



chapitre 3

∂u

∂y
(xi, yj) '



ui,j+1 − ui,j
∆y

en avant.

ui,j − ui,j−1

∆y
en arrière.

ui,j+1 − ui,j−1

2∆y
centrée.

2. Approximation des dérivés secondes

∂2u

∂x2
(xi, yj) '



ui+2,j + ui,j − 2ui+1,j

(∆x)2
en avant

ui,j + ui−2,j − 2ui−1,j

(∆x)2
en arrière

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

(∆x)2
centrée

∂2u

∂y2
(xi, yj) '



ui,j+2 + ui,j − 2ui,j+1

(∆y)2
en avant

ui,j + ui,j−2 − 2ui,j−1

(∆y)2
en arrière

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

(∆y)2
centrée

4.1.2.2 Discrétisation de temps

La discrétisation consiste à donné un ensemble de points tn , n = 0, ..., N + 1. de l'intervalle ]0, T [

et un ensemble de points xi , i = 0, ...,M + 1 de l'intervalle [a,b].

∆x =
b− a

M + 1
(le pas de discétisation en espace)

xi = a+ i∆x, i = 0, ...,M + 1/x0 = a et xM+1 = b.

∆t =
T − 0

N + 1
=

T

N + 1
(le pas de discétisation en temps).
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tn = 0 + n∆t = n∆t , n = 0, ..., N + 1 / t0 = 0 et tN+1 = T .

Les inconnues discrétes sont notées : uni .

1. Approximation des les d’erivées par rapport au temps

•Schéma d’Euleur explicite :

∂u

∂t
(xi, t

n) ' un+1
i − uni
∆t

•Schéma d’Euleur implicite :

∂u

∂t
(xi, t

n) ' uni − un−1
i

∆t

•Schéma d’Euleur centrée :

∂u

∂t
(xi, t

n) ' un+1
i − un−1

i

2∆t

3.1.3 Le principe de la méthode des différences finies

La méthode des différences finies est basé sur le trois axes suivant :

4.1.3.1 Consistance du schéma numérique

1. Erreur de consistance

On appelle erreur de consistance est la différence entre le problème exacte et le problème discrétisée

Rn
i = Lu− Lhu

L c'est l'opérateur différentiel du (Pc) .

Lh c'est l'opérateur différentiel du (Ph) .

2. Consistance de schéma numérique

On dit que le schéma est consistant si :

lim
∆x→0

max
i=0,...,M

|Rn
i | = 0
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3. Ordre de consistance du schéma

On dit qu'un schéma numérique àM points de discrétisation est d'ordre p ∈ N s'il existe une constante

c ∈ R indépendante de la solution exacte telle que l'erreur de consistance vérifie :

max
i=0,...,M

|Rn
i | ⩽ c(∆x)p

Remarque 3.1 Le schéma est d'ordre p en espace et d'ordre q en temps si l'erreur de consistance

vérifie :

Rn
i = O((∆x)p) +O((∆t)q)

4.1.3.2 Stabilité du schéma numérique

1. Stabilité en norme L∞

La stabilité en norme L∞ est trés liée avec le principe du maximum discrét.

Définition 3.1 Un schéma aux différences finies vérifie le principe du maximum discret si pour tout

n ⩾ 0 et tout 1 ⩽ i ⩽M on a:

min
0⩽i⩽M

(u0i ) ⩽ uni ⩽ max
1⩽i⩽M

(u0i )

quelle que soit la donné initiale uo .

Proposition 3.1 Stabilité L∞ pour Euler implicite [9]

Si
(
u
(n)
i

)
i=1,...,M

solution du schéma ,alors:

max
i=1,...,M

u
(n+1)
i ⩽ max

i=1,...,M
u
(n)
i ⩽ max

i=1,...,M
u
(0)
i

de même

min
i=1,...,M

u
(n+1)
i ⩾ min

i=1,...,M
u
(n)
i ⩾ min

i=1,...,M
u
(0)
i

Le schéma est donc L∞ stable.
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2. Stabilité en norme L2(p = 2)(au sens Von Neumann)

La norme L2 se prête bien à l'étude de la stabilité grâce a l'outil trés puissant de l'analyse de Fourier

.

Dans le cas des conditions aux limites périodiques on peut utiliser une méthode d'analyse de Fourier,

plutôt que de d'écrire en détails cette méthode, on rappelle une condition nécessaire trés simple, dite

de Von Neumann.

•Condition de stabilité de von Neumann

On considère une solution discrète particulière sous la forme d'un mode de Fourier. pour k ∈ Z ,

unj = A(K)n exp(2iπKxj), avec xj = j∆x

.

En injectant cette solution dans la définition du schéma on trouve une formule pour le cooefficient

d'amplification A(k) ∈ C.

On appelle condition de stabilité de Von Neumann l'inégalité:

|A(K)| ≤ 1 pour tout modeK ∈ Z

Si la condition de stabilité de Von Neumann est satisfaite (avec éventuellement des restrictions sur∆x

et ∆t), alors le schéma est stable pour la norme L2, si non il est instable.

3. Stabilité en norme L2(Stabilité matricielle)

Soit A ∈ Mn(R).

Pour la forme matricielle de schéma des différences finies est comme ceci:

un+1 = Aun

On dit que c'est stable en norme matricielle L2 si :

‖ A ‖2≤ 1

.
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4. La condition de Courant-Friedrichs-Lewy (C.F.L)

La condition C.F.L porte le nom de trois mathématiciens allemands (Richard Courant, Kurt Friedrichs

et Hans Lewy) qui ont publié en 1928 un article concernant l’analyse d’équations aux dérivées par-

tielles et leur approximation numérique. Cet article mettait en évidence une condition nécessaire pour

qu'un algorithme de calcul produise une solution cohérente. Cet article très en avance sur son temps

a trouvé un intérêt majeur avec le développement des ordinateurs permettant la mise en oeuvre de

différentes méthodes numériques de résolution consistant à discrétiser le domaine de travail en pas

de temps ∆t et en pas d'espace ∆x.

4.1.3.3 La convergence

u(xi, t
n) la solution exacte .

uni la solution numérique.

- L'erreur globale est définie par :

eni = sup
i,n

|uni − u(xi, t
n)|

- Un schéma est convergent si l'erreur globale tend vers 0 (ou si la solution numérique uni tend

vers la solution exacte u(xi, tn) ) quand les pas de discrétisation tendent vers 0 .

Théorèm 3.1 (Théorème de Lax) [2]

Dans un problème au limite linéaire bien posé un schéma numérique consistante, la stabilité est une

condition nécessaire et suffisante pour la convergence.

3.2 Équation de la réaction-diffusion

3.2.1 Le problème continu D1 :

Soit u0 une fonction donnée de [0, 1] dans R
∂u

∂t
(x, t)− γ

∂2u

∂x2
(x, t) = bu(x, t) x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [

u(x, 0) = u0(x) x ∈]0.1[

u(0, t) = u(1, t) = 0 t ∈]0.T [

(3.1)

ou f(u) = bu(x, t) est une appliction linéaire .

pour l'éxistence et l'unicité de la solution voir Théorème 2.1.
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3.2.2 Probléme Discrété :

• Discrétisation en temps:

tn = n∆t , n ∈ [0, N + 1]/t0 = 0 et tN+1 = T

• Discrétisation en espace:

xi = i∆x , i ∈ [0,M + 1]/x0 = 0 et xM+1 = 1

En utilisant le Schéma d'Euleur explicite pour le temps et le Schéma d'Euleur cen-
trée pour le espace :
(
∂u

∂t

)n

i

=
un+1
i − uni
∆t

+O(∆t)

(
∂2u

∂x2

)n+1

i

=
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

(∆x)2
+O((∆x)2)

3.2.3 Schéma d’Euleur implicite de la réaction-diffusion linéaire :



un+1
i − uni
∆t

− γ
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

(∆x)2
= buni

u0i = u0(xi) ∀i = 0, ...,M + 1

un0 = unM+1 = 0 ∀n = 0, ..., N + 1

(3.2)

Nous remplaons les dérivées partielles par leurs approximations d'ejà établies tenant compte au con-

ditions au borde et initiales.pour avoir le probléme discrété.

3.2.4 Forme matricielle:

un+1
i − uni
∆t

= γ
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

(∆x)2
+ buni

=⇒ un+1
i − uni = γ

∆t

∆x2
(un+1

i+1 − 2un+1
i + un+1

i−1 ) + b∆tuni

Posons

r =
∆t

(∆x)2
on trouve l'équation:

−γrun+1
i−1 + (1 + 2γr)un+1

i − γrun+1
i+1 = (1 + b∆t)uni (3.3)
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Ceci est le schéma numérique de la réaction-diffusion . Lorsque nous fixons j et faisons varier i,nous

obténons le système linéaire suivant:

1

(1 + b∆t)
[−γrun+1

0 + (1 + 2γr)un+1
1 − γrun+1

2 ] = un1

1

(1 + b∆t)
[−γrun+1

1 + (1 + 2γr)un+1
2 − γrun+1

3 ] = un2

1

(1 + b∆t)
[−γrun+1

2 + (1 + 2γr)un+1
3 − γrun+1

4 ] = un3

...

...
1

(1 + b∆t)
[−γrun+1

M−1 + (1 + 2γ)un+1
M − γrun+1

M+1] = unM

Avec un+1
0 = un+1

M+1 = 0.

Form matricille

AUn+1 = Un

1

(1 + b∆t)



(1 + 2γr) −γr 0 · · · · · · 0

−γr (1 + 2γr) −γr . . . ...

0 −γr (1 + 2γr) −γr . . . ...
... . . . . . . . . . . . . 0

... . . . −γr (1 + 2γr) −γr

0 · · · · · · 0 −γr (1 + 2γr)





un+1
1

un+1
2

...

...

un+1
M−1

un+1
M


=



un1

un2
...
...

unM−1

unM


Avec:

A =
1

(1 + b∆t)



(1 + 2γr) −γr 0 · · · · · · 0

−γr (1 + 2γr) −γr . . . ...

0 −γr (1 + 2γr) −γr . . . ...
... . . . . . . . . . . . . 0

... . . . −γr (1 + 2γr) −γr

0 · · · · · · 0 −γr (1 + 2γr)


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Ah =
γr

(1 + b∆t)



1

γr
+ 2 −1 0 · · · · · · 0

−1
1

γr
+ 2 −1

. . . ...

0 −1
1

γr
+ 2 −1

. . . ...
... . . . . . . . . . . . . 0

... . . . −1
1

γr
+ 2 −1

0 · · · · · · 0 −1
1

γr
+ 2


prouver que Ah est définie positive .

• Calculons le produit vAhv
t

soit v = (v1, v2, ..., vM) ,on pose v0 = vM+1 = 0 et ci =
1

γr
.

vAhv
t =

γr

(1 + b∆t)
[v1, v2, ..., vM ]



c1 + 2 −1 0 · · · · · · 0

−1 c2 + 2 −1
. . . ...

0 −1 c3 + 2 −1
. . . ...

... . . . . . . . . . . . . 0

... . . . −1 cM−1 + 2 −1

0 · · · · · · 0 −1 cM + 2





v1

v2
...
...

vM−1

vM



=
γr

(1 + b∆t)
(v1, v2, ..., vM)



(2 + c1) v1 − v2

−v1 + (2 + c2) v2 − v3

−v2 + (2 + c3) v3 − v4

−v3 + (2 + c4) v4 − v5
...

−vM−2 + (2 + cM−1) vM−1 − vM

−vM−1 + (2 + cM) vM


=

γr

(1 + b∆t)
[(2 + c1) v

2
1 − v1v2

−v1v2 + (2 + c2) v
2
2 − v2v3

−v2v3 + (2 + c3) v
2
3 − v3v4

...
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−vM−2vM−1 + (2 + cM−1) v
2
M−1 − vM−1vM

−vM−1vM + (2 + cM) v2M ]

c'est-à-dire

vAhv
t =

γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

vi(−vi−1 + (2 + ci)vi − vi+1)

=
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

(−vivi−1) +
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

(2 + ci)v
2
i +

γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

(−vivi+1)

On a donc, par un changement d'indice

vAhv
t =

[
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

(−vivi−1) +
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

(2 + ci)v
2
i +

γr

(1 + b∆t)

i=M+1∑
i=1

(−vi−1vi)

]
et comme on a posé v0 = 0 et vM+1 = 0,on peut écrire

vAhv =
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

(2 + ci)v
2
i −

2γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

(vi−1vi)

=
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

v2i +
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

v2i +
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

civ
2
i −

2γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

(vi−1vi)

=
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

v2i +
γr

(1 + b∆t)

i=M+1∑
i=1

v2i−1 +
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

civ
2
i −

2γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

(vi−1vi)

=
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

civ
2
i +

γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

v2i +
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

v2i−1 −
2γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

(vi−1vi) + v2M

=
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

civ
2
i +

γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

[v2i + v2i−1 − 2(vi−1vi)] + v2M

=
γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

civ
2
i +

γr

(1 + b∆t)

i=M∑
i=1

(vi − vi−1)
2 + v2M ⩾ 0, ∀v = (v1, v2, ..., vM)

Ah est symétrique définie positive donc le probléme discréte admet une solution unique .

3.2.5 Consistance :

Proposition 3.2 Le schéma(3.2) pour la discrétisation du problème (3.1) est d'ordre 2 en espace. Il
est d'ordre 1 en temps.

Démonstration :

soit uni = u(xi, t
n), la valeur de la solution exacte en xi et tn .

Notons Rn
i l’erreur de consistance en (xi, tn). Pour le schéma (3.2), on a donc par définition :
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Rn
i =

un+1
i − uni
∆t

+ γ
1

(∆x)2
(2un+1

i − un+1
i−1 − un+1

i+1 )− buni =R̃n
i +R̂n

i

où
un+1
i − uni
∆t

− ∂u

∂t
(xi, t

n) =
∆t

2

∂u2

∂t2
(xi, ξ1) avec ξn ∈ [tn, tn+1]

R̃n
i =

un+1
i − uni
∆t

− ∂u

∂t
u(xi, t

n)

|R̃n
i | ⩽

∆t

2
max
[0,T ]

∣∣∣∣∂2u∂t2 (xi, ·)
∣∣∣∣

est l'erreur de consistance en temps et
un+1
i−1 − 2un+1

i + un+1
i+1

(∆x)2
− ∂2u

∂x2
(xi, t

n+1) =
(∆x)2

24

(
∂4u

∂x4
(θ1, t

n+1) +
∂4u

∂x4
(θ2, t

n+1)

)
avec (θ1 et θ2) ∈ [xi, xi+1]

R̂n
i = γ

1

(∆x)2
(2un+1

i − un+1
i−1 − un+1

i+1 )− γ(
∂2u

∂x2
(xi, t

n+1))

|R̂i| ⩽ γ
(∆x)2

12
sup
[0,1]

∣∣∣∣∂4u∂x4
(·, tn)

∣∣∣∣ ∀i ∈ {1, ...,M}

est l'erreur de consistance en espace.

Par conséquent,

|Rn
i | = |R̃n

i +R̂n
i | ⩽ |R̃n

i |+ |R̂n
i | ⩽

∆t

2
max
[0,T ]

∣∣∣∣∂2u∂t2 (xi, ·)
∣∣∣∣+ γ

(∆x)2

12
max
[0,1]

∣∣∣∣∂4u∂x4
(·, tn+1)

∣∣∣∣
Donc |Rn

i | ⩽ C(∆t+ (∆x)2) avec

C =
1

2
max

(∣∣∣∣∣∣∣∣∂2u∂t2
∣∣∣∣∣∣∣∣

L∞([0,1]×[0,T ])

; γ
1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∂4u∂x4

∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞([0,1]×[0,T ])

)

3.2.6 Stabilité en norm L∞

soit:
un+1
i − uni
∆t

= γ
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

(∆x)2
+ buni

=⇒ un+1
i − uni = γ

∆t

(∆x)2
(un+1

i+1 − 2un+1
i + un+1

i−1 ) + b∆tuni

(1 + b∆t)uni = un+1
i +

∆t

(∆x)2
(
2un+1

i − un+1
i−1 − un+1

i+1

)
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on pose r =
∆t

(∆x)2

(1 + b∆t)uni = un+1
i + r

(
2un+1

i − un+1
i−1 − un+1

i+1

)

(1 + b∆t)uni = (1 + 2γr)un+1
i − γrun+1

i+1 − γrun+1
i−1

•r = ∆t

(∆x)2
⩾ 0

•1 + 2γr − γr − γr = 1

Soit i0 tel que un+1
i0

= maxi=1,...,M un+1
i .Par définition du shéma d'Euler implicite (3.3),on a:

(1 + b∆t)uni0 = un+1
i0

+ γr
(
un+1
i0

− un+1
i0+1

)
+ γr

(
un+1
i0

− un+1
i0−1

)
Par utilisation la proposition (4.1)

max
i0

(un+1
i0

) ⩽ (1 + b∆t)max
i0

(uni0)

Par réccurence ,

max
i0

|un+1
i0

| ⩽ (1 + b∆t)max
i0

|uni0 |

||un+1||∞ ⩽ (1 + b∆t)||un||∞

⩽ (1 + b∆t)2||un−1||∞
...

⩽ (1 + b∆t)n||u1||∞

⩽ (1 + b∆t)n+1||u0||∞

Donc

(1 + b∆t)||un||∞ ⩽ (1 + b∆t)n+1||u0||∞

||un||∞ ⩽ (1 + b∆t)n||u0||∞

or (1 + b∆t)n ⩽ (1 + b∆t)
T
∆t car n∆t ⩽ T

on pose k = b∆t

(1 + b∆t)
T
∆t = (1 + k)

T
∆t = exp

(
T

∆t
ln(1 + k)

)
⩽ exp

(
T

∆t
k

)
= exp

(
T

∆t
b∆t

)
= exp(bT )

C1(T ) = exp(bT ) Donc
‖ un ‖∞= C1(T ) ‖ u0 ‖∞
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3.2.7 Convergence :

Le schéma de la réaction-diffusion linéaire consistance et stable.

Donc le schéma convergente pour le norme || · ||∞.

3.2.8 Estimation d’erreur :

Soient:

uni : solution approximative.

u(xi, t
n): solution exacte.

eni = u(xi, t
n)− uni

u(xi, t
n+1)− u(xi, t

n)

∆t
− γ

u(xi+1, t
n+1)− 2u(xi, t

n+1) + u(xi−1, t
n+1)

∆x2

− bu(xi, t
n) = Ri (3.4)

un+1
i − uni
∆t

−γ
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

∆x2
= buni (3.5)

(3.4)-(3.5)⇔ en+1
i − eni
∆t

− γ
en+1
i+1 − 2en+1

i + en+1
i−1

(∆x)2
− beni = Ri

on pose r =
∆t

(∆x)2

en+1
i + 2γren+1

i − γren+1
i+1 − γren+1

i−1 = (1 + b∆t)eni +∆tRi

Soit t > 0 , n∆t ⩽ T

||en||∞ ⩽ (1 + b∆t)n||e0||∞ +
1

(1 + b∆t)
∆tc

(
∆t+ (∆x)2

)
d'où

||en||∞ ⩽ (1 + b∆t)n||e0||∞ + C1∆tc
(
∆t+ (∆x)2

)
On sait que:u(0, x) = u0(x) donné.

donc:

e0 = u0 − u0 = 0.

Alors:

||en||∞ ⩽ C1∆tc
(
∆t+ (∆x)2

)
avec C1 =

1

(1 + b∆t)
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Chapter 4
Approximation par différences finis de

l'équation de la réaction-diffusion non linéaire

Dans ce chapiter on va étudier l'approximation par différences finis de l'équation de la réaction-

diffusion non linéaire.

Cette problème est de type suivant:
∂u

∂t
− γ

∂2u

∂x2
= f(u) où f(u) = u(1− u) x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [

u(0, t) = u(1, t) = 0 ∀t ∈]0, T [

u(x, 0) = u0(x) ∀x ∈]0, 1[

(4.1)

Ou f est une appliction non linéaire.

4.1 le problème discret

• Discrétisation en temps:

tn = n∆t , n ∈ [0, N + 1]/t0 = 0 et tN+1 = T

• Discrétisation en espace:
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xi = i∆x , i ∈ [0,M + 1]/x0 = 0 et xM+1 = 1

En utilisant le Schéma d'Euleur explicite pour le temps et le Schéma d'Euleur cen-
trée pour le espace :
(
∂u

∂t

)n

i

=
un+1
i − uni
∆t

+O(∆t)

(
∂2u

∂x2

)n

i

=
uni+1 − 2uni + uni−1

(∆x)2
+O((∆x)2)

4.1.1 Schéma d’Euleur explicite de la réaction-diffusion non linéaire



un+1
i − uni
∆t

− γ
uni+1 − 2uni + uni−1

(∆x)2
= uni (x, t)− (uni (x, t))

2

u0i = u0(xi) ∀i = 0, ...,M + 1

un0 = unM+1 = 0 ∀n = 0, ..., N + 1

(4.2)

4.2 Forme matricielle:

un+1
i − uni
∆t

− γ
uni+1 − 2uni + uni−1

(∆x)2
= uni − (uni )

2

posons r =
∆t

(∆x)2

un+1
i = γruni+1 + (1− 2γr +∆t)uni −∆t(uni )

2 + γruni−1

Ceci est le schéma numérique de la réaction-diffusion . Lorsque nous fixons j et faisons varier i.

Soit Gi la fonction

−→
Gi : Rn → Rn

−→u →
−→
Gi(

−→u )

et −→u =



un1

un2
...

unM


un+1
i = Gi(u

n
1 , ..., u

n
M)
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

un+1
1 = γrun0 + (1− 2γr +∆t)un1 −∆t(un1 )

2 + γrun2

un+1
2 = γrun1 + (1− 2γr +∆t)un2 −∆t(un2 )

2 + γrun3

un+1
3 = γrun2 + (1− 2γr +∆t)un3 −∆t(un3 )

2 + γrun4
...
...

un+1
M = γrunM−1 + (1− 2γr +∆t)unM −∆t(unM)2 + γrunM+1

Avec un0 = unM+1 = 0.

Forme matricielle

Un+1 = JUn



un+1
1

un+1
2

...

...

un+1
M−1

un+1
M


=



a1 c1 0 · · · · · · 0

b2 a2 c2
. . . ...

0 b3 a3 c3
. . . ...

... . . . . . . . . . . . . 0

... . . . bM−1 aM−1 cM−1

0 · · · · · · 0 bM aM





un1

un2
...
...

unM−1

unM


La matrice jecobienne J de G est la matrice tridiagonale et symétrique .

J =



a1 b1 0 · · · · · · 0

c2 a2 b2
. . . ...

0 c3 a3 b3
. . . ...

... . . . . . . . . . . . . 0

... . . . cM−1 anM−1 bM−1

0 · · · · · · 0 cM aM


avec

ai = (1− 2γr +∆t)− 2∆tuni

bi = γr

ci = γr
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J =



1 0 · · · · · · 0

0 1 0 · · · 0

... . . . . . . . . . ...

... . . . 0 1 0

0 · · · · · · 0 1


− γr



2 −1 · · · · · · 0

−1 2 −1 · · · 0

... . . . . . . . . . ...

... . . . −1 2 −1

0 · · · · · · −1 2



+∆t



1 0 · · · · · · 0

0 1 0 · · · 0

... . . . . . . . . . ...

... . . . 0 1 0

0 · · · · · · 0 1


− 2∆t



1 0 · · · · · · 0

0 1 0 · · · 0

... . . . . . . . . . ...

... . . . 0 1 0

0 · · · · · · 0 1





un1

un2
...

unM−1

unM


J = IM − γrA+∆tIM − 2∆tIMu

n
i

‖ J ‖2= 1− γr ‖ A ‖2 +∆t− 2∆t ‖ un ‖2

tel que

A =



2 −1 · · · · · · 0

−1 2 −1 · · · 0

... . . . . . . . . . ...

... . . . −1 2 −1

0 · · · · · · −1 2


et ‖ A ‖2= ρ(A) = maxi=1,...,M |λi|
Les valeurs propres de A est:

λi = 4 sin2

(
kπ

2(n+ 1)

)
(Exemple(1.1))

‖ J ‖2= 1− γrλi +∆t− 2∆t ‖ un ‖2

= 1− 4γr sin2

(
kπ

2(n+ 1)

)
+∆t− 2∆t ‖ un ‖2
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= 1−4γr sin2

(
kπ

2(n+ 1)

)
+∆t−2∆t ‖ un ‖2< 1

(
car r =

∆t

(∆x)2
⩾ 0 et ∆t ⩾ 0

)
Puisque ‖ J ‖2< 1 , alors la suite (un)n⩾1 converge vers la solution unique .

4.3 Consistance:

Proposition 4.1 Le schéma (4.2) pour la discrétisation du problème (4.1) est d'ordre 2 en espace. Il
est d'ordre 1 en temps.

Démonstration :

soit uni = u(xi, t
n), la valeur de la solution exacte en xi et tn .

Notons R(n)
i l’erreur de consistance en (xi, tn). Pour le schéma (4.2), on a donc par définition :

Rn
i =

un+1
i − uni
∆t

+ γ
1

(∆x)2
(2uni − uni−1 − uni+1)−∆t

(
uni − (uni )

2) =R̃n
i +R̂n

i

où

un+1
i − uni
∆t

− ∂u

∂t
(xi, t

n) =
∆t

2

∂u2

∂t2
(xi, ξ1) avec ξn ∈ [tn, tn+1]

R̃n
i =

un+1
i − uni
∆t

− ∂u

∂t
u(xi, t

n)

|R̃n
i | ⩽

∆t

2
max
[0,T ]

∣∣∣∣∂2u∂t2 (xi, ·)
∣∣∣∣

est l'erreur de consistance en temps et

uni−1 − 2uni + uni+1

(∆x)2
− ∂2u

∂x2
(xi, t

n) =
(∆x)2

24

(
∂4u

∂x4
(θ1, t

n) +
∂4u

∂x4
(θ2, t

n)

)
avec (θ1 et θ2) ∈ [xi, xi+1]

R̂n
i = γ

1

(∆x)2
(2uni − uni−1 − uni+1)− γ(

∂2u

∂x2
(xi, t

n))

|R̂n
i | ⩽ γ

(∆x)2

12
sup
[0,1]

∣∣∣∣∂4u∂x4
(·, tn)

∣∣∣∣ ∀i ∈ {1, ...,M}
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est l'erreur de consistance en espace.

Par conséquent,

|Rn
i | = |R̃n

i +R̂n
i | ⩽ |R̃n

i |+ |R̂n
i | ⩽

∆t

2
max
[0,T ]

∣∣∣∣∂2u∂t2 (xi, ·)
∣∣∣∣+ γ

(∆x)2

12
max
[0,1]

∣∣∣∣∂4u∂x4
(·, tn+1)

∣∣∣∣
Donc |Rn

i | ⩽ C(∆t+ (∆x)2) avec

C =
1

2
max

(∣∣∣∣∣∣∣∣∂2u∂t2
∣∣∣∣∣∣∣∣

L∞([0,1]×[0,T ])

; γ
1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∂4u∂x4

∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞([0,1]×[0,T ])

)

4.4 Stabilité:

Théorèm 4.1 [5] On a le fonction f(u) = au2 + bu+ c.

hypothèse : on suppose que a ≤ 0, c ≥ 0 et b ≤ −(a+ c).

on suppose que 0 ≤ f(x) ≤ 1 avec la condition de stabilité r ≤ 1

2− (∆x)2(2a+ b)
alors

0 ≤ uni ≤ 1

[0, 1] s'appelle la région d'invariance.

Preuve : par récurrence

pour n = 0

on a 0 ≤ u0i = f(xi) ≤ 1 vrai pour n = 0

supposons que

0 ≤ uni ≤ 1 ∀i = 1, ...,M

et montrons pour un+1
i

on a d'aprés l'approximation qu'ona fait par le schéma explicite donné par la méthode de différence

finie :

un+1
i = runi−1 + (1 + 2r)uni + runi+1 +∆t

(
a (uni )

2 + buni + c
)

soit

ϕ(u) = 2r + (1− 2r) u+∆t
(
au2 + bu+ c

)
et

ψ(u) = (1− 2r)u+∆t
(
au2 + bu+ c

)
d'après le schéma

un+1
i ≤ 2r + (1− 2r)uni +∆t(a(uni )

2 + buni + c) car uni ≤ 1
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et

un+1
i ≥ (1− 2r)uni +∆t(a(uni )

2 + buni + c) car uni ≤ 1

Or on a

ϕ′(u) = ψ′(u) = 1− 2r +∆t(2au+ b)

puisque a ≤ 0 on a

2au+ b ≥ 2a+ b

c'est à dire

ϕ′(u) = ψ′(u) = 1− 2r +∆t(2au+ b) ≥ (1− 2r) + (2a+ b)∆t

mais on a

r ≤ 1

2− (∆x)2(2a+ b)

2r − (2a+ b)r(∆x)2 ≤ 1

2r − (2a+ b)∆t ≤ 1

1− 2r + (2a+ b)∆t ≥ 0

et par conséquent

ϕ′(u) = ψ′(u) ≥ 0

d'où ϕ et ψ sont croissante,donc

un+1
i ≤ ϕ(uni ) ≤ ϕ(1)

et

un+1
i ≥ ψ(uni ) ≥ ψ(0)

ψ(uni ) ≤ un+1
i ≤ ϕ(uni )
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on a

ϕ(1) = 2r + 1− 2r +∆t(a+ b+ c)

= 1 + ∆t(a+ b+ c) or a+ b+ c ≤ 0

ϕ(1) ≤ 1

et on a

ψ(0) = c∆t or c ≥ 0

d'où 0 ≤ un+1
i ≤ 1 ce qui conclue la démonstration.

Il faut noter que le principe de maximum et la région d'invariance sont pas tout a fait les mêmes.

Généralement, le principe du maximum implique l'existence d'une région d'invariance, mais tout les

deux garantie la stabilité du schéma.

Stabilité du schéma (4.2):

un+1
i − uni
∆t

= γ
uni+1 − 2uni + uni−1

(∆x)2
+
(
uni − (uni )

2)
=⇒ un+1

i − uni = γ
∆t

(∆x)2
(uni+1 − 2uni + uni−1) + ∆t

(
uni − (uni )

2)
Posons

r =
∆t

(∆x)2
on trouve l'équation:

un+1
i = (1− 2γr)uni + γruni+1 + γruni−1 +∆t(uni − (uni )

2)

• On pose a = −1, b = 1, c = 0, γ = 1

En la problème (4.1),les condition de stabilité sont vérifier,avec r ⩽ 1

2 + (∆x)2

4.5 Convergence:

Le schéma de la réaction-diffusion non linéaire consistance et stable.

Donc le schéma converge sous la condition r ⩽ 1

2 + (∆x)2
.

4.6 Estimation d’erreur:

Soient:
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uni : solution approximative.

u(xi, t
n): solution exacte.

eni = u(xi, t
n)− uni

u(xi, t
n+1)− u(xi, t

n)

∆t
− γ

u(xi+1, t
n)− 2u(xi, t

n) + u(xi−1, t
n)

(∆x)2

−
(
u(xi, t

n)− u(xi, t
n)2
)
= Ri (4.3)

un+1
i − uni
∆t

− γ
uni+1 − 2uni + uni−1

(∆x)2
=
(
uni − (uni )

2
)

(4.4)

(4.3)-(4.4)⇔

u(xi, t
n+1)− un+1

i + u(xi, t
n)− uni

∆t
−γ
[
u(xi+1, t

n)− uni+1 − 2 (u(xi, t
n)− uni ) + u(xi−1, t

n)− uni−1

]
(∆x)2

+
(
u(xi, t

n)2 − (uni )
2 − u(xi, t

n) + uni
)
= Ri

⇔ u(xi, t
n+1)− un+1

i + u(xi, t
n)− uni

∆t
−
γ
[
u(xi+1, t

n)− uni+1 − 2(u(xi, t
n)− uni ) + u(xi−1, t

n)− uni−1

]
(∆x)2

+(u(xi, t
n)− uni ) (u(xi, t

n) + uni )− (u(xi, t
n)− uni ) = Ri

⇔ u(xi, t
n+1)− un+1

i + u(xi, t
n)− uni

∆t
−
γ
[
u(xi+1, t

n)− uni+1 − 2(u(xi, t
n)− uni ) + u(xi−1, t

n)− uni−1

]
(∆x)2

+(u(xi, t
n)− uni ) [u(xi, t

n) + uni − 1] = Ri

⇔ en+1
i − eni
∆t

− γ
eni+1 − 2eni + eni−1

(∆x)2
− eni [u(xi, t

n) + uni − 1] = Ri

on pose r =
∆t

(∆x)2

⇒ en+1
i = γreni+1 + (1− 2γr)eni + γreni−1 +∆teni [u(xi, t

n) + uni − 1] + ∆tRi

⩽ γreni+1 + (1− 2γr)eni + γreni−1 +∆teni (u(xi, t
n)) + ∆tRi ( car uni ⩽ 1)

|en+1
i | ⩽ (1 + ∆tu0) ‖ en ‖∞ +∆tc

(
∆t+ (∆x)2

)
( car ‖ u(xi, tn) ‖⩽ u0)
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⩽ (1 + ∆tu0)
2 ‖ en−1 ‖∞ +∆tc

(
∆t+ (∆x)2

)
...
...

⩽‖ e0 ‖∞ (1 + ∆tu0)
n+1 +∆tc

(
∆t+ (∆x)2

)
Et donc en sommant ces inégalités:

(1 + ∆tu0) ‖ en ‖∞⩽‖ e0 ‖∞ (1 + ∆tu0)
n+1 +∆tc

(
∆t+ (∆x)2

)
‖ en ‖∞⩽‖ e0 ‖∞ (1 + ∆tu0)

n +K∆tc
(
∆t+ (∆x)2

)
Si à t = 0 on a ‖ e0 ‖∞= 0 alors:

‖ en ‖∞⩽ K∆tc
(
∆t+ (∆x)2

)
avecK =

1

(1 + ∆tu0)
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Application

5.1 Èquation de la réaction-diffusion linéaire:

Soit le problème suivant

(∗)


∂u

∂t
(x, t)− k

∂2u

∂x2
(x, t) = bu(x, t)

u(0, t) = u(1, t) = 0 ∀t ∈ [0, T ]

u(x, 0) = sin(πx) ∀x ∈ [0, 1]

le schéma équivalent à (∗) est

(∗)quiv



un+1
i − uni
∆t

− k
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

(∆x)2
= buni

un0 = unM+1 = 0 ∀n = 0...N

u0i = sin(πxi) ∀i = 0...M

xmin=0 ;

xmax=1 ;

N=21 ;

dt=0.00105 ;

t=0 ;

tmax=1 ;

dx=(xmax-xmin)/N ;

x=xmin :dx :xmax ;

47



chapitre 5

r = dt=(dx)2 ;

b=0;

k=1;

u0=sin(pi.*x) ;

u=u0 ;

unpun=u0 ;

netaps=tmax/dt ;

for n=0 :netaps

u(1)=0 ;

u(N+1)=0 ;

for i=2 :N

(1+b*dt)unpun(i)=-k*r*u(i+1)+(1+2*k*r)*u(i)-k*r*u(i-1) ;

end

t=t+dt ;

u=unpun ;

*solution exacte*

exacte = sin(pi.* x) * exp(−(pi)̂2 * t);

plot(x,exacte,'r-') ;

hold on

plot(x,u,'bo-','markerfacecolor','b') ;

hold off

xlabel('x','fontsize',16)

ylabel('u(x,t)','fontsize',16)

shg

pause(0.01*dt) ;

end
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5.2 Èquation de la réaction-diffusion non linéaire:

Soit le problème suivant

(∗)


∂u

∂t
− γ

∂2u

∂x2
= f(u) où f(u) = au2 + bu+ c

u(0, t) = u(1, t) = 0 ∀t ∈ [0, T ]

u(x, 0) = u0(x) ∀x ∈ [0, 1]

le schéma équivalent à (∗) est

(∗)qui


un+1
i = kruni−1 + (1 + 2kr)uni + kruni+1 +∆t

(
a (uni )

2 + buni + c
)

un0 = unM+1 = 0 ∀n = 0...N

u0i = u0(xi) ∀i = 0...M

pour écrive un programme il faut fixer a, b et c

programmation de l'équation de la réaction-diffusion :

On fixe a = −1, b = 1, et c = 0 donc f devient :

f(u) = u(u− 1)

Donc d'après le théorème (4.1) la condition de stabilité doit être comme :

r ⩽ 1

2 + (∆x)2

on prend

u0(x) = exp

(
−x

2

2

)
il est claire que

0 ⩽ u0(x) = exp

(
−x

2

2

)
⩽ 1

donc le schéma devrait être stable. le programme s'écrit comme

xmin=0 ;

xmax=1 ;

a=-1 ;

b=1 ;

c=0 ;

k=1;

N=20 ;

dt=0.001 ;

t=0 ;
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tmax=1 ;

dx=((xmax)-(xmin))/N ;

x=xmin :dx :xmax

r = dt=(dx) ̂2 ;

u0 = exp(−(x).̂(2)/2);

u0(1)=0 ;

u0(N+1)=0;

u=u0 ;

unpun=u0 ;

dp=2*tmax/N ;

p=0 :dp :tmax ;

netaps=tmax/dt

for n=0 :netaps

u(1)=0 ;

u(N+1)=0 ;

for i=2 :N

unpun(i) = k*r * u(i + 1) + (1 − 2 *k * r) * u(i) + k* r * u(i − 1) + dt * (a * (u(i))̂2 + b * u(i) + c);

end

t=t+dt ;

u=unpun ;

plot(x,u,'bo-','markerfacecolor','b') ;

hold on

xlabel('x','fontsize',16)

ylabel('u(x,t)','fontsize',16)

shg

hold off

pause(0.01*dt) ;

end
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié l'équation de la réaction-diffusion, dans des cas linéaires

et non linéaires, après une étude mathématique nous avons abordé l'approximation de la solu-

tion numérique par la méthode des différences finies. Dans l'état linéaire, nous avons obtenu

l’approximation suivante :

||en||∞ ⩽ C1∆tc
(
∆t+ (∆x)2

)
avec C1 =

1

1 + b∆t
Dans le cas non linéaire, nous obtenons ce qui suit :

‖ en ‖∞⩽ K∆tc
(
∆t+ (∆x)2

)
avecK =

1

1 + ∆tu0
,et les condition de stabilité sont vérifier,avec r ⩽ 1

2 + (∆x)2
.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié l'équation mathématique et numérique de la réaction-

diffusion linéaire et non linéaire, en nous appuyant sur la méthode des différences finies pour

l'approximation.

les mots clés: Les équations aux dérivées partielles -équation de la chaleur - l'équation de la

réaction-diffusion - différences finies.

ملخص

معتمدين خطية والغير الخطية والانتشار التفاعل لمعادلة والعددية ياضية الر بالدراسة قمنا العمل هذا في
المنتهية. الفروق يقة طر على التقريب في

المنتهية والانتشار-الفروق التفاعل الحرارة-معادلة الجزئية-معادلة التفاضلية المفتاحية:المعادلات الكلمات

Abstract

In this work, we carrierd a numerical mathematical study of the linear and nonlinear reaction-

diffusion equations, relying on the finite difference method for the approximation.

Keywords: partial differential equation linear - heat equation - finite difference - reaction-

diffusion equation .
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