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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié certains théorèmes du point fixe, leurs démons-

trations et leurs propriétés. Parmi eux, nous citons : les théorèmes de Banach, de

Banach-Picard, de Brouwer, de Schauder, de Krasnoselskii et de Kannan, ainsi que

certaines de leurs applications. Nous nous intéressons particulièrement à l’établisse-

ment de conditions garantissant l’existence et l’unicité d’un point fixe, selon l’espace

sur lequel l’application ou l’opérateur est défini. Nous avons également abordé des

exemples de résolution de certains types d’équations différentielles.

Abstract

In this memory, we have examined several fixed-point theorems, their proofs, and pro-

perties. Among the memory, we highlight : the Banach contraction principle, Banach-

Picard theorem, Brouwer’s fixed-point theorem, Schauder fixed-point theorem, Kras-

noselskii’s theorem and Kannan’s theorem, along with some of their applications. Our

primary focus has been on establishing sufficient conditions that guarantee both the

existence and uniqueness of fixed points, depending on the underlying space where the

mapping or operator is defined. Furthermore, we have explored illustrative examples

demonstrating their application in solving various types of differential equations.
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Introduction générale

Le théorème du point fixe est l’une des techniques mathématiques qui nous permet

de résoudre des nombreux problèmes.

Généralement trouver des solution pour des équations différentielles ou intégrales

revient à trouver des points fixes pour des opérateurs associés à ces dernières.

En 1886, Henri Poincaré démontre un résultat équivalent au théorème du point fixe

de Brouwer. L’énoncé exact est prouvé pour la dimension trois par Piers Bohl pour la

première fois en 1904, puis par Jacques Hadamard dans le cas général en 1910. Luitzen

Brouwer propose une nouvelle démonstration en 1912.

Le théorème du point fixe de Schauder établi en 1930 ; est une généralisation

du théorème du point fixe de Brouwer et affirme qu’une application continue sur un

convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique. Mais qui

nous permet de résoudre plusieurs problèmes.

notre travail de recherche sera axé sur les applications est compose en trois parties

est structurés de la manière suivante :

Dans la première partie, on commence par indiquer des définitions élémentaires

des notions d’analyses, illustrent de façon intéressantes de certains manipulations que

l’on peut faire et qui caractérise ce qui nous décrivons dans notre mémoire. Citons les

espaces, vectoriel, espace de Banach, espace de Hibert et espace de Sobolev.

Dans la deuxeime partie, nous écrivons La signification du théorème de point
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Introduction

fixe, Théorème du points fixe de Banach dans les espaces accossier par des fonctions

contractante dans les sspaces metrique et les espaces normé, Théorème du point fixe

de Banach-Picard donne l’importence de point fixe dans les espaces normé complet

et les applications contractante, Théorème du point fixe de Brouwer est une résulta

de l’espace topologique algebrique étulise les fonctions continue sur une boule fermée

dans un espace de dimension finie, Théorème du point fixe de Schauder ce théoreme

prolonge le résultat de Brower pour les fonctions continue sur un convexe compacte

dans un espace de Banach qui généraliser les résultates de Brower en dimention infinie,

Théorème du point fixe de Kranoselskii cette théoreme conserne les applications de la

forme f + g ou g est continue et compacte et f une contraction à la fin nous citons du

Théorème du point fixe de Kannan.

Dans la troiseime partie, nous étudions est citons des applications du point fixe

aux divert equations differentielles.
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Notations générales

N Ensemble des entiers naturels,

R l’ensemble des nombres réels,

c Constante réelle strictement positive,

i.e C’est à dire,

∂iψ La dérivée partielle de ψ par rapport à la ieme composante x : ∂iψ = ∂ψ
∂xi

,

∇ψ Gradient de l’application ψ : ∇ψ = (∂1ψ, . . . , ∂dψ),

Divψ Divergence de l’application,ψ : Divψ = ∂1ψ + . . .+ ∂dψ),

(., .)X le produit scalaire de X,

‖ · ‖X la norme de X,

p.p. Presque partout,

Ω Ouvert de Rd, parfois domaine L’hertzien,

Ω̄ l’adhérence de Ω,

L2(Ω) Espace des fonctions u mesurables sur Ω telles que
∫

Ω
|u|2dx < +∞,

‖ · ‖L2(Ω) La norme de L2(Ω) définie par ‖ u ‖L2(Ω)= (
∫

Ω
|u|2dx)

1
2 ,

L∞(Ω) Espace des fonctions u mesurables sur Ω telles que,

∃c > 0 :| u |< c, p.p., sur Ω,

H
1
2 (Γ) L’espace de Sobolev d’ordre 1

2
sur Γ,

Si de plus [0, T ] un intervalle de temps, k ∈ N et 1 ≤ p ≤ +∞, on note par

HΓ L’espace (H
1
2 (Γ))d,

H
′
Γl’espace dual de HΓ.
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Chapitre 1

Rappels d’analyse

Ce chapitre est consacré à la disription des espaces utilisés dans cette memoire.

Comme les espaces vectoriels, espace de Banach, espace de Hilbert, espace de Sobolev

et espace Topologie.

Nous rappelons des notions de base et certains propriétés des espaces qui seront

utilisé tout au long de ce mémoire.

Pour plus de détails, voir [3, 4, 6, 7].

1.1 Espace métrique

Définition 1.1.1 Une distance (ou métrique) sur un ensemble X est une application :

d : X x X −→ R+

(x, y) 7−→ d(x, y)

possédant, pour tous x, y, z ∈ X, les propriétés suivantes :

1. d(x, y) = 0⇔ x = y;

2. d(x, y) = d(y, x);

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Muni de la distance d, X est appelé espace métrique, on note parfois un tel espace

(X, d). Le nombre réel positif d(x, y) est appelé la distance entre x et y dans X.

Proposition 1.1.1 :

Soit (X, d) un espace métrique.
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2.1.1

1. Pour tout x, y, z ∈ X, on a |d(x, z)− d(z, y)| ≤ d(x, y).

2. Pour tout x1, x2, ..., xn, xn+1 ∈ X, on a d(x1, xn+1) ≤
∑n

i=1 d(xi, xi+1).

Proposition 1.1.2 :

Pour tous x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Rn, on a :

1. |
∑n

i=1 xiyi| ≤ (
∑n

i=1 x
2
i )

1
2 (
∑n

i=1 y
2
i )

1
2 (inégalité de Cauchy-Schwarz).

2. (
∑n

i=1(xi + yi)
2) ≤ (

∑n
i=1 x

2
i )

1
2 + (

∑n
i=1 y

2
i )

1
2 (inégalité de Minkowski).

Définition 1.1.2 Soient (X, d) un espace métrique, a ∈ X et r > 0.

1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r l’ensemble :

B(a, r) = {x ∈ X; d(a, x) < r}.

2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r l’ensemble :

B′(a, r) = {x ∈ X; d(a, x) ≤ r}.

3. On appelle sphére de centre a et de rayon r l’ensemble :

S(a, r) = {x ∈ X; d(a, x) = r}.

Notons que l’on a B′(a, r) = B(a, r) ∪ S(a, r).

1.2 Espace vectoriels

Définition 1.2.1 soit E un ensemble muni de deux lois :

Une addition + sur E telle que (E,+) soit un groupe commutatif.

Une loit externe de multiplication des vecteurs ~v de E par un scalaire λ ∈ K satisfaisant

i) λ(~u+ ~v) = λ.~u+ λ.~v

ii) (α + λ).~u = α.~u+ λ.~u

iii) λ.(α.~u) = (λ.α).~u

iv) 1.~u = ~u

12



2.1.1

1.2.1 Espace vectoriels normée

Définition 1.2.2 soit X un espace vectoriel sur K. Une norme ‖.‖ sur l’espace X est

une application définie sur X à valeur dans R+ qui posséde les propriétés suivantes :

1. Pour tous x ∈ X, ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

2. Pour tous x ∈ X et λ ∈ K, ‖λx‖ = |λ|‖x‖.

3. Pour tous x, y ∈ X, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

Cette inégalité est appelée inégalité triangulaire.

Définition 1.2.3 Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel X muni d’une

norme ‖.‖ et de la topologie associée à cette norme.

1.2.2 Les espaces vectoriels de fonctions

Soient X un ensemble quelconque et n un entier quelconque.

On note E = F (X,Kn ) , l’espace de toutes les fonctions de X à valeurs dans Kn.

Muni de deux lois, l’un la somme des fonctions et l’autre multiplier une fonction de E

par un scalaire (une constante) λ ∈ K.

1.3 Espace de Banach

Maintenant il nous est paru nécessaire de présenter quelque espaces, quelque

résultats sur les opérateurs fortement monotones et Lipschitzienne, les inéquations va-

riationnelles et dévolution.

Définition 1.3.1 Une suite (xk)k d’éléments d’un espace normé E est dite suite de

Cauchy si :

∀ε > 0;∃N ≥ 1; k, l ≥ N ⇒ ‖xk − xl‖ ≤ ε

Toute suite convergente est de Cauchy.

13



2.1.1

1.3.1 Contraction

Le principe de contraction de Banach est le résultat le plus élémentaire dans la

théorie du point fixe.

En analyse ces théorèmes se relèvent être des outils très utiles en mathématiques,

principalement dans le domaine de résolution des equations différentielles.

Le théorème de point fixe de Banach donne un critère général dans les espaces

métriques complets pour assurer que le procédé d’itération d’une fonction tend vers un

point fixe.

En définit quelque définitions qui permet d’affirmer qu’une fonction f admet des

critère de théorème du point fixe de contraction.

Définition 1.3.2 Soit (X, d) un espace métrique, une application f : X −→ X est

dite lipschitzienne de rapport k ≥ 0 si :

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) pour tout x, y ∈ X

k est dite constante de lipschitz.

Définition 1.3.3 Soit (X, d) un espace métrique une application f : X −→ X est

dite 1−lipschitzienne si k = 1 et

d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y) pour tout x, y ∈ X

et l’application f est dite non expansive.

Définition 1.3.4 L’application lipschitzienne f est appelée.

1. non expansive si k = 1.

2. contraction si 0 < k < 1.

Théorèm 1.3.1 Soit (X, d) un espace métrique complet et f : X −→ X une contrac-

tion avec k sa constante de Lipschitz.

14



2.1.1

Alors f admet une unique point fixe u ∈ X.

En outre, pour tout x ∈ X,

lim
x−→∞

fn(x) = u

d(fn(x), u) =≤ kn

1− k
d(x, f(x))

1.4 Espaces de Hilbert

Définition 1.4.1 soit H un espace vectoriel réel et (., .)H un produit scalaire sur H,

c’est-à-dire (., .)H : H x H → R est une application bilinéaire symétrique et définie

positive.

On note par ‖ · ‖H l’application de H → R+ définie par :

‖ u ‖H= (u, u)
1
2
H , (1.1)

et on rappelle que ‖ · ‖H est une norme sur H qui vérifie l’inégalité de Cauchy-

Schwartz :

|(u, v)H | ≤‖ u ‖H‖ v ‖H , ∀u, v ∈ H. (1.2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par

(1.1). Soit H ′ l’espace dual de H c’est à dire l’espace des fonctionnelles linéaires et

continues sur H muni de la norme :

‖ η ‖H′= sup
v∈H−{0}

< η, v >H′ x H

‖ v ‖H
,

où 〈., .〉H′ x H représente la dualité entre H ′ et H.

Définition 1.4.2 soit (X, ‖.‖) un espace vectoriel normé et (xn)n∈N une suite d’élé-

ments de X.

1. On dit que (xn)n∈N est convergente s’il existe x ∈ X tel que

limn−→∞ ‖xn − x‖ = 0. Autrement dit

∀ε > 0,∃N ∈ N, n ≥ N ⇒ ‖xn − x‖ ≤ ε

15



2.1.1

Théorèm 1.4.1 (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet) : Soit H un

espace de Hilbert et soit H ′ son espace dual. Alors, pour tout φ ∈ H ′ il existe f ∈ H

unique tel que

〈φ, v〉H′ x H = (f , v)H ∀v ∈ H.

De plus

‖ φ ‖H′=‖ f ‖H .

L’importance de ce théorème est que tout forme linéaire continue sur H peut se

représenter à l’aide du produit scalaire. L’application φ 7→ f est un isomorphisme

isométrique qui permet d’identifier H et H ′.

1.4.1 Opérateurs compacts

Opérateurs compacts constituent une classe importante d’applications linéaires conti-

nues.

D’une part, ils sont presque des opérateurs de rang fini (i.e. approchés par des opéra-

teurs dont l’image est de dimension finie).

D’autre part, la classe des opérateurs compacts est suffisamment large pour inclure

les opérateurs à noyau continus ou dans L2.

Définition 1.4.3 Soient E et F deux espaces vectoriels normés.

Une application T ∈L (E,F ) est un opérateur compact si T (BE) est un compact de F ,

où BE est la boule unité fermée de E. On note par K(E,F ) l’ensemble des opérateurs

compacts de E dans F et par K(E) si E = F .

Proposition 1.4.1 :

Soient E et F deux espaces vectoriels normés et T ∈ L (E,F ). Les conditions

suivantes sont équivalentes :

i) T est compact.

ii) Pour tout A ⊂ E borné, T (A) est compact.

iii) Toute suite bornée (xn)n∈N de E, (Txn)n∈N admet une valeur d’adhérence

16



2.1.1

Démonstration :

i)⇒ ii) Soit A ⊂ E borné,alors il existe r > 0 tel que A ⊂ r.BE

d’où T (A) ⊂ rT (BE). Ainsi, T (A) est compact, comme fermé du compact r.T (BE).

ii)⇒ iii) Il suffit de poser A = {xn, n ∈ N}.

iii)⇒ i)Soit (yn)n∈N une suit de T (BE).

Pour tout n ∈ N, il existe zn ∈ T (B) tel que ‖yn − zn‖F ≤ 2−n.

Comme par hypothèse (zn)n∈N admet une valeur d’adhérence,il en est de même pour

(yn)n∈N .

Proposition 1.4.2 Soit E,F deux espaces de Banach.

i) L’ensemble des opérateurs compacts K(E,F ) est un sous-espac vectoriel fermé

de L (E,F ).

ii) Soient S ∈ L (E,F ) et T ∈ L (F,G), alors si S ou T est compact, T ◦ S ∈

K(E,G).

Démonstration :

i) Soient λ, β ∈ K. Soit (xn) une suit bornée de E. Comme S, T sont compacts,

il existe une sous-suite (xφ(n)) telle que S(xφ(n)) et T (xφ(n)) convergent, ainsi

λS(xφ(n)) + βT (xφ(n)) converge.

Donc, la suite image de toute suite bornée par λS+βT admet une valeur d’adhé-

rence i.e. λS + βT ∈ K(E,F ).

Soit T ∈ K(E,F ), alors pour tout ε > 0, il existe Tε ∈ K(E,F ) tel que

‖T − Tε‖ ≤
ε

2
, cela signifie que ‖Tx − Tεx‖ ≤

ε

2
pour tout x ∈ BE. Comme

Tε est compacte, Tε(BE) est précompacte, il exise donc Nε ∈ N et {y1, ..., yNε}

tel que Tε(BE) ⊂ ∪Nεi=1B(yi,
ε

2
).

Ainsi, pour tout x ∈ BE, il existe i0 ∈ {1, ..., Nε} tel que ‖Tεx − yi0‖ ≤
ε

2
, alors

‖Tx− yi0‖ ≤ ‖Tx− Tεx‖+ ‖Tεx− yi0‖ ≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

D’où T (BX) ⊂
Nε⋃
i=1

B(yi, ε), par suite T (B)E est compact car F est complet.On a

donc montrer que T ∈ K(E,F ).

Ainsi K(E,F ) = K(E,F ).
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2.1.1

ii) Supposons S ∈ K(E,F ). Comme T (S(BE)) ⊂ T (S(BE)), ce dernier est compact,

comme image du compact S(BE) par l’application continu T.

Remarque 1.4.1 Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie.

Alors, l’opérateur identité de E n’est pas compact.

Plus généralement, tout isomorphisme T : E −→ E n’est pas compact.

1.4.2 les opérateur non linéaire dans les espaces de Hilbert

I-Opérateur fortement monotone

Nous donnons quelques définitions et propriétés sur les opérateurs non linéaire et

les formes bilinéaires dans un espaces de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X et de

la norme associée ‖ · ‖X.

Définition 1.4.4 Soit A : X −→ X un opérateur non-linéaire. L’opérateur A est dit :

(1) monotone si

(Au− Av, u− v)X ≥ 0 ∀u, v ∈ X; (1.3)

(2) fortement monotone si il existe m > 0 tel que

(Au− Av, u− v)X ≥ m ‖ u− v ‖X ∀u, v ∈ X; (1.4)

(3) Lipschitz si il existe M > 0 tel que

‖ Au− Av ‖X≤M ‖ u− v ‖X ∀u, v ∈ X. (1.5)

et la fonctionnelle γ : X x X → R satisfait
(a)Pour tout η ∈ X, γ(η, ·) est un convexe et s.c.i. surX,

(b)il existe α > 0 tel que

γ(u1, v1)− γ(u2, v1) + γ(u2, v1)− γ(u2, v2) ≤ α ‖ u1 − u2 ‖X‖ v1 − v2 ‖X .

(1.6)

L’existence et l’unicité d’une solution au problème

(Au, u− v)X + γ(u, v) + γ(u, u) ≥ (f , u− v)X ∀v ∈ X (1.7)

est donnée par le résultat suivant.
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Théorèm 1.4.2 Supposons que les hypothèses (1.4),(1.5) et (1.6) sont satisfaites. Alors

α < m, pour tout f ∈ X, il existe une solution unique u ∈ X au problème (1.7).

Pour l’opérateur Λm : K→ K défini par la relation

Λm = Λ(Λm−1) m ≥ 2,

nous avons la version suivante du théorème de point fixe.

Théorèm 1.4.3 Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach

(X, ‖ · ‖X). Supposons que Λm : K → K est une contraction pour m un entier positif.

Alors Λ admet un point fixe unique dans K.

Définition 1.4.5 Une forme bilinéaire b : X x X −→ R est continue s’il existe un réel

M > 0 tel que :

‖ b(u, v) ‖X≤M ‖ u ‖X‖ v ‖X, ∀u, v ∈ X.

Définition 1.4.6 Une forme bilinéaire b : X x X −→ R est dite coercive s’il existe

une constante m > 0 telle que :

b(u, u) ≥ m ‖ u ‖2
X, ∀u ∈ X.

Théorèm 1.4.4 (Théorème du Lax-Milgram)

Soit H un espace de Hilbert, b : H x H −→ R une forme bilinéaire continue et

coercitive.

Soit l : H −→ R une forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique

u ∈ H qui satisfait :

b(u, v) = l(v), ∀v ∈ H. (1.8)

De plus, si b(·, ·) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

1

2
b(u, u)− 〈u, u〉X ≤

1

2
b(v, v)− 〈v, v〉X, ∀v ∈ X. (1.9)

II- Équation différentielle ordinaire

Théorèm 1.4.5 (Cauchy-Lipschitz) : Soit (X, ‖ · ‖X) un espace de Banach réel et

soit F(t, ·) : X → X un opérateur défini p.p. sur [0, T ], qui satisfait les propriétés
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suivantes :

(a)il existeLF > 0 tel que

‖ F(t, x)− F(t, y) ‖X≤ LF ‖ x− y ‖X ∀x, y ∈ X, p.p. t ∈ [0, T ],

(b)il existe 1 ≤ p ≤ ∞ tel que

F(·, x) ∈ Lp([0, T ]; X) ∀x ∈ X.

Alors, pour tout x0 ∈ X, il existe une fonction unique x ∈W1,p([0, T ]; X) tel que

ẋ(t) = F(t, x(t)), p.p. t ∈ [0, T ],

x(0) = x0.

1.4.3 Lemme de Gronwall

Nous rappelons ici le lemme du type Gronwall qui intervient dans de nombreux

problèmes de contact, en particulier pour établir l’unicité de la solution.

Lemme 1.4.1 Soient m,n ∈ C([0, T ];R) telles que m(t) ≥ 0 et n(t) ≥ 0 pour tout

t ∈ [0, T ], a ≥ 0 une constante et ψ ∈ C([0, T ];R)

(1) Si

ψ(t) ≤ a+

∫ t

0

m(s)ds+

∫ t

0

n(s)ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors

ψ(t) ≤ (a+

∫ t

0

m(s)ds)exp(

∫ t

0

n(s)ds) ∀t ∈ [0, T ],

(2) Si

ψ(t) ≤ m(t) + a

∫ t

0

ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors ∫ t

0

ψ(s)ds ≤ eat
∫ t

0

m(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

Dans le cas particulier a = 0, n = 1, la partie (1) de ce lemme devient.
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Corollaire 1.4.1 Soient m ∈ C([0, T ];R) telles que m(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ]. Si

ψ ∈ C([0, T ];R) est une fonction telle que

ψ(t) ≤
∫ t

0

m(s)ds+

∫ t

0

ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors, il existe c > 0 tel que

ψ(t) ≤
∫ t

0

m(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

Le Corollaire (1.4.1) est souvent utilisé pour montrer l’unicité de la solution.

Dans le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 1.4.2 Soient n ∈ C([0, T ];R) telles que n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ].

Si a ≥ 0 et ψ ∈ C([0, T ];R) est une fonction telle que ;

ψ(t) ≤ (a+

∫ t

0

n(s)ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

Alors :

ψ(t) ≤ (a)exp(

∫ t

0

n(s)ds) ∀t ∈ [0, T ].

Le corollaire précédent est souvent utilisé pour montrer l’unicité de la solution de façon

suivante.

En supposant qu’il existe deux solution,en notant par ψ la norme de la différence entre

ces solution,on essaie ensuite de majorer ψ sous la forme

ψ(t) ≤
∫

0t
n(s)ψ(s)ds. ∀t ∈ [0, T ],

avec une certaine fonction n > 0. L’application du corollaire donne immédiatement la

nullité de ψ.

1.5 Les espaces Lp(Ω)

Définition 1.5.1 (Espace de Lebesgue). Soit p ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞. On appelle l’ espace

de Lebesgue Lp(Ω) l’ensemble,

Lp(Ω) = {v : Ω→ R mesurable sur Ω et |v|p lebesgue integrable sur Ω}.
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C’est un espace de Banach s’il est muni de la norme

‖v‖L∞(Ω) = (

∫
Ω

| v(x) |p dx)

1

p .

Si p =∞ et v : Ω→ R, mesurable.

Alors on définit ‖.‖L∞(Ω) par :

‖v‖L∞(Ω) = supss(v) = inf{c; |v(x)| ≤ c}.

L’espace L∞(Ω) est aussi un espace de Banach.

Définition 1.5.2 Soit p ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞. On dit qu’une fonction u : Ω → R

appartient à Lploc(Ω) si u ◦ IK ∈ Lp pour tout ∀K ⊂ Ω ou IK représente l’application

identité de K.

Théorèm 1.5.1 . Pour tout p ∈ [1,+∞[, les epaces Lp(Ω) vérifient les assertions sui-

vantes :

1) Les espaces Lp(Ω) sont des espaces de Banach.

2) Pour toute fonction u ∈ Lp(Ω), toute v ∈ Lp(Ω) l’inégalité de Holder est vérifiée ; i.e

∫
Ω

| u(x)v(x) | dx ≤‖ u ‖Lp(Ω)‖ v ‖Lq(Ω), avec (
1

p
+

1

q
= 1)

3) les espaces L2(Ω) sont des espaces séparables pour [1,+∞[

4) L’espace L2(Ω) munit de produit scalaire

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx,∀u, v ∈ L2(Ω).

est un espace de Hilbert. De plus l’inégalité de Cauchy-Schuwarz correspondant à l’in-

égalité de Hölder est vérifiée. i.e.∫
Ω

| u(x)v(x) | dx ≤‖ u ‖L2(Ω)‖ v ‖L2(Ω) .

1.6 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siècle et ont permis de résoudre

bon nombre de problèmes concernant les équations aux dérivées partielles sans réponse
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jusque là.

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur l’espaces de Sobolev H1(Ω)

défini par :

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) | ∂iu ∈ L2(Ω) i = 1, · · · , d}.

On note par ∇u le vecteur de composante ∂iu. On a ∇u ∈ L2(Ω)d pour tout

u ∈ H1(Ω).

On sait qui H1(Ω) est un espaces de Hilbert pour le produite scalaire :

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) + (∂iu, ∂iv)L2(Ω),

et la norme associée :

‖ u ‖H1(Ω)= (u, u)
1
2

H1(Ω), et on écrit ‖ u ‖2
H1(Ω)=‖ u ‖2

L2(Ω) + ‖ ∇u ‖2
L2(Ω)d .

On a les résultats suivants :

C1(Ω̄) est dense dansH1(Ω).

Théorèm 1.6.1 (Rellich)

H1(Ω) ⊂ L2(Ω) avec injection compacte.

Théorèm 1.6.2 (trace de Sobolev)

Il existe une application linéaire et continue δ : H1(Ω) → L2(Γ) telle que δu = u|Γ
pour tout u ∈ C1(Ω̄).

Remarque 1.6.1 L’espaces L2(Γ) ci-dessus représenté l’espaces de fonctions réelles

sur Γ qui sont L2 pour la mesure superficielle dT .

L’application δ s’appelle application de trace, elle est définie comme le prolongement

par densité de l’application u→ u|Γ définir pour u ∈ C1(Ω̄).

Remarque 1.6.2 On note que l’application de trace δ : H1(Ω)→ L2(Γ) est un opéra-

teur compacte.
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Définition 1.6.1 Pour tout k ∈ N et pour tout p ∈ [1,+∞], nous définissons l’espace

de Sobolev Wk,p(Ω) par

Wk,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)∀α, |α| ≤ k;∃vα ∈ Lp(Ω), tel que vα = Dαu}.

Remarque 1.6.3 Nous ferons très souvent l’abus d’écriture qui consiste à identifier

Dαu et vα.

La norme sur l’espace Wk,p(Ω) est donnée par

‖ u ‖Wk,p(Ω)=

(
∑
|α|≤k ‖ Dαu ‖Lp(Ω))

1
p si 1 ≤ p <∞,

max|α|≤k ‖ Dαu ‖L∞(Ω) si p =∞.

Pour p = 2, on note par Hk(Ω) l’espace Wk,2(Ω) et la norme précédente provient

d’un produit scalaire.

Théorèm 1.6.3 Les espaces de Sobolev Wk,p(Ω), pour k ∈ N et p ∈ [1,+∞], munis

de la norme ‖ · ‖, sont des espaces de Banach.

De plus, les espaces Hk(Ω), pour tout k entier, sont des espaces de Hilbert.

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le [10].

1.7 Espaces Topologiques

Définition 1.7.1 Une topologie sur un ensemble X est la donnée d’un ensemble τ de

parties de X, i.e. τ ⊂ P (X), vérifiant les propriétés suivantes, appelées axiomes des

ouverts.

i. ∅, X ∈ τ.

ii. Si U, V ∈ τ , alors U ∩ V ∈ τ.

iii. Si (Ui)i∈I est une famille de parties de X appartenant à τ , alors
⋃
i∈I Ui ∈ τ.

L’ensemble X, muni de la topologie τ , est appelé espace topologique.

Définition 1.7.2 Soient (X, τ) un espace topologique et x ∈ X. On dit qu’une partie

V de X est un voisinage de x s’il existe un ouvert U de X tel que x ∈ U ⊂ V .

Plus généralement, soit A une partie de X, on appelle voisinage de A toute partie

V de X telle qu’il existe un ouvert U de X vérifiant A ⊂ U ⊂ V .
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Définition 1.7.3 Soient X, Y deux espaces topologiques

f : X −→ Y une application.

1. On dit que f est ouverte si l’image par f de tout ouvert de X est ouverte dans

Y .

2. On dit que f est fermée si l’image par f de tout fermé de X est fermée dans Y .

Proposition 1.7.1 :

Soient X, Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application. Les propriétés

suivantes sont équivalentes.

(i) f est une application ouverte.

(ii) Pour tout sous-ensemble B de Y et pour tout fermé F dans X tel que

f−1(B) ⊂ F , il existe un fermé D dans Y tel que B ⊂ D et f−1(D) ⊂ F .

Proposition 1.7.2 :

Soient X, Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application.

Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est fermée.

(ii) Pour toute partie A de X, on a f(A) ⊂ f(A).

Proposition 1.7.3 :

Soient X un espace topologique, Y un espace topologique séparé, A une partie de

X, a ∈ A et f : A −→ Y une application. Alors on a :

1. Si ` est une limite de f en a, alors ` est la seule valeur d’adhérence de f en a.

2. L’application f admet au plus une limite en a.

3. Si a ∈ A et si f admet en a la limite `, alors ` = f(a).

Théorèm 1.7.1 Soient X un espace topologique, A ⊂ X et x ∈ X.

1. S’il existe une suite (an)n>0 dans A convergeant vers x, alors x ∈ A.

2. Si x admet une base dénombrable de voisinages et si x ∈ A, alors il existe une suite

(an)n>0 dans A convergeant vers x.
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Proposition 1.7.4 :

Soient (X, τ) un espace topologique compact et A ⊂ X.

Alors A est compact si et seulement si A est fermé.

Proposition 1.7.5 :

Toute partie compact d’un espace topologique séparé est fermée.

Proposition 1.7.6 :

Toute partie infinie d’un espace compact admet au moins un point d’accumulation.

Définition 1.7.4 soit X un espace normee, x ∈ X et r > 0, on not :

1. BX(x, r) = {y ∈ X : ‖y − x‖ < r}.

2. B̄X(x, r) = {y ∈ X : ‖y − x‖ ≤ r}.

3. ∂BX(x, r) = {y ∈ X : ‖y − x‖ = r}.
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Chapitre 2

Les théorèmes de point fixe

La signification du théorème de point fixe.

L’applicatoin de ce théorème nous donne des résultats qui sont d’une importance

fondamentale dans l’analyse non linéaire.

Citons quelques un :

- Existence de la solution

- Unicité de la solution

- Stabilité de la solution sous une petite perturbation de l’équation

- Existense de la convergence des méthodes d’approximation

- Stabilité des méthodes d’approximation

Pour achever ce paragraphe,nous allons montrer que les hypothéses du théorème poit

fixe.

Liste des théorèmes

• Théorème du point fixe de Banach, également attribué au mathématicien français

Émile Picard.

• Théorème du point fixe de Browder.

• Théorème du point fixe de Schauder.
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28 2.1.1

• Théorème du point fixe de Kranoselskii.

• Théorème du point fixe de Kannan.

• Théorème de Poincaré-Birkhoff.

• Théorème du point fixe de Ryll-Nardzewski.

2.1 Théorème du points fixe de Banach

Théorèm 2.1.1 (Théorème de point fixe de Banach 1922.)

Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach (X, ‖ · ‖X).

Supposons que Λ : K→ K est une contraction, c’est à dire il existe c ∈]0, 1[ telle que

‖ Λ(u)−Λ(v) ‖X≤ c ‖ u− v ‖X ∀u, v ∈ K.

Alors, il existe un unique élément u ∈ K tel que Λ(u) = u ; i.e possède un point fixe

unique dans K.

Remarque 2.1.1 De plus nous avons la propriété suivante qui est importante,

si x1 = f(x0) et pour n ≥ 1, xn = f(xn−1)

alors

lim
n→+∞

xn = x

et

d(xn, x) ≤ kn

(1− k)
d(x1, x0), n ≥ 1,

x étant le point fixe de f .

Preuve.

Existence : Soit y ∈ E un point arbitraire dans E. Considérons la suite (xn)n≥1 donnée

par

xn = f(xn−1), n ≥ 1

x0 = y.

(2.1)

On doit prouver que (xn) est une suite de Cauchy dans E.

Pour m ≤ n

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm+1) + d(xm+1, xm+2) + ...d(xn−1, xn)
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Puisque f est une contraction, on a :

d(xp, xp+1) = d(f(xp−1), f(xp)) ≤ kd(xp−1, xp), pourp ≥ 1.

Par itération on a :

d(xm, x(n)) ≤ (km + km+1 + ...+ kn−1)d(x0, x1)

≤ km(1 + k + ...+ kn−m−1)d(x0, x1)

≤ km

1− k
d(x0, x1).

(2.2)

On déduit que (xn)n est de Cauchy dans E qui est complet, donc (xn)n converge vers x

dans E.

Par ailleurs puisque f est continue, on a :

x = lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

f(xn−1) = f( lim
n→+∞

xn−1) = f(x).

Donc x est un point fixe de f(i.ef(x) = x).

Unicité : Supposons qu’il existe deux points x, y ∈ E tel que x 6= y, x = f(x) et y = f(y).

Alors on a :

d(x, y) = d(f(x), f(y)),

donc
d(f(x), f(y))

d(x, y)
= 1.

D’autre part on a :
d(f(x), f(y))

d(x, y)
≤ k ≤ 1.

Ce qui contradiction d’ou l’unicité existe.

Exemple 2.1.1 1) E = R et l’application f : R→ R définie par

f(x) =
1

2
x+ 1.

Alors f est contractante et admet un unique point fixe x = 2.

2) f : [0, 1] → R définie par f(x) = 1
2
x + 1, ne possède pas de point fixe (on a pas

f([0, 1]) ⊂ [0, 1].)

Remarque 2.1.2 1) Les hypothèses du théorème du Banach est réellement utilisé si

nous a négligions seulement une, alors le point fixe n’existe pas.
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a) E n’est pas stable pour f : f(x) =
√
x2 + 1 sur E = [0, 1]. On a E est fermé

dans R donc complet ( car R est complet . De plus f(x) = x√
x2+1

< 1 ce qui

implique que sup
x∈E
|f ′(x)| < 1 donc f est contractante.

Mais f n’admet pas de point fixe car f([0, 1]) = [0,
√

2] * [0, 1], i.e E n’est

pas stable par f .

b) Si f n’est pas contraction : f(x) =
√
x2 + 1sur E = [0,+∞[.

On a f : E→ E, et fermé de R qui est complet.

Mais f n’admet pas de point fixe car sup
x∈E
|f ′(x)| = 1 donc f n’est pas contrac-

tante.

c) E n’est pas complet : f(x) =
sinx

2
sur E =]0,

π

4
].

On a f(]0, π
4
]) =]0,

√
2

4
] ⊂]0,

π

4
], et sup

x∈E
|f ′(x)| = 1

2
< 1, donc f est contrac-

tante.

Mais n’admet pas de point fixe car E n’est pas fermé dans R dans E n’est

pas complet.

2) Si f est une application Lipschitizienne (pas nécessairement une contraction) mais

l’une de ces itérées fp est une contraction, alors f a encore un point fixe et un

seul. Ceci résulte de l’unicité.

En effet, soit x l’unique point fixe de fp on a :

fp(f(x)) = f(fp(x)) = f(x)

ce qui convient dire que f(x) est aussi un point fixe de fp et grâce à l’unicité

f(x) = x.

Donc ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent l’unicité

du point fixe.

3) Il se peut que f ne soit pas une contraction sur tout l’espace E mais juste dans le

voisinage d’un point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant qui est la version

local du théorème de Banach.

Théorèm 2.1.2 Soit (E, d) un espace métrique complet et f : B(x0, r) → E une

contraction de constante k avec

d(f(x0), x0) > (1− k)r.
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Alors f admet un unique point fixe dans B(x0, r).

Preuve

On a d(f(x0), x0) > (1− k)r donc il existe r0 tel que 0 ≤ r0 ≤ 1 et

d(f(x0, x0) > (1− k)r0.

On montre que f : B(x0, r0)→ B′(x0, r0).

Soit x ∈ B′(x0, r0) alors

d(f(x), x0) ≤ d(f(x), f(x0)) + d(f(x0), x0)

≤ kd(x, x0) + (1− k)r0

≤ kr0 + (1− k)r0

= r0.

2.2 Théorème du point fixe de Banach-Picard

Théorèm 2.2.1 Soit (E, ‖.‖) un espace normé complet, f une application contractante

de E dans E : il existe un nombre k de sorte que 0 ≤ k < 1 et pour tout x, y ∈ E,

‖f(y)− f(x)‖ ≤ k‖y − x‖.

Alors il existe un et un seul point fixe ξ de l’application f : ∃!ξ ∈ E; f(ξ) = ξ.

Preuve

La preuve de ce théorème consiste à se donner x0 ∈ E et à étudier la suite de ses itérés

par l’application f : xn+1 = f(xn). Si on note f (j) l’itérée d’ordre j ∈ N de l’application

f pour la loi de composition, on obtient sans difficulté

‖f (j)(y)− f (j)(x)‖ ≤ kj‖y − x‖.

On montre que la suite (xn)n∈N est de Cauchy. Comme xn = f (n)(x0), on a grâce à

l’inégalité triangulaire

‖xn+m − xn‖ = ‖f(xn)− f(xn−1)‖ ≤ k‖xn − xn−1‖ ≤ · · · ≤ kn‖x1 − x0‖.
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On déduit de toutes ces inégalités que pour deux entiers n et m arbitraires,

‖xn+m − xn‖ ≤
kn

1− k
‖x1 − x0‖.

Le membre de droite de l’inégalité précédente peut être rendu arbitrairement petit si n

est assez grand et la suite (xn)n∈N est donc une suite de Cauchy.

Comme l’espace E est complet, elle converge vers un point ξ ∈ E qui satisfait par

continuité à la relation f(ξ) = ξ. Un tel point fixe est nécessairement unique : pour

un autre point fixe ξ′ , on a ‖ξ − ξ′‖ = ‖f(ξ) − f(ξ′)‖ ≤ k‖ξ − ξ′‖ avec 0 ≤ k < 1;

l’inégalité précédente n’est possible que sous la condition ‖ξ − ξ′‖ = 0,

c’est à dire pour ξ − ξ′.

Les itérations de Picard xn+1 = f(xn) utilisées dans la preuve fournissent un procédé

explicite d’approximation du point fixe : c’est l’“algorithme du point fixe”.

2.3 Théorème du point fixe de Brouwer

Le théorème du point fixe de Brouwer est un résultat de la topologie algébrique. Il fait

partie de la grande famille des théorèmes du point fixe. Ce théorème donne l’existence

d’un point fixe pour une fonction continue sur une boule fermée dans un espace de

dimension finie.

Théorèm 2.3.1 Soit D ⊂ E une partie non vide compact convexe deRn et f : D → D

une fonction continue. Il existe alors x ∈ E tel que f(x) = x.

Le théorème de Brouwer prends plusieurs formes selon le contexte d’utilisation, pour

n = 1 (dimension un) le théorème de Brouwer prend la forme suivante

Théorèm 2.3.2 Si f : [a, b]→ [a, b] continue, alors il existe x ∈ [a, b] tel que f(x) = x.

Remarque 2.3.1 Dans R les partie compactes et convexes sont les segments.

Preuve.

Si f est continue sur [a, b] dans lui même, la fonction g(x) = f(x) + x est continue de

plus

g(a) = f(a)− a ≥ 0 et g(b) = f(b)− b ≤ 0.
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Par le théorème de la valeur intermédiaire, il existe un point x0 tel que g(x0) = x0,

c’est-à-dire f(x0) = x0 ( x0 est le point fixe de f ).

-Pour dimension deux :

Théorèm 2.3.3 Tout application f continue du disque fermé dans lui même admet au

moins un point fixe.

Remarque 2.3.2 Dans le plan, les parties compactes et convexes sont des disques

fermés ou bien des boules fermées.

Preuve.

On va donner un squelette de la démonstration. Si C le domaine de définition de

fd’intérieure vide. C’est un segment. Sinon, C est semable à une boule unité fermée.

Le terme semable signifie qu’il existe un homéomorphisme ϕ de la boule unité vers C.

L’équation définissant le point fixe peut encore s’écrire si g = f ◦ ϕ, g(x) = x.

Autrement dit, on peut supposer que C est la boule unité fermée.

On peut de plus choisir la norme de manière quelconque. Si on choisit celle qui asso-

cier la valeur absolue de la plus grande coordonnée, cela revient à dire que l’on peut

choisir pour compact C, l’ensemble [1, 1][1, 1], sans perte de généralité. Si l’on définit

la fonction h comme suit

h : [1, 1] x [1, 1] −→ [1, 1] x [1, 1]

x 7−→ h(x) = g(x)− x,
(2.3)

Cela revient à montrer que la fonction g atteint le vecteur nul sur [1, 1] x [1, 1]. Si fk,

pour k = 1, 2 sont les deux fonctions cordonnées de f , cela revient à montrer l’existence

d’un point x0, tel que h1, h2, admettent toutes deux pour zéro de la valeurs x0.

La fonction h1 est une fonction de [1, 1] x [1, 1] dans [1, 1]. Sur {1} x [1, 1]. L’altitude

est positive. En revanche sur {1} x [1, 1], elle est négative. Ceci laisse penser que la

courbe de niveau 0 est une ligne qui parte d’un point [1, 1] x {1} pour finir sur un point

de [1, 1] x {1}. Le même raisonnement appliquée à h2 laisse penser que la courbe de

niveau 0 est cette fois-ci une ligne qui part d’un point de {1} x [1, 1] pour terminer sur

un point de {1} x [1, 1].

Intuitivement, il semble évident que ces deux lignes de niveaux doivent nécessairement

se croiser et ce point de croisement est un point fixe de f ◦ ϕ.
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Remarque 2.3.3 Il est important de voir que l’unicité n’est pas assurée par le Théo-

rème de Browder du foit que chaque point de C est un point fixe de l’application identité.

Il est possible de généraliser en toute dimension finie. Donc dans un espace euclidien,

on retrouve.

Théorèm 2.3.4 Toute application f continue de la boule unité fermé de Rn dans lui-

même admet un point fixe. Ce point fixe n’est pas forcement unique.

2.4 Théorème du point fixe de Schauder

Le théorème du point fixe de Schauder est plus topologique et affirme qu’une applica-

tion continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement

unique.

Remarque 2.4.1 - Ce théorème prolonge le résultat du théorème de Brouwer pour

montrer l’existence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact

dans un espace de Banach.

- Schauder a généraliser le résultat de Brouwer en dimension infinie.

Théorèm 2.4.1 Soit C un sous ensemble non vide, compact convexe dans un espace

Banach E et supposons f : C → C une application continue. Alors f admet un point

fixe.

Preuve.

Soit C un sous ensemble compact convexe d’un espace de Banach E, et soit f : C une

application continue. Comme C est un compact, f est uniforme continue donc, fixons

ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout x, y ∈ C, on a

‖x− y‖ ≤ δ ⇒ ‖f(x)− f(y)‖ < ε,

de plus il existe {x1, x2, . . . , x`} ⊂ C tel que K ⊂
⋃

1≤j≤`B(xj, δ).

Soit L := V ect(f(xj))1≤j≤` alors L est de dimension fini et C∗ := C ∩ L est compact

convexe de dimension finie.
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Pour 1 ≤ j ≤ `, on définit les fonctions continues ψj : E → R par

ψj =


0 si ‖x− xj‖ ≥ δ

1− ‖x− xj‖
δ

sinon,

il est clair que ψj est strictement positive sur B(xj, δ) et nulle ailleurs.

On a donc pour tout x ∈ C,

∑̀
j=1

ψj(x) > 0.

Ainsi, on peut définir sur C les fonctions continues positives εj paré

εj(x) =
ψj(x)∑`
k=1 ψk

pour les quelles, on a
∑`

j=1 εj(x) = 1, pour tout x ∈ C.

Posant, pour x ∈ C

g(x) =
∑̀
j=1

εj(x)f(xj).

La fonction g est continue et prend ses valeurs dans C∗.

Le théorème de Brouwer assure que la restriction g�C∗C
∗ → C∗ possède un point

fixe z ∈ C∗.

De plus

f(z)− z = f(z)− g(z).

=
∑̀
j=1

εj(z)f(z)−
∑̀
j=1

εj(x)f(xj).

=
∑̀
j=1

εj(z)[f(z)− f(xj)].

On a si εj(z) 6= 0 alors ‖z − xj‖ < δ, et par suite ‖f(z)− f(xj)‖ < ε.

On a donc pour tout j

‖f(z)− z‖ ≤
∑̀
j=1

εj(z)‖f(z)− f(xj)‖.

≤
∑̀
j=1

εj(z)ε = ε.
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Pour tout entier m, en peut trouver un point ym ∈ C tel que

‖f(zm)− zm‖ ≤ 2−m,

et puisque C est compact, on peut extraire une sous suite (zmk) de la suite (zm)m∈Z et

qui converge vers un point z∗ ∈ C.

Alors f étant continue, la suite (f(zmk)) converge vers f(z∗), et on conclut par la suite

que f(z∗) = z∗ i.e z∗ est un point fixe de f sur C.

2.5 Théorème du point fixe de Kranoselskii

Nous donnons un théorème d’existence du point fixe concernant les applications de

la forme Λ = f + g , où g est continue et compacte et f une contraction.

Théorèm 2.5.1 Soit X un espace de Banach et D un ensemble non vide de X fermé

borné et convexe. f, g deux applications de D dans X telles que :

f est une contraction (de constante k) g est compact et continue.

fx+ gy ∈ D, ∀x, y ∈ D

Alors il existe x ∈ D tel que fx+ gx = x.

Remarque 2.5.1 Ce théorème peut être formulé d’une façon plus générale en consi-

dérant une seule application

G : D x Q(D)→ D où Q est un opérateur de D dans un autre espace de Banach Y et

tel que :

i) G(x, y) est une contraction en x pour tout y ∈ Q(D).

ii) G(x, y) est continue en y ∈ Q(D) uniformément par rapport à x ∈ D.

iii) Q est compacte et continue.

Sous ces conditions x ∈ G(x,Q(x)) a une solution dans D

-La condition (iii) peut être remplacée par fx+ gx ∈ D(∀x ∈ D) grâce au théorème de

Darbo.

-Dans un espace d’Hilbert (iii) peut être aussi remplacée par fx+ gx ∈ D(∀x ∈ D).[7]
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2.6 Théorème du point fixe de Kannan

Théorèm 2.6.1 (R. Kannan 1968)

Soient (E, d) un espace métrique complet et f : E → E une application. Supposons

qu’il existe a ∈
[
0, 1

2
[ , tel que pour tous x, y ∈ E, on a

d(f(x), f(y)) ≤ a[d(x, f(x)) + d(y, f(y))]. (2.4)

Alors f admet un point fixe unique dans E.

Preuve.

Existance : Soit x0 ∈ E, on définit la suite {xn}n∈N∗ par

xn = f(xn−1), n = 1, 2, ...,

en utilisant la condition (2.4), on obtient

d(xn, xn+1) = d(f(xn−1), f(xn))

≤ a[d(xn−1, xn) + d(xn, xn+1)],

ce qui implique

d(xn, xn+1) ≤ (
a

1− a
)d(xn−1, xn),

par récurrence sur n, on a

d(xn, xn+1) ≤ (
a

1− a
)nd(x0, x1).

On pose r = a
1−a . Si n, p sont deux entiers naturels, alors

d(xn, xn+p) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + ...+ d(xn+p−1, xn+p)

≤ (rn + rn+1 + ...+ rn+p−1)d(x0, x1)

≤ rn

1− r
d(x0, x1)

Comme a ∈
[
0, 1

2
[ on a r ∈ [0, 1 [ et donc d(xn, xn+p)→ 0 lorseque n→∞.

La suite (xn)n∈N est alors de Cauchy.

Comme E est complet, il existe u ∈ E tel que lim
n→∞

xn = u. u est un point fixe de E car

d(u, f(u)) ≤ d(u, xn) + d(xn, f(u))

≤ d(u, xn) + a[d(xn, xn−1) + d(u, f(u))],
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et donc

d(u, f(u)) ≤ 1

1− a
d(u, xn) +

a

a− 1
d(xn−1, xn).

Soit ε > 0 un réel arbitraire, comme (xn)n≥0 converge vers u, il existe un entier naturel

N = N(ε) tel que

n ≥ N ≥ 1(u, xn) ≤ ε
1− a
1 + a

et

d(xn−1, xn) ≤ ε
1− a
1 + a

Il en résulte que

d(u, f(u)) ≤ ε

1 + a
+

εa

1 + a
= ε.

Comme ε est arbitraire, on déduit que f(u) = u.

Unicité : Soit v est un autre point fixe de f , alors

d(u, v) ≤ a[d(u, f(u)) + d(v, f(v))]

= 0,

et donc u = v, ce qui achève la preuve.

Exemple 2.6.1 Soit E = R et f : E → E une application définit par :

f(x) =

0 si x ≤ 2

−1
2

si x > 2.

Alors :

1. f n’est pas continue.

2. f satisfait la condition (1) avec a = 1
5
et par conséquent, d’aprés le théorème de

Kannan, f admet un point fixe unique u = 0 dans E.
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Chapitre 3

Applications du point fixe aux

equations differentielles

3.1 Application de contraction de Banach

Théorèm 3.1.1 Le problème de Cauchy :x
′(t) = f(t, x(t)),

x(t0) = x0,

(3.1)

où f : D → E, D est un domaine de R x E avec E un Banach, alors le problème admet

une unique solution x(t) définie sur un certain intervalle I = [t0 − h, t0 + h], pour vu

que h est choisi tel que :

h ≤ min{r, rδ, 1

β
}.

r : Rayon environ x0

Soit E un espace de Banach, on définie l’opérateur :

Λ : E→ E,

Λx(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds,

On considère les hypotéses suivantes :

H1 : f est continue,
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H2 : δ > 0 et β > 0 tel que :

δ = sup
(t,x)∈D

|f(t, x)|,

et

β = sup
(t,x)∈D

|fx(t, x)|.

H3 : De plus la fonction f est β-lipschitzienne en x uniformément par rapport à t ∈ I.

En effet, en utilisant le théorème des accroissements finis il existe z(t) tel que

f(t, x(t))− f(t, y(t)) = fx(t, z(t))[x(t)− y(t)].

D’où

|f(t, x(t))− f(t, y(t))| ≤ β|[x(t)− y(t)]|.

Preuve :

Montrons que l’opérateur Λ vérifie les conditions du théorème de contraction de

Banach, la preuve est donnée en deux étapes.

Étape(1). on montre que Λ(M) ⊂M, avec M = B(x0, r), r > 0 i.e.

∀x ∈M, Λx ∈M,

soit x ∈M, pour t ∈ I on a :

Λx(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds⇔ Λx(t)− x0 =

∫ t

t0

f(s, x(s))ds,

alors

|Λx(t)− x0| ≤
∫ t

t0

|f(s, x(s))|ds, ∀t ∈ I,

par passage au sup, on obtient

sup
t∈I
|Λx(t)− x0| ≤

∫ t

t0

sup
t∈I
|f(s, x(s))|ds

≤ δ|t− t0|

≤ h.δ

≤ r,

par suite d(Λx, x0) ≤ r. D’où, Λx ∈M.
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Étape(2).Λ est une contraction. Soient x, y ∈M pour tout t ∈ I on a :

Λx(t)− Λy(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds− x0 −
∫ t

t0

f(s, y(s))ds,

=

∫ t

t0

(f(s, x(s))− f(s, y(s)))ds,

alors

|Λx(t)− Λy(t)| ≤
∫ t

t0

|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds,

≤ β.h sup
t∈I
|x(t)− y(t)|,

par suite

d(Λx,Λy) ≤ β.h.d(x, y),

Λ est une contraction car β.h < 1, par siute Λ admet un unique point fixe x qui

correspond a l’unique solution x(t) de l’équation différentielle.

3.2 Application de théorème de Schauder

Théorèm 3.2.1 soit I un intervalle ouvert de R,Ω un ouvert de Rn et f : I x Ω→ Rn

une application continue, alors si t0 ∈ I et x0 ∈ Ω sont donnés, le problème suivant :x
′(t) = f(t, x(t))

x(t0) = x0,

(3.2)

admet au moins une solution x de classe C1 définie sur un certain intervalle dans I de

la forme [t0 − h, t0 + h] , avec h > 0.

Preuve :

Cylindre de sécurite.

Comme I et Ω sont des ouverts, il existe D0 = [t0 − h, t0 + h] x B̄(y0, r0) un cylindre

inclus dans I x Ω, D0 est compact donc f est bornée sur D0 par une constante M .

Soit h ≤ h0 et x une solution du problème déhinie au moins sur I0 ⊂ [t0 − h, t0 + h] ,

supposons qu’elle sorte du cylindre

D = [t0 − h, t0 + h] x B̄(x0, r0),
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au temps τ ∈ [t0 − h, t0 + h] alors, par continuité.

r0 = ‖x(τ)− x0‖ = ‖
∫ τ

t0

x′(u)du‖ ≤ hM.

Donc si h ≤ min(h0, r0M) alors toute solution définie sur I0 ⊂ [t0 − h, t0 + h] , rest

dans la boule B̄(x0, r0). On nommera cylindre de sécurite l’ensemble

[t0 − h, t0 + h] x B̄(x0, r0).

-Application de Schauder : On note :

E = C([t0 − h, t0 + h] ,Rn) et D = C([t0 − h, t0 + h] , B̄(x0, r0)).

Alors E est un R espace vectoriel normé et D est un convexe fermé non vide, pour

x ∈ D, on définie la fonction Φ(x) sur [t0 − h, t0 + h] comme suit :

Φx(t) = x0 +

∫ t

t0

f(u, x(u))du,

par convergence dominée, Φ est continue puis comme Mh ≤ r0, on a

Φ : D → D,

supposons que Φ(D) est relativement compact, alors par le théorème de Schauder, on a

l’existence d’un point fixe dans D de Φ, i.e. une solution à notre équation différentielle

définie sur [t0 − h, t0 + h] .

Φ(D) est relativement compacte, [t0 − h, t0 + h] est compact et Φ(D) est bornée par r0

en norme infinie.

Puis si x ∈ D et t1, t2 ∈ [t0 − h, t0 + h] alors :

‖Φx(t1)− Φx(t2)‖ = ‖
∫ t2

t1

f(u, x(u))du‖

≤M |t1 − t2|.

En déduit que les fonctions de Φ(D) sont M-lipschitzienne sur [t0 − h, t0 + h].

Donc forment une famille équicontinue.

Le théorème d’Ascoli permet alors de dire que Φ(D) est relativement compacte.
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3.3 Application du théorème de Krasnoselskii

On se propose d’étudier le problème à valeur sur le bord de Neumann suivant :−u
′′ +m2u = λf(t, u) + g(t, u), 0 < t < 1

u′(0) = u′(1) = 0.

(3.3)

Où m est une constante positive.

λ > 0 est un paramètre, f : (0, 1) x [0,∞)→ [0,∞) et g : (0, 1) x [0,∞)→ (−∞,+∞)

sont continues.

On va prouver l’existence d’une solution positive du problème (1) sous certaines hypo-

thèses sur f et g et pour un paramètre λ suffisamment petit. L’approche est basée sur

le théorème du point fixe de krasnoselskii. On considère le problème dans l’espace de

Banach E = C [0, 1] muni de la norme : ‖u‖ = supt∈[0,1] |u(t)|.

Soit G(t, s), la fonction de Green pour le problème à valeur sur le bord de Neumann :−u
′′ +m2u = 0, 0 < t < 1

u′(0) = u′(1) = 0.

(3.4)

Alors

G(t, s) =
1

ρ

ϕ(s)ϕ(1− t), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1

ϕ(t)ϕ(1− s), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

où ρ = 1
2
m(em − e−m), ϕ(t) = 1

2
m(emt + e−mt)

ϕ(t) est croissante sur [0, 1[ et G(s, t) ≤ G(s, s), 0 ≤ s, t ≤ 1.

Nous énonçons les deux lemmes suivants qui nous seront utiles :

Lemme 3.3.1 Soit G(t, s)la fonction de Green associée au problème (3.4).

supposons que 0 < θ < 1
2
, alors : G(t, s) > MθG(s, s), θ ≤ t ≤ 1 − θ, 0 ≤ s ≤ 1 où

Mθ =
em

θ
+ e−m

θ

em + e−m

G(t, s) ≥ Cϕ(t)ϕ(1− t)G(t0, s), t, t0, s ∈ [0, 1]

où C =
1

ϕ2(1)
.

Lemme 3.3.2 :

Soit y ∈ C((0, 1), [0,∞)), 0 <
∫ 1

0
y(s)ds <∞ alors le problème à valeur sur le bord de
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Nemann : −w
′′ +m2w = y(t), 0 < t < 1

w′(0) = w′(1) = 0.

(3.5)

admet une solution unique w et il existe une constante Cy telle que :

C ‖ w ‖ ϕ(t)ϕ(1− t) ≤ w(t) ≤ Cyϕ(t)ϕ(1− t) avec Cy =
1

ρ

∫ 1

0
y(s)ds.

-On déduit du lemme (3.3.2) que si y(t) = M alors Cy = CM =
M

ρ
.

On impose les hypothèse suivantes :

(H1) f(t, u) ≤ p(t)q(u) où p : (0, 1) → [0,+∞) et q : [0,+∞) → [0,+∞) sont conti-

nues.

(H2) |g(t, u)| ≤M,M > 0 est une constante.

(H3) 0 <
∫ 1

0
G(s, s)p(s)ds < +∞.

(H4) lim
u→∞

f(t, u)

u
= +∞ uniformément sur tout sous intervalle compact de [0, 1].

Soit C+[0, 1] = {u ∈ [0, 1], u(t) ≥ 0, 0 ≤ t ≤ 1},

et K = {u ∈ C+[0, 1],minθ≤t≤1−θu(t) ≥Mθ‖u‖}.

On vérifie, aisément , que C+[0, 1] et K sont deux cônes de E.

Soit v(t) la solution du problème à valeur sur le bord :−v
′′ +m2v = M, 0 < t < 1

v′(0) = v′(1) = 0.

(3.6)

D’aprés le lemme(3.3.2) v(t) ≤ CMϕ(t)ϕ(1− t) =
M

ρ
ϕ(t)ϕ(1− t).

Posons :

[y(t)]∗ =

y(t), y(t) ≥ 0 0 < t < 1

0 y(t) < 0.

et F (λ, t, u) = λf(t, [u− v]∗) + g(t, [u− v]∗) +M, 0 ≤ t ≤ 1.

Considérons le problème à valeur sur le bord :−u
′′ +m2 = F (λ, t, u)

u′(0) = u′(1) = 0.

(3.7)
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Il n’est pas difficile de prouver que u = u0 − v est une solution positive du problème

(3.3) si et seulement si u0 est une solution positive du problème (3.7), v est la solution

du problème (3.6) et u0(t) > v(t), 0 < t < 1.

Définissons l’opérateur Πλ : C+[0, 1]→ C+[0, 1] par (Πλu)(t) =
∫ 1

0
G(t, s)F (λ, s, u(s))ds.

Lemme 3.3.3 Supposons que les hypothèse (H1)− (H3) sont vérifiées.

Alors :Πλ : K → K est complètement continu (i.e. continu et compact). Le théorème

du point fixe de krasnoselskii dans un cône va jouer un rôle important pour prouver le

résultat cherché.

Théorèm 3.3.1 Soit E un espace de Banach et K ⊂ E un cône. Ω1,Ω2 sont deux

ouverts de E avec 0 ∈ Ω1 et Ω̄1 ⊂ Ω2.

Soit Π : K ∩ (Ω̄2 \ Ω1)→ K un opérateur complètement continu tel que :

a) ‖Πu‖ ≤ ‖u‖ pour tout u ∈ K ∩ ∂Ω1, et ‖Πu‖ ≥ ‖u‖ pour tout u ∈ K ∩ ∂Ω2

b) ‖Πu‖ ≤ ‖u‖ pour tout u ∈ K ∩ ∂Ω2, et ‖Πu‖ ≥ ‖u‖ pour tout u ∈ K ∩ ∂Ω1

Alors Π possède un point fixe dans K ∩ (Ω̄2 \ Ω1).

On enchaine avec le résultat principal qu’est :

Théorèm 3.3.2 Supposons que (H1) − (H4) sont satisfaites. Alors le problème (3.3)

admet au moins une solution positive u ∈ (C2(0, 1) [0, 1]) ,

si 0 < λ ≤
[
max0≤τ≤r q(τ)

∫ 1

0
G(s, s)p(s)ds

]−1

où r = max

{
1 + 2M

∫ 1

0
G(s, s)ds,

M

ρC

}
Démonstration : D’après le lemme (3.3.3), Πλ est complètement continu.

Soit Ω1 = {u ∈ C[0, 1], ‖u‖ < r}.

Pour tout u ∈ K ∩ ∂Ω1, t ∈ [0, 1], on a :

(Πλ)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (λ, s, u(s))

=

∫ 1

0

G(t, s)(λf(s, [u(s)− x(s)]∗) + g(s, [u(s)− x(s)]∗) +M)ds

≤
∫ 1

0

G(t, s)λp(s)q([u(s)− x(s)]∗)ds+ 2M

∫ 1

0

G(s, s)ds

≤λ max
0≤τ≤r

q(τ)

∫ 1

0

p(s)G(s, s)ds+ 2M

∫ 1

0

G(s, s)ds

≤1 + 2M

∫ 1

0

G(s, s)ds ≤ r = ‖u‖.
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Ce qui implique que ‖Πλu‖ ≤ ‖u‖ pour u ∈ K ∩ ∂Ω1.

Par ailleurs, choisissons N assez grand tel que : 1
2
λMθNCϕ

2(θ)
∫ 1

0
G(s, s)ds ≥ 1.

D’après (H4), il existe une constante B > 0 telle que :

f(s, u)

u
> N.

Pour (s, u) ∈ [θ, 1− θ] x [B,∞).

Posons :

Ω2 = {u ∈ C[0, 1], ‖u‖ < R},

où R = max{2r, 2M

ρC
.

2B

Cρ2(θ)
}.

Pour tout u ∈ K ∩ ∂Ω2, s ∈ [0, 1], on a :

u(s)− v(s) ≥u(s)− CMρ(s)ρ(1− s) ≥ u(s)− M

ρ
ϕ(s)ϕ(1− s)

≥u(s)− M

ρCR
C‖u‖ϕ(s)ϕ(1− s)

≥u(s)− 1

2
u(s)

≥1

2
u(s) ≥ 0.

Alors,

min
θ≤s≤1−θ

(u(s)− v(s)) ≥ min
θ≤s≤1−θ

1

2
u(s) ≥ min

θ≤s≤1−θ

C

2
‖u‖ϕ(s)ϕ(1− s)

≥CR
2
ϕ2(θ) ≥ B.
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Donc pour tout t ∈ [θ, 1− θ],

(Πλu)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (λ, s, u(s))

=

∫ 1

0

G(t, s)(λf(s, [u(s)− v(s)]∗) + g(s, [u(s)− v(s)]∗) +M)ds

≥
∫ 1−θ

0

G(t, s)λf(s, [u(s)− v(s)]∗)ds

≥λMθ

∫ 1−θ

0

G(s, s)N(u(s)− v(s))ds

≥λMθ

∫ 1−θ

0

G(s, s)N
u(s)

2
ds

≥λMθ

∫ 1−θ

0

G(s, s)
NC

2
‖u‖ϕ(s)ϕ(1− s)ds

≥1

2
λMθNCϕ

2(θ)

∫ 1−θ

0

G(s, s)‖u‖ds ≥ ‖u‖,

ceci implique que ‖Πλ‖ ≥ ‖u‖ pour tout u ∈ K ∩ ∂Ω2.

En appliquant (b) du théorème (3.3.1), on déduit que Πλ possède un point fixe u0 avec

r ≤ ‖u0‖ ≤ R.

Du lemme (3.3.1), on a :

u0 ≥C‖u0‖ϕ(t)ϕ(1− t)

≥Crϕ(t)ϕ(1− t)

≥Cρr
M

M

ρ
ϕ(t)ϕ(1− t)

≥M
ρ
ϕ(t)ϕ(1− t) = v(t).

Et u(t) = u0(t)− v(t), u(t) ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1)est une solution positive du problème.
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