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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié certains théorémes du point fixe, leurs démons-
trations et leurs propriétés. Parmi eux, nous citons : les théorémes de Banach, de
Banach-Picard, de Brouwer, de Schauder, de Krasnoselskii et de Kannan, ainsi que
certaines de leurs applications. Nous nous intéressons particulierement a 1’établisse-
ment de conditions garantissant 1’existence et 'unicité d’un point fixe, selon l'espace
sur lequel I'application ou l'opérateur est défini. Nous avons également abordé des

exemples de résolution de certains types d’équations différentielles.

Abstract

In this memory, we have examined several fixed-point theorems, their proofs, and pro-
perties. Among the memory, we highlight : the Banach contraction principle, Banach-
Picard theorem, Brouwer’s fixed-point theorem, Schauder fixed-point theorem, Kras-
noselskii’s theorem and Kannan’s theorem, along with some of their applications. Our
primary focus has been on establishing sufficient conditions that guarantee both the
existence and uniqueness of fixed points, depending on the underlying space where the
mapping or operator is defined. Furthermore, we have explored illustrative examples

demonstrating their application in solving various types of differential equations.
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Introduction générale

Le théoréme du point fixe est I'une des techniques mathématiques qui nous permet
de résoudre des nombreux problémes.

Généralement trouver des solution pour des équations différentielles ou intégrales
revient & trouver des points fixes pour des opérateurs associés a ces derniéres.

En 1886, Henri Poincaré démontre un résultat équivalent au théoréme du point fixe
de Brouwer. L’énoncé exact est prouvé pour la dimension trois par Piers Bohl pour la
premiére fois en 1904, puis par Jacques Hadamard dans le cas général en 1910. Luitzen
Brouwer propose une nouvelle démonstration en 1912.

Le théoréme du point fixe de Schauder établi en 1930; est une généralisation
du théoréme du point fixe de Brouwer et affirme qu’une application continue sur un
convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique. Mais qui
nous permet de résoudre plusieurs problémes.

notre travail de recherche sera axé sur les applications est compose en trois parties
est structurés de la maniére suivante :

Dans la premiére partie, on commence par indiquer des définitions élémentaires
des notions d’analyses, illustrent de facon intéressantes de certains manipulations que
I’on peut faire et qui caractérise ce qui nous décrivons dans notre mémoire. Citons les
espaces, vectoriel, espace de Banach, espace de Hibert et espace de Sobolev.

Dans la deuxeime partie, nous écrivons La signification du théoréme de point



Introduction

fixe, Théoréme du points fixe de Banach dans les espaces accossier par des fonctions
contractante dans les sspaces metrique et les espaces normé, Théoréme du point fixe
de Banach-Picard donne I'importence de point fixe dans les espaces normé complet
et les applications contractante, Théoréme du point fixe de Brouwer est une résulta
de I'espace topologique algebrique étulise les fonctions continue sur une boule fermée
dans un espace de dimension finie, Théoréme du point fixe de Schauder ce théoreme
prolonge le résultat de Brower pour les fonctions continue sur un convexe compacte
dans un espace de Banach qui généraliser les résultates de Brower en dimention infinie,
Théoréme du point fixe de Kranoselskii cette théoreme conserne les applications de la
forme f 4 g ou g est continue et compacte et f une contraction a la fin nous citons du
Théoréme du point fixe de Kannan.

Dans la troiseime partie, nous étudions est citons des applications du point fixe

aux divert equations differentielles.




Notations générales
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Hz (D)

Ensemble des entiers naturels,

I’ensemble des nombres réels,

Constante réelle strictement positive,

C’est a dire,

La dérivée partielle de v par rapport a la :“* composante x : 0;1) = g—i,
Gradient de Papplication ¢ : V¢ = (01¢, ..., 0q0),

Divergence de I'application, : Divi) = 019 + ... + dg1b),

le produit scalaire de X,

la norme de X,

Presque partout,

Ouvert de R?, parfois domaine L’hertzien,

I’adhérence de €2,

Espace des fonctions u mesurables sur  telles que [, |[u]*dz < +o0,
La norme de L?(Q) définie par || u || z2)= ([;, [u[?dz)?,

Espace des fonctions u mesurables sur €2 telles que,

de>0:|u|< e p.p., sur Q,

L’espace de Sobolev d’ordre % sur I,

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +00, on note par
Hp Lespace (Hz(I))4,

Hpl'espace dual de Hr.
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Chapitre 1

Rappels d’analyse

Ce chapitre est consacré a la disription des espaces utilisés dans cette memoire.
Comme les espaces vectoriels, espace de Banach, espace de Hilbert, espace de Sobolev
et espace Topologie.

Nous rappelons des notions de base et certains propriétés des espaces qui seront
utilisé tout au long de ce mémoire.

Pour plus de détails, voir 3, 4, 6, 7].
1.1 Espace métrique

Définition 1.1.1 Une distance (ou métrique) sur un ensemble X est une application :
d: XxX —Ry
(z,y) — d(z,y)
possédant, pour tous x,y,z € X, les propriétés suivantes :
1. d(z,y) =0z =y;
2. d(x,y) = d(y,z);
3. d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Muni de la distance d, X est appelé espace métrique, on note parfois un tel espace

(X,d). Le nombre réel positif d(x,y) est appelé la distance entre x ety dans X.

Proposition 1.1.1 :

Soit (X, d) un espace métrique.

11



2.1.1

1. Pour tout z,y,z € X, on a |d(x,z) —d(z,y)| < d(x,y).

2. Pour tout x1, %, ..., Tn, Tpp1 € X, on a d(z1, Tpy1) < D iy d(Ti, Tiv).

Proposition 1.1.2 :

Pour tous x = (x1, ..., Tp), ¥y = (Y1, -, Yn) € R™, on a :
LS ] < (0 222 (X0, y2)2 (inégalité de Cauchy-Schwarz).

2. O (m+y)?) < (O, 22z + (S0 y2)7 (inégalité de Minkowski).

Définition 1.1.2 Soient (X,d) un espace métrique, a € X et r > 0.

1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r [’ensemble :
B(a,r) ={x € X;d(a,x) < r}.

2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r l’ensemble :
B'(a,r) ={r € X;d(a,z) <1}

3. On appelle sphére de centre a et de rayon r [’ensemble :
S(a,r) ={z € X;d(a,z) =r}.

Notons que l'on a B'(a,r) = B(a,r)U S(a,r).

1.2 Espace vectoriels

Définition 1.2.1 soit E un ensemble muni de deux lois :
Une addition + sur E telle que (E,+) soit un groupe commutatif.

Une loit externe de multiplication des vecteurs v de E par un scalaire A € K satisfaisant
i) MU +7) =\t + AU
i) (a+ M) =aud+ A
iii) A(a.d) = (A\a).a

w) ld=1u

12



2.1.1

1.2.1 Espace vectoriels normée
Définition 1.2.2 soit X un espace vectoriel sur K. Une norme ||.|| sur ’espace X est
une application définie sur X a valeur dans Ry qui posséde les propriétés suivantes :
1. Pourtousz € X,||z|]| =0« z =0.
2. Pour tous x € X et A € K, || \z|| = |Al]|z]].
3. Pour tous x,y € X, ||z +y| < ||zl + ||y -
Cette inégalité est appelée inégalité triangulaire.

Définition 1.2.3 Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel X muni d’une

norme ||.|| et de la topologie associée a cette norme.

1.2.2 Les espaces vectoriels de fonctions

Sotent X un ensemble quelconque et n un entier quelconque.
On note E =T (X,K"), lespace de toutes les fonctions de X a valeurs dans K™.
Muni de deux lois, l'un la somme des fonctions et l’autre multiplier une fonction de E

par un scalaire (une constante) A € K.

1.3 Espace de Banach

Maintenant il nous est paru nécessaire de présenter quelque espaces, quelque
résultats sur les opérateurs fortement monotones et Lipschitzienne, les inéquations va-

riationnelles et dévolution.

Définition 1.3.1 Une suite (xy), d’éléments d’un espace normé E est dite suite de
Cauchy si :

Ve>0;IN > 1k 1> N = |lap— || <e

Toute suite convergente est de Cauchy.

13



2.1.1

1.3.1 Contraction

Le principe de contraction de Banach est le résultat le plus élémentaire dans la
théorie du point fize.

En analyse ces théoremes se relévent étre des outils tres utiles en mathématiques,
principalement dans le domaine de résolution des equations différentielles.

Le théoreme de point fize de Banach donne un critére général dans les espaces
métriques complets pour assurer que le procédé d’itération d’une fonction tend vers un
point fize.

En définit quelque définitions qui permet d’affirmer qu’une fonction f admet des

critére de théoreme du point fixe de contraction.

Définition 1.3.2 Soit (X,d) un espace métrique, une application f : X — X est

dite lipschitzienne de rapport k > 0 si :

d(f(z), fly)) < kd(z,y) pour tout x,y € X

k est dite constante de lipschitz.

Définition 1.3.3 Soit (X, d) un espace métrique une application f : X — X est

dite 1—lipschitzienne si k =1 et

d(f(z), fly) < d(z,y) pour tout x,y € X

et lapplication f est dite non expansive.

Définition 1.3.4 L’application lipschitzienne f est appelée.
1. non expansive si k = 1.

2. contraction s1 0 < k < 1.

Théoréem 1.3.1 Soit (X,d) un espace métrique complet et f : X — X une contrac-

tion avec k sa constante de Lipschitz.

14



2.1.1

Alors [ admet une unique point fize u € X.

En outre, pour tout x € X,

Jim @) =
A" (), w) =< T d(z, (@)

1.4 Espaces de Hilbert

Définition 1.4.1 soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sur H,
c’est-a-dire (.,.)g : H x H — R est une application bilinéaire symétrique et définie
positive.

On note par || - ||g Uapplication de H — R, définie par :

1
Il (= (u, u)g, (1.1)
et on rappelle que || - ||g est une norme sur H qui vérifie l'inégalité de Cauchy-
Schwartz :
|(w, 0)u| <[fwllall vlla, Yu,veH. (1.2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par
(1.1). Soit H' lespace dual de H c’est a dire l’espace des fonctionnelles linéaires et

continues sur H muni de la norme :

<N >
I lg= sup ———— I
verd—g0y v lm

ot (.,.) gy . i représente la dualité entre H et H.

Définition 1.4.2 soit (X, ]].||) un espace vectoriel normé et (x,)nen une suite d’élé-

ments de X.

1. On dit que (z,)nen est convergente s’il existe x € X tel que

lim, e ||z, — || = 0. Autrement dit

Ve>0,IN e NNn > N = ||z, — x| <€

15



2.1.1

Théorém 1.4.1 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) : Soit H un
espace de Hilbert et soit H son espace dual. Alors, pour tout ¢ € H' il existe f € H

unique tel que
<¢7U>H,xH:(f7/U)H VUGH

De plus
1o Nl =S Il -

L importance de ce théoreme est que tout forme linéaire continue sur H peut se
représenter a l'aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme

isométrique qui permet d’identifier H et H .

1.4.1 Opérateurs compacts

Opérateurs compacts constituent une classe importante d’applications linéaires conti-
nues.
D’une part, ils sont presque des opérateurs de rang fini (i.e. approchés par des opéra-
teurs dont l'image est de dimension finie).

D’autre part, la classe des opérateurs compacts est suffisamment large pour inclure

les opérateurs a noyau continus ou dans L2.

Définition 1.4.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés.

Une application T € D(ﬂE, F) est un opérateur compact si T(Bg) est un compact de F,
ot By est la boule unité fermée de E. On note par K(E, F) l’ensemble des opérateurs

compacts de E dans F et par K(E) si E = F.

Proposition 1.4.1 :
Soient E et F' deuz espaces vectoriels normés et T € Q(E, F). Les conditions

sutvantes sont équivalentes :
i) T est compact.

it) Pour tout A C E borné, T(A) est compact.

iii) Toute suite bornée (x,)nen de E, (Txy)nen admet une valeur d’adhérence

16



2.1.1

Démonstration :

i) = ii) Soit A C E borné,alors il existe v > 0 tel que A C r.Bp

d’ou T(A) C rT(Bg). Ainsi, T(A) est compact, comme fermé du compact r.T(Bg).
i1) = di1) Il suffit de poser A = {x,,n € N}.

iii) = 1)S0it (Yn)nen une suit de T(Bg).
Pour tout n € N, il eziste z, € T(B) tel que ||yn — z||lr < 27"

Comme par hypotheése (z,)nen admet une valeur d’adhérence,il en est de méme pour

(yn)neN-

Proposition 1.4.2 Soit E,F deux espaces de Banach.

i) L’ensemble des opérateurs compacts K(E, F) est un sous-espac vectoriel fermé

de SE,F).

it) Soient S € %E,F) et T € Q%F, G), alors si S ou T est compact, T o S €
K(E,G).

Démonstration :

i) Soient N\, € K. Soit (x,) une suit bornée de E. Comme S, T sont compacts,
il existe une sous-suite (Tgam)) telle que S(xymy) et T(xym)) convergent, ainsi
AS(g(ny) + BT (g(n)) converge.

Donc, la suite image de toute suite bornée par AS + BT admet une valeur d’adhé-

rence i.e. A\S + T € K(E, F).

Soit T € m, alors pour tout € > 0, il existe T. € K(E,F) tel que
T —T.|| < %, cela signifie que ||Tx — T.x|| < g pour tout x € Bp. Comme
T. est compacte, T.(Bg) est précompacte, il exise donc N. € N et {yi,...,yn.}

= €
tel que T.(Bg) C UNe, B(yi, =).

2
Ainsi, pour tout x € B, il existe iy € {1,..., N.} tel que |Tox — y;,|| < 27 alors
e ¢
1T =y || < 1T = Tear]| + | Tew = i | < 5 + 5 =

Ne
D’ou T(Bx) C U B(y;, ), par suite T(B)g est compact car F est complet.On a
i=1

donc montrer que T € K(E, F).

Ainsi K(E,F) = K(E, F).

17



2.1.1

ii) Supposons S € K(E,F). Comme T(S(Bg)) C T(S(Bg)), ce dernier est compact,

comme image du compact S(Bg) par Uapplication continu T.

Remarque 1.4.1 Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie.
Alors, lopérateur identité de E n’est pas compact.

Plus généralement, tout isomorphisme T : E — E n’est pas compact.

1.4.2 les opérateur non linéaire dans les espaces de Hilbert
I-Opérateur fortement monotone

Nous donnons quelques définitions et propriétés sur les opérateurs non linéaire et
les formes bilinéaires dans un espaces de Hilbert muni du produit scalaire (-,-)x et de

la norme associée || - ||x.

Définition 1.4.4 Soit A : X — X un opérateur non-linéaire. L’opérateur A est dit :

(1) monotone si

(Au—Av,u —v)x >0 VYu,v € X; (1.3)
ortement monotone si il existe m > 0 tel que
(2) | il ex 0 tel g
(Au—Avu—v)x >m||u—v]x Vu,v€eX; (1.4)
ipschitz st 1l existe > 0 tel que
(3) Lipschitz si il existe M > 0 tel q

| Au — Av [|[x< M ||u—v|x Vu,veX (1.5)

et la fonctionnelle v : X x X — R satisfait

(
(a) Pour toutn € X,~(n,-) est un conveze et s.c.i. surX,

(b)il existe « > 0 tel que (1.6)

\7(”171)1) - 7(“27?}1) + 7(”271}1) - 7(“27/02) <a H Uy — U2 HXH U1 — U2 HX .

L’existence et l'unicité d’une solution au probléme
(Au,u —v)x +y(u,v) +y(u,u) > (f,u—v)x Vv e X (1.7)

est donnée par le résultat suivant.

18



2.1.1

Théorém 1.4.2 Supposons que les hypothéses (1.4),(1.5) et (1.6) sont satisfaites. Alors

a < m, pour tout f € X, il existe une solution unique u € X au probleme (1.7).

Pour Uopérateur A™ : K — K défini par la relation
A" = AA™h m > 2,
nous avons la version suivante du théoréme de point fixe.

Théoréem 1.4.3 Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach
(X, ]| - |Ix)- Supposons que A™ : K — K est une contraction pour m un entier positif.

Alors A admet un point fixe unique dans K.

Définition 1.4.5 Une forme bilinéaire b : X x X — R est continue sl existe un réel
M > 0 tel que :
['6(u, v) lIx< M [ u[[x]| v llx,  Vu,veX.

Définition 1.4.6 Une forme bilinéaire b : X x X — R est dite coercive s’il existe

une constante m > 0 telle que :
blu,u) >m || u ||k, VueX.

Théoréem 1.4.4 (Théoréme du Laz-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert, b : H x H — R une forme bilinéaire continue et
coercitive.
Soit | : H — R une forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique
u € H qui satisfait :
b(u,v) =1(v), YveH. (1.8)

De plus, si b(-,-) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

%b(u,u) — (u,u)x < 51)(1},1}) —(v,v)x, YveX (1.9)

—_

I1- Equation différentielle ordinaire

Théorém 1.4.5 (Cauchy-Lipschitz) : Soit (X, || - ||x) un espace de Banach réel et

soit F(t,-) : X — X un opérateur défini p.p. sur [0,T], qui satisfait les propriétés

19



2.1.1

sutvantes :

(

(a)il existeLy > 0 tel que
H F(t>$) - F(tvy) HXS Ly ” r—y HX Va,ye X, p.p.t e [O?T]’

(b)il existel < p < oo tel que

\F(-,a:) e LP([0,T);X) Vx e X.
Alors, pour tout xo € X, il existe une fonction unique x € WHP([0,T]; X) tel que
@(t) = F(t,z(t)), p.p.t €0, T]

z(0) = zo.

1.4.3 Lemme de Gronwall

Nous rappelons ici le lemme du type Gronwall qui intervient dans de nombreux

problémes de contact, en particulier pour établir ['unicité de la solution.

Lemme 1.4.1 Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €10,7], a >0 une constante et ¢ € C([0,T];R)

(1) Si t t
W(t) <a +/0 m(s)ds +/0 n(s)y(s)ds ¥t e [0,T],
alors
W(t) < (a—i—/o m(s)ds)exp(/o n(s)ds) Vte[0,T)],
(2) Si t
W(t) <mf(t) + a/o Y(s)ds Vit e [0,T],
alors

AM@@SWA%wM?WEWﬂ

Dans le cas particulier a = 0, n =1, la partie (1) de ce lemme devient.
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2.1.1

Corollaire 1.4.1 Soient m € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 pour tout t € [0,T]. Si
Y € C([0,T];R) est une fonction telle que

Mﬂgfm@%+lw@% vt € [0,7],

alors, il existe ¢ > 0 tel que

w@gé%mm;Wemﬂ

Le Corollaire (1.4.1) est souvent utilisé pour montrer l'unicité de la solution.

Dans le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 1.4.2 Soient n € C([0,T);R) telles que n(t) > 0 pour tout t € [0,T].
Sia>0 ety e C(0,T];R) est une fonction telle que;

t
»(t) < (a +/ n(s)y(s)ds Yt e [0,T].
0
Alors :
t
P(t) < (a)exp(/ n(s)ds) vt e [0,T].
0
Le corollaire précédent est souvent utilisé pour montrer ['unicité de la solution de fagon
susvante.

En supposant qu’il existe deux solution,en notant par 1 la norme de la différence entre

ces solution,on essaie ensuite de majorer 1 sous la forme

() < / n(s)uls)ds. Ve 0,7

avec une certaine fonction n > 0. L’application du corollaire donne immédiatement la

nullité de 1.

1.5 Les espaces LP(()

Définition 1.5.1 (Espace de Lebesgue). Soit p € R, 1 < p < co. On appelle I’ espace
de Lebesgque LP(Q2) l’ensemble,
LP(Q) = {v : Q — R mesurable sur § et [v|P lebesgue integrable sur Q}.
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C’est un espace de Banach s’il est muni de la norme

1
lollzeoy = ( / () [P dz)P.

Sip=o0 etv:Q— R, mesurable.

Alors on définit ||.|| =) par :

[0l L) = supss(v) = inf{c; [v(z)] < c}.

L’espace L>®(Q2) est aussi un espace de Banach.

Définition 1.5.2 Soit p € R, 1 < p < oo. On dit qu’'une fonction v : Q@ — R
appartient o LY () siwo Ix € LP pour tout VK C Q ou I représente Uapplication
identité de K.

Théoréem 1.5.1 . Pour tout p € [1,400], les epaces LP(§2) vérifient les assertions sui-
vantes :

1) Les espaces LP(S)) sont des espaces de Banach.

2) Pour toute fonction u € LP(S2), toute v € LP(S2) l'inégalité de Holder est vérifiée; i.e

1 1
/|“ |d$<||“||LP )HU”L‘?(Q)aaU@C (2—)+5:1)

3) les espaces L*(Q) sont des espaces séparables pour [1,+00]

4) L’espace L*(Q)) munit de produit scalaire

(u,v) :/Qu(x)v(x)dx,Vu,vE L*(9).

est un espace de Hilbert. De plus linégalité de Cauchy-Schuwarz correspondant a l’in-

égalité de Holder est vérifiée. i.e.

/ L u(z)o(e) | de <)) u |z 0 e

1.6 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siécle et ont permis de résoudre

bon nombre de problémes concernant les équations aux dérivées partielles sans réponse
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Jusque la.
On commence par un bref rappel de quelques résultats sur l'espaces de Sobolev H*(§2)
défini par :
H Q) ={uecl?Q) | ouel?*Q)i=1,---,d}.

On note par Vu le vecteur de composante O;u. On a Vu € L%Q)? pour tout
u e H' (Q).

On sait qui H'(Q) est un espaces de Hilbert pour le produite scalaire :
(u, V)1 () = (u,v)r2(0) + (9w, Oiv)L2(q),
et la norme associée :
| | )= (u, U)I%p(g)a et on écrit || u )=l u T2 + I| Vi 72 -
On a les résultats suivants :

C(Q) est dense dans H'(Q).

Théorém 1.6.1 (Rellich)
H'(Q) C L*(Q) avec injection compacte.

Théoréem 1.6.2 (trace de Sobolev)
11 existe une application linéaire et continue § : H(Q) — L*(T) telle que du = ulp

pour tout u € C1(€).

Remarque 1.6.1 L’espaces L2(T') ci-dessus représenté l'espaces de fonctions réelles
sur I' qui sont L2 pour la mesure superficielle dT.
L’application d s’appelle application de trace, elle est définie comme le prolongement

par densité de Uapplication u — ulr définir pour u € C1(Q).

Remarque 1.6.2 On note que lapplication de trace § : H'(Q) — L*(T') est un opéra-

teur compacte.
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Définition 1.6.1 Pour tout k € N et pour tout p € [1,+00], nous définissons [’espace
de Sobolev W*P(Q) par

WEP(Q) = {u € LP(Q) Va, |a| < k; Fv, € LP(Q), tel quev, = Du}.

Remarque 1.6.3 Nous ferons tres souvent l'abus d’écriture qui consiste a identifier

D%u et v,.

La norme sur ’espace W*P(QQ) est donnée par

1 .
O jagen I DU lo))?  si 1< p<oo,

| w [[wkr0)=
max|a|<k || DU [|Le(q) s1 p = o0.

Pour p = 2, on note par H*(Q) 'espace W*2(Q) et la norme précédente provient

d’un produit scalaire.
Théorém 1.6.3 Les espaces de Sobolev WFP(Q), pour k € N et p € [1,+00], munis

de la norme || - ||, sont des espaces de Banach.

De plus, les espaces H*(Q), pour tout k entier, sont des espaces de Hilbert.

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le [10)].

1.7 Espaces Topologiques

Définition 1.7.1 Une topologie sur un ensemble X est la donnée d’un ensemble T de
parties de X, i.e. T C P(X), vérifiant les propriétés suivantes, appelées axiomes des
ouverts.
. g, X €erT.
1. StU,Ver, alorsUNV €.
iwi. Si (Uj)ier est une famille de parties de X appartenant a 7, alors | J,c; Ui € 7.

L’ensemble X, muni de la topologie T, est appelé espace topologique.

Définition 1.7.2 Soient (X, T) un espace topologique et x € X. On dit qu’une partie
V de X est un voisinage de x s’il existe un ouvert U de X tel quex € U C V.
Plus généralement, soit A une partie de X, on appelle voisinage de A toute partie

V de X telle qu’il existe un ouvert U de X wvérifiant ACU CV .
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Définition 1.7.3 Soient X,Y deux espaces topologiques

f: X — Y une application.

1. On dit que f est ouverte si ['image par f de tout ouvert de X est ouverte dans

Y.

2. On dit que f est fermée si l'image par f de tout fermé de X est fermée dans Y .

Proposition 1.7.1 :
Soient XY des espaces topologiques et f : X — Y une application. Les propriétés

sutvantes sont équivalentes.
(i) f est une application ouverte.

(11) Pour tout sous-ensemble B de Y et pour tout fermé F dans X tel que

f~YB) C F, il existe un fermé D dansY tel que B C D et f~1(D) C F.

Proposition 1.7.2 :
Soient X,Y des espaces topologiques et f: X — Y une application.

Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est fermée.

(i) Pour toute partic A de X, on a f(A) C f(A).

Proposition 1.7.3 :
Soient X un espace topologique, Y un espace topologique séparé, A une partie de

X,a€Aetf:A—Y une application. Alors on a :
1. Si 0 est une limite de f en a, alors { est la seule valeur d’adhérence de f en a.
2. L’application f admet au plus une limite en a.

3. Sia€ Aetsif admet en a la limite ¢, alors { = f(a).

Théorém 1.7.1 Soient X un espace topologique, A C X etx € X.
1. S’il existe une suite (a,)n=0 dans A convergeant vers x, alors x € A.

2. Si x admet une base dénombrable de voisinages et si x € A, alors il existe une suite

(an)nso0 dans A convergeant vers x.
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Proposition 1.7.4 :
Soient (X, T) un espace topologique compact et A C X.

Alors A est compact si et seulement si A est fermé.

Proposition 1.7.5 :

Toute partie compact d’un espace topologique séparé est fermée.

Proposition 1.7.6 :

Toute partie infinie d’un espace compact admet au moins un point d’accumulation.
Définition 1.7.4 soit X un espace normee, x € X et r >0, on not :

1. Bx(z,r)={ye X :|ly —z| <r}.

2. Bx(x,r)={ye X :|y—z| <r}.

3. O0Bx(x,r)={ye X : |ly—z| =r}.
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Chapitre 2

Les théorémes de point fixe

La signification du théoréme de point fixe.

L’applicatoin de ce théoréme nous donne des résultats qui sont d’une importance
fondamentale dans 'analyse non linéaire.

Citons quelques un :

Existence de la solution

Unicité de la solution

- Stabilité de la solution sous une petite perturbation de l’équation

Existense de la convergence des méthodes d’approrimation
- Stabilité des méthodes d’approzimation

Pour achever ce paragraphe,nous allons montrer que les hypothéses du théoréeme poit

fize.

Liste des théorémes

e Théoreme du point fixe de Banach, également attribué au mathématicien francais

Emile Picard.
e Théoréeme du point fize de Browder.

e Théoréme du point fize de Schauder.
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28 2.1.1

Théoréeme du point fixe de Kranoselski.

Théoréme du point fixe de Kannan.

Théoréeme de Poincaré-Birkhoff.

Théoreme du point fixe de Ryll-Nardzewski.

2.1 Théoréme du points fixe de Banach

Théorém 2.1.1 (Théoréme de point fire de Banach 1922.)
Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach (X, | - ||x)-

Supposons que A : K — K est une contraction, c’est a dire il existe ¢ €]0, 1] telle que
| A(u) = Av) [x<cllu—vx Vu,veK

Alors, il existe un unique élément u € K tel que A(u) = u ; i.e posséde un point fize

unique dans K.

Remarque 2.1.1 De plus nous avons la propriété suivante qui est importante,

si x1 = f(xo) et pourn > 1,2, = f(x,_1)

alors
lim z, ==z
n—-+oo
et
d(zp,x) < K d(xy,z0),n >1
ny — (1 _ k) 17 0 ) -_ b

x €étant le point fize de f.
Preuve.
Existence : Soit y € E un point arbitraire dans E. Considérons la suite (z,,),>1 donnée

par

r, = f(zp_1),n>1 2.1)

Tog = Y.
On doit prouver que (z,) est une suite de Cauchy dans E.

Pourm <n

d(ll?m, xn) S d(xma merl) =+ d(xm+17 $m+2) + ~-~d(xnfl7 xn)
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29 2.1.1

Puisque f est une contraction, on a :

d(zp, xpi1) = d(f(zp-1), f(z,)) < kd(xp_1,x,), pourp > 1.

Par itération on a :

A2, v(n)) < (K™ + K™ 4+ L+ ky1)d(20, 21)
<E"(14k+ ...+ k" Nd(xo, 21) (2.2)
km
S md([lf[),ﬂ?l).

On déduit que (xy,), est de Cauchy dans E qui est complet, donc (x,), converge vers x
dans E.

Par ailleurs puisque [ est continue, on a :

© = Bm e = i fean) = £ m-) = ()

Donc x est un point five de f(i.ef(x) = x).
Unicité : Supposons qu’il existe deux points x,y € E tel que x # y,x = f(x) ety = f(y).

Alors on a :
d(z,y) = d(f(x), f(y)),
donc
A @) fw)
d(z,y) .
D’autre part on a :
Af @), fO) oy,

d(z,y)
Ce qui contradiction d’ou 'unicité existe.

Exemple 2.1.1 1) E =R et l'application f : R — R définie par

flx) = %x + 1.

Alors f est contractante et admet un unique point five v = 2.

2) f:10,1] = R définie par f(x) = %x + 1, ne posséde pas de point fize (on a pas
f((0,1]) € [0,1].)

Remarque 2.1.2 1) Les hypothéses du théoréeme du Banach est réellement utilisé si

nous a négligions seulement une, alors le point fixe n’existe pas.
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30 2.1.1

a) E n’est pas stable pour f : f(x) = Va2 +1 sur E = [0,1]. On a E est fermé

xT

dans R donc complet ( car R est complet . De plus f(x) = 7o < 1 ce qui

implique que sup |f'(z)] < 1 donc f est contractante.
Mais f n’adrr::fpas de point five car f([0,1]) = [0,v/2] € [0,1], i.e E nest
pas stable par f.
b) Si f nest pas contraction : f(x) = /22 + Lsur E = [0, +-00].
Ona f:E—E, et fermé de R qui est complet.
Mais f n’admet pas de point fize car sug |f'(z)| =1 donc f n’est pas contrac-
we

tante.

c) E n’est pas complet : f(z) = sz;w sur E =]0, 2]

2 1
On a f(]0,%]) =10, \/T—] c]o, %], et sup | f'(z)| = 3 < 1, donc f est contrac-
z€E

tante.
Mais n’admet pas de point fize car E n’est pas fermé dans R dans E n’est
pas complet.
2) Si f est une application Lipschitizienne (pas nécessairement une contraction) mais
l'une de ces itérées fP est une contraction, alors f a encore un point fize et un
seul. Ceci résulte de ["unicité.

En effet, soit x l'unique point fize de P on a :

fP(f (@) = f(fP(x)) = f(z)
ce qui convient dire que f(x) est aussi un point fize de fP et grice a l'unicité
f(x) ==.
Donc ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent [’'unicité
du point fixe.
3) 1l se peut que f ne soit pas une contraction sur tout l’espace E mais juste dans le
voisinage d’un point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant qui est la version

local du théoréme de Banach.

Théoréem 2.1.2 Soit (E,d) un espace métrique complet et f : B(xo,7) — E une

contraction de constante k avec

d(f(zo), o) > (1 = K)r.
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Alors f admet un unique point fize dans B(xq,r).

Preuve

On a d(f(zo), o) > (1 — k)r donc il existe ro tel que 0 < 1o <1 et

d(f (wo, z0) > (1 = K)ro.
On montre que f : B(xo,10) — B'(x0,70).

Soit x € B'(xg,19) alors

d(f(z),z0) <d(f(z), f(w0)) +d(f(w0),20)
< kd(x,x0) + (1 — k)ro
< kro+ (1 —FK)rg

=T0-

2.2 Théoréme du point fixe de Banach-Picard

Théoréem 2.2.1 Soit (E, ||.||) un espace normé complet, f une application contractante

de E dans E : il existe un nombre k de sorte que 0 < k < 1 et pour tout v,y € F,

1/ (y) = f)l < Elly — |,

Alors il existe un et un seul point fize & de Uapplication f : A € E; f(§) = €.

Preuve
La preuve de ce théoreme consiste a se donner xog € E et a étudier la suite de ses itérés
par Uapplication f : x,41 = f(x,). Si on note fU) Uitérée d’ordre j € N de lapplication

f pour la lot de composition, on obtient sans difficulté

IF () = FP @) < K lly - =]

On montre que la suite (2, )nen est de Cauchy. Comme x, = f™(x0), on a grace

["inégalité triangulaire

[2nm =zl = [1f(2n) = f@na)ll < kllon = @nall < - < E{lzr = 2ol
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On déduit de toutes ces inégalités que pour deux entiers n et m arbitraires,

n

1—k

[Zntm — 2|l < [1 = ol

Le membre de droite de l’inégalité précédente peut étre rendu arbitrairement petit si n
est assez grand et la suite (r,)nen est donc une suite de Cauchy.

Comme [’espace E est complet, elle converge vers un point & € E qui satisfait par
continuité a la relation f(§) = £. Un tel point fixe est nécessairement unique : pour
un autre point fize € , on a |l — €] = | £(€) = FIE)] < ki€ — €] avec 0 < k < 1;
linégalité précédente n’est possible que sous la condition ||§ — &'|| = 0,

c’est a dire pour & — &'.

Les itérations de Picard x,.1 = f(x,) utilisées dans la preuve fournissent un procédé

explicite d’approximation du point fize : c’est [™“algorithme du point fixe”.

2.3 Théoréme du point fixe de Brouwer

Le théoréeme du point fize de Brouwer est un résultat de la topologie algébrique. Il fait
partie de la grande famille des théorémes du point fixe. Ce théoréeme donne [’existence
d’un point fixe pour une fonction continue sur une boule fermée dans un espace de

dimension finie.

Théorém 2.3.1 Soit D C E une partie non vide compact convexe deR™ et f : D — D
une fonction continue. Il existe alors x € E tel que f(x) = x.
Le théoréme de Brouwer prends plusieurs formes selon le contexte d’utilisation, pour

n =1 (dimension un) le théoréeme de Brouwer prend la forme suivante
Théorém 2.3.2 Si [ : [a,b] — [a,b] continue, alors il existe x € [a,b] tel que f(x) = x.
Remarque 2.3.1 Dans R les partie compactes et convexes sont les segments.

Preuve.
Si f est continue sur [a,b] dans lui méme, la fonction g(x) = f(x) + x est continue de
plus

gla) = f(a) —a > 0et g(b) = f(b) = b <0.
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Par le théoréeme de la valeur intermédiaire, il existe un point xqy tel que g(xo) = w0,
c’est-a-dire f(xo) = xo (xo est le point fixe de f ).

-Pour dimension deux :

Théorém 2.3.3 Tout application f continue du disque fermé dans lui méme admet au

moins un point fize.

Remarque 2.3.2 Dans le plan, les parties compactes et convexres sont des disques

fermés ou bien des boules fermées.

Preuve.

On va donner un squelette de la démonstration. St C' le domaine de définition de
fd’intérieure vide. C’est un segment. Sinon, C' est semable a une boule unité fermée.
Le terme semable signifie qu’il existe un homéomorphisme ¢ de la boule unité vers C'.
L’équation définissant le point fize peut encore s’écrire si g = f o p,g(x) = z.
Autrement dit, on peut supposer que C' est la boule unité fermée.

On peut de plus choisir la norme de maniere quelconque. Si on choisit celle qui asso-
cier la valeur absolue de la plus grande coordonnée, cela revient a dire que l'on peut
choisir pour compact C, l’ensemble [1,1][1,1], sans perte de généralité. Si l'on définit

la fonction h comme suit

h:[1,1]x[1,1] — [1,1] x [1,1]
(2.3)
r — h(z) =g(x) — x,

Cela revient a montrer que la fonction g atteint le vecteur nul sur [1,1] x [1,1]. Si fi,
pour k = 1,2 sont les deux fonctions cordonnées de f, cela revient a montrer l’existence
d’un point xg, tel que hy, hs, admettent toutes deux pour zéro de la valeurs xy.
La fonction hy est une fonction de [1,1] x [1,1] dans [1,1]. Sur {1} x [1,1]. L’altitude
est positive. En revanche sur {1} x [1,1], elle est négative. Ceci laisse penser que la
courbe de niveau 0 est une ligne qui parte d’un point [1,1] x {1} pour finir sur un point
de [1,1] x {1}. Le méme raisonnement appliquée & ho laisse penser que la courbe de
niweau 0 est cette fois-ci une ligne qui part d’un point de {1} x [1, 1] pour terminer sur
un point de {1} x [1,1].
Intuitivement, il semble évident que ces deux lignes de niveauxr doivent nécessairement

se croiser et ce point de croisement est un point fize de f o .
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Remarque 2.3.3 Il est important de voir que ['unicité n’est pas assurée par le Théo-
réeme de Browder du foit que chaque point de C est un point fixe de l'application identité.
Il est possible de généraliser en toute dimension finie. Donc dans un espace euclidien,

on retrouve.

Théoréem 2.3.4 Toute application f continue de la boule unité fermé de R™ dans lui-

méme admet un point fize. Ce point fixe n’est pas forcement unique.

2.4 Théoréme du point fixe de Schauder

Le théoréeme du point fixe de Schauder est plus topologique et affirme qu’une applica-
tion continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement

unique.

Remarque 2.4.1 - Ce théoreme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour
montrer [’existence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convere compact
dans un espace de Banach.

- Schauder a généraliser le résultat de Brouwer en dimension infinie.

Théoréem 2.4.1 Soit C' un sous ensemble non vide, compact convere dans un espace

Banach E et supposons f : C — C une application continue. Alors f admet un point

fize.

Preuve.
Soit C' un sous ensemble compact convexe d’un espace de Banach E, et soit f : C' une
application continue. Comme C' est un compact, f est uniforme continue donc, fizons

e >0, il existe 6 > 0 tel que pour tout x,y € C, on a

le =yl <0 = [lf(z) = Wl <e

de plus il eziste {x1,2a, ..., 2} C C tel que K C U<, B(;,9).
Soit L := Vect(f(x;))1<j<e¢ alors L est de dimension fini et C* := C N L est compact

convexe de dimension finie.
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Pour 1 < j </, on définit les fonctions continues 1; : E — R par

0 st |z—ux]>9

1-— M sinon,

J

il est clair que v; est strictement positive sur B(z;, ) et nulle ailleurs.

Y =

On a donc pour tout x € C,

¢
> i) >0
j=1
Ainsi, on peut définir sur C' les fonctions continues positives €; paré

Y;(w)
Zi:l (&

pour les quelles, on a Z§:1 gj(x) =1, pour tout x € C.

gj(z) =

Posant, pour x € C
¢
r) =) i) f(ay)
j=1

La fonction g est continue et prend ses valeurs dans C*.

Le théoréme de Brouwer assure que la restriction g,/ c~C* — C* possede un point
fize z € C*.
De plus

= Zgj(z)f(z) - Z%’(fﬂ)f(xj)-
= >~ S

On a sicj(z) # 0 alors ||z — x;|| <9, et par suite || f(z) — f(x;)|| <e.

On a donc pour tout j

1/ (2 —ZH<Z€j MF(z) = £zl

< Zej(z)e =ec.
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Pour tout entier m, en peut trouver un point y,, € C tel que

1f(z2m) = 2l <277,

et puisque C' est compact, on peut extraire une sous suite (zy,y) de la suite (Zy,)mez €t
qui converge vers un point z* € C.
Alors f étant continue, la suite (f(zmi)) converge vers f(z*), et on conclut par la suite

que f(z*) = z* i.e z* est un point fize de f sur C.

2.5 Théoréme du point fixe de Kranoselskii

Nous donnons un théoreme d’existence du point fixe concernant les applications de

la forme A = f+ g , ot g est continue et compacte et f une contraction.

Théorem 2.5.1 Soit X un espace de Banach et D un ensemble non vide de X fermé

borné et conveze. f,q deux applications de D dans X telles que :

f est une contraction (de constante k) g est compact et continue.
fr+gye D Vr,y e D
Alors il existe x € D tel que fx + gx = x.

Remarque 2.5.1 Ce théoréme peut étre formulé d’une facon plus générale en consi-
dérant une seule application

G:DxQ(D)— D ouQ est un opérateur de D dans un autre espace de Banach'Y et
tel que :

i) G(x,y) est une contraction en x pour tout y € Q(D).
ii) G(z,y) est continue en y € Q(D) uniformément par rapport a x € D.
iii) @ est compacte et continue.

Sous ces conditions v € G(x,Q(x)) a une solution dans D
-La condition (ii1) peut étre remplacée par fx + gxr € D(Vx € D) grice au théoréme de
Darbo.

-Dans un espace d’Hilbert (1i1) peut étre aussi remplacée par fx + gx € D(Vx € D).[7]
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37 2.1.1

2.6 Théoréme du point fixe de Kannan

Théorém 2.6.1 (R. Kannan 1968)
Soient (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une application. Supposons

qu’il existe a € [0, % [, tel que pour tous x,y € E, on a

d(f(x), f(y)) < ald(z, f(x)) + d(y, f(y))] (2.4)

Alors f admet un point fize unique dans E.

Preuve.

FEzistance : Soit xg € E, on définit la suite {x,}nens par
Ty = f(xy_1),n=1,2,..,
en utilisant la condition (2.4), on obtient
d(@n, Tpy1) = d(f(Tn-1), [(22))
< ald(xp_1,%,) + d(xn, i),

ce qui tmplique
a

d<'rn7 xn—l—l) S (1 — a)d(xn—lv xn)v
par récurrence sur n, on a
a n
d(xmxn-&-l) < ( ) d(‘TOvml)'
1—a
On pose r = . Sin,p sont deux entiers naturels, alors

d(xna xnﬂ?) < d(:l:n, an) + d<wn+1a xn+2) + .t d(fﬂnﬂ%h anrp)

A

(™ + ™ P (g, 1)

n

r
1—7r

IN

d(‘rOa xl)

Comme a € [0,3] onar€[0,1[ et donc d(zy, xpip) — 0 lorseque n — oo.
La suite (z,)nen est alors de Cauchy.

Comme E est complet, il existe u € E tel que lim z, = u. u est un point fire de E' car
n—oo

d(u, f(u)) < d(u,x,) + d(@, f(u))
< d(u,z,) + ald(xn, n_1) + d(u, f(u))],
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38 2.1.1

et donc

d(u, f(u)) < ﬁd(u,xn) b1, )

Soit e > 0 un réel arbitraire, comme (,)n>0 converge vers u, il existe un entier naturel

N = N(e) tel que

1 —
nZNzl(uaxn)gg ¢
1+a
et
1l—a
d(@p—1,2n) <
(x 1x)_51+a
1l en résulte que
€ ea
d < =
(u f()) < T+ T =

Comme ¢ est arbitraire, on déduit que f(u) = u.

Unicité : Soit v est un autre point fize de f, alors

d(u,v) < ald(u, f(u)) +d(v, f(v))]
=0,

et donc u = v, ce qui achéve la preuve.

Exemple 2.6.1 Soit E=R et f: E — E une application définit par :

fz) =
—% st x> 2.
Alors :
1. f n’est pas continue.
2. f satisfait la condition (1) avec a = % et par conséquent, d’aprés le théoréme de

Kannan, f admet un point fize unique u =0 dans E.
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Chapitre 3

Applications du point fixe aux

equations differentielles

3.1 Application de contraction de Banach

Théorém 3.1.1 Le probleme de Cauchy :

2(t) = f(t,x(t)),

.Z’(to) = T,

(3.1)

ou f:D— E, D est un domaine de R x E avec E un Banach, alors le probléme admet
une unique solution x(t) définie sur un certain intervalle I = [to — h,to + h], pour vu
que h est choisi tel que :

1
h < min{r,ré,—=}.
B
r: Rayon environ x

Soit E un espace de Banach, on définie ['opérateur :

AE—E,

t
Ax(t) = xg —|—/ f(s,z(s))ds,
to
On consideére les hypotéses suivantes :

Hi : f est continue,
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40 2.1.1

Hy: 6>0cetp>0 tel que :
6= sup |f(t z)l,

(t,x)eD
et

p= suwp [fu(t,2)].

(t,x)eD
Hs : De plus la fonction f est B-lipschitzienne en x uniformément par rapport at € I.

En effet, en utilisant le théoréme des accroissements finis il existe z(t) tel que

[t z@) — f(ty(t) = fult, 2(8)[z(t) — y(D))-
Dot

[f (&, 2(t) = f(t,y@)] < Bllx(t) —y(@)]].

Preuve :
Montrons que ['opérateur A vérifie les conditions du théoréme de contraction de
Banach, la preuve est donnée en deux étapes.

Etape(1). on montre que A(M) C M, avec M = B(xzg,7),r > 0i.c.
Vee M, AxreM,
soit x € M, pourt €I on a :

Ax(t) = g —l—/t f(s,z(s))ds & Ax(t) — xo = /t f(s,x(s))ds,

alors
t
|Ax(t) — xo| < / |f(s,x(s))|ds, Vtel,
to

par passage au sup, on obtient

sup |[Az(t) — zo| < /t sup |f(s,z(s))|ds

tel tel
< 8|t — to|
< h.0
<,

par suite d(Ax,xzo) < r. D’ou, Az € M.
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41 2.1.1

Etape(2).\ est une contraction. Soient x,y € M pour toutt € I on a :

Azx(t) — Ay(t) = xg +/t f(s,x(s))ds — xo — / f(s,y(s))ds,

to

- / (F(s,2(5)) — F(5,y(s)))ds.

to

alors
[Az(t) — Ay(t)] < /t |f(s,2(s)) — f(s,y(s))|ds,
< B.hs;g) z(t) — y(D)],
par suite

A est une contraction car S.h < 1, par siute A admet un unique point fize x qui

correspond a l'unique solution x(t) de l’équation différentielle.

3.2 Application de théoréme de Schauder

Théorém 3.2.1 soit I un intervalle ouvert de R, ) un ouvert de R™ et f : [ x Q) — R"

une application continue, alors sity € I et xo €  sont donnés, le probléme suivant :

2'(t) = f(t,2(t))

(to) = o,

(3.2)

admet au moins une solution x de classe C' définie sur un certain intervalle dans I de

la forme [to — h,to + h], avec h > 0.

Preuve :

Cylindre de sécurite.

Comme I et Q) sont des ouverts, il existe Dy = [to — h,tg + h] x B(yo, T0) un cylindre

iclus dans I x €2, Dy est compact donc f est bornée sur Do par une constante M.
Soit h < hg et z une solution du probléeme déhinie au moins sur Iy C [ty — h,to + h],

supposons qu’elle sorte du cylindre

D= [to — h,to + h] X B<x07r0)7
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42 2.1.1

au temps T € [tg — h,to + h] alors, par continuité.
o =llo(r) = aoll = | [ (] < .
to

Donc si h < min(hg,roM) alors toute solution définie sur Iy C [to — h,to+ h], rest

dans la boule B(xg,10). On nommera cylindre de sécurite [’ensemble
[to — h,to + h] x B(xg, 7).
-Application de Schauder : On note :
E=C([to — h,to +h],R") et D =C([to— h,to+ h], B(xg,10)).

Alors E est un R espace vectoriel normé et D est un convere fermé non vide, pour

x € D, on définie la fonction ®(x) sur [tg — h,to + h] comme suit :
t
Qu(t) = xo +/ f(u, z(u))du,
to
par convergence dominée, ® est continue puis comme Mh < rg, on a
®:D— D,

supposons que ®(D) est relativement compact, alors par le théoréme de Schauder, on a
l’existence d’un point fize dans D de ®, i.e. une solution a notre équation différentielle
définie sur [to — h,to + h].

®(D) est relativement compacte, [to — h,to + h| est compact et (D) est bornée par rg
en norme infinie.

Puis si x € D et ty,ty € [tg — h,to + h] alors :

[ (tr) — P (ta)]| = | /t " Fu,a(u))dul
S M|t1 — t2|.

En déduit que les fonctions de ®(D) sont M-lipschitzienne sur [ty — h,to + h].
Donc forment une famille équicontinue.

Le théoreme d’Ascoli permet alors de dire que ®(D) est relativement compacte.
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43 2.1.1

3.3 Application du théoréme de Krasnoselskii
On se propose d’étudier le probléme a valeur sur le bord de Neumann suivant :

—u" +m?Pu = \f(t,u) + g(t,u), 0<t<l1
(t,1) (3.3)

u'(0) =4/ (1) = 0.
Ou m est une constante positive.
A > 0 est un parametre, f: (0,1) x [0,00) — [0,00) etg: (0,1)x [0,00) = (—00,+00)
sont continues.
On va prouwver [’existence d’une solution positive du probléme (1) sous certaines hypo-
theses sur f et g et pour un parameétre X suffisamment petit. L’approche est basée sur
le théoréeme du point fixe de krasnoselskii. On considére le probléme dans ’espace de
Banach E = C'[0,1] muni de la norme : [Jul| = sup,¢o 1) [u(t)]-
Soit G(t,s), la fonction de Green pour le probleme a valeur sur le bord de Neumann :

—u" +mPu =0, 0<t<l1
(3.4)

Alors

Plee—s), 0<t<s<l,
on p = %m(em — e‘m), gp(t) = %m@mt + e—mt>
©(t) est croissante sur [0, 1] et G(s,t) < G(s,s),0 < s,t < 1.

Nous énoncons les deux lemmes suivants qui nous seront utiles :

Lemme 3.3.1 Soit G(t,s)la fonction de Green associée au probléeme (3.4).

supposons que 0 < 0 < % alors : G(t,s) = MpG(s,s), 0 <t<1—-0,0<s<1 on

2?
0 0
emn +e ™
My= ——
em 4 e m

G(t,s) > Cp(t)p(1 —t)G(to, s), t,to, s €[0,1]

1
ou C = .
©*(1)

Lemme 3.3.2 :

Soit y € C((0,1),[0,00)),0 < fol y(s)ds < oo alors le probléme a valeur sur le bord de
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Nemann :
—w" +mPw=y(t),0<t <1
w'(0) =w'(1) =0.
admet une solution unique w et il existe une constante C,, telle que :

C | w || p(t)p(1 — 1) < wit) < Crp(t)p(l — 1) avee C, = %f(} y(s)ds.

M
-On déduit du lemme (3.3.2) que siy(t) = M alors Cy = Cpyy = —.
p

On impose les hypothése suivantes :
(Hy) f(t,u) < p(t)g(u) owp: (0,1) = [0,400) et g : [0,+00) — [0,400) sont conti-

nues.
(Hy) |g(t,u)] < M, M >0 est une constante.

(H3) 0 < fol G(s,s)p(s)ds < 4o0.

(H,) tim L&

= 400 uniformément sur tout sous intervalle compact de [0, 1].
U—r 00

Soit C*[0,1] = {u € [0,1],u(t) > 0,0 <t <1},
et K = {u € C*[0,1], ming<i<1-gu(t) > Mpl||ul|}.
On vérifie, aisément , que C1[0,1] et K sont deux cones de E.

Soit v(t) la solution du probléeme o valeur sur le bord :

"4+ mPv=M0<t<]1

(3.6)
V'(0) =2'(1) =0
M
D’aprés le lemme(3.3.2) v(t) < Cpyp(t)p(l —t) = ?@(t)tp(l —t).
Posons :
. y(t), yt)>00<t<1
ly(®)]" =
0 y(t) <O0.
et F(\ t,u) = Af(t, [u—2]*)+g(t, [u—0v]")+M0<t <1
Considérons le probléeme a valeur sur le bord :
—u" +m? = F(\t,u)
(3.7)

W/(0) = /(1) = 0.
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1l n’est pas difficile de prouver que u = ug — v est une solution positive du probléme
(3.3) si et seulement si ug est une solution positive du probléme (3.7), v est la solution
du probleme (3.6) et ug(t) > v(t),0 <t < 1.

Définissons lopérateur 1Ty : C1[0,1] — CT[0, 1] par (I u)(t) = fol G(t,s)F (A, s,u(s))ds.

Lemme 3.3.3 Supposons que les hypothése (Hy) — (Hs) sont vérifiées.
Alors 11 : K — K est complétement continu (i.e. continu et compact). Le théoréme
du point fixe de krasnoselskii dans un cone va jouer un role important pour prouver le

résultat cherché.

Théoréem 3.3.1 Soit E un espace de Banach et K C E un cone. 21,y sont deux
ouverts de E avec 0 € Qy et 1 C Q.

Soit TI: K N (Qy\ 1) — K un opérateur complétement continu tel que :
a) [|[Hu|| < ||lu|| pour tout u € K NoQy, et ||Hul| > ||u|| pour tout uw € K N Oy
b) Mul| < |Ju|| pour tout uw € K NNy, et ||Tu|| > ||u|| pour tout u € K N o
Alors 11 posséde un point fize dans K N (2 \ Q1).

On enchaine avec le résultat principal qu’est :

Théoréem 3.3.2 Supposons que (Hy) — (Hy) sont satisfaites. Alors le probléme (3.3)
admet au moins une solution positive u € (C?(0,1)[0,1]) ,

1 M
si0 < A < |maxo<r<, q(7) fol G(s, s)p(s)ds] ot r = max {1 +2M fol G(s, s)ds, _C}
- P

Démonstration : D’apres le lemme (3.3.3), I est complétement continu.
Soit Q1 = {u € C[0, 1], ||ul| <r}.
Pour tout w € K NoQy,t €[0,1], on a :

Mo = [ Gt F( 5, uls)
- Gt )5, [u(s) — 2(9)) + gl u(s) — a(s)]%) + M)ds
< [ Gt oattuts) - s yas 201 [ s, s)as
< max q(7) /0 ()G (s, $)ds + 2 /0 (s, 5)ds

1
<1 +2M/ (s, s)ds < = |[ul.
0
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Ce qui implique que ||[Izu|| < ||u|| pour u € K N 0Qy.
Par ailleurs, choisissons N assez grand tel que : SAMyNCp*(0) fol G(s,s)ds > 1.
D’apres (Hy), il existe une constante B > 0 telle que :

f(s,u)

u

> N.

Pour (s,u) € [0,1 — 6] x [B,00).
Posons :

Qp = {u € 0[07 1]7 HUH < R}?
\ oM 2B
ou R == max{?r, p—Om}
Pour tout u € K N0y, s €[0,1], on a :

u(s) = v(s) Zu(s) = Carp(s)p(L = 8) > u(s) — wp(s)p(1 - 5)
2u(s) = ~Clulle(9)e(1 =
>u(s) — gu(s)
> u(s) > 0

Alors,

1 C
egglsl{lw(u(s) v(s) = 9510 2u(s) = g<es10 2 Fulle(s)p(1 =)

z?&(@ > B.
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Donc pour tout t € [0,1 — 6],
(ITyu)(¢) :/0 G(t,s)F (N s,u(s))
=/ G(t, s)(Af(s, [u(s) = v(s)]") + g(s, [uls) = v(s)]") + M)ds
i

> [ G A5 fuls) = o))
1-0

>A\Mjy i G(s,s)N(u(s) — v(s))ds

>AMjy /10 G(s, s)N@ds
1-0

=AMy [ Gl g lullele)el = s)is

1 1-0
>INNCEO) [ Glss)ullds = [l
0

ceci implique que ||IL\|| > |lu|| pour tout u € K N 0Qys.

En appliquant (b) du théoréme (3.8.1), on déduit que Iy posséde un point fize ug avec
r < Juoll < R

Du lemme (3.3.1), on a :

uy >Clluol|p(t)p(1 —t)

Z%W)@(l —t) = u(t).

Et u(t) = ug(t) — v(t),u(t) € C[0,1] N C?%(0,1)est une solution positive du probleme.
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