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e Résumé:

Notre objectif principal dans cette mémoire est d’exprimer les solutions des équations d’opéra-
teurs de type Sylvester sous la forme d’intégral pour différents types d’opérateurs et d’amélio-
rer leur utilisation en ajoutant des conditions aux opérateurs utilisés. On sait que les équations
d’opérateurs de type Sylvester prennent plusieurs types de modeéles de solutions, les incluant
sur une série infinie ou sous la forme d’un énoncé linéaire dont les éléments sont des matrices
de blocs avec coefficients d’opérateurs normaux dans B(H), et dans cette étude nous avons
exprimé les solutions sous forme d’intégrale et clarifié les études précédentes dans des cas
plus généralisés est ajoutée a la théorie des opérateurs dans I'espace de Hilbart, et nous avons
obtenu des résultats importants, classés par la preuve dans cette mémoire .

e Mots clés :

opérateur normal , Auto-Adjoint opérateur , intégrale , équations d’opérateurs .

e Abstract:

Our main goal in this memor andum is to express the solutions of the equations of ope-
rators of the class Sylvester in the form of an integration for different types of influences and
to improve their use by adding conditions to the used operators. We know that the Sylvester-
type operator equations take several types of solutions patterns, including them on an infinite
series or in the form of a linear statement whose elements are matrices of blocks with the
coefficients of normal operator in B(H), and in this study we expressed the solutions in the
form of integration and clarified previous studies in more cases A generalization is added to
the theory of operators in Hilbart space, and we have obtained important results, categorized
by the proof in this memor.

e Keywords :

normal operator , Self-Adjoint operator , integral , operators equations .
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Notations générales

tr(T)

Espace de Hilbert .
Produit scalaire .
L’opérateur linéaire .
La norme .

L’espace des opérateurs linéaires bornés sur espace de Hilbert H .
L’ensemble des applications linéaires continues de E dans F .
L’inverse de 'opérateur T.

L’adjoint de 'opérateur T.

L’image de 'opérateur T.

Le noyau de 'opérateur T.

Le domaine de 'opérateur T.

L’ensemble résolvante de 'opérateur T.

La résolvante de 'opérateur T.

Le spectre de I'opérateur T.

Le spectre ponctuel de l'opérateur T.

Le spectre résiduel de 'opérateur T.

Le spectre continue de 'opérateur T.

Le rayon spectral de 'opérateur T.

Tracede T .

propriété de Fuglede-Putnam.



Introduction

La théorie des opérateurs sont considérées comme I'un des éléments de base de 1’ana-
lyse fonctionnelle et I'un de ses piliers qui ont contribué a la science des mathématiques. Les
équations d’opérateurs ont plusieur et différentes applications, telles que dans la théorie de
controle, optimisation, les systémes dynamiques et dans la mécanique quantique.
Rosenblum a étudier systeématiquement I'équation 04 5 = AX — XB , ou A et B sont des opé-
rateurs bornés sur un espace de Hilbert complexe séparable, il a prouvé que le spectre de o4 p
est contenu dans 0(A)—o(B) ot 6(A)—0(B) ={A; — Ay, A1 € 0(A), A, € 6(B)}.

La condition 0 (A) () o(B) = @ implique que pour chaque opérateur borné Y dans H il existe
un opérateur borné unique X verifie AX -XB=Y .

Mais ce dernier résultat ne résoout pas complétement le probléme de solvabilité “de I’équation
AX - XB =Y .Si A est 'adjoint du shift uniléteral et B = 0 alors I’équation admet une solu-
tion pour chaque Y alors que o(B) C 0(A) Pour voir I'importance d’équations d’opérateurs,
on peut prendre par exemple les travaux de Wintner si A et B sont des opérateurs non bornés
qui representent le moment et la position satisfaisant la relation, Roth a prouvé (dans le cas de
dimension finie) que I’équation AX — XB = Y admet une solution si et seulement si

1
X=— A-A)ly(A-B)lda
i rA( )Y ( )

ou I'4 est un contour de Cauchy autour de o(A) Schweinsberg a montré que ce résultat reste
vaie dans le cas de dimension infinie avec A et B normaux et bornés.

Dans cette mémoire on va améliorer et introduire quelques résultats concernant les équations
de type Sylvester,

Cette mémoire est organisée comme suit.

e Dans le premier chapitre est consacré aux quelques définitions et des éléments basiques
qui sont indispensables et utiles au long de notre travail. Plus particulierement, on pré-
sente dans ce chapitre :

- Les opérateurs linéaires bornés et leurs propriétés, ’adjoint, I'inverse et le spectre.
- la propriété de Fugléde-Putnam.
- Quelques classes d’opérateurs linéaires bornés.

e Le deuxiéme chapitre on rappele sur les fonctions analytiques , le Calcul intégrale de
conteur et la transformation de Fourier et I'utulisation dans les solutions d’équations
d’opérateurs.

e Le troisieme chapitre est présentés des solutions d’équations d’opérateurs dans quelque
espace fonctionnelle ( espace Banach ) ensuite, nous consacrons dans I’espace de Hilbert
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bornné B(H) .

e Enfin, dans le quatriéme chapitre, on va prend les solutions d’équations d’opérateurs
de type Sylvester, les équations de type Lyapunov et les équations de type Stein, et on
appliques ces solutions sur les maladies infectueuse de variole des singes .



CHAPITRE 1

Les opérateurs bornés sur les espaces de
Hilbert

g} our simplifier la lecture de ce travail, nous présentons dans ce chapitre quelques défini-
tions et des résultats principaux d’analyse fonctionnelle, ces rappels concernent les es-
paces de Hilbert, les opérateurs et leurs propriétés sur les espaces de Hilbert, ainsi que quelques
classes d’opérateurs.

1.1 Espaces de Hilbert

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Soit H un espace vectoriel . On appelle produit scalaire sur H toute forme
bilinéaire, définie positive.
On notera (x,y) le produit scalaire des vecteurs x,y € H cela signifie que appication :

GY:H+H—K=R ou C
(x,9) —(x,9)

vérifiant :

e Pour touty € H Iaplication x € H — (x,y) € K est un forme linéaire.

e Pourtoutx,y€ Hona:

(y,x) si Pespace est réel
<x1 y> = .
(v,x) si lespace est complexe

e PourtoutxeH :
{(x,x):O si x=0

(x,x)>0 si x=0



Chapitre 1. Les opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert

e Tous les espaces de Hilbert que nous considérerons seront supposés séparables c’est-a-dire
admettant un sous-ensemble dénombrable dense.

e L’espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire qui est de plus complet
pour la norme :

[1x[l = V(x, x)

Remarque 1.1.1. Notons que dans le cas complexe, on a donc pour x,y € Heta € C :

(x,ay) =a(xy)
Exemple 1.
1)
e Le prodoit scalaire sur RN est défini par :

(P(x,y) = lel +X2y2 +...+ xnyn
ou x = (xi)lgign y ¥ = (Vi)léién

forme bilinéaire sur RN

e Le prodoit scalaire sur CN est défini par :

(p(x,y) = xly_1+x2%+ e+ xny_n
ou x = (xi)1<i<n ,y Y= (yi)1<i<n

n’est pas forme bilinéaire .
2) L'espace L>(RN) = {f : R —> C mesurable tel que : I]RN If (x)|?dx < +00}

Le prodouit scalaire :
1

(f,g)= ff dx et la norme définie par ||f|| = f]RN (lf ) dx.

1.1.2 Propriétés des espaces de Hilbert

Proposition 1.1.1. (L’inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit H espace de Hilbert x,y € H .

16 v < Il w2

Preuve : Soient x et, y dans H li’inégalité de Cauchy-Schwarz (ainsi que son cas d’égalité )
est immédiate si: (x,x) =0.

si non : pour tout A € K ,tel que || =1 et [A@(x,p)| = |@(x,v)|

pour tout t € R,p(Ax + ty, Ax + ty) est positive;

P(Ax, Ax) + p(Ax, ty) + @(ty, Ax) + @(ty, ty)
P(x,x) + Atp(x,9) + tA@(, X) + (9, 9)
ol

ol

e(Ax+ty, Ax +ty)

)+ 2tReq(x,y) + ¢ (v,)

X, X
x,x) +|2tReqp(x, y)| + t2@(y,v) .

IA NI

9



Chapitre 1. Les opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert

Donc: A’ = |(p(9€,}))|2 —p(x,x)p(y,y) < 0.

On aura

lp(x,9)1> < @(x,x)p(v,)

Définition 1.1.2. (L’orthognal)
on dit que x ety sont orthogonaux, si :Vx,y € H : (x,y) =0
alors l'orthogonal de M (partie de H ) est définit par :

M+ ={yeHtqVx,y e H;y L x}

Proposition 1.1.2. (Identité du parallélogramme)
Pour tout (x,v) € H?, on a Iidentité :

llx+ I3, + llx = w13, = 2(xl7, + 1yl13,)* -
Appelé l'identité du parallélogramme.

Proposition 1.1.3. (Identité polarisation)
Soient x,y € H

1) Si@:H+*Hv+— K est une forme bilinaire symétrique sur E, on a :

P(x,y) =3 [Qx+1,x+9) - p(x+3,x+)]
() = 1(Ix+ I3, - lIx=l17,)

2) SiK=Cetsi@:H=*Hr— C est une forme sesquilinéaire sur H on a :

P(x,p) = [P(x+v,x+) - p(x—p,x—p) +ip(x +iy,x +iy) —ip(x —iy,x —iy)].
Alors :

Y,y llx+ oll” = [xlP + 200 v) + Il -
Y,y ¢ llx = lIP =[xl = 2¢x, p) + Iyl -

Théoréme 1.1.1. [2](projection)
Soit A un ensemble convexe fermé (et non vide) de H alors pour tout x € H, il existe un unique
y € A tel que :

infllx—all=||x -
inf lx—al = lx - 3|

Autrement dit : il existe un unique point x € H qui est a une distence de x, la plus petite possible
ce point v , s’appele la projection de x sur A .

10
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Corollaire 1.1.1. Soit F sous espace vectoriel ferme de H, et soit x € H :

1) Soity € F tell que ||x — y|| = inf||x — z||
zeF

Alors (x — z) est orthogonal a F ( i.e orthogonal a tous les vecteursz € F )

2) Réciproquement siy € F et tel que : (x —y) LF alors
llx— || = inlgllx —z|| i.e y est la projection de x sur F.
ze

Définition 1.1.3. On notera y € Pr(x) et on dira que y est la projection orthogonale de x sur
F.

1.2 Généralités sur les opérateurs linéaires bornés

1.2.1 Définitions et exemples

Définition 1.2.1. (Opérateur linéaire)
Soient E et F deux espaces vectoriels D(T) C E dans F Uapplication

T:D(T)CE+—F
( D(T) est la domaine de T ) qui vérifie les conditions suivantes :
1) Vx,y e D(T): T(x,y) = T(x)+ T(y) ( condition additive ).

2) Vxe D(T),VA € K(K =RouC): T(Ax) = AT(x) (condition homogéne ).

Remarque 1.2.1. e d’autre termes, Uopérateur T : T : D(T) C E + F est linéaire ssi :
T(Ax,uy) = AT(x)+ uT(v), YA, ue K etVx,y € D(T).

e Le vecteur T(x) est en générale T,.

Définition 1.2.2. (opérateur continu)

Soient E et F deux espaces de Hilbert un opérateur linéaire continu, A défini de E dans F est une
application linéaire et continue de E et F c’est -a -dire :Yx € E , Ax € F

Y(x,vy) e ExE,Va,f € R: A(ax + py) = aAx + fAy.

dc>0:Vx eE, tel que||Ax||p < c||x||g-

Le plus petit nombre ”c” s’appelle La norme de 1’opérateur A et se note ||A|| i.e
[ Ax]|p
lAll = sup = sup ||Ax||r = sup [|Ax][p
=0 IllE =1 i<t

11
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Définition 1.2.3. (L’opérateur borné)
On dit que I'opérateur A : E — F est borné s’il fait correspondre a tout ensemble borné dans
D(A) un ensemble borné dans lespace F.

Définition 1.2.4. Un opérateur linéaire A : E +— F tel que D(A) = H est borné si et seulement
si pour tout x € H, on a

lAx][F < cllxllx

Théoréeme 1.2.1. Soit un opérateur linéaire A : E +— F tel que D(A) ="H .
A est continu si et seulement s’il est borné .

Exemple 2. L’opérateur de multiplication

T:c[0,1]+¢[0,1]
f(x) — xf (x).

est borné car :
ITfll= sup |xf(x)I<Ilflle
x€[0,1]
= lflleos c=1
Théoréme 1.2.2. Pour tout opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert H,les assertions sui-

vantes sont equivalentes :

1. T est borné.
2. T est continu dans 'espace H.

3. T est continu en un point x de 'espace H.

Preuve : On remarque que 2. = 3., donc il suffit de démontrer 1. = 2. et 3. = 1.

e 1. = 2. soit xg vecteur quelconque de H et, (x,),cn une suite dans H . Comme

1Ty, = Txoll = IT (x5 — x0)Il < [IT| [l = x|

On a donc

(x,, — x9) = Tx,, — Tx

d’ou Ia continuité de T.

e 3. = 1. Soit T un opérateur linéaire continu en x, € H
supposons le contraire, Soit T non borné, alors pour tout entier naturel #, il existe un
vecteur non nul x,, € H tel que || Tx,|| > n||x,||

. 1
Si on pose v, = #’“n” alor [[y,[[ = 5

12
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Or y,, — 0 donc v, + xy — x( mais

ITxull _ mllcall _

IT (9 + %) — Txoll = | Twall = -
Yt 20) = BN =EI =S )1 Tl

Donc T n’est pas continu en x; d’ou Ia contradiction, et par conséquent T est borné.

]

Définition 1.2.5. [4] (Type des convergences)
Une suite (T,,),,en d opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert H et soit T € B(H).

a) La suite (T,),eN corverge uniformement vers T si

im ||T, - Tllsg =0

b) La suite (T,),eN corverge fortement vers T si

im 1T, x = Tl = 0

¢) La suite (T,),eN corverge faiblement vers T si

<Tnx'y> - <an y> T Hn—+o0 0

1.2.2 Adjoint d’'un opérateur linéaire borné

Théoreme 1.2.3. [32] Soient H et K deux espaces de Hilbert T € L(H, K) il existe un opérateur
unique continu de KC dans H noté T* .

Définition 1.2.6. L’unique opérateur linéaire T* € L(K, H) tel que :
Vxe H,VYy e H:(Tx,y)=(x, T*y) est appelé 'adjoint de T .

Exemple 3. Soit
A:R*> — R?
(x,9) — (x,0)
On pose X = (x1,91), Y = (x2,92)
Ona(AX,Y)=(X,A"Y), alors (AX,Y) =((x1,0),(x2,12)) = x1x5.

D’autre part : on pose

AY =7 =(z1,2)

Ona:(X,A"Y)=((x1,91),(21,22)) = X121 + Y122
Donc 21 =Xp,2p = 0 douA*Y = A*(Xz,yz) = (Xz, 0)
Donc A*(x,v) = (x,0)

13



Chapitre 1. Les opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert

Proposition 1.2.1. Soient H et K deux espaces de Hilbert et soit T € B(H) alors, Lapplication
T + T~ est isometrique de B(H) dans B(H) de plus :

1) (T =T
2) 1T =Tl
3) IT*T|| =T

preuve: 1) Onmontre que:(Tx,y)={(T*)x,y),Vxe H,Ypye K Ona:
(Tx,y) = (x, Ty) =Ty, x) =, (T*)x) = (T*)"y,x) D’'ou (T*)* =T

2) On a d’aprés la preuve de théoréme précédent ||T*|| < ||T|| ||T]| = I(T*)*||
donc [IT*|| =Tl

3) Ona|T*TI<ITIITI =TI
D’autre part, en utilisant Vx € H :
ITx|> = (Tx, Txy = (T*Tx, x) < | T*Tx|| llxll < IT* Tl |]1?

Tx||?
Et on sait que : ||T||2:sup|| |2| Ssup||T*T||||x||2 <||IT*TY|
x20 ”x” x=1

Donc ||T*T|| = ||T|I?

Proposition 1.2.2. [32] Soient S, T € L(H,K) on a:

1) (aT+BS) =aT*+pS*
2) (TS =S"T*
3) Si T est inversible T* est inversible et (T*)™! = (T~1)*.

Lemme 1.2.1. [4] soient H, KC deux espaces de Hilbert et T € L(H,K) on a :
i) kerT = (ImT*)*.
ii) kerT* = (ImT)* .
iii) kerT* =0 ImT =K.

Lemme 1.2.2. Soit H un espace de Hilbert complexe, et soit T € B(H) inversible alors T* est
inversible et satisfait : (T*)™! = (T~')".

preuve. TT™' =TT =1 (T estinversible) dou (TT~ !y =" =[(T~')*'T* =TT 1) =1
Alors T* est inversible et (T*)™! = (T1)*. O
1.2.3 L’inverse d’un opérateur linéaire borné

Définition 1.2.7. (Inversibilité)
Soient E et F deux espaces norms,A € L(E,F) I'opérateur A est dit inversible si pour tout y € F
I'équation Ax =y admet une seule solution .

14



Chapitre 1. Les opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert

Définition 1.2.8. [8] (Opérateur inversé)
On dit que A € L(E, F) est inversible. S’il existe S € L(F, E) tel que

AS = IE
et
SA = I]:

On appelle U'inverse de A est noté par A~
Théoréme 1.2.4. L'opérateur A~ inverse d’un opérateur linéaire A est aussi linéaire.
Remarque 1.2.2. A € L(E,F) est inversible s’il est injectif et A~! est continu (borné).

Définition 1.2.9. [15] (Similarité)
Soient A,B deux opérateurs dans B(H), on dit que A,B Sont similaires si et seulement il existe un
opérateur inversible T tel que

B=TAT™ .

Définition 1.2.10. Si T est un opérateur linéaire borné, La trace de T est la somme des éléments
diagonaux de La matrice de T dans une base quelconque. on note trT.

Remarque 1.2.3. [8] Si T € B(H) La trace de 1’opérateur inverse de T

TrT™' = —
g TrT

1.2.4 Les commutateurs

Soit E un espace véctoriel normé complexe de dimension infinie.

Définition 1.2.11. [14]

1) Un é1ément X de B(E) est appelé commutateur s’il existe T et B de B(E), tels que

X=TB-BT.
2) Le commutant de T € B(E) est I'ensemble défini par

{TY = (B e B(E), TB = BT).
3) Le bicommutant de A € B(E) est ’ensemble défini par

{A}” ={C e B(E),CB=BC, YBe A’}.
Proposition 1.2.3. i) {A}” = {{A}Y}

ii) {A} est une sous-algébre de B(E).
iii) {A}” est une sous-algébre commutative de B(E).

iv) Tout polynome de A appartient a {A}”.
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Chapitre 1. Les opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert

1.2.5 Racine carrée d’'un opérateur linéaire borné

Opérateurs positifs

Définition 1.2.12. On dit qu’un opérateur T sur un espace de Hilbert H est positif s,il vérifie :

(x, Tx)>0,YxeH

on écrit TB si T > B est positif.
En utilisant U'identité de polarisation on voit qu’un opérateur positif est néssairernent auto-adjoint.

Définition 1.2.13. Soit T un opérateur positif dans B('H), on dit que S € B(H) est la racine carré
deT si:S?>=T.

Théoréme 1.2.5. Soit T un opérateur linéaire borné positif, alors il existe un unique opérateur
positif S tet que:S*> =T .

1
De plus : si T commute avec B, alors B commute avec B on note S = T2.

09

0 g) est la racine carré de Uopérateur T = (1 0)

Exemple 4. 1) L'opérateur S = (1
2) Soit T € B(H) défini par :
T:1?[0,1] — L?[0,1]
Tf(x)=xf(x)
(Tf.f) = [ xf (0f @)dx = [, x|f (x)Pdx >0

Alorson a: T est positif. donc il existe S tel que S* = T, on remarque que :

S:L?[0,1] = L?[0,1]
Sf(x) = (x)? f(x)

alors :

S2f(x)= S(Sf(x)) = S((x)2f (x)
(x)2(x)2 f(x) = xf (x) = T f(x).
Théoréme 1.2.6. (Décomposition polaire d’un opérateur linéaire borné)
Soit T € B(H) et inversible, alors T = UR ou R est positif et U est unitaire.

preuve : Puisque T est inversible, T* est aussi, donc d,ou T*T est inversible.
1
Puisque T*T > 0 alors T*T?2 = |T| existe, et elle est méme inversible, on prend :

R=T*T7etU=TR"!

donc il reste de montre que U est unitaire on a :
U*U = (TR (TR)* = (R)'T*TR™
(R7! =(R71Y* car Rpositif) R YT*T)R™' =1, (car T*T =R?) O
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1.2.6 Opérateurs unitaires, Isométriques, Auto-adjoints
Opérateur unitaire

Définition 1.2.14. Soit H un espace de Hilbert, U € B(H) On dit que U est un opérateur unitaire
si: U est inversible et

u-l=Ur
Proposition 1.2.4. Soient U,V € B(H) des opérateurs unitaires. Alors :

1) U est isométrique .

IUl[=1

)
)

iii) U~ et U* sont unitaires.
)

11

1v) UV est unitaire.

preuve. (i) Pour tout V € H, on a bien :

IUVIP=(UV,UV)=(U"UV,V)=(V,V)=|V|>

(i1) Si||[UV]|| =||V|| pour tout V € H, alors :

(a4l
U]l = sup 221 =
ver VI

(i1i) C’est une conséquence immédiate de la proposition président.

(iv) Onabien (UV) 1 =U-lV-l = v*U* = (UV)".
Pour contre, une application linéaire isométrique n’est pas forcément unitaire.

Opérateur isométrie
Définition 1.2.15. On dit que A € B(H) un opérateur isométrie (ou isométrique) si :

A*A =1 ; oit bien : || Ax]| = ||x]|

Opérateur auto-adjoint

Définition 1.2.16. [32] Soient H, et H, deux espaces de Hilbert et T € B(H1,H>) .
L’opérateur adjoint de T est Uopérateur linéaire T* : H, —> Hy caractérisé par

(T"9, ), =¥ TX)n,

17



Chapitre 1. Les opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert

Pour tout x € H1,y € H, on dit que T est symétrique ou que T est hermitien.

Exemple 5. Soit A € y,(IR) tq

d’ou

. [0 1
<=1 )
On remarque que : A = A* donc est auto-adjoint.

Théoréme 1.2.7. [15] (Norme d’un opérateur auto-adjoint)
Si T est un opérateur auto-adjoint alors

IT]l = sup (T, x)l
lell=1

Proposition 1.2.5. Soit H un espace de Hilbert complexe, et T € H auto-adjoint alors :

(Tx,x)={(x,Tx)e R VxeH

preuve : En effet (Tx,x) = (x, Tx) comme T est auto-adjoint, donc :

(x, Tx) =(Tx,x)

Corollaire 1.2.1. Si H est un espace de Hilbert, et T € B(H) un opérateur auto-adjoint
alors

(Tx,x)=0=T=0,VxeH

Proposition 1.2.6. [1] Si T} et T, deux opérateurs auto-adjoint alors
1) aTy + BT, est un opérateur auto-adjoint , Va, f € R
2) T, T, est un opérateur auto-adjoint si Ty T, = T, T}

3) SiT est un opérateur quelconque alors, T*T , TT* et T*+ T sont auto-adjoints.

1.3 Théorie Spéctrale

1.3.1 Spectre des opérateurs linéaires bornés

Définition 1.3.1. [32] Soit T un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert complexe :

e Le nombre A € C s’appelle un point régulier de opérateur T, si (T — Al) est inversible
de H dans H et (T — AI)~' € B(H) .

18
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e L’ensemble des points régulier de Uopérateur T s’appelle I'ensemble résolvant et note par
p(T) tel que

p(T)={A e C: T - Al inversible}

e La complémentaire de p(T) on note par o(T) est appelé le spectre de Uopérateur T, et enfin
la résolvante de T défini par :

R\(T)= ((T-AI)"Y, X ep(T)}

Définition 1.3.2. [14] Pour T € B(H)

o Sileo(T)etdpeH,p =0 telque Tp = A
on dit que @ est un vecteur propre de T associé a la vareur propre A.

o L’ensemble des valeurs propres de T est appelé spectre ponctuel, noté o,(T) et défini par :

0p(T) ={A € C: (T — AI) non injectif} = {1 € C: Ker(T — AI) = 0}.

o SiA € o(T)/oy(T) et Im(T — Al) = H, on dit que A est dans le spectre continue de T
noté o.(T) donc est défini par :

0(T)={1 e C: T - Al injectif et Im(T — AI) = Im(T — AI) = H}.

o Sid€a(T)/o,(T) et Im(T — AI) # H, on dit que : A appartient au spectre résident noté
0,(T) telque :

o (T)={AeC:T-AI injectif et Im(T - )= H]}

={A€a(T)/o,(T),Im(T - AI) # H}.

e Le spectre approché de T € B(H) est I'ensemble

o, (T)={1eC:A(x,) cX;|l(x,)l=1 et lim (T - AI)(x,) =0}

n—-+o0o
Remarque 1.3.1. o(T) = 0,(T)U o, (T)U o,(T)

Définition 1.3.3. [2] (Rayon spectrale)
Soit T opérateur borné dans B('H), le rayon spectral de T est r(T) ou

HT)= sup |A
Aea(T)
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Théoréme 1.3.1. Soit H est un espace de Hilbert complexe et T € B('H) alors on a :

e Lalimite lim (||T”||)'17 est existe et elle égale a r(T)
n—>-+oo ) .
j i My =i Ny
(te lim ([IT"|]) = inf([T)" )

e Si T est un opérateur auto-adjoint, alors : r(T) = ||T||.

1.3.2 Rayon spectral

Définition 1.3.4. Pour une paire (A, B) d’opérateurs dans L(X,Y), le spectre 6(A, B) du crayon
opérateur linéaire (A — AB), ou du la paire (A, B), est défini par :

o(A,B) = {AeC telque (A—AB) est non inversible}
{AeC telque 0 € o(A—- AB)}.

e L’ensemble des valeurs propres de (A, B) est appelé spectre ponctuel, noté o, (A, B) et dé-
fini par :

0,(A,B)={1€C : (A-AB) est non injective}

e Sid€o(A,B)/o,(A,B) on dit que A est dans le spectre continue de (A, B) noté o (A, B)
donc est défini par :

0.(A,B)={1eC : N(A-AB)={0}, RA-AB)=Y et R(A-AB)=Y)

e La troisiéme partie est le spectre résiduel de (A — AB) est ’'ensemble 0,(A, B) de tous les
scalaires tels que (A — AB) a un inverse sur sa rang qui n’est pas densément défini :

0,(A,B)={1eC : N(A-AB)={0}, R(A—AB)G Y)

Exemple 6. 1) SoitA = (3 g) etB = ((1) 8) Alorsdet(A—AB) =3(2—1) eto(A,B) = {2}.

0

1
2) SlA—( 0 0

g) et B= (0 1). Alorsdet(A—AB) =3 eto(A,B) =0 et o,(A,B) =C.

3) SiA= (é 3) et B = ((1) 8) Alors det(A— AB) = 0 et (A, B) = C et 0.(A, B) = 0.
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CHAPITRE 2

Les fonctions analytiques et la
transformation de Fourier

Dans ce chapitre, nous avons parlé sur les fonctions analytiques, le Calcul intégrale de conteur
et la transformation de Fourier.

2.1 Les fonctions holomorphes

La dérivation par rapport a une variable complexe est formellement identique a la dérivation
par rapport a une variable réelle .

2.1.1 Dérivabilité

Soient E C C un ensemble, z € E un de ses points et ¢ : E\{zy} — C une fonction. Les énoncés
suivants sont alors équivalents :

1) Pour toute suite {z,},cn de points de E distincts de z,

i, 2 =20 impligue. lim_g(z) =L

2) A chaque € > 0 correspond 0 > 0 tels que

z€E et 0<|z—2zp| <0 impliquent |g(z)—L|<e.
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Chapitre 2. Les fonctions analytiques et la transformation de Fourier

Lorsqu’ils sont satisfaits, on écrit

lim g(z)=L.

n—+oo

Soient D C C un domaine, z; € D un de ses points et f : D — C une fonction.
On dit que f est dérivable en z si

o [~ (z)

z—>2 Z—2

existe.
On pose alors

La fonction est dite holomorphe dans D si elle est dérivable en chaque point de D. Une fonc-
tion est dite holomorphe en un point si elle est holomorphe dans un disque ouvert centré en
ce point. Les régles du calcul différentiel concernant sommes, différences, produits, quotients
et compositions (lorsqu’elles sont définies) sont bien entendu encore valables et une fonction
dérivable en un point y est nécessairement continue.

Théoréme 2.1.1. Soit

+o00

f(z)= Zakzk , |zl <R

k=0

Alors f est holomorphe dans le disque D(0, R) et

+00
f'(z) = Z’kczkzk_1 , |zl <R
k=1

preuve : Le rayon de convergence de la série dérivée est le méme que celui de la série origi-
nelle. En particulier,

+00

$(r) =) (k=1lalr* 2 < +oo

k=2

pour tout r < R. Soient donc r < R et z,zy € D(0,r). Alors, en vertu de I'identité

AR —BF = (A-B)(A* ' + AF2B+ AF3B2 4 4+ B
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Chapitre 2. Les fonctions analytiques et la transformation de Fourier

on a que

k k

fl(z 8-z
0 > kaz = > a O—kzlé_1

Z—2p — = Z—2

k-1 +00 k-2 -
-5 zzk rgoni|- Sl S
k=2 p= k=2 p=0
+o0 k-2 k-2-p
:Zak (z—2zp) Zkquzozg
k=2 p=0
de telle sorte que
+00 +00 k-2 (k=2-p
f(2) - f(20) k-1 k-2
‘—_ § k| < ozl :
Z—2
k=1 k=2 p=0\ ¢=0
< lz=2zol¢(r)
C.QF.D.
[
Remarque 2.1.1. On a en particulier
Lok
%=1 “(0)

(formule de Taylor pour les coefficients d’une série entiére).

2.2 Le Calcul intégrale

Le Calcul intégrale des fonctions complexes est au coeur de leur théorie.

2.2.1 Propriétés des courbes

Une courbe différentiable C est définie par une fonction t —> z(t) d’un intervalle [a,b] C R
vers C admettant une dérivée z'(t) = x’(t) + iy’(t) continue et non nulle :

C={z| z=2z(t),a<t<b}

Une courbe différentiable par morceaux ou un chemin est obtenue en recollant un nombre fini
de courbes différentiables Cy. dont I’extrémité z;(by) de ['une coincide avec Uorigine de la suivante

Zies 1 (Aks1)

Ci+Cyr={z | z=z(t) ou z=2,(t) , z1(b1) = 2zp(az)}.
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11 est toujours possible (mais rarement nécessaire) de reparamétrer I’ensemble de ces courbes au
moyen d’un seul intervalle [a, b] et d’une fonction continument dérivable par morceaux. Dans ce
cours, les chemins rencontrés seront presque tous formés d’arcs de cercle et de segments de droite.
Soit C un chemin. On supposera que z(t1) # z(t,) sia < t; < t, < b (courbe de Jordan) et lorsque
z(a) = z(b), on dira que le chemin est fermé. Un chemin fermé partage le plan en deux domaines
disjoints, un domaine borné, lintérieur de C et un domaine non borné, son extérieur. La démons-
tration rigoureuse de ce fait << vident > est trop compliquée pour étre présentée dans ce cours
(théoréme de Jordan) - consulter [3], page 267, a ce propos.

Exemple 7. Le cercle unité est une courbe fermée qui peut etre paramétrée par

z=¢t | 0<t<2m

Son intérieur est le disque D(0, 1).

Toute fonction s — t d’un intervalle [c,d] sur [a,b] admettant une dérivée continue et telle
que t’(s) > O constitue un reparamétrage admissible de la courbe C :

C={z | z=2z(t(s)) =z(s), c<s<d, t'(s) >0}

Lorsque t'(s) < 0, on obtient une courbe dénotée par — C :

—C={z | z=2z(t(s)) = z1(s), c<s<d, t'(s) <0}

Un paramétrage d’une courbe y induit un sens de parcours. La tangente a la courbe C en
Z0 = Z(to) est

T=|z | z=2z(ty) +Z'(ty)(t —ty), t € R}

et sa normale est

T={z | z=2z(ty) +iz'(ty)(t —ty), t € R}.

Les<< vecteurs > z'(tg) = (x'(ty); v’ (tg)) etiz’(ty) = (=’ (ty); x"(to)) sont toujours orthogonaux
et orientés comme les < vecteurs > 1 =(1,0)eti =(0,1).

Une courbe fermée est dite parcourue dans le sens positif si le vecteur iz'(t) pointe vers son
intérieur . Cela signi

e qu’au voisinage dechaque point z, (dans un disque D(z, 1) assez petit), l'intérieur de C et le
vecteur iz’ (tg) sont situés dans le meme des deux demi-plans déterminés par la tangente en z.
Un reparamétrage admissible (z(s) = z’(t)t'(s) avect’(s) > 0 ) préserve, bien entendu, le sens de

parcours.
b
Lo = j |dz| = j |z’(¢)|d¢t.
C a

La longueur de la courbe C est
24



Chapitre 2. Les fonctions analytiques et la transformation de Fourier

Comme il se doit, elle ne dépend pas du paramétrage retenu :

b b d
[ wnar= | Eon o= | o

Remarque 2.2.1. En coordonnées cartésiennes, on écrit

ldz| = \/dx? + dy?

alors qu’en coordonnées polaires,

|dz| = Vdr2 +r2d62.

2.3 Intégrales curvilignes

Soient D C C un domaine, f : D — C une fonction continue et C une courbe différentiable
contenue dans D, paramétrée parz =z(t), a <t < b.

Par définition,
b
ffmw=ffumnmm
C a

Siz=2z(t(s)) =z1(s),c <s<d,t'(s) > 0 est un autre paramétrage admissible, on a bien sur que

d
ff@ﬁszm@mWMs
C c

Si, au contraire, z = z(t(s)) = z1(s) ,c <s<d ,t'(s)<0,0na

|| stez=~| s

L’intégrale curviligne de f le long d’un chemin Cy + C, est définie par
J- f(z)dz = f z)dz+ | f(z)dz
CI+CZ CZ

L’intégrale curviligne jouit donc des propriétés fondamentales de linéarité :

JYamuw+aﬁngz=ahfﬁ@mZ+wafﬁ@mZ
C C C

d’additivité

J flz)dz = f(z)dz+J flz)dz
C1+C, C Cs
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et satisfait 'inégalité

Lf(z)dz

Considérons le cas d’une fonction f admettant une primitive F holomorphe dans D. Pour tout
chemin C d’origine z| et d’extrémité z,, on a

< J f (2)ldz] < sup(lf (2)| | z€C)Le.
C

b b
Lf(z)dz - f fla(t)Z (bt = f F/(2()2 (1)t = F(()]! = F(za) ~ F(21).
a a
Il est donc raisonnable d’écrire
22
| riedz = pias) - Feanyar
21
dans ce cas. En particulier, pour tout chemin fermé C,

J;f(z)dz =0.

Exemple 8. Pour tout n € N

Z) Zn+l _Zn+1
[ Feraa-m (2.1
z

) n+1

2.4 Les théorémes de Cauchy

La suite de la théorie est basée sur le théoréme suivant, la démonstration présentée ici s’inspire de
celle d’Edouard Goursat.

Théoréme 2.4.1. (Cauchy) Soient D C C un domaine, f : D — C une fonction holomorphe et
C un chemin fermé contenu ainsi que son intérieur dans D. Alors

L f(z)dz = 0.

preuve : Soit

I= 'Lf(z)dz

Considérons d’abord le cas ou C est un triangle parcouru dans le sens positif.
Au moyen des milieux de ses cotés, subdivisons-le en quatre autres triangles Cy . Les segments
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parcourus deux fois le sont dans des sens opposés de telle sorte que

4
L f(z)dz = k; . f(2)dz.

Il s’ensuit que pour au moins I'un de ces triangles, appelons-le T1, on a

L f(z)dz

Le périmetre de ce triangle est Ly~ 2. En recommencant ce procédé, on obtient une suite de
triangles emboités 7, tels que

I
—=<
4

I
E < J;nf(Z)dZ .
et que
L
L(Tn) = 2—5

L’intersection de ces triangles est un point z; ou f est holomorphe. On peut tracer autour de
ce point un disque D(z, r) assez petit pour qu’en tous ces points, on ait

f(2) = f(20) + f(20)(z = 29) + 1(2)(z — 20)

avec

r(z)l <e

et contenant tous les triangles a partir d'un certain rang. On aura alors, pour ces triangles,

J r(z)(z—zg)dz <€L(C)2

S€m

ce qui implique I = 0.

Le cas ou C est un polygone se déduit du cas précédent par triangulation.
Dans le cas général, la fonction f étant continue et en vertu du cas n = 0 de (2.1)), l’intégrale

Lf(z)dz

n

Sp= Zf(zk)(zk ~ Zk-1),

k=1

est la limite d’une suite de sommes
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Théoréme 2.4.2. (Cauchy) Soient D C C un domaine, f : D — C une fonction holomorphe et
C un chemin fermé contenu ainsi que son intérieur dans D. Alors, pour tout z dans lintérieur deC,

_ 1 f(Q)
f(z)_z_ni cC—ZdC'

le chemin C étant parcouru dans le sens positif.

preuve : La fonction

_ 1 f(0)
g(C)—%a

étant holomorphe dans le domaine D \ {z}, le théoréme de Cauchy implique

0= Lg(C)dC + Lg(C)dC - L,g@d(’ - Lg(C)dC

ou

C={C | C=z+re", -n<t<m)

de telle sorte que

L (@1 [ f©

2rti JoC—z © 2mi Je C—z

1 +7C .
dC = EJ_R f(z+re't)dt.

Le premier membre de la double équation précédente est indépendant de r et

1 +7C

O

Théoréme 2.4.3. (Cauchy) Soient D C C un domaine et f : D — C une fonction holomorphe.
Alors sa dérivée f' : D — C est holomorphe. De plus, siC un chemin fermé contenu ainsi que son
intérieur dans D, pour tout z dans Uintérieur de C,

o L[ _f©
F@) =57 | st

le chemin C étant parcouru dans le sens positif.

preuve : Soient z€ D,r > 0 tel que D(z,3r) C D et |h| <r. Alors

fz+h)-f(z) _ 1J f(©)
h " 2ni Jo, (C-z-h)(C-2)

dc

ce qui montre que, laissant 1 — 0,

iy L f(©)
F@) =5 J;Zr (C—z)zdc
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La démonstration de la relation

1 J f(C) gr- L f(C)
2i Jo (C—2)2 7 2mi Jo, (C—z—h)(C—-2)

dc

se fait comme dans le théoréme précédent. O

Remarque 2.4.1. Par récurrence sur n, on voit par un raisonnement semblable que I’on a pour
la n'™e dérivée f") et sous les memes hypothéses, la relation

w0
= 5t o e

Autrement dit, on peut dériver sous le signe intégral autant de fois que ['on veut.
Un domaine D est simplement connexe s’il posséde la propriété suivante : siC est un chemin fermé
contenu dans D, son intérieur est aussi contenu dans D.

2.5 Propriétés analytiques des fonctions holomorphes

Bien que formellement identiques, la dérivation par rapport a une variable complexe et la dé-
rivation par rapport a une variable réelle entrainent des conséquences bien différentes pour les
fonctions impliquées.

2.5.1 L’analycité

Théoréme 2.5.1. (Taylor) Soient D C C un domaine contenant le disque D(zg,7) et f : D — C
une fonction holomorphe. Alors

f@)=) alz—z0), lz=zl <7

ou

= Ve = 57 | e,

27 (T —zg)k+!
C, désignant le cercle de centre z( et de rayon r parcouru dans le sens positif.

De facon générale, on dit d’une fonction ¢ qu’elle est analytique si elle peut localement s’expri-
mer comme la somme d’une série entiére de son argument (ou de ses arguments). Il peut s’agir
d’une fonction R — R, d’une fonction C — C, d’une fonction R" — IR etc ... Toute fonction
holomorphe dans un domaine y est donc analytique. Une fonction holomorphe dans le plan tout
entier est dite entiere. Une telle fonction peut s’écrire comme la somme d’une série entiére en z
convergeant pour tout z € C.

Théoréeme 2.5.2. (Liouville)
Une fonction entiére et bornée est nécessairement une constante.
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2.5.2 La propriété des zéros isolés

Soit D C C un domaine et f : D — C une fonction holomorphe. La fonction admet un zéro
d’ordre ou de multiplicité m > 1 en zy € D si son d "eveloppement de Taylory est de la forme

flz)= fak<z—zO>k i # 0.

k=m

Théoréme 2.5.3. Les zéros d’une fonction holomorphe sont isolés.

Le principe du prolongement analytique exprime que deux fonctions holomorphes dans un meme
domaine D qui coincident sur un ensemble de points admettant un point d’accumulation dans D
doivent coincider partout dans D. Par exemple deux fonctions entiéres coincidant sur I'axe réel
coincident partout.

Théoréme 2.5.4. Soient D C C un domaine symétrique par rapport a l’'axe réel et f : D — C
une fonction holomorphe, réelle sur I’axe réel. Alors

f(2)=1(2)

2.5.3 La propriété du module maximum

Théoréme 2.5.5. Soit D C C un domaineet f : D — C une fonction holomorphe, non constante.
Alors le module |f| de f n’a pas de maximum local dans D ni de minimum local sauf aux points
ou f s’annule.

Théoréme 2.5.6. (Schwarz) Soit f une fonction holomorphe dans le disque unité, telle que
|f(z)] <1 et s’annulant a Uorigine. Alors

If@I <zl |2l <1

avec égalité en un point z # 0 si et seulement si f(z) = cz, |c| = 1.

2.6 La Transformée de Fourier

La Transformée de Fourier (TF) est une extension pour les fonctions non périodiques du Dévelop-
pement en Série de Fourier (DSF) des fonctions périodiques.
La transformée (continue) de Fourier (également appelée intégrale de Fourier) associe a une fonc-

tion F(x) (a valeurs dans R ou C) une autre fonction notée F(F(x))(&) ou plus simplement F(£); &
est une variable indépendante de x, appelée variable duale.

—_

F :F(x) > F(&) = F(F(x))(&)

Lorsque la fonction F(x) représente un signal e.g. une image, une onde sonore, électromagnétique
(x désignant la variable de temps ou d’espace), sa transformée de Fourier F(&) est son spectre avec
& qui représente la fréquence ou la pulsation.

Notons que la variable duale est ici continue et non discréte comme c’était le cas avec les séries de

Fourier (I'indice n). Notons aussi qu’une intégrale n’est rien d’autre qu’une « somme continue »...
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Les transformées - intégrales de Fourier constituent un pilier de “I’analyse de Fourier” qui ont par la
suite constitué une base majeure de diverses branches mathématiques (e.g. I’analyse harmonique
1 et ses liens forts avec des outils mathématiques modernes) et de I’analyse du signal (jusqu’aux
ondelettes).

Aussi cette transformation mathématique peut étre trés utile pour résoudre certaines équations
diffé- rentielles car bien plus simple a résoudre dans l’espace de Fourier i.e espace fréquentiel.

2.7 Définitions et fondamentaux

2.7.1 Définition de la transformée de Fourier F(.)

Définition 2.7.1. Soit une fonction F(x) a valeurs dans C (ou R), F intégrable sur R au sens
F € LY(IR) : 'intégrale généralisée f_t:o |F(x)|dx est finie i.e. convergente.
La transformée de Fourier de F est la fonction F (F) = fdéﬁnie par:

+00

F(F): & F(&) = J F(x)e ¥dx (2.2)
ot e'? désigne U'exponentielle complexe. _

Notons que méme pour F a valeurs dans R, F est (a-priori) a valeurs dans C.

La transformation de Fourier F est un opérateur qui transforme une fonction F(x) sur R, inté-
grable, en une autre fonction F(£); & est appelée variable duale.

2.7.2 Remarques et premieres propriétés

1. Il est possible de choisir une définition légérement différente pour la transformation de Fou-
rier; cela n’est qu’une question de convention dont les conséquences ne se sont que des fac-
teurs multiplicatifs dans les formules a venir (notamment dans l’expression de la trans-
formée de Fourier inverse). Typiquement selon les communautés scientifiques, e.g. méca-
niciens, électroniciens, physiciens quantiques etc, on considérera les définitions suivantes :

F(g) = :: F(x)e™2™¢Xdx ou encore F(g \/EFOOF )e €% dx.

2. On peut définir la transformée de Fourier pour une fonction F a plusieurs variables : F(xq, ..., X;,).
Si on note (.,.) le produit scalaire de R" , (x,&) = Z?zl xjéj, alorsona:

F(&)= f F(x)e e dx (2.3)
Typiquement en traitement d’images, on effectue des transformations de Fourier a deux di-

mensions.

Par ailleurs la transformée de Fourier d’une fonction radiale est radiale.

Pour des raisons de clarté et sans perte importante de généralité, ce cours se limite aux fonc-
tions a une seule variable.

3. Les situations types sont les suivantes :

(a) la variable primale x est le temps (s); dans ce cas, la variable duale & a la dimension
d’une fréquence (Hz). F(&) représente alors le spectre fréquentiel du signal F(x).
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(b) la variable primale x est une position (m); dans ce cas, la variable duale & a la di-
mension de l'inverse d’une longueur. £ désigne ce que l'on appelle le vecteur d’onde.

Un exemple physique remarquable sont les phénomeénes de diffraction qui donnent une
image de l'espace dual du réseau; ils sont en quelque sorte une « machine naturelle a trans-
formation de Fourier ».

Le théoréeme de Riemann-Lebesgue (également appelé lemme intégral de Riemann-Lebesgue)
stipule les points suivants.

—

— La transformée de Fourier F(&) est une fonction continue (alors que F(x) ne l’est pas forcé-
ment!).

— A linfini, la transformée de Fourier F tend vers 0 :

—

lim F(&)=0 (2.4)

E—to0

— On a lestimation : ||l < |If

2.7.3 La transformée inverse F !(.)

Pour tout transformée de fonction (Fourier, Laplace et d’autres moins usuelles), il est indis-
pensable pour l'usage de « 'outil mathématique » que l'on sache a I’espace originel. Dans le cas
présent, il est nécessaire de savoir caractériser une - la transformée inverse F 1 qui vérifierait :

FVo F(F(x)) = FUF(E)) = F(x).

Expression de F~1(.)

—

Si F(&) est intégrable sur IR, on peut montrer (¢a n’est pas trivial du tout!) que :

F(x) = FY(F)(x) = % JM F(x)e**d& (2.5)

—00

On remarque que Uexpression de la transformée inverse F ~\ est trés semblable a celle de la trans-
formation directe F. En effet seul change le signe de I’exponentielle complexe : +i au lieu de —i!
(Modulo le facteur multiplicatifﬁ , facteur qui dépend de la définition choisie de F ).

Cette transformation inverse implique qu’a partir des variations fréquentielles on peut retrouver
les variations temporelles.

A noter que cette transformation inverse permet de remonter a F en tout point x que si F est
continue sur IR, et au sens presque partout sinon.

Notons également que ?(5) n’appartient pas nécessairement a L' (IR)! Un exemple est le sinus
cardinal sinc qui est continue, borné, qui tend vers 0 a infini mais qui n’est pas dans L' (R).
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CHAPITRE 3

Les équations d’opérateurs dans les
espaces fonctionnelles

Dans ce chapitre, nous présentons des solutions d’équations d’opérateurs dans quelque espace fonc-
tionnelle (' espace Banach ) ensuite, nous consacrons dans l’espace de Hilbert .

3.1 Les équations d’opérateurs de type AX-XB=Y

[21]
Soit H et K deux espaces de banach, et soit A: K — K, B: H — H et Y : H — K des opérateurs
donnés. Considérer I’équation de l'opérateur

AX-XB=Y. (3.1)

Dans (3.1) l'inconnue est un opérateur X de H en K. notez que I’équation (3.1) est résoluble si et
seulement s’il existe un opérateur X : H — K tel que l'identité de matrice d’opérateurs suivante

soit vraie :
Ix X
0 Iy

Les différents facteurs de (3.2) agissent comme des opérateurs linéaires bornés sur K ® H .
De (3.2) on voit que le probléme a résoudre (3.1)) a voir avec la similarité des opérateurs. en effet,
les premier et troisiéme facteurs du membre gauche de (3.2) sont inversibles et

e x| [y -x
0 Iyl Tlo Iy

A 0
e oo

A Y[Ix -x
0 Bllo Iy

Ainsi les opérateurs
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A Y|[A O

[O BHO B] (3
sont semblables chaque fois que I’équation est résoluble. Si les espaces H et K sont de dimen-
sion finie, alors I’énoncé inverse est également vrai (voir Gohberg-Lancaster-Rodman [1], page

342). Dans le cas de dimension infinie, on ne sait pas si la similarité des opérateurs dans (3.3)

implique que est résoluble.

Théoréme 3.1.1. Supposons que les spectres des opérateurs A : K — K et B: H — H soient
disjoints. Alors I’équation d’opérateur (3.1) a une solution unique X : H — K qui est donnée par

= 2311 Il" _1 B)_ld/\
-1
2711 II‘B B) dA

ou I'y et Iy sont des contours de Cauchy autour de o(A) et o(B), respectivement, qui séparent

0(A) deo(B).

(3.4)

preuve : Le fait que 0(A) et 0(B) soient des ensembles compacts disjoints permet de choisir
les contours de Cauchy I et Iy comme indiqué. Supposons d’abord que X € B(H) est une
solution de (3.1). Puis

X(A-B)-(A-A)X =Y, leC,

et donc

(A=A X-X(A-B)'=1-A)ty(A-B)"! (3.5)

pour chaque A € p(A) N p(B). En particulier, I'identité est vraie pour A € 4. Ensuite,
utilisez que 0 (A) est a I'intérieur de I'4 et o(B) est en dehors de I4, et intégrer sur [4. on
voit que Y est donné par la premiére identité dans (3.4). Si nous remplacons dans I'argument
ci-dessus Iy par g , alors nous obtenons la deuxiéme identité dans (3.4).

Il reste a montrer que est résoluble. Pour ce faire, soit Y l'opérateur linéaire borné de 'H
dans H défini par la premiére identité dans (3.4). Puis

AX = 35 Jp, AA-A)TY(A-B)dA
= szr (A- /1+/\)()\ A)'Y(A-B)ldA
= mjr A)'Y(A=B) A= 55 [ Y(A-B)'dA

Notez que la deuxiéme intégrale de la derniére identité est égale a I'opérateur zéro. Ainsi

AX = 2}Ujr (A-=A)'Y(A-B)"Y(A-B+B)dA
= jr (A=A)'YdA+ 55 [ (A=A)'Y(A-B)'dA

2ni
= C+XB
il s’ensuit que X est solution de (3.1). O
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Considérons lespace de Banach L(H,K) de tous les opérateurs linéaires bornés de H dans K
et définissons | : L(H,K) — L(H,K) par J(X)=AX - XB, ott A et B sont comme au début de
cette section. Evidemment, | est un opérateur linéaire borné. Le théoréme précédente nous dit que
J est inversible si 6(A) N o (B) = 0. Remarquons que

(J-AI)(X)=(A-2A)X -XB, AeC.

Il s’ensuit que | — Al est inversible , chaque fois que 6(A — )N o (B) =0, et donc

o(J) C {a - la € o(A), p € o(B)) (3.6)

D.C.Kleinecke (voir Introduction de Lumer-Rosenblum [1]) a montré que le spectre de | est égal

au membre droit de (3.6).

3.2 Les équations d’opérateurs généralisées

[21]

Dans cette section, nous considérons I’équation de l'opérateur
A1XG2—G1XA2 - Y (37)

Ici A1,Gy : Hy — Kj et Ay, G, : Hy — K, sont donnés des opérateurs agissant entre les espaces
de Banach. Le probléeme est pour un Y € L(H,, K;) donné de trouver X € L(K,, Hy) tel que
soit vérifié. L équation d’opérateur considérée dans la section 3.1 est un cas particulier de (3.7).
En fait, pour obtenir I’équation (3.1.1) a partir de (3.7), nous devons prendre K| = K; et G, G,
devant étre les opérateurs d’identité sur Hy et H,, respectivement. le théoréme suivant est ’ana-

logue du théoréme (3.1.1)

Théoréme 3.2.1. Si les spectres des crayons AG; — Ay et AG, — A, sont disjoints, alors pour
toute main droite Y € L(H,, Ky) I’équation a une solution unique X € L(K,, Hy). Plus
précisément, si I est un contour de Cauchy tel que 0(Gy, A1) est dans le domaine intérieur de T,
et 0(G,, A,) est dans le domaine extérieur de I, ensuite

X = i. (AGy —A)) 'Y(AG,—Ay) 7 Hd . (3.8)
21 Jr
preuve : Puisque 0(G1,A1)N0o(Gy, A,) =0, 1e point oo ne peut pas étre dans les deux spectres.
Ainsi, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que oo & 0(Gy,Aq) Alors 0(Gy, A1)
est un sous-ensemble compact de C qui se trouve dans I’ensemble ouvert V = C\o(G,, A»)
choisissez un domaine de Cauchy borné A tel que 6(G1, A1) C A C A C V, et soit T la frontiére
orientée de A. Alors I est un contour de Cauchy, 6(G;, A7) est dans le domaine intérieur de I’
et 0(G,, A,) est dans le domaine extérieur de I'. Il suffit donc de prouver la deuxiéme partie du
théoréme, c’est-a-dire qu’il faut montrer que donne I'unique solution de (3.7). Rappelons
que de la position des spectres il résulte que
1 1

— | G{(AG,—-A;) ldAr=1, — | (AG,-A,)"1G,dA = 0. 3.9
2 ;e 1(AG1 —Ay) i r( 2—Ay) Gy (3.9)
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ou je représente maintenant 'opérateur d’identité sur Y.

Soit X donné par (3.8). Alors X € L(K,, H) et a cause de

A1XG2 :%IA (AG - )_lY(AGz—?z)_led/\

=15 [ Y00~ 40 Gad )+ 53 [t AGI(AGL - A1) Y (16, — A7) GadA
:2Mr Gi(AG) ~ A1) Y (4G, - A43) 1 (AG2 ~ A, + A7)d A

= 57 Jp G1(AGL = A1) 'Y dA + G ZA,

2711

=Y+ c;le2

Donc X est une solution de (3.7)
Inversement, si X est une solution de (3.7). Puis

Y = AlZGz - /\G1XG2 + /\G1XG2 - G1XA2
—(/\Gl —Al)XGz + G]X(/\Gz —Az).

Il s’ensuit que

IIN

57 Jr(AG1I = A1) TTY (MG, - Ay)7td A
2—1j X G, /\GQ—A2) YdA+ 5 [[(AG1 - A))' G Xd A
= X.

Ici, nous avons utilisé ’analogue de (3.9) avec l'ordre de G, et (AG, — A,)”! interchangé
(v = 1,2). Nous avons maintenant prouvé que ’équation (3.7) est uniquement résoluble et

son unique solution est donnée par (3.8).
N

Corollaire 3.2.1. . Soient T} : X; — X; et T, : X, — X, des opérateurs linéaires bornés agissant
entre des espaces de Banach et avec des spectres dans le disque unitaire ouvert. Alors pour tout
Y € L(H,, Hy) l’équation

L XT,-X=Y (3.10)

a une solution unique X € L(H,, Hy), a savoir
=) TIYT. (3.11)
v=0

preuve : on applique le Théoréme avec A\G|—A; =AM -T et A\G, - A, = AT, - I, .
Ici I, désigne I'opérateur identité sur X, (v = 1,2) . Evidemment, 0(G;,A;) = o(T;).et

0(Gy, Ay) = (A YA e a(To)),

ot1 nous utilisons la convention que 07! = co. Puisque o(T}) et o(T,) sont dans le disque unité
ouvert, les spectres 0(Gy,A) et 0(G;,A,) sont disjoints, et le théoréme (3.2.1) implique que
(3.10) a une solution unique qui est donnée par

1
X = — (/\11 - Tl )_1Y(/\T2 —12)_1d/\ (312)
27t Jg
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Ici O est le cercle unitaire doté de 'orientation dans le sens inverse des aiguilles d'une montre.
Mais

= 1
(AL -Ty) ! = ZﬁTlH’ 1e®
v=1
(AT, —1,)™" :—ZA”TZV, 1e®
v=0

parce que 0(T;) et 0(T,) sont dans le disque d’unité ouvert. Il s’ensuit que le membre de droite

de (3.12) est égal au membre de droite de (3.11)) .

O]
3.3 Equation aux différences homogenes
[21]
Dans cette section, nous considérons I’équation aux différences
Gx,.1 =Ax,, n=0,1,2,., (3.13)
X0 =7.

Ici G et A sont des opérateurs linéaires bornés agissant sur un espace de Banach H et y est un
vecteur donné dans H. On supposera que le pinceau AG — A est régulier. Si G = 1, Lopérateur
d’identité sur H, ou plus généralement, si G est inversible, alors est toujours résoluble et la
solution générale de (3.13)) est donnée par

x,=(G'A)", n=0,1,2,.. (3.14)

Si G n’est pas inversible, la situation est différente et dans ce cas il peut arriver que ne soit
jamais résoluble pour y = 0 Par exemple, soit G l'opérateur zéro et A lopérateur identité sur H.
Alors le crayon AG — A est régulier, mais n’est résoluble que pour y = 0, et dans ce dernier
cas la solution est la triviale, a savoir x, = 0(n=0,1,2,...).

Théoreme 3.3.1. Soit \G—A un crayon d’opérateur linéaire régulier agissant sur H. Si le spectre
0(G,A) appartient au disque unitaire ouvert, alors pour chaque y dans H Iéquation est
résoluble et I'unique solution xy,x1,X,,... converge vers zéro . Inversement, si pour chaque y de
H l’équation est résoluble et que sa solution x(, X1, X», ... converge vers zéro, alors 0(G,A)
appartient au disque unitaire fermé. Si, en plus, dimH < oo, alors 0(G, A) appartient au disque
d’unité ouvert.

preuve : Soit D le disque unité ouvert, et supposons que 0(G,A) C D. En particulier

oo € 0(G,A) , et donc G est inversible. Mais alors 1’équation peut étre résolue pour
chaque y € H et étant donné y la solution générale de est décrite par (3.14). Notons que
0(G™'A) = 0(G, A) Puisque 0(G ! A) est compact et appartient a D, il existe 0 < p < 1 . tel que
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o(GTA)c{AeC A <p).

Soit I' le cercle de centre O et de rayon p, et soit 'orientation sur I' dans le sens inverse des
aiguilles d'une montre. Ensuite, par le calcul opérationnel,

1
—1 a\n _ - n -1 4\-1
Gl = ll— [ A"(A=G Ay tdAl
< p"Hmax||(AG - A)71Gl)
Ael
5 0 (n —> o).

Ainsi implique que pour chaque y € H la solution de tend vers zéro si n —> 0.
Ensuite , supposons que pour chaque y € H 'équation est résoluble et que les solutions
tendent vers zéro si 1 —> co. On veut montrer que (G, A) C D. Prenons y € H.

Puisque est résoluble, il existe x € H tel que Gx = Ay. Ceci vaut pour chaque y. Par
conséquent ImA C ImG, et donc Im(AG — A) C ImG. Maintenant, utilisez que AG — A est
régulier . Donc pour certains Ay € D 'opérateur 1oG — A est inversible, et donc ImG = H.
Nos hypothéses impliquent aussi que KerG = (0). Supposons que non, c’est-a-dire KerG =
(0) Alors nous pouvons construire une solution xg, x1, X, ... de telle que ||x;|| > j pour
j=0,1,2,... En effet, supposons que nous ayons construit xg, Xy, ..., x,_ tel que ij+1 = Ax]-
pour j =0,1,...,n—1 et ||x]|| > jpour j=0,1,..,n Puisque ImG = H, il existe x € H tel
que Gx = Ax,,.

Choisissez z € KerG tel que ||x + z|| > n+ 1, et définir x,,.; = x + z. En procédant ainsi, on
obtient la solution désirée. Mais I’existence d’une telle solution contredit nos hypothéses. Donc
KerG = (0). Nous avons maintenant prouvé que G est inversible.

]

Puisque G est inversible, la solution de (3.13) est donnée par (3.14). Alors nos hypothéses pour
chacuny € H

lim (G'A)"y =0
n—:oo

on peut utiliser le principe de délimitation uniforme pour montrer que

M :=supl|(GTA)"|| < o
n

Soit A € 6(G,A) Alors A € 6(G™'A) et, par le théoréme d’application spectrale , le point A" ap-
partient @ o((G™1A)") D’aprés a (3.3), cela implique que pour n = 0,1,2,..., ce qui n’est possible
que si|A| < 1 Cela prouve que 0(G,A) C D.

Enfin, supposons en plus que dim H < co. Prenons Ay € 0(G,A), et que |Ay| = 1 Alors Ay soit
une valeur propre de G™1 A, c’est-a-dire qu’il existey = 0 tel AG™' Ay = Aoy Mais cela implique
que

(G~ A)"yll = lIAgwll = llyll = 0

pour n, et donc (G~ A)"y ne tend pas vers zéro sin —> co C’est une contradiction, il s’ensuit que
o(G,A)cD
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Soit A un opérateur linéaire borné sur I’espace de Banach 'H. La différence

X1 = AXy, n=0,1,2,... (3.15)

étre asymptotiquement stable si toute solution xg,X1,... de (3.15) converge vers zéro si Puisque
(3.15) est résoluble pour chaque valeur initiale xy = y dans H, le théoréme (3.3.1) donne le corol-

laire suivant

Corollaire 3.3.1. Sio(A) se trouve dans le disque d’unité ouvert D, I’équation (3.15)) s’agrafe. In-
versement, si (3.15) est asymptotiquement stable, alors o (A) appartient au disque unitaire ouvert.
Si, de plus, H est dimensionnelle finie, alors la stabilité asymptotique de (3.15) a 6(A) C D.

3.4 Lasolution d’équation AX - XB =Y dans le cas les opé-
rateurs Auto Adjoint

Dans les cas ou I’équation a une solution unique pour tout Y , c’est-a-dire lorsque I'application
X — AX — XB est inversible, les représentations intégrales de la solution sont donnés, ainsi que
les estimations de la norme de la solution en termes de Y. Les résultats sont, en fait, les extensions
a la dimension infinie cas, de ceux donnés par Bhatia et Rosenthal.

Il est bien connu que si 0(A) N o (B) =0 I’équation

AX-XB=Y (3.16)

a une solution unique pour tout Y. C’est une conséquence du fait que pour un opérateur Ay p :
B(H) — B(H)Ap p(X) =AX-XB,ilyaoc(Asp) C 0(A)—o(B), [31]. I est également possible
de trouver une formule explicite pour cette solution en termes de Y.

Dans certains cas ou les spectres de A et B sont dans un certain sens régulierement distribué, nous
pouvons obtenir d’autres formules.

Proposition 3.4.1. Ona:

a) Sio(A)C {zl Rez> 0} et o(B) C {z | Rez < 0} Puis X = [~ e "4y eBdt

+00
b) Sio(A)C{zl|zl>p)eta(B)C{z ||z|<p} PuisX =) A" 'YB"
n=0

preuve : Les spectres sont des ensembles compacts. Donc 0(A) et o(B) sont séparés par une
bande de largeur d positive, dans le premier cas. Dans le second cas, 0(B) est contenu dans
un disque de rayon pq, et 0(B) est contenu dans le complément d’un disque de rayon p,. On
en déduit que pour tout t > 0 il y a ||e " Ye!B|| < e, et aussi que pour tout n > 0 il y a
ALY B"|| < (p1/p2)". De ces inégalités, il s’ensuit que ce qui précéde intégrale et la série
converge. De plus, on peut vérifier directement :
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a) AX-XB=["AcAY e — et Y e!BBdL = (7 L (- Ay e P)dt = Y

+00 +00
b) AX - XB = ZA‘”YB” - ZA—’H YB™ =y,
n=0 n=0
En considérant la proposition précédente partie a), on peut conjecturer que pour A et B au-
toadjoints sont valables X = f ~ Ae "AY !Bt Malheureusement, cette intégrale ne converge
pas nécessairement. Neanmoms le théoréme suivant tient. 0

Théoréeme 3.4.1. Si A = A" et B= B" et 6(A) No(B) = 0 alors solution de I’équation (3.16)
est donnée par X = jjer_itAYeith(t)dt, ot f € LY(IR) tel que sa transformée de Fourier
f(t) = J:: e ' f(t)dt = 1/t dans un voisinage de o(A) — o (B).

Pour la démonstration de ce théoréme, nous avons besoin d’un lemme.

Lemme 3.4.1. Soit X solution de I’équation (3.16)), (avec 0(A)N o (B) = 0), et soit X,, la solution
de ’équation A, X, — X,B=Y.SiA,, — A dans B(H) alors X,, — X dans B(H) ainsi que.

preuve : Soit I' une réunion de courbes fermées vérifiant la solution de (3.16). Pour n grand il
y a tient 0(A) C intT, [20]. Maintenant par la proposition précédente, on a

1 _ _ _
”Xn_X”SEJI:H(An_AI) F—(A=ADT I B = ALY Id|A
Pourtant (A, —AI)"! = (A= AI)"' = (A, - AI) "1 (A-A,)(A—AI)~! et donc

1
1Xy = Xl < 5= M,MN|[Y|[|A,, — Alllength(T),

ou M,, = maxy||(A, — AI)7Y|, M = maxp||(A = AI)7Y|, N = maxp||(B—-AI)7L.
La preuve est compléte.

]

Remarque 3.4.1. La preuve précédente est basée sur la proposition précédent. Ainsi, on peut se
poser la question de savoir si I'union des courbes fermées I'. toujours existe ou non, c’est-a-dire si
la preuve précédente peut échouer a certaines occasions ou non.

Cependant, les propriétés des ensembles compacts en ligne réelle assurent qu’une telle union de
courbes fermées existe toujours, sous les hypothéses du Lemme (3.4.1). A savoir, si o (A), o(B) sont
contenus dans un intervalle [a,b], et d = dist(c(A);0(B)) alors on peut choisir I' de longueur
totale inférieure ou égale a 2(b—a) +[(b—a)/d e (e arbitrairement petit), puisque (o (A)U o (B)°
est un ouvert sans connexe composantes de longueur inférieure a d.

Preuve du théoreme : Supposons que A et B soient des opérateurs diagonaux, c’est-a-dire
des opérateurs avec des spectres de points purs. Soit Au = au et Bv = fv. On obtient facile-
ment

(u,Ae"AYetBy)y = ot B-Dg(y, Yv) et

(u, e Ye"BBv) = eP~¥B(u, Yv) et également

(u,AX — XBv) =(a—-p)Nu,Yv),
puisque o — € 0(A) — o(B). Les vecteurs propres d’un opérateur diagonal couvrent I’espace
entier et le résultat dans ce cas suit.
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Supposons maintenant que 'opérateur B est diagonal et que 'opérateur A n’est pas diagonale.

Pour tout € > 0 il existe des opérateurs A et P tels que A = Ag+P, Aj est diagonal et ||P||c, < €

(et clairement ||P||g(p) < €). Soit X satisfait la équation AgX—XoB =Y, et soit X la solution

de I’équation (3.16)). Puis pour un choix approprié de €, 'expression || Xy — X|| peut étre rendue
+00

arbitrairement petite, par lemme. Ainsi X = lim X, = lim _’tAOYe”Bf(t)dt.

. ' [|P[[-—0 [IP[|—0
Mais aussi

+00 +oo
||xo—f e‘”AYe“Bﬂt)dtnsf et A0y e Al Y1 1e Bl 1 (1)ld.

—00 —00

Le dernier intégrande est inférieur ou égal a 2||Y|| |f(¢)|, et en tenant compte du fait que
|le"#*40Y e'*4||, point par point, le théoréme de convergence de dominance nous donne

+00 +00

| Pl|i|m ; e Aoy eitB f(1)dt = f e Ay etB f(1)dt

[(So]

ainsi que. D’ou1 X = I+ e "AY "B £ (t)dt. De la méme maniére I’hypothése que B est diagonal
A . =00
peut étre omis. La preuve est complete.
O

Les représentations intégrales obtenues ici, permettent d’estimer la norme de la solution en fonction

deY et 6 =dist(c(A),c(B)).

Corollaire 3.4.1. On a:

a) Si les spectres des opérateurs normaux A et B sont séparés par un bande dont la largeur est
supérieure ou égale a o, alors I'inégalité

1
X< < 1Yl (3.17)

b) Si le spectre de B appartient a un cercle de centre a et de rayon p, et si le spectre de A se
situe a Lextérieur d’un cercle de centre a et de rayon p + 6 alors U'inégalité (3.17)) détient.

preuve : Les normes de X et Y dans I’équation (3.16) ne seront pas modifiées si A et B sont
remplacés par e’? A—a et €9 B—b. Maintenant les représentations intégrales de La proposition

(3.4.1) nous donne le résultat. ]
Corollaire 3.4.2. Sous les hypothéses du théoréme (3.4.1). il y a [||X]|| < %|||Y||| dans toute
) |

norme unitairement invariante, ot ¢ = }an)”f”Ll(lR)’ et ®={felY(R f = ; quartier
€

de (—o0o0,—1]U[1,+00)}.

preuve : Soit f5 une fonction de L' (IR) telle que f( + sur Pensemble {t| |z| > 6} D 0(A) -

0 (B). Puis

|||X|||sf_ |||Y||||fa(f)|dt=|||Y|||J: (fs(c/8)/8)d
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Notons f(t) = fs(t/9). Alors f(s) = 6]/%(56) = 6% = % pour tout s telle que [sd] > d,i.e |s| > 1
Ainsi

A%
o < v,
pour tout f € @. En prenant 'infimum, on obtient le résultat. ]

Remarque 3.4.2. La constante c du corollaire précédent est égale a 5, comme indiqué dans [29].

Remarque 3.4.3. Tous les résultats de cette note ont été énoncés dans [7] et [ 6] et ont également
été prouvés dans le cas de dimension finie. Cependant, la partie dimensionnelle infinie de la preuve
est omis dans les deux ouvrages [7] et [6].

Théoréme 3.4.2. Soit A et B sont opérateurs normaux avec o (A)No(B) = (. Soit A = A1 +iA; et
B =B, +iB,, telque A, et A, sont des opérateurs normaux, et sont donc By et B,. Soit f € L' (IR?)

sa transformation de Fourier f (s1,s;) = ﬁ n’importe quand s| +is, € 6(A) — o(B). Alors la
solution d’équation AX — XB =Y peut étre exprimé comme

+00 +0o
X:J J e AtLA) y  i(hBittaBo) £ (4 4 )dt dt,,.

3.5 La solution en série

Dans le théoréme suivant on donne la forme de la solution dans le cas opératoriel de ’équation de

(o]
Sylvester apreés la démonstration de la convergence de la série ZA_”_l YB".
n=0

Théoréme 3.5.1. [7] Soient A et B deux opérateurs dans B(H), tels que

oB)c{z, |zl<p} et o(A)C{z, |z|>p}

ou p est un nombre réel strictement positif. Alors pour tout operateur Y dans B(H) une solution
de ’équation AX — XB =Y est donnee par

+00
X = ZA‘”‘IYB”.
n=0

preuve : On démontre que la série

+00

ZA‘”_lYB” est convergente,
n=0

puis on vérifie que la solution X donnée par I'expression
+00
X=) A"lyB"
n=0
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est une solution de notre équation AX - XB=1Y .
Soit le nombre réel strictement positif p qui vérifie
o(B)C{z, |z|<p} et o(A) C{z, |z| > p}, alors
oA clz, |z|> p_l}.
Donc, d’apreés la formule du rayon spectral AN > 0:Vn > N tel que
IB"|| < p7 et [|JAT"|| < p" avec py <p.

Alors, pour n > N, on a

ALY B < IA AT YIHIB I < p " IA™ Yl = 1A YI(pyp™")".

D’ou la convergence de la série

+00
ZA—’H YB".
n=0

Vérifions maintenant que
+00
X=) A"lyp"
n=0

est une solution de notre équation, on a

+00 +00
AX-XB = A(J- A™"tyB") — (J A" 'YB"B
+o’g):0 +0o0 n=0
— J A—n YBH _ J\ A—n—l YBn+1
n=0 +0oo n=0 +00
=Y+ f AT"YB" - AT"YB" =Y.
n=1 n=1

O

Théoreme 3.5.2. [27] Si I’espace H est un espace de Hilbert de dimension infinie, A et B sont
deux opérateurs dans B('H) tel que A est inversible, on suppose qu’il existe une suite (a,,) de réels
strictement positifs, si pour tout x de H les séries de termes généraux a,||A*""x||? et a;;'||B™ x|
sont convergentes, alors pour tout Y dans B(H) la série Y [°4 A™""LYB" est ultra faiblement
convergente dans B(H) et sa limite X est une solution de I’équation de Sylvester AX —XB=1Y .

preuve : La preuve est analogue a la preuve de la proposition 1.4 dans [[11]] Cassier, J.O.T
2005].
Soient x,y € H,

D) D) D)
|<ZA—H—1 YBny, X>| S J Zan<A(—n—l)A*(—n—l)x, X>\ ZQZI<B*ny*YBny,y>
my mq my
1117 1117
<Yl ) AT DA e ) @ (BB ,y)
mq my
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On voit donc que la sefie Y ;o0 (A~*+DY BKx | 1) est de Cauchy, donc convergente, ce qui per-
met de définir X en posant

+00
(Xx|yy=) (A< DYBFx|y).
De plus, avec le théoreme de Banach Steinhauss et les hypothéses, on voit que

n
sup || ZA‘("“)YB"H < +oo.
k=0

Ceci entraine la convergence de ) /_ A~k+1)y BK hour la topologie “ * faible” de B(H), c’est
a dire la topologie ultra faible.

On verifie ensuite que X est bien une solution de ’équation de Sylvester AX - XB =Y.

Sous les mémes hypothéses du théoréme précédent on obtient ce résultat . O

Remarque 3.5.1. On obtient le théoréme de Bhatia [7] comme corollaire. En effet si

o(B)Clz, ld<p) et o(A)Clz |2d>p)

avec p > 0. Alors les séries ) " qa a?k ATk AR) e Y _ZkB* K)B* sont méme convergentes pour

la norme de B(H), pourr(B) <a<p.D’otila convergence pour les hypothéses du théoréme (3.5.2)
2n

aveca, =a

Théoréme 3.5.3. [27] Sil’espace H est un espace de Hilbert de dimension infinie, A et B sont deux

opérateurs dans B(H), on suppose qu’il existe une fonction mesurable strictement positive sur IR,
tA 12 tB.,.||2 1

telle que les intégrales IO lle="*x||“ f (t)dt et fo lle*“x[|*(f(t))~"dt sont convergentes pour tout

x de H, alors pour tout Y de B(H), Lopérateur X = fo e "AY e!Bdt est bien défini et est solution
de I’équation de Sylvester AX —XB=Y

preuve : D’apres ([11]] Cassier, J.O.T 2005) 'intégrale d’opérateur X = fooo e "AYe'Bdt est bien
définie au sens de Bochner et on a

X1 S\/H +<><’f(f)e_”“e““*dtll\/IIJm(f(t))_letB*Y*Yethtll
n=0 n=0
< ||Y||\/||f_0 f<t>e‘fAefA*dt||\/||f_0 (F(0) e etPat|

e s +00 _ +00 _
Comme les intégrales Inzof(t)lle FAy||?dt et ano(f(t)) L|le'Bx||>dt sont convergentes pour

tout x de H, alors I'opérateur jooo e *AYe!Bdt est bien défini pour tout x de H, on vérifie que
X donnée par cet opérateur est une solution de I'équation AX -XB=1Y . O

Remarque 3.5.2. Ces deux derniers théorémes, nous donnent aussi une estimation a priori de la
solution de I’équation AX — XB =Y en fonctionde Y .
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CHAPITRE 4

L’équation AX - XB = Y dans B('H)

Dans ce chapitre, nous avons parlé sur U'application de la solution cas générale de Sylvester et
Stein et enfin Iapplication de la solution d’équation dans les maladies Variole des Singes .

4.1 Solutions intégrales de contour d’équations de type
Sylvester

Dans cette note, nous utilisons des intégrales de contour pour étudier les équations matricielles

AXB-CXD=Y (4.1)
AX-X'D=Y (4.2)
AXB-X"=Y (4.3)

Les conditions d’unicité des solutions de (4.1) - (4.3) impliquent des crayons matriciels et leurs
spectres. Soit le pinceau AC — A régulier, soit det (zC — A) = 0 pour un certain z € C. On pose

o(AC —A) = {z;det(zC — A) = 0} U {z;det(C—z"1A) = 0)

Alors 0 € 0(AC — A) est équivalent a det A = 0. Par convention é =0 et % = co. Ainsi co €
0(AC —A) si et seulement si det C = 0. Un contour dans le plan complexe signifiera toujours une
courbe fermée simple orientée positivement.

4.2 L’équation de Sylvester généralisée

On sait (voir [13]) que I’équation (4.1) a une solution unique si et seulement si les crayons matri-
ciels

AC—A et AB—D sont réguliers , (4.4)
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et

o(AC-A)no(AB-D)=0. (4.5)
Dans ce qui suit nous donnons une description explicite de la solution unique de (4.1).

Théoréme 4.2.1. Si les conditions (4.4) et (4.5) sont satisfaites alors il existe un contour y tel
que 0(AC — A) soit intérieur a y et 0(AB — D) soit en dehors de y. L’unique solution de (4.1) est
donnée par

1
X=—QAC-A)7Y(AB-D)1d. (4.6)
27 Y
preuve : Soient T et W des matrices complexes #*n non singuliéres qui transforment le fais-
ceau régulier AB — D en forme canonique de Weierstrass (voir [[19], Section XII]). Puis

5. Al 0} (Do O
T(AB-D)W = AB-D = A(O N) ( | In_r)
,ou N est nilpotent. On a 6(AB - D) = 6(AB - D). Fixer X = XT ! et Y = YW. Alors X est
une solution de si et seulement si X est une solution de AXB— CXD =Y, et il n’est pas
difficile de voir que 'on peut supposer que B et D ont la forme

(L, 0 (Do O
B_(O N) et D_( 0 In—r),
ou 0(N) = {0}. Si les faisceaux AC — A et AB— D sont réguliers alors (voir [28], [24]) I'identité
est équivalente a

(A\C-A)'CX-XB(AB-D)!'=(AC-A)"'Y(AB-D)! (4.7)

Grace a onaoo & 0(AC—A)No(AB— D). Supposons oo & o(AC — A), soit det C = 0.
Alors peut s’écrire

(/\Ir_DO)_l 0

(AI-C'A) X X( 0 NN —I,_)1

) =(AC-A)'Y(AB-D)™L.  (4.8)
L’hypothese implique qu’il existe un contour y entourant 'ensemble 0(C 1 A) = ¢(AC -
A) et laissant 0(AB — D) a 'extérieur. En particulier, il n’y a pas de valeur propre de Dy a
I'intérieur de y. Notons que (AN —1I,,_,)™! est une matrice polynomiale. Par conséquent, le
calcul spectral pour les matrices donne

1
—QWI-CctA)ylda=1
27 y( ) "
et
L (M, —=Dg) 'dA =0 et L (AD-1,,)'dA=0
271 r 0 B 271 e -

4 4

Alors (4.6) découle immédiatement de (4.8). Supposons maintenant co ¢ o(AB — D). Puis
detB = 0. Dans ce cas on considére I'équation DT XTCT — BTXTAT = —YT et représentent
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XT conformément a (4.6). On obtient

1
X=—QAC-A)"'Y(AB-D)1d),
271 Y

ou B est un contour tel que 0(AB — D) est a I'intérieur de f et 0(AC — A) est a 'extérieur
de B. Soit —p la courbe fermée simple orientée en sens inverse de . Alors on a (4.6) avec

y=-p .

4.3 L’équation de type Stein

4.3.1 L’équation AX-X"D=Y
Dans [10] et [[26], p. 223] il a été montré que I’équation (X; X*)
AX-X'D=Y (4.9)

a une solution unique si et seulement si le crayon

A—AD" est régulier (4.10)

et

o(A—-AD*)Na(D - AA*) = 0. (4.11)

1
La condition (4.3.1) signifie que z € 0(A — AD*) implique b ¢ 0(A — AD*). Le résultat suivant
donne une solution intégrale de contour de (4.9).

Théoréme 4.3.1. Soient (4.10) et (4.3.1) satisfaites. Alors il existe un contoury tel que o (D—AA")
est a lintérieur de y et 0(A — AD") est a l'extérieur de y. L’unique solution de (4.9) est donnée

par

1
X==—QAD =AY +Y*)(D-AA")TA* ) (4.12)
2ni J,,
preuve : Notez que (4.9) est équivalent a

(A= AD")X - X*(D-AA") = Y + Y". (4.13)
Dongc, si A — AD" est régulier alors peut s’écrire

X(AA*=D) ' —(AD"-A)'X* = (AD* - A"} (Y + Y*)(D - AA")7! (4.14)
Supposons det A = 0. Alors implique qu’il existe un contour y tel que o(AA* - D) =
o (Al —D(A*)7!) est a I'intérieur de y et o(A — AD") esten dehors de y. Puis

1 1

— M X(AA*=D) Ydd = — D XA YA =D(AY) ) Hda = x(A9) !
2m.y( ) zmy()( (A")7) (A7)
et
1 * —1
— O AD -A)1X*dA=0
271

Y
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Donc découle de I'identité (4.14). Supposons det A = 0. Alors nous obtenir par un
argument de perturbation. On considere I'équation AX —X*D =Y ou A=A+el,e>0.Sie
est suffisamment petit alors det A # 0, A — AD" est régulier, et c(A—zD*)No(D - AA*)=0.

O
4.3.2 L’équation AXB-X"=Y
Zhou, Lam et Duan [36] ont étudié I’équation
AXB-X"=Y. (4.15)

En utilisant les produits de Kronecker et la matrice de permutation vec, le résultat suivant a été
démontré dans [[36]], p.1390, Lemma 13].

Lemme 4.3.1. La condition (Al — B*A)N o (I — ABA*) =0, ou de maniére équivalente,

1 ¢ o(AB)No(AB), (4.16)

est nécessaire et suffisante pour l’existence d’une unique solution de (4.15).
Nous appliquons le corollaire précédemment mentionné pour dériver une solution intégrale de
contour de (4.15).

Théoréme 4.3.2. Supposons (4.16)). Soit  un contour dont les valeurs propres sont B*A a l'inté-
rieur et 'ensemble {1/z;z € 0(B*A), A = 0} a l'extérieur.
Puis

1
X=5— (AI-B*A)"(Y + B'YA")(ABA* -1)"'d A (4.17)
Y

est l'unique solution de (4.15).
preuve : Soit W le membre de droite de (4.17). Alors W satisfait le Stein équation

B'AWBA*-W = Y*+B'YA". (4.18)

(par le corollaire (??)). Il découle de [[36], Théoréme 7], qui traite de I’équation (4.18), que W est
une solution de (4.15). Nous pouvons le montrer directement comme suit. Définir P = AWB
et Q = W*. Puis

1
P=—QM-AB) (Y +B'YA)B(AA*B-1)"'d )\
271 Y

est la solution de

(AB")P(A*B)—P = A(Y*+B'YA")B,

et (4.18) donne

(AB*)Q(A*B)-Q =Y + AY"B.
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Posons S = P—-Q-Y. Alors (AB*)S(A*B) — S = 0. Donc implique S = 0. D’°ou AWB -
W*-Y =0. [

4.4 L’équation d’opérateurs de type (A+iy)X-X(B+i() =
Y

Soit B(H,, Hy) Uespace des opérateurs linéaires bornés de H, a H, ou Hy et H, sont deux espaces
de Hilbert quelconques et notons également B(H, H) simplement comme B(H). 0(A) désigne le
spectre de A pour A € B(H).

Certaines limites de perturbation intéressantes et utiles sont étroitement liées a la solution de
Iéquation de Sylvester AX — XB = Y qui se présente en plusieurs d’autres contextes. Comme
expliqué dans [30], pour tout Y € B(H,, Hy), I’équation AX — XB = Y a une solution unique
X € B(H,,H,) si A et B sont des éléments de B(Hy) et B(H,), respectivement, tels que o(A)
et 0(B) sont disjoints. Dans [5], quelques estimations pour la norme de X et le nombre 6 =
dist(o(A),a(B)) sont trouvés, quand A et B sont tous les deux normaux ou, encore plus spécia-
lement, hermitiens ou unitaire. Généralement, si Y appartient a un sous-espace () de B(H,, Hy)
qui est le domaine d’une norme symétrique |||.|||, alors X appartient aussi a Q) et

O[IXII < elllY

ou c est une constante universelle .
Plus des formes spéciales de la solution X ont été obtenues par Bhatia et Rosental [6]. Comme
[oe]

Pintégrale e ""AYe'"Bdt nest pas convergente, on insére une fonction servant de facteur de

0
convergence, de sorte que l’intégrale

(o]
X = J e Ay etB f(1)dt (4.19)
—00

convergerait. Pour les opérateurs hermitiens A et B, ils ont utilisé cette intégrale, qui est un opé-
rateur bien défini pour chaque f € L'(RR), puisque pour chaque t les exponentielles apparaissant
ci-dessus sont des opérateurs unitaires. Puis ils ont prouvé que X est une solution, si f est une
fonction quelconque de L' (IR) telle que ]?(s) = % chaque fois que s € o (A)\o(B) .

Lobjectif principal est d’introduire de nouvelles représentations de la solution X pour les équa-
tions AX—XB=Y et (A+iy)X —X(B+iC) =Y sous différentes conditions des opérateurs A
et B ot y,C € R. les limites sur la solution X sont trouvées en utilisant la norme usuelle ||.|| et
le norme symétrique |||.|||. Pour trouver la borne en utilisant la norme symétrique, le théoréme
suivant est utilisé :

Théoréme 4.4.1. [5] Supposons que les opérateurs S, € () dépendent continuellement de x €
(0, 00) par rapport a la topologie des opérateurs faibles sur B(H,, Hy).Supposer aussi que |||S||| <

f(x), ou f est une fonction continue satisfaisant ||f||; = |f (x)|dx < oco. Alors, intégrale
- 0

de Riemann impropre Sydx = T existe dans la topologie des opérateurs faibles, T € (), et

T <N 1l
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Partant du théoréme donné par Bhatia et Rosenthal, le général cas de (4.19) est établi. En utilisant
cette solution, la constante ¢ dans

Cc
X< <Y

est estimée, ot dist(o(A+iy),0(B+iC)) >0 > 0.

4.4.1 Calcul opérationnel

Soit f une fonction da valeurs complexes qui est holomorphe dans une région bornée G qui inclut

o(T). Alors f(T) est défini par
_ 1 f(w)
f(T)=~— L(D,) T (4.20)

ou T est un opérateur borné et D’ est un domaine de Cauchy tel que D" C G (Voir [34]).
Théoreme 4.4.2. Siw ¢ 0(A+iy)\o(B+1iC), Puis

(T—w)—lyzsz, (A+iy—A-—w)'Y(A-B-iC) 'dA (4.21)
b(D)

est satisfaite pour un domaine de Cauchy D qui satisfait o(A+iy —w)ND =0 et 6(B+i{) C D.

preuve : Puisque w € 0(A +iy)\o(B+1iC), les ensembles o(A +iy —w) et o(B +iC) seront
disjoints. Il existe donc un ouvert borné G contenant o (B + i() et disjoint de o (A + iy — w).
Nous concluons donc a I’existence d’un Domaine de Cauchy D tel que 0(A+iy —w)ND =0
et 0(B+1iC) C D (Voir [34]).

Soit X une solution de 1’équation de 'opérateur

(T-w)X=(A+iy)X-X(B+i()-wX =Y.
Sileb(D),alors A eo(A+iy—w)No(B+iC), et

X(A-B-iQ)+(A+iy-A-w)X =Y

, donc
(A+iy—-A—w) ' X+X(A-B-i0) ' =(A+iy-A-w)'Y(A-B-iC)~L. Si nous intégrons
les deux cdtés sur b(D), nous trouvons

1
X=(T-w)ly=— (A+iy-A-w) lY(A-B-i¢)ldA
271 b(D)
puisque
1 ; - _ 1 - _
757 Jypy A+ 1Y —A-w) I XdA = 0et 57 [ ) X(A-B-iC)'dA=X.
La preuve du lemme suivant est donnée par Rosenblum dans [30]. O]

Lemme 4.4.1. . Soit G un ouvert borné contenant o(A +iy)\o (B +iC). Alors il existe des do-
maines de Cauchy D et D’ tels que (A +iy)\c(B+iC) C D’ et a(B+1iC) C D; en outre

a) siweb(D’), alorsw ¢ o(A+iy)\o(B+iC)etoc(A+iy—w)ND =0;
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b) siAeb(D),alorsc(A+iy—-A)cD’.

Théoréme 4.4.3. Si f(A) est une fonction a valeurs complexes holomorphe dans une région G
qui inclut 6 (A+iy)\o(B+1iC), alors

fY = J (A+iy-A)'Y(z-B-iC)'dz
b(D)
ou D est comme dans le lemme (4.4.1)).

preuve : A partir de ’équation (4.20), on peut écrire

-1 »
f(T)Y = 5 b(D)f(w)(T—w) Ydw,

ou D est comme dans le lemme (4.4.1). En utilisant (4.21)),

fy="2 [ fw)

271 b(D’)

1

— Aviy—A- A-B-iC 1d/ll
i Jy A7 7 A VOB i)

Si on change l'ordre de I'intégration, on obtient
T)Y )(A ! B-iC)dA.
f(T)Y 2n1j [27(1 D/)f +iy—-A-w)” dw] Y(A-B-iC)""dA
f (w) est holomorphe dans D’, donc
sz fw)A+iy-A-w)ldw=-f(A+iy-A)
et

f(T)Y ZmJ f(A+iy-A)Y(A-B-i¢) td.

]
Théoréme 4.4.4. Sit est un nombre complexe,
e—tTY — e—t(A+i)/)Y€t(B+iC).
preuve : Sion pose f(A) = e ** dans le théoréme (4.4.3), on voit facilement que
Y = 5 fypy e TVY(A-B-i0)MdA
t/\
— oA+ 1
- MY 5 2mi Ih B + lC d/\
= e (A+17/)Ye (B+1C)
[l

Lemme 4.4.2. Soient A et B des opérateurs bornés avec (A+A*) %(B+B*) <beta-b>0.
Alors

[~ AVt oBHOM|| < | y|[el@D)t (4.22)
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et
J le A7)ty BHO 4 < (a b)Y
0

preuve : Rappelons [23] que ||e?|| < e® si A est un opérateur borné et %(A + A*) < a une. En
utilisant la preuve similaire, il est facile de voir que [le=A*7)|| < e~ et ||eB+0)|| < &b puisque
%[(A +iy)+ (A+iy)]>aet 1[ B+1iC)+ (B+iC)*] < b respectivement. Si nous prenons
I'intégrale pour 0 < t < oo, nous obtenons

f oAty oBHOM g < ||Y||f Vgt = (= b)Y
0 0

4.4.2 Principaux résultats

Théoréme 4.4.5. Soient A, B et Y des opérateurs bornés avec (A +A*)<a, %(B +B*)<bet
a—>b> 0. Alors l'opérateur borné

X = Joo o~ (A+iy)ty p(B+O)E g4
0

est la solution de I'équation (A +iy)X — X(B+iC) =Y et||X|| < (a—b)7|Y].

preuve : Puisque I'inégalité (4.22) est vraie, 'intégrale JOOO e~ (A+iY)ty o(B+i0! dt est absolument
convergent et désigne un opérateur borné X ou

IXI1 < (@ = b)Yl

Si X est 'opérateur défini par cette intégrale, alors

(A+1')/)X—X(B+ZC) I() (A+Z’)/ —(A+iy)t Ye(B-HC) (A+l7/) Ye(B-HC (B+ZC))

_ Ooo ;t( —(A+ip)t Ye(BHC) )d
=Y

Donc X est la solution de I’équation.

]

Le théoréme suivant donne une expression de la solution de (A +iy)X — X(B+iC) =Y lorsque
les spectres de A+ 1y et B+ iC sont disjoints.

Théoréme 4.4.6. Soit I' une réunion de contours fermés dans le plan de total nombres d’en-
roulement 1 autour de 0(A + iy) et O autour de (B + iC). Ensuite la solution de I’équation
(A+iy)X —X(B+iC) =Y peut étre exprimé comme

. -1
= 3 J A+ = e Y (BriC-g) e,
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preuve: Si(A+iy)X - X(B+iC)=Y ,alors pour tout nombre complexe &, on avoir
(A+iy—-&)X-X(B+iC—-&)=Y .SiA+iy—¢ et B+iC - ¢ sont inversible, cela donne

XB+iC-& ' —(A+iy-&) ' X=(A+iy-&) 'Y (B+ic-&)L.

On en déduit le résultat si on intégre sur I en notant que IF(B +iC-&)71dE=0
et [(A+iy-&)1dE =2mil. O

Théoréme 4.4.7. Soient A, B des opérateurs bornés et y,C € R tels que (A+iy) et (B+iC) sont
des opérateurs hermitiens et c(A+1iy)No(B+iC) =0 . Soit f une fonction quelconque dans

— . 1

LY(RR) telle que la transformée de Fourier f a la propriété lorsque f(s) = ST iC—) lorsque
ne=y

seo(A+iy)\o(B+1iC). Alors, la solution de I’équation AX — XB =Y peut s’exprimer comme

X = J e ALYy oI HBHO) £(1) ¢, (4.23)

preuve : Considérons d’abord le cas de dimension finie. Soient &, f € IR des valeurs propres
de A et B de vecteurs propres u et v respectivement.
On voit ca

(A+iy) =(A+iy) = A"=A+2iy

et on obtient

(AeitlA+iY)y git(B+iT)y 4

(Y eit(B+O)y oit(A™=iy) A*y)
(YeitB+i0y, eltatiy)(q 4 2iy)) (4.24)
— e—it(a—iy)+it([3+iC)(a _ 2i7/)<YU, u)_

De méme, on obtient I'identité

<efit(A+i7/)Yeit(B+iC)Bv’ u> — ﬁefit(afi)/)+it(ﬁ+iC)<Yv, M). (425)
si X donner par (4.23), on a

(AX —=XB)v,u)

5 (Yo, uye@=P=ir=i)(q — p— 2iy)f(t)dt
(Yv,u)(a—B—2iy)f(a—p—iy—iC)
Yv,u)a—-p-2iy) L
= (Yv,u)

en utilisant (4.24) et (4.25). Puisque les vecteurs propres de A et B couvrent tout I'espace, cela
montre que AX -XB=Y.

a—-p—iy—iC+i(C—-y)

]

Le méme argument prouve le théoréme lorsque ’espace est de dimension infinie mais que A et
B ont des spectres de points purs. Le cas général découle dececi par un argument de continuité
standard (les opérateurs avec des spectres de points purs sont dense dans l'espace des opérateurs
hermitiens [[35] Page 24]).

Partant de ce théoréme, on démontre le théoréme suivant qui est plus général :
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Théoréme 4.4.8. Soient A et B des opérateurs sur un espace de Hilbert qui sont les limites de
la norme des opérateurs a spectre ponctuel pur et 6(A*) N a(B) = 0. Soit S un sous-ensemble
fermé de C et y une mesure de Borel sur S. Soient ¢ et 1 deux fonctions mesurables sur S.

Silp(AD) [P(AP) If ()] € L1 (p) et [ p(ADP(AB)f (N)dp(A) = Fi5 pour tout a € o(A),

B € o(B) alors

= L¢(AA)Y¢(AB)f(A)dy(A) (4.26)
est une solution de AX-XB=Y .

preuve : Soient a, f € C des valeurs propres de A* et B de vecteurs propres u et v respective-
ment, de sorte que

A'u = au,Bv = pv.

En les utilisant, on obtient

(AP(AA)Y Y(AB)v, u)

(Yp(AB)v, p(AA")A"ur)
(Yp(AB)v, p(Aa)au)
= apAa)p(AB)KYv, u).

Une considération similaire montre que
(P(AA)YP(AB)Bv, u) = BO(A@)P(AB)KY v, u).

Dong, si X est donné par (4.26)), alors

(AX=XB)v,u) = fs P(\a) gb(/\ﬁ)(a B)f (MY, updpu(A)

= (@ P) [ pODPOHf ANV 1))
= (@- /5)&_,3<Yv u>
= (Yv,u).

Dans le cas ou les vecteurs propres de A* et B couvrent tout ’espace, cela montre que AX —
XB =Y .Le cas général est établi en passant au limite. ]

Les théorémes suivants donnent les preuves de I'inégalité

c
X< <Y (4.27)

dans certaines situations particuliéres pour une petite constante c. Parfois, ¢ peut étre aussi bas
comme 1.

Théoreme 4.4.9. Supposons que A+1y — %6 et—B—-iC— %5 soient quasi-maccrétifs. Alors, pour
Y € Q), I'équation (A+iy)X—X(B+iC) = Y admet une unique solution X € Q et ol||X||| < ||| Y]]

preuve : Opérateurs fermés quasi-m-accrétifs densément définis

1.
A1:A+i7/—§b
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et ]
By =-B—-iC—-=9
1 iC 5

génere des semi-groupes fortement continus

Ul (t) = e_tAl

et
V] (t) = e_tBl

qui sont bornés [25]). Si nous fixons

U(t) = e 2U, (1)

et s
V(t)=e 2" Uy (t),

on obtient les inégalités

||e—t(A+i;/)|| < e—ét/Z,”et(BH'C)” < e—ét/Z' (4.28)
D’apres le théoreme (4.4.5), I'équation (A +iy)X — X(B +iC) = Y admet un unique solution

donnée par

X = Jm e~ ATty ot (B+iC) gy (4.29)
0

En utilisant (4.28), on a

||e_(A+i7)tYet(B+iC)|| < ||e—(A+iy)t|| Nyl ||et(B+iC)|| < |||Y|||e_‘3t

s

et donc en utilisant le théoréme (4.4.1), nous trouvons que

]

X|l| <Y -
i< i | e = 1

ouXeQ). O
Exemple 9. Définir

) 1 i .o [=i+1 -1 00
A+l_(—i 1), B+z_( ; 1+i) etX_(O 1.)

ce qui rend

s=dist(c(A+iy),oc(B+il))=V2

et

1 0

Alors O||X|| > ||Y|| pour la norme habituelle. Mais 'inégalité (4.27) avec c = 1 tient si|||.||| est la
norme de la trace classe .

Y:(A+i7/)X—X(B+iC):(O ‘1).
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A moins de restreindre le choix de la norme, il faudra chercher des conclusions avec constante
c>1.

Théoréme 4.4.10. Soient A, B et y,C € R tels que (A +1iy) et (B+iC) sont des opérateurs her-
mitiens avec dist(o(A+1iy),0(B+iC)) > 6 > 0. Alors la solution de I’équation AX —XB =Y
satisfait

c
X< S

ou

c= inf{llfllp  f e LNR), fls) = ﬁcﬁ) telque |s| > /& +4z:y}-

— 1
preuve : Soit f5 une fonction quelconque de L' (RR) telle que f(s) = m a chaque fois
s| > /6% + 4Cy. En utilisant le théoréme (4.4.7)
X = on oAy ot BHO) £ (1)1
et donc
1 (o]
X< SHYAF - Afs(0ldt
puisque f(t) = f5(t/0). O]

4.5 La solution d’équation Lypunov des maladies Variole
des Singes

La variole est une maladie infectieuse qui se transmet d’une personne a une autre. Parmi
les symptomes qui caractérisent cette maladie : une éruption sous forme de bulles noires remplies
de liquide trouble Dans le passé, avant le développement de la vaccination contre la variole, cette
maladie était répandue dans le monde entier et se distinguait comme une maladie saisonniére
plus fréquente en hiver et au début du printemps. A I’heure actuelle, et en raison de Uextinction
du virus, nous ne voyons pas d’infections par cette maladie naturellement, car cette maladie a été
vaincue a la suite d’une campagne mondiale de vaccination qui a débuté en 1967 sous la super-
vision de I’Organisation mondiale de la santé . On a appris que le dernier patient infecté par la
variole était en 1977 en Somalie (Afrique).
évolution de la maladie :

les jours les cas de maladie
0 Le développement de la maladie
10- 12 infection par le virus
12-14 Papparition des premiers signes
14-16 Papparition de la premiére éruption cutanée
20-22 la contamination des bulles
aprés 22 jour Papparition des furoncles
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Avec plus de cas de monkeypox enregistrés en Europe et en Amérique du Nord, les problémes de
santé mondiaux découlent d’une nouvelle vague pandémique aprés la pandémie de coronavirus.
Mais la plupart des estimations indiquent que cette maladie rare et émergente n’est pas trés dan-
gereuse et que les patients s’en remettent automatiquement.

Maladie du monkeypox :

Monkeypox est une maladie virale zoonotique rare qui trouve son origine chez les animaux sau-
vages tels que les rongeurs et les primates, et est parfois transmise des animaux aux humains.
La premiére infection humaine connue a été découverte en 1970. Bien que la variole ait été éra-
diquée depuis 1980, la variole du singe apparait encore sporadiquement dans certaines parties du
continent africain. Le virus a été détecté pour la premiére fois en 1958 a 'Institut national des
sérums a Copenhague, au Danemark, lors de I’enquéte sur une maladie semblable a la variole
dans Monkeys Research, depuis lors, le nom (monkeypox) a fait surface. L’Organisation mondiale
de la santé a déclaré que "la découverte de foyers de monkeypox en mai 2022 dans de nombreux
pays ou le virus n’est pas endémique sans lien direct avec les voyages dans les zones endémiques,
est inhabituelle". Prévention avant exposition au virus La vaccination active, que l'ensemble de
la population recevait systématiquement jusqu’a il y a 20 ans, est le moyen le plus efficace de
prévenir cette maladie.

Prophylaxie post-exposition :

Il n’y a pas de reméde contre cette maladie, la vaccination est donc le seul moyen disponible pour
combattre le virus. Recevoir la vaccination pendant les premiers jours (jusqu’a quatre jours) apres
Pexposition a un patient infectieux (avec la maladie), peut réduire considérablement le risque de
la maladie et méme la prévenir. La vaccination et le suivi médical de toutes les personnes qui sont
en contact direct avec des patients atteints de la maladie ou qui vivent avec eux depuis 'apparition
de la chaleur peuvent empécher la propagation du virus.

La nature de la solution a l’équation des maladies Variole de Singe

Dans cette recherche, nous étudions la solution de ’équation effective des tumeurs polypes, qui se
présente sous la forme

A'XA+tAXA=Y (4.30)

Ou A représente une influence connue définie dans l’espace de Hilbert H et représente les facteurs
causals et auxiliaires du Variole (facteur hormonal, facteur nutritionnel, relation entre facteur
hormonal et facteur nutritionnel, facteur héréditaire, virus, ...).

Et'Y est aussi un effet bien connu défini dans I’espace de Hilbert H et représente les rapports
des facteurs qui contribuent au Variole (sexe, dge, exposition aux radiations, utilisation de séda-
tifs, stress psychologique, facteurs qui affaiblissent 'immunité,...). t est un nombre réel positif
appelé facteur de controle et X est Uinfluenceur inconnu.Cet influenceur représente le traitement
en termes de quantité et de qualité pour le patient.

Nous avons également montré la nature de la solution de cette équation affectant des types parti-
culiers d’influences. De plus, nous présenterons certaines caractéristiques et observations car elles
sont trés importantes dans [’étude moderne des systémes d’équations différentielles médicales (de
la vie).

La solution mathématique de I’équation des maladies Variole de Singe

siA=1:
la solution de est :
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siA=1:
ona:

AXB-CXD=Y

(AC—A) et (AB-D)

sont réguliers .

o(AC-A)No(AB-D)=0

1
X=— | (A\C-A)'Y(AB-D) 4.
27 Jr

on prend :

A=A",B=A=C=D

Si

o(AMA-A"YNo(AA-A)=0

la solution

1
X=—— | (MA-AYTY(AA-A)Td
27 Jr

Si A Auto Adjoint et Y Auto Adjoint la nature de solution dans ce cas

A'XA+tAXA=Y
(A*XA+tAXA) = (Y)*

A XA+tA' XA =(Y)"
donc

A X' A+tAX'A=Y
Alors X est une solution Auto Adjoint
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4.5.1 Clarification des images pour la variole

Virus de la variole du singe
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Une carte de la propagation du virus dans le monde. =
. D Clade ouest-africain endémique

. . Clade centrafricain endémique
o [ Les deux clades
. . Cas de variole du singe de 2022

developpement diffusion de maladie variole internationnal
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Conclusion

L’essentiel du ce travail présenté dans ce mémoire consiste aux les solution des équations opé-
rateurs sous forme intégrale et ces applications.

Dans le cas des opérateurs Auto-Adjoints et normaux nous donnons un résultat important indiqué
dans le schéma suivant et les inclusions sont tous appropriés :
opérateur normal C opérateur quasinormal C opérateur sous-normal C opérateur hyponormal.

- Si les spectres A\G| — Ay et AG, — A, sont disjoints, alors pour toute main droite Y € L(H,, K;)
Péquation a une solution unique X € L(K,, Hy). Plus précisément, si I' est un contour de
Cauchy tel que o(Gy,A ) est dans le domaine intérieur de ', et 0(G,, A,) est dans le domaine
extérieur de T, ensuite

1
X=— | (MG -A)'Y(NG,-A,) " dA.
27_”- F( 1 l) ( 2 2)

et on a vu le cas particulier ou Gy = 1.

- Soit A et B sont des opérateurs normaux avec 6 (A)No(B) = 0. Soit A = A1 +iA, et B= B1+iB,,
telque A, et A, sont des opérateurs normaux, et sont donc B; et B,. Soit f € L'(IR?) sa trans-

formation de Fourier ﬂsl,sz) = ﬁ n’importe quand s, +is, € 0(A) — o (B). Alors la solution

d’équation AX — XB =Y peut étre exprimé comme
+00 +00 . .
X = J J 6_1(t1A1+t2A2)Yel(tlBl+t2B2)f(t1,tz)dtldtz.

- I’équation AX — XB =Y sous les condutions sur le spectre de AetBona:

a) Sio(A)C{z|Rez>0}eto(B)C{z |Rez<0} Alors X = O+°o e tAYetBdt

+00
b) Sio(A)C (2] |2l > p} et o(B) C {z | |2] < p} Alors X = ZA—"—WB".
n=0

et dans ces cas de sylvester, stein et lypunov on a arrivé a une forme de la solution pour chaque
cas.

- L’équation de maladie variole des singes :
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A XA+tAXA=Y
on a arrivé a une solution appropriée sous la forme

1
X=— [ (AtA-A")ty(AA-A)dA.
2701 T
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Prespectives

1) Quelle sont les conditions atteintes par les 'opérateur A, B, Y Peut-il étre la solution de
I'équation d’opérateur A*XB + CXD =Y dans le cas infini, soit étre 'opérateur hypo-
normal paranormal...

2) Le cas ou
et

I’équation de Lyapunov A*XA + tAXA = Y pour les maladies de variole des singes,
lopérateur inconnu (X) a trouver, identifié et connu dans les équations de Lyapunov.
Quant les opérateurs connus (A, Y) dans ’équation, quels sont les conditions sur les
opérateurs dans les cas hyponormal pour admet ces équations solutions dans B(H)?
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